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(右邊那個) 

其實不知道該寫些什麼。 

高典萱，台北人。自從上了高二後，每天在課業、專研裡打轉。

不敢說自己從小就對數學及自然科學有濃厚的興趣，那太八股了，況

且在國中前尚是一無所知。直到開始專題研究之後，才覺得熬夜證

明、跟同學、指導老師討論、承受進度壓力，雖有點辛苦但都是非常

寶貴的經驗。 

我只想實話實說。 

 
 
 
 



 
 

我是劉懿真，就讀於北一女中二年級數理實驗班。 

求學過程中很幸運碰到許多很照顧我的老師，給我種種的啟發。

進高中後參加教育部基礎科學人才培育計畫數學科，讓自己有不同的

體驗，受益良多。我的興趣很廣泛，在國樂方面，學習柳琴八年，目

前是學校國樂團的一員。也對資訊有興趣，在學校參加資訊專題課程。 

  對未來的期許，希望能不斷學習、培養更多興趣。 
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摘要 

本研究由下述問題開始：將 n1 個黑色棋子和 n2 個白色棋子排成一列，規定第一個棋子必

為黑棋；對於每一種排列方法中，同色棋相鄰處記為 1，異色棋相鄰處記為-1，所有

1 和-1 的總和記為 ( )21,nnt 。對所有可能的排列方法所算出來的 ( )21,nnt 值求其平均值，記

為 ( )21,nna 。我們先由觀察各種 n1 和 n2 值，得到這平均值的可能公式，隨後並嚴格證明

其正確性，證明方法也經過多次精鍊到十分簡潔的方式。以此為基礎，我們並做了各

方向的推廣，研究涉及下列各點： 

(一)  利用組合數探討原來的問題。 

(二)  在第一個棋子不限定為黑棋的假設下，求平均值 ( )21,nna 。 

(三)  將棋子由兩種增加到多種。 

(四)  改變棋子排列以及相鄰的方式。 

經由研究，我們發現，每一次愈將問題推廣時，愈能找出清晰的概念涵蓋並印證先前

的想法。 

 

ABSTRACT 

Our study starts with the following problem.  Suppose n1 black chesses and n2 white chesses 

are arranged in a line under the condition that the first chess is black.  For any arrangement of 

these chesses, an adjacent pair of chesses having the same (respectively, different) colors is 

associated with a value of 1 (respectively, -1).  Let ( )21,nnt  denote the sum of these values.  

The purpose of this problem is to calculate the average value ( )21,nna  of these ( )21,nnt  which 

runs over all possible arrangements of the chesses described above.  We begin from observing 

various values of n1 and n2 and find a possible formula for the solution.  We then give a 

rigorous proof for the formula.  After some refinements, simple proofs are also established.   

Based on this, we also make some generalizations.  In summary, the research includes the 

following: 
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1. Study the problem by using binomial coefficients. 

2. Calculate ( )21,nna  when ( )21,nnt  runs over all possible arrangements in which the first chess can 

be black or white. 

3. Increase the types of chesses from two to many. 

4. Variant the arrangement method of the chesses from a line to other configurations. 

    During the study, we find that whenever we extend the problem to a more general case, we make 

the ideas for the original problem clearer. 

壹、研究題目 
取 n1 個黑色棋子、n2 個白色棋子排成一列，規定第一個棋子必為黑棋。若相鄰兩棋子顏

色相同，則定義此二棋關係為 1（稱之為不變號），若相鄰兩棋子顏色不同，則定義此二棋關

係為-1（稱之為變號）。將所有可能排列出來並將其變號及不變號的總和相加，稱此和為總和

( )2,1 nn
α ，再將總和 ( )2,1 nn

α 除以所有可能，求一平均值 ( )2,1 nn
a ，此即為每一排列方法之期望值。 

貳、研究動機 
老師在某次做數論問題時，猜測此性質會成立，認為我們應該可以解出此性質。（此性

質原為 n 黑 n 白， ( )nna , 值為-1，經我們討論後，不僅能很快證明、更發現可再推廣求其一般

式。 

參、研究目的 

以組合數之方法，探討此題目之 ( )2,1 nn
a 值，並推廣、探討此問題之一般性。 

肆、研究方法及過程 
一、 引理 

引理 1：巴斯卡定理 11
1

−−
− += n

k
n
k

n
k CCC  

引理 2： ,,qp, qp ≤Ν∈ 1

0

−+

=

⋅=⋅⋅∑ qp
p

p

t

q
t

p
t CpCCt  

證明： 
由二項式定理 

( ) ∑
=

−
− =+++++=+

q

k

kq
k

qq
q

qq
q

qqqq xCxCxCxCxCCx
0

1
1

2
2101 L  ――（1） 

( )
dx
xd p+1 ( ) 11 −+= pxp ( ) 12

1
2

321 132 −−
− ⋅⋅+⋅⋅−++⋅+⋅+= pp

p
pp

p
ppp xCpxCpxCxCC L  



 3
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二、 觀察及組合數證明 
1.  n1＞n2 時 

a.  (n+1)黑 n 白 
◎ 3 黑 2 白 

排列方法數：
4

2 2
!

! !×
=6     變號數：1〜4 
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( )2,3a =1× [(-1)+3]+2× [(-2)+2]+2× [(-3)+1]+1× [(-4)+0] / 6 = -1 

 
由此，我們觀察到方法數與巴斯卡三角形的對應關係如下： 
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−−−

+
−+
−+

=  

( ) 1

21

1
2

21 21

21
12 −+

−+
+−−

= nn
nCnn

nnn  

( ) 1

21

2121
2

21 21

21
1 −+

−+
+−+−−−

= nn
nCnn

nnnnnn  

( ) ( )( ) 1

21

2121 21

21
11 −+









−+
−−−

+−= nn
nCnn

nnnn  

 

∴ ( )

( ) ( )( )

1

1

21

2121

, 21

2

21

2

21

1
11

−+

−+








−+
−−−

+−
= nn

n

nn
n

nn C

C
nn

nnnn

a  

                                         ( ) ( )( )
1

11
21

2121

−+
−−−

+−=
nn

nnnn  

2.n1≦n2 時 
a.  (n-1)黑 n 白 
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◎ 2 黑 3 白 

排列方法數： 4
!3!1

!4
=

×
     變號數：1〜3 

1 個變號： BW 12

2

1

1
1
2

1
1 =×=× CCHH BBWWW (-1)+ 3= -2 

2 個變號： BWB 12

2

1

0
1
2

2
0 =×=× CCHH BWWWB (-2)+ 2= 0 

3 個變號： BWBW 22

1

1

0
2
1

2
0 =×=× CCHH

BWBWW 
BWWBW 

(-3)+ 1= -2 

( )3,2a =1× [(-1)+3]+1× [(-2)+2]+2× [(-3)+1] / 4 = 
4
2

−  

 
由此，我們觀察到方法數與巴斯卡三角形的對應關係如下： 

2
0
−nC  2

1
−nC  2

4
−
−
n
nCLL  2

3
−
−
n
nC  2

2
−
−
n
nC      n-1 黑 

1
0
−nC   

1
1
−nC    

1
4
−
−
n
nCLL   

1
3
−
−
n
nC   

1
2
−
−
n
nC        n 白 

 
◎ （n-1）黑 n 白證明： 

排列方法數：
( )
( ) C n

nnn
n 22

!!2
!22 −=

−
−      變號數：1〜2n-3 

1 個

變號 
BW CCCCHH nnn

n
n
nnn

1

0

2

0

1

1

2

2
1

1
1

2
−−−

−

−

−−−
×=×=× (-1)+[2n-2-(1)]= 2n-4

2 個

變號 
BWB CCCCHH nnn

n
n
nnn

1

0

2

1

1

1

2

3
1

1
2

3
−−−

−

−

−−−
×=×=×  (-2)+[2n-2-(2)]= 2n-6

3 個

變號 
BWBW CCCCHH nnn

n
n
nnn

1

1

2

1

1

2

2

3
2

2
2

3
−−−

−

−

−−−
×=×=×  (-3)+[2n-2-(3)]= 2n-8

4 個

變號 
BWBWB CCCCHH nnn

n
n
nnn

1

1

2

2

1

2

2

4
2

2
3

4
−−−

−

−

−−−
×=×=×  (-4)+[2n-2-(4)]= 2n-10

M M M M 
 

( ) ( )∑∑
−

=

−−
+

−

=

−− ⋅−−+⋅−−=
3

0

12
1

2

0

12 462442
n

k

n
k

n
k

n

k

n
k

n
k CCknCCknα  

( ) ( ) ∑∑∑∑
−

=

−−
+

−

=

−−
−

=

−−
+

−

=

−− ⋅⋅−⋅⋅−⋅−+⋅−=
3

0

12
1

2

0

12
3

0

12
1

2

0

12 446242
n

k

n
k

n
k

n

k

n
k

n
k

n

k

n
k

n
k

n

k

n
k

n
k CCkCCkCCnCCn  

（由引理 2、引理 3、引理 5、引理 6） 

( ) ( ) ( ) ( ) 4242
2

32

3

32

2 14246242 −−
−

−

−

−

−
−−−−−+−= n

n
n
n

n
n

n
n CnCnnn CC  

   2k+1 個變號 
 
   2k 個變號 
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( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) 4232

3

32

2 14
1!22!3

1!42246242 −−

−

−

−
−−

−−−−
−−−

−−+−= n
n

n
n

n
n Cn

nnnn
nnnnn CC  

( ) ( ) ( ) ( ) 42
4

42
3

32

3

32

2 14146242 −
−

−
−

−

−

−

−
−−−−−+−= n

n
n
n

n
n

n
n CnCnnn CC  

( ) ( ) ( )( )42
4

42
3

32

3

32

2 146242 −
−

−
−

−

−

−

−
+−−−+−= n

n
n
n

n
n

n
n CCnnn CC  

（由引理 1） 

( ) ( ) ( ) 32
3

32

3

32

2 146242 −
−

−

−

−

−
−−−+−= n

n
n
n

n
n Cnnn CC  

( ) ( )CC n
n

n
n nn 32

3

32

2 2242 −

−

−

−
−−+−=  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )222!!3
222!3222

22!1!2
22!3242

−−−
−−−

+−
−−−

−−
−=

nnnn
nnnn

nnnn
nnnn  

( ) ( )( ) 22

22
22242 −

−
−+−−

= n
nCn

nnnn  

22

22
42 −

−
+−

= n
nCn

n  

∴ ( ) 22
4222

42

22

22

,1 −
+−

=−
+−

= −

−

− n
n

C

C
n
n

a n
n

n
n

nn  

 
b.  n 黑 n 白 

 

1
0
−nC   

1
1
−nC     

1
4
−
−
n
nCLL   

1
3
−
−
n
nC   

1
2
−
−
n
nC      n 黑 

1
0
−nC   

1
1
−nC     

1
4
−
−
n
nCLL   

1
3
−
−
n
nC   

1
2
−
−
n
nC        n 白 

 

排列方法數：
( )
( ) C n

nnn
n 12

!!1
!12 −=

−
−      變號數：1〜2n-1 

1 個變號 BW CCCCHH nnn
n

n
nnn

1

0

1

0

1

1

1

1
1

1
1

1
−−−

−

−

−−−
×=×=× (-1)+[2n-1-(1)]= 2n-3

2 個變號 BWB CCCCHH nnn
n

n
nnn

1

0

1

1

1

1

1

2
1

1
2

2
−−−

−

−

−−−
×=×=× (-2)+[2n-1-(2)]= 2n-5

3 個變號 BWBW CCCCHH nnn
n

n
nnn

1

1

1

1

1

2

1

2
2

2
2

2
−−−

−

−

−−−
×=×=× (-3)+[2n-1-(3)]= 2n-7

4 個變號 BWBWB CCCCHH nnn
n

n
nnn

1

1

1

2

1

2

1

3
2

2
3

3
−−−

−

−

−−−
×=×=× (-4)+[2n-1-(4)]= 2n-9

M M M M 

   2k+1 個變號 
 
   2k 個變號 
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( )( ) ( )∑∑
−

=

−
+

−
−

=

− ⋅−−+−−=
2

0

1
1

1
1

0

21 452432
n

k

n
k

n
k

n

k

n
k CCknCknα  

( ) ( ) ( ) ( ) ∑∑∑∑
−

=

−
+

−
−

=

−
−

−
+

−
−

=

− ⋅⋅−−⋅−+−=
2

0

1
1

1
1

0

21
2

1
1

1
1

0

21 445232
n

k

n
k

n
k

n

k

n
k

n

k

n
k

n
k

n

k

n
k CCkCkCCnCn  

（由引理 2、引理 3、引理 5、引理 6） 

( ) ( ) ( ) ( ) 3232
2

22
2

22
1 14145232 −−

−
−

−
−

− −−−−−+−= n
n

n
n

n
n

n
n CnCnCnCn  

( ) ( ) ( )( )32
3

32
2

22
2

22
1 145232 −

−
−

−
−

−
−

− +−−−+−= n
n

n
n

n
n

n
n CCnCnCn  

（由引理 1） 

( ) ( ) ( ) 22
2

22
2

22
1 145232 −

−
−

−
−

− −−−+−= n
n

n
n

n
n CnCnCn  

( ) ( ) 22
2

22
1 1232 −

−
−

− −−+−= n
n

n
n CnCn  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )112!!2
112!2212

12!1!1
12!2232

−−−
−−−

−−+
−−−

−−
−=

nnnn
nnnn

nnnn
nnnn  

( ) ( )( ) 12

12
11232 −

−
−+−−

= n
nCn

nnnn  

12

12
12 −

−
+−

= n
nCn

n  

∴ ( ) 1
12
12/

12
12 1212

, −=
−
+−

=
−
+−

= −−

n
n

n
na CC n

n
n
nnn  

 
c.  我們猜測 n+t ( )0<Ζ∈ tt 且  的情況如下表： 
 

黑色

個數 
白色

個數
( )2,1 nn
a 值 

n n 
( )

12
12

−
−−

n
n  

n-1 n 
( )

22
42

−
−−

n
n  

n-2 n 
( )

32
92

−
−−

n
n  

M n M 

n+t n ( )[ ]
( )12

12 2

−+
−−−

tn
tn

 
d. n1≦n2 時證明： 
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排列方法數：
( )
( ) C nn

nnn
nn 1

21

21 21

2!!1
!1 −+=

−
−+      變號數：1〜2(n1-1)-1 

1 個

變號 
BW CCCCHH nnn

n
n
nnn

1

0

1

0

1

1

1

1
1

1
1

1
212

2

1

121

−−−

−

−

−−−
×=×=× (-1)+[ n1+n2-1-(1)]= n1+n2-3

2 個

變號 
BWB CCCCHH nnn

n
n
nnn

1

0

1

1

1

1

1

2
1

1
2

2
212

2

1

121

−−−

−

−

−−−
×=×=× (-2)+[ n1+n2-1-(2)]= n1+n2-5

3 個

變號 
BWBW CCCCHH nnn

n
n
nnn

1

1

1

1

1

2

1

2
2

2
2

2
212

2

1

121

−−−

−

−

−−−
×=×=× (-3)+[ n1+n2-1-(3)]= n1+n2-7

4 個

變號 
BWBWB CCCCHH nnn

n
n
nnn

1

1

1

2

1

2

1

3
2

2
3

3
212

2

1

121

−−−

−

−

−−−
×=×=× (-4)+[ n1+n2-1-(4)]= n1+n2-9

M M M M 
 

( ) ( )∑∑
−

=

−−
+

−

=

−− ⋅−−++⋅−−+=
2

0

11
121

1

0

11
21

1
21

1
21 4543

n

k

n
k

n
k

n

k

n
k

n
k CCknnCCknnα  

( ) ( )∑∑
−

=

−−
+

−

=

−− ⋅−++⋅−+=
2

0

11
121

1

0

11
21

1
21

1
21 53

n

k

n
k

n
k

n

k

n
k

n
k CCnnCCnn  

∑∑
−

=

−−
+

−

=

−− ⋅⋅−⋅⋅−
2

0

11
1

1

0

11
1

21
1

21 44
n

k

n
k

n
k

n

k

n
k

n
k CCkCCk  

（由引理 2、引理 3、引理 5、引理 6） 

( ) ( ) ( ) ( ) 3
2

3
11

2

221
2

121
21

2

21

1

21

1

21

2
141453 −+−+

−
−+

−

−+

−
−−−−−++−+= nn

n
nn

n
nn

n
nn

n CnCnnnnn CC  

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )1!2!21

1!314
53

2211

22112
21

2

121
21

2

21

2 −−−−
−−+−

−−++−+= −+−+

− nnnn
nnnn

nnnn CC nn
n

nn
n  

( ) 3
2

21

2
14 −+−− nn

nCn  

( ) ( ) ( ) ( ) 3
2

3
12

2
21

2

121
21

2

21

2

21

2

21

2
141453 −+−+

−
−+−+

−
−−−−−++−+= nn

n
nn

n
nn

n
nn

n CnCnnnnn CC  

( ) ( ) ( )( )33
12

2
21

2

121
21

2

21

2

21

2

21

2
1453 −+−+

−
−+−+

−
+−−−++−+= nn

n
nn

n
nn

n
nn

n CCnnnnn CC  

（由引理 1） 

( ) ( ) ( )CCC nn
n

nn
n

nn
n nnnnn 2

2
2

21
2

121
21

2

21

2

21

2
1453 −+−+−+

−
−−−++−+=  

( ) ( )CC nn
n

nn
n nnnn 2

221
2

121
21

1

21

2
133 −+

−

−+

−
−−+−+=  

( ) ( )( )CC nn
n

nn
n nn

nnn
nn
nnn 1

21

2111

21

212 21

2

21

2 1
131

1
3 −+−+

−+
−−−

+
−+
−+

=  

( ) 1

21

1
2

21 21

21
12 −+

−+
+−−

= nn
nCnn

nnn  
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( ) 1

21

2121
2

21 21

21
1 −+

−+
+−+−−−

= nn
nCnn

nnnnnn  

( ) ( )( ) 1

21

2121 21

21
11 −+









−+
−−−

+−= nn
nCnn

nnnn  

 

∴ ( )

( ) ( )( )

1

1

21

2121

, 21

2

21

2

21

1
11

−+

−+








−+
−−−

+−
= nn

n

nn
n

nn C

C
nn

nnnn

a  

( ) ( )( )
1

11
21

2121

−+
−−−

+−=
nn

nnnn               

 

由 1.、2.得證 n1 黑 n2 白 其 ( )2,1 nn
a 值為 ( ) ( )( )

1
11

21

2121

−+
−−−

+−
nn

nnnn  
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三、推廣 1：不規定第一個棋子必為黑棋 
 
原題目因為 n 黑 n 白時，規定第一個棋子為白棋的排列方法數、總和α皆與黑棋相同，

所以並不討論不規定第一個棋子為黑棋之情況。 
1. 觀察 
◎ 3 黑 2 白 

排列方法數： 10
!2!3

!5
=

×
 

排列 
(黑色在前)

總和
排列 

(白色在前)
總和

BBBWW 2 WWBBB 2 
BBWBW -2 WBWBB -2
BBWWB 0 WBBWB -2
BWBBW -2 WBBBW 0 
BWBWB -4   
BWWBB 0   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
5
4

10
0222042022 −

=+−+−+++−+−++−+=a  

由以上 3 黑 2 白例子，我們發現白色在前的排列可看成黑色在前，只是黑色個數與白色

個數交換（n1 黑 n2 白＝＞n2 黑 n1 白） 
所以 

排列方法數為 21

2

nn
nC
+  

( )

( ) ( )

21

2

21

2

21

2

2,1

1

21

2
2

121

21

1
2

21

1
12

1
12

nn
n

nn
n

nn
n

nn C

C
nn

nnnC
nn

nnn

a +

−+−+

−+
+−−

+
−+

+−−

=  

      ( ) ( )
21

2

21

2
2

12

21

1

21

1
2

21

1
12

1
12

nn
n

nn
nnn

nn
n

nn
nnn

+
⋅

−+
+−−

+
+

⋅
−+

+−−
=  

      ( )( ) ( )
( )( )2121

2
2

2
121

2
2121

1
22

nnnn
nnnnnnnn

+−+
−−++−+

=  

( )( ) ( ) ( )
( )( )2121

2
2

2
1

2
2121

2
2121

1
22111

nnnn
nnnnnnnnnn

+−+
−−+−+−++−−+

=  

( )( ) ( )
( )( )2121

2
2

2
1

2
221

2
121

2
2121

1
221211

nnnn
nnnnnnnnnnnn

+−+
−−++−+−++−−+

=  
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      ( )( ) ( )
( )( )2121

21
2
2

2
121

2
2121

1
2111

nnnn
nnnnnnnnnn

+−+
−−−+−++−−+

=  

( )( ) ( ) ( )[ ]
( )( )2121

2
2121

2
2121

1
111

nnnn
nnnnnnnn

+−+
−+−−++−−+

=  

      ( )( ) ( ) ( )( )
( )( )2121

212121
2

2121

1
1111

nnnn
nnnnnnnnnn

+−+
++−+−−++−−+

=  

      ( ) ( )
21

21
2

21 11
nn

nnnn
+

++−+−
=  

( )
21

21
2

21

nn
nnnn

+
−−−

=  

( ) ( )
21

2
211
nn
nn
+
−

+−=  

 
四、證明法二 

因為 ( )2,1 nn
a 值即為每一排列方法所產生的平均值，也就是每一排列方法產生之α值除以

排列方法數。而α值由相鄰的黑棋白棋產生的+1、-1 個數影響。由此我們又發現若令黑

棋為+1，白棋為-1，則+1、-1 是由相鄰的黑棋白棋相除得來的，（前項除以後項）。 
於是我們把題目轉化為：「n1個 1，n2個-1排成一列，將所有可能排列出來，並將每一相

鄰的兩個數相除（前數除以後數），其值為+1或-1，計算所有若干個+1、若干個-1的總

和，稱此和為總和α，再將總和α除以排列方法數，求一平均值 ( )2,1 nn
a 。此即每一排列

方法之期望值。」 

 

1. 觀察 
◎ 3 (1) 2 (-1) 

排列方法數： 10
!2!3

!5
=

×
 

排列 總和 排列 總和 

1  1  1  –1  –1 
1
1

1
1

1
1

1
1

−
−

+
−

++  1  -1  -1  1  1
1
1

1
1

1
1

1
1

+
−

+
−
−

+
−

1  1  -1  1  -1 
1

1
1
1

1
1

1
1

−
+

−
+

−
+ -1  1  1  1  -1

1
1

1
1

1
1

1
1

−
+++

−  

1  1  -1  -1  1 
1
1

1
1

1
1

1
1 −

+
−
−

+
−

+ -1  1  1  -1  1
1
1

1
1

1
1

1
1 −

+
−

++
−
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1  -1  1  1  -1 
1

1
1
1

1
1

1
1

−
++

−
+

−
-1  1  -1  1  1

1
1

1
1

1
1

1
1

+
−

+
−

+
−

1  -1  1  -1  1 
1
1

1
1

1
1

1
1 −

+
−

+
−

+
−

-1  -1  1  1  1
1
1

1
1

1
1

1
1

++
−

+
−
−  

( )2,3α ( ) ( )
1

14112
1

112112
−

−×+×
+

−×+×
=  

( ) ( ) ( ) ( )
8

1

1
23
121

23
3

2
1

1
23

21
23
13

310 −=
















−

−×
+
−

+×
+×+

−×
+

+×
+
−

×=  

( ) 5
4

10
8

2,3 −=−=∴a  

 
由以上例子可發現 

由於當 n1 個 1 和 n2 個-1 排列時， 
1 的前面是 1 的機會為 n1-1，1 的前面是-1 的機會為 n2，-1 的前面是 1 的機會為 n1，

-1 的前面是-1 的機會為 n2-1。 

所以 ( )2,1 nn
a 值可表為下式：(f 為排列方法數) 

( ) ( )
( )

( )
( )

fnn
n

nn
n

nnn
n

nn
n

nfa nn



















−

−×
+
−

+×
+

+
−×

+
+×

+
−

=
1

111

1

111

21

2

21

1

2
21

2

21

1

1, 21
 

( )
( )

( )
( )

1

111

1

111

21

2

21

1

2
21

2

21

1

1 −

−×
+
−

+×
+

+
−×

+
+×

+
−

=
nn

n
nn

n

nnn
n

nn
n

n  

( ) ( ) ( ) ( )
21

22122111 1111
nn

nnnnnnnn
+

−+−+−+−
=  

21

2
2
22121

2
1 2

nn
nnnnnnn

+
−+−−−

=  

( ) ( )
21

2
211
nn
nn
+
−

+−=  

 

五、推廣２：增加顏色 
1. n1 黑 n2 白 n3 紅 

由兩個顏色(黑、白)，
3

2sin
3

2cos ππω ⋅+= i ，我們令黑色為 1，白色為ω，紅色為ω2，

即分別為 x3=1 的三個根，則 
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( )
( ) ( )

( )
( )

( ) 







++
−++

+
++
+−+

+
++
++−

=
321

2

2
321

3
321

2
321

2
321

2
321

1,,
1111

321 nnn
nnnn

nnn
nnnn

nnn
nnnn

f
fa nnn ω

ωω
ω

ωωωω
 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ){ }2
231231133221332211

321

1111 ωω nnnnnnnnnnnnnnnnnn
nnn

++++++−+−+−
++

=  

321

133221321
2
3

2
2

2
1

nnn
nnnnnnnnnnnn

++
−−−−−−++

=  

( )
321

133221
2
3

2
2

2
11

nnn
nnnnnnnnn

++
−−−++

+−=  

( ) ( ) ( ) ( )
( )321

2
13

2
32

2
21

2
1

nnn
nnnnnn

++
−+−+−

+−=  

 

2. n1 黑 n2 白 n3 紅 n4黃 

令 n1+n2+n3+n4=s； 1−=i ，黑色為 1，白色為 i，紅色為 i2=-1，黃色為 i3=-i，即分別為

x4=1 的四個根，則 

 

( )
( ) ( )




 ++−+
+

+++−
=

is
inininnn

s
inininnn

f
fa nnnn

3
4

2
321

2

3
4

2
321

1,,,
111

4321
 

( ) ( )



−+++
+

+−++
+

si
inininnn

si
inininnn 3

3
4

2
321

42

3
4

2
321

3
11  

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ]{ 1443322144332211 11111 nnnnnnnninnnnnnnn
s

++++−+−+−+−=  

[ ] [ ]}34231241
3

24134231
2 nnnnnnnninnnnnnnni ++++++++  

 

( ) [ ] [ ]{ 14433221
2
4

2
3

2
2

2
1

11 nnnnnnnninnnn
s

++++++++−=  

( )[ ] [ ]}144332214231 221 nnnnnnnninnnn +++−+−+  
 

( ) [ ]4231
2
4

2
3

2
2

2
1 2211 nnnnnnnn

s
−−++++−=  

( ) ( ) ( )
4321

2
42

2
311

nnnn
nnnn

+++
−+−

+−=  

 



 18

3. n1 黑 n2 白 n3 紅 n4黃 n5 藍 
令 n1+n2+n3+n4+n5=s；黑色為 1，白色為ω，紅色為ω2，黃色為ω3，藍色為ω4，即分

別為 x5=1 的五個根，則 

 

( ) ( ) [ ]iiiii

i
innnnn nnnnnn

s
a −−−−−

=

+++++−= ∑ 5
5

4
4

3
3

2
2

1
1

5

1
,,,,

11
54321

ωωωωω  

 

( ) ( ) ( )[ ω1554433221
2
5

2
4

2
3

2
2

2
1

11 nnnnnnnnnnnnnnn
s

++++++++++−=  

( ) ( ) 3
3524135241

2
2514534231 ωω nnnnnnnnnnnnnnnnnnnn ++++++++++  

( ) ]4
4534231251 ωnnnnnnnnnn +++++  

 

( ) ( ) ( )( )[ 4
1554433221

2
5

2
4

2
3

2
2

2
1

11 ωω +++++++++++−= nnnnnnnnnnnnnnn
s

 

( )( )]32
2514534231 ωω ++++++ nnnnnnnnnn  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]










 +−+−+−+−+−

−
+−=

ω
ω 1

2
11 2

15
2

54
2

43
2

32
2

21 nnnnnnnnnn
s

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]









 +−+−+−+−+−+ 2

22
25

2
14

2
53

2
42

2
31

1
ω

ωnnnnnnnnnn  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]










 ⋅−+−+−+−+−⋅

−
+−= π

5
2cos2

2
111 2

15
2

54
2

43
2

32
2

21 nnnnnnnnnn
s

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]









 ⋅−+−+−+−+−+ π

5
4cos22

25
2

14
2

53
2

42
2

31 nnnnnnnnnn  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]










−+−+−+−+−

−
+−= π

5
2cos11 2

15
2

54
2

43
2

32
2

21 nnnnnnnnnn
s

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]









−+−+−+−+−+ π

5
4cos2

25
2

14
2

53
2

42
2

31 nnnnnnnnnn  

 
4. r 個顏色 

令∑
=

=
r

i
i sn

1

； ik 色為ωi-1；即分別為 xr=1 的 r 個根，則 

( ) ( ) [ ]irr
ii

r

i
innn nnnn

s
a

r

−−−

=

++++−= ∑ ωωω LL
2

2
1

1
1

,
11

21
 

     就 r 值之奇偶分兩種情形討論： 
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(i) r=2v+1 

原式 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]










 +−++−+−

−
+−= + ω

ω 1
2

11 2
112

2
32

2
21 nnnnnn

s vL  

( ) ( ) ( )[ ] LL +





 +−++−+−+ + 2

22
212

2
42

2
31

1
ω

ωnnnnnn v  

( ) ( ) ( )[ ]









 +−++−+−+ +++ v

v
vvvv nnnnnn

ω
ω 12

12
2

22
2

11 LL  

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]












+
−++−+−

−
+−= + 12

2cos2
2

11 2
112

2
32

2
21 v

nnnnnn
s v

π
L  

( ) ( ) ( )[ ] LL +







+
−++−+−+ + 12

4cos22
212

2
42

2
31 v

nnnnnn v
π  

( ) ( ) ( )[ ]











+
−++−+−+ +++ 12

2cos22
12

2
22

2
11 v

vnnnnnn vvvv
π

LL  

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]












+
−++−+−

−
+−= + 12

2cos11 2
112

2
32

2
21 v

nnnnnn
s v

π
L  

( ) ( ) ( )[ ] LL +







+
−++−+−+ + 12

4cos2
212

2
42

2
31 v

nnnnnn v
π  

( ) ( ) ( )[ ]











+
−++−+−+ +++ 12

2cos2
12

2
22

2
11 v

vnnnnnn vvvv
π

LL  

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑
=

+++ −++−+−
+

−
+−=

v

j
jvjj nnnnnn

v
j

s 1

2
12

2
22

2
1112

2cos11 L
π

, 1≥v  

( ) ( )( )∑∑
+

= =
++−

+
−

+−=
12

1 1

2
12mod12

2cos11
v

i

v

j
vjii nn

v
j

s
π

, 1≥v  

( ) ( )( )∑∑
=

−

=
+−

−
+−=

r

i

r

j
rjii nn

r
j

s 1

2
1

1

2
mod

2cos11 π
, 3≥r  

 
(ii) r=2v 

 

原式 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]










 +−++−+−

−
+−=

ω
ω 1

2
11 2

12
2

32
2

21 nnnnnn
s vL  

( ) ( ) ( )[ ] LL +





 +−++−+−+ 2

22
22

2
42

2
31

1
ω

ωnnnnnn v  

( ) ( ) ( )[ ] 





 +−++−+−+ −

−
−+ 1

12
12

2
12

2
1

1
v

v
vvvv nnnnnn

ω
ωLL  
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( ) ( ) ( )[ ]( )}vvvvv nnnnnn ω2
2

2
22

2
11 −++−+−+ ++ L  

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]










−++−+−

−
+−=

v
nnnnnn

s v 2
2cos2

2
11 2

12
2

32
2

21
π

L  

( ) ( ) ( )[ ] LL +





−++−+−+

v
nnnnnn v 2

4cos22
22

2
42

2
31

π  

( ) ( ) ( )[ ] ( )






 −

−++−+−+ − v
vnnnnnn vvvv 2

12cos22
12

2
2

2
1

π
LL  

( ) ( ) ( )[ ]









−++−+−+ ++ v

vnnnnnn vvvv 2
2cos2

2
2

22
2

11
π

L  

 

( ) ( )( ) ( )( )∑∑∑
=

−

=
+

=
+ −−−+−=

v

i

v

j
vjii

v

i
vvii nn

v
j

s
nn

s

2

1

1

1

2
2mod

2

1

2
2mod 2

2cos1
2
11 π

, 2≥v  

( )
( ) ( )( )∑∑∑

=

−

=
+

= +
−−








−+−=

r

i

r

j
rjii

r

i rrii nn
r
j

s
nn

s 1

1
2

1

2
mod

1

2

mod
2

2cos1
2
11 π

, 4≥r  
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六、推廣３：二維排列 
1. n 黑 n 白 

如右圖，將若干個黑棋(+1)、白棋(-1)任意放置於平

面上。並將每一個棋子與其餘所有棋子相除，即考慮兩

兩棋子間的關係，此稱之為「路」。 
以此方式定義二維排列的原因為，當排列情形拓展

至平面情形時，若欲取矩形排列而考慮其與上下左右棋

子關係時，會屬於上述定義範圍下的一種特例。 
舉簡單的例子：若由平面推回直線的想法，就是利

用右上圖，以「一筆劃」把所有棋子串聯起來。 
以下先由二至三個例子觀察，再探討其一般性。 

 
a. 2(1) 2(-1) 

       
● ● ○  ○ 
1  1  -1  -1 

有 4×3＝12 條路 
 
 

 
  前

後 

  1 -1 -1
 1  -1 -1
 -1 -1  1
 -1 -1 1  

 -4  

 
   數 值 種 
● → ● 1 1 2 
● → ○ 2 -1 2 
○ → ○ 1 1 2 
○ → ● 2 -1 2 

Sum=1*1*2+2*(-1)*2+1*1*2+2*
(-1)*2 = -4 

  (上左表格：示意圖。 
上中表格：考慮每兩兩棋子關係，以前項除以後項(縱除以橫)。 

  上右表格：以第一行為例，若從黑棋出發(前項)，欲使後項也為黑棋，可能

「數」是 1，前項除以後項的「值」為 1，此種情形個數為「種」。)
b. 3(1) 3(-1) 

           
● ● ● ○ ○ ○ 
有 6

2P =6×5＝30 條路 
 
 
 
 
 

 
  前

後 

1 1 -1 -1 -1
1 1 -1 -1 -1
1 1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 1 1
-1 -1 -1 1 1
-1 -1 -1 1 1

 -6  

 
   數 值 種
● → ● 2 1 3
● → ○ 3 -1 3
○ → ○ 2 1 3
○ → ● 3 -1 3
   Su

m 
=-
6 

 
 

c. n(1) n(-1) 
有 =nP2 n(n-1)條路 

     數 值 種 
● → ● (n-1) 1 n 
● → ○ n -1 n 
○ → ○ (n-1) 1 n 
○ → ● n -1 n 
   Sum =-2n  

  

1 -1 
  

●  ● 

○  ○ 
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2. n1 黑 n2 白 
  使黑白棋子個數不固定： 
a. 1(1) 2(-1)，有 =3

2P 6 條路 
     

● ○ ○ 
  前 

後    
  -1 -1 
 -1  1 
 -1 -1  

 -2  
 

 
 
   數 值 種
● → ● 0 1 1
● → ○ 2 -1 1
○ → ○ 1 1 2
○ → ● 1 -1 2
   Sum =-2   

b. 2(1) 1(-1)，有 =3
2P 6 條路 

     
● ● ○ 

  前 
後    

  1 -1 
 1  -1 
 -1 -1  

 -2  
 

 
 數 值 種

● → ● 1 1 2 
● → ○ 1 -1 2 
○ → ○ 0 1 1 
○ → ● 2 -1 1 
   Sum =-2   

c. n1(1) n2(-1)，有(n1+ n2)×(n1+ n2-1)條路 
    數 值 種
● → ● (n1-1) 1 n1

● → ○ n2 -1 n1

○ → ○ (n2-1) 1 n2

○ → ● n1 -1 n2

Sum= n1 (n1-1)+ n2 
(n2-1)- n1n2  

＊ n1 黑 n2 白推回 

  n1= n2= n： 
Sum=n(n-1)+n(n-1)-2n2=-2n         直線中每一排列的總數 

 直線： 

21

212211

2121

21
212211

2)1()1(
)1)((

)1(2)1()1(

nn
nnnnnn

nnnn
nnnnnnnn

+
−−+−

−++
−+

×−−+−

＝

〕〔

 

 

平面中所有路徑的總數 
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3. n1 黑 n2 白 n3 紅 
由三個顏色的排列(黑、白、紅)，我們令黑色為 1，白色為ω，紅色為ω2，即分別

為 x3=1 的三個根。 

k1 k2  k3 
●  ○  ● 
1    ω   ω2 

a. 2(k1) 1(k2) 1(k3)，有 4×3＝12
       

k1  k1  k2  k3 
1   1   ω  ω2 
  前 

後    
  1 ω2 ω

 1  ω2 ω

 ω ω  ω2

 ω2 ω2 ω  
 

 

 
   數 值 種 

k1 → k1 1 1 2 
k1 → k2 1 ω2 2 
k1 → k3 1 ω 2 
k2 → k1 2 ω 1 
k2 → k2 0 1 1 
k2 → k3 1 ω2 1 
k3 → k1 2 ω2 1 
k3 → k2 1 ω 1 
k3 → k3 0 1 1 

Sum=2+5ω+5ω2  
b. 1(k1) 2(k2) 1(k3)，有 4×3＝12

       
k1  k2  k2  k3 
1   ω   ω  ω2 
  前 

後    
  ω2 ω2 ω

 ω  1 ω2

 ω 1  ω2

 ω2 ω ω   

 
   數 值 種 

k1 → k1 0 1 2 
k1 → k2 2 ω2 2 
k1 → k3 1 ω 2 
k2 → k1 1 ω 1 
k2 → k2 1 1 1 
k2 → k3 1 ω2 1 
k3 → k1 1 ω2 1 
k3 → k2 2 ω 1 
k3 → k3 0 1 1 

Sum=2+5ω+5ω2  
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c. n1(k1)n2(k2) n3(k3)有(n1+ n2+ n3)(n1+ n2+ n3-1) 
   數 值 種 

k1 → k1 (n1-1) 1 n1 
k1 → k2 n2 ω2 n1 
k1 → k3 n3 ω n1 
k2 → k1 n1 ω n2 
k2 → k2 (n2-1) 1 n2 
k2 → k3 n3 ω2 n2 
k3 → k1 n1 ω2 n3 
k3 → k2 n2 ω n3 
k3 → k3 (n3-1) 1 n3 

1：n1(n1-1)+n2(n2-1)+n3(n3-1) 
ω：n3n1+n1n2+n2n3 
ω2：n2n1+n3n2+n1n3 
Sum= n1(n1-1)+n2(n2-1)+n3(n3-1)-( n1n2+ n2n3+n3n1)  

 
 

＊ n1 黑 n2 白 n3 紅推回直線： 

321

13322133221

321321

321

nnn
nnnnnn1nn1nn1nn

1nnnnnn
1nnnSum

++
++−−+−+−

=

−++++
−++

×

)()()()(
))((

)(
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4.n1 黑 n2 白 n3 紅 n4黃 
令 n1+n2+n3+n4=s；黑色為 1，白色為 i，紅色為 i2=-1，黃色為 i3=-i，即分別為 x4=1

的四個根。 

   數 值 種 
k1 → k1 (n1-1) 1 n1 
k1 → k2 n2 ω3 n1 
k1 → k3 n3 ω2 n1 
k1 → k4 n4 ω n1 
k2 → k1 n1 ω n2 
k2 → k2 (n2-1) 1 n2 
k2 → k3 n3 ω3 n2 
k2 → k4 n4 ω2 n2 
k3 → k1 n1 ω2 n3 
k3 → k2 n2 ω n3 
k3 → k3 (n3-1) 1 n3 
k3 → k4 n4 ω3 n3 
k4 → k1 n1 ω3 n4 
k4 → k2 n2 ω2 n4 
k4 → k3 n3 ω n4 
k4 → k4 (n4-1) 1 n4 

1：n1(n1-1)+n2(n2-1)+n3(n3-1)+ (n4-1) 
∑
=

−

4

1i
1iinn  

i：n4n1+n1n2+n2n3+n3n4 
∑
=

+
4

1i
i ]4)1i[(nn mod  

2i ：n3n1+n4n2+n1n3+n2n4 ∑
=

+
4

1i
i ]4)2i[(nn mod  

3i ：n2n1+n3n2+n4n3+n1n4 ∑
=

+
4

1i
i ]4)3i[(nn mod  

Sum= n1(n1-1)+ n2(n2-1)+ n3(n3-1)+n4(n4-1)-(n1n3+ n2n4+n3n1+n4n2) 
直線＝Sum／n1+n2+n3+n4 

 
5. n1 黑 n2 白 n3 紅 n4黃 n5 藍 

令 n1+n2+n3+n4+n5=s；黑色為 1，白色為ω，紅色為ω2，黃色為ω3，藍色為ω4，

即分別為 x5=1 的五個根。 

1：n1(n1-1)+n2(n2-1)+n3(n3-1)+ n4 (n4-1) + n5 (n5-1) ∑
=

−

5

1i
1iinn  

ω：n1n2+n2n3+n3n4+n4n5+n5n1 ∑
=

+
5

1i
i ]5)1i[(nn mod  

ω2：n1n3+n2n4+n3n5+n4n1+n5n2 ∑
=

+
5

1i
i ]5)2i[(nn mod  

0Sum 
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ω3：n1n4+n2n5+n3n1+n4n2+n5n3 ∑
=

+
5

1i
i ]5)3i[(nn mod  

ω4：n1n5+n2n1+n3n2+n4n3+n5n4 ∑
=

+
5

1i
i ]5)4i[(nn mod  

Sum= ∑
=

−

5

1i
1iinn + ∑

=

+
5

1i
i ]5)1i[(nn mod + ∑

=

+
5

1i
i ]5)2i[(nn mod + ∑

=

+
5

1i
i ]5)3i[(nn mod +

∑
=

+
5

1i
i ]5)4i[(nn mod  

 
6. r 個顏色 

n 個數，r 顏色→n1(k1)n2(k2)n3(k3)……, nr(kr) 
ki 色為ωi-1；即分別為 xr=1 的 r 個根。 

    數 值 種  

k1 → k1 (n1-1) 1 n1 

 M   M  M  M  
第一類 
(值=1) 

kr → kr (nr-1) 1 nr 
∑
=

+

r

i
riinn

1
]mod)0[(  

k1 → k2 n2 ωk-1 n1 

 M   M  M  M  
第二類 

(值=ωr-1) 
kr → k1 n1 ωk-1 nr 

∑
=

+

r

i
riinn

1
]mod)1[(  

k1 → k3 n3 ωk-2 n1 

 M   M  M  M  
第三類 

(值=ωr-2) 
kr → k2 n2 ωk-2 nr 

∑
=

+

r

i
riinn

1
]mod)2[(  

M         

k1 → kr nr ω n1 

 M   M  M  M  
第 r 類 
(值=ω) 

kr → kr-1 nr-1 ω nr 
∑
=

−+

r

i
rriinn

1
]mod)1[(  

Sum=∑
=

+

r

i
riinn

1
]mod)0[( +∑

=
+

r

i
riinn

1
]mod)1[( +∑

=
+

r

i
riinn

1
]mod)2[( +…+∑

=
−+

r

i
rriinn

1
]mod)1[(

 



 27

七、推廣４：變異數 
1. n 黑 n 白 

1−=a  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]nana
n
nnana

n
nVar 2222 111

2
111

2
−−+−−+−−+−−=  

( ) ( ) ( )[ ]nana 22 111 −−+−−=  

( ) nn 22 012 +−=  
44 −= n  

 
2. n1 黑 n2 白 

令 ta +−= 1       
( )

21

2
21

nn
nn

t
+
−

=  

( ) ( ) ( )[ ]2
2

1
2

21

1 111 nana
nn

nVar −−+−−
+

= ( ) ( ) ( )[ ]1
2

2
2

21

2 111 nana
nn

n
−−+−−

+
+  

( ) ( ) ( )[ ]14141 11
2

21
21

1 −+−−−+
+

= ntntnn
nn

n
 

( ) ( ) ( )[ ]14141 22
2

21
21

2 −+−−−+
+

+ ntntnn
nn

n  

 

( ) ( ) ( ) 44441
21

2
2

2
1

21

2
2

2
12

21 −
+
+

+
+
+

−+−+=
nn
nn

nn
nntttnn  

( ) 







+
+

−+−++







−

+
+

=
21

2
2

2
12

21
21

2
2

2
1 14144

nn
nn

ttnn
nn
nn

 

( ) 















+
+

−+−++







−

+
+

=
21

2
2

2
1

21
21

2
2

2
1 14144

nn
nn

tnnt
nn
nn

 

( ) ( ) ( )
















+
+

−+
+
−

−+
+
−

+







−

+
+

=
21

2
2

2
1

21

2
21

21
21

2
21

21

2
2

2
1 14144

nn
nn

nn
nn

nn
nn
nn

nn
nn

 

 
3. n 黑 n 白 n 紅 n 黃……(r 個顏色) 

令 1−=a     nrs ⋅=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] rnaaanana
s
nVar r ×−⋅−+−++−+⋅−+⋅−= − 11... 22123222 ωωωω  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )141...111 2123222 −+⋅+++⋅++⋅++⋅+= − nnnnn rωωωω  
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( ) ( ) ( ) ( )[ ] 441...111 2123222 −+++++++++⋅= − nn rωωωω  

( ) ( ) ( )[ ] 44......211 22642132 −+++++++++++⋅−⋅= −− nrn rr ωωωωωωωω  
( )[ ] 44...21 22642 −++++++−−⋅= − nrn rωωωω  

( )[ ] 4...1 22642 −++++++⋅= −rrn ωωωω  
 

令 f(x)=1+x+x2+x3+…+x2r-2

1
112

−
−

=
−

x
x r

 

f(ω)=1+ω+ω2+ω3+…+ω2r-2 

f(-ω)=1-ω+ω2-ω3+…+ω2r-2 

 f(ω) +f(-ω)=2(1+ω2+ω4+…+ω2r-2) 

2(1+ω2+ω4+…+ω2r-2) 
1

1
1

1 1212

−−
−−

+
−
−

=
−−

ω
ω

ω
ω rr

 

( ) ( )

1

111111

2 −







 +−+






 −+

=
ω

ω
ω

ω
ω

 

= 0 
∴ 4−= rnVar  

 
4. n1 黑 n2 白 n3 紅 

令 ta +−= 1       
( ) ( ) ( )

( )321

2
13

2
32

2
21

2 nnn
nnnnnn

t
++

−+−+−
=  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]2
22

3
2

1
2

321

1 11 nanana
nnn

nVar ⋅−+⋅−+−−
++

= ωω  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]3
22

1
2

2
2

321

2 11 nanana
nnn

n
⋅−+⋅−+−−

++
+ ωω  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]1
22

2
2

3
2

321

3 11 nanana
nnn

n
⋅−+⋅−+−−

++
+ ωω  

 

※   ( ) ( ) ( ) ( ) 2
22

3
2

1
2 11 nanana ⋅−+⋅−+−− ωω  

        ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] 2
22

3
2

1
2 1112 ntntnt ⋅+−+⋅+−+−−= ωω  

( ) ( ) ( ) ( )22
3

2
21

22 144 ωω ++++−+−= tntnntt  

( ) ( ) ( )ωωωω 3
2

21
2

321
2

321 4422441 nnntnnntnnn ++−++++−+−++=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
233211

2
321 2244441 ωω ntnntnntntnnn ++++−++−+−++=  
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( ) ( ) ( ) ( )[{ ω3211
2

3211
321

2444411 ntnntntnnnn
nnn

Var ++−++−+−++
++

=∴  

( ) ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ωω 1322
2

3212
2

23 2444412 ntnntntnnnnntn ++−++−+−+++++  

( ) ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ωω 2133
2

3213
2

31 2444412 ntnntntnnnnntn ++−++−+−+++++  

( ) ]}2
122 ωntn ++  

 

( ) ( )[ ( )2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

321

2
321 441441 nnntnnn

nnn
ttnnn +++++−

++
+−+−++=  

( )ω231231133221 222 nnnnnntnntnntnn ++++++  

( ) ]2
231231133221 222 ωnnnnnntnntnntnn ++++++  

 

( ) ( )[ tnnnnnnnnn
nnn

ttnnn ⋅−−−−+−+−
++

+−+−++= 133221
2
3

2
2

2
1

321

2
321 2224441441  

( )]133221
2
3

2
2

2
1 444 nnnnnnnnn −−−+++  

 

( ) ( ) ( ){ tnnntnnn
nnn

ttnnn ⋅++−⋅++−
++

+−+−++= 321
2
3

2
2

2
1

321

2
321 21441  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]


−+−+−++++ 2

13
2

32
2

21
2
3

2
2

2
1 2

13 nnnnnnnnn  

( ) ( ) t
nnn
nnnnnntnnn

nnn
nnn









++
++

−++−+−+++







−

++
++

=
321

2
3

2
2

2
1

321
2

321
321

2
3

2
2

2
1 24143  

( ) ( ) ( )
( )321

2
13

2
32

2
21

2 nnn
nnnnnn

++
−+−+−

+  

( ) ( ) 







+

++
++

−++−−+++







−

++
++

= 52143
321

2
3

2
2

2
1

321321
321

2
3

2
2

2
1

nnn
nnnnnntnnnt

nnn
nnn  

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )[ 321
321

2
13

2
32

2
21

321

2
3

2
2

2
1

2
43 nnn

nnn
nnnnnn

nnn
nnn

++−
++

−+−+−
+








−

++
++

=  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) 




++

−+−+−
−++++

++
++

−
321

2
13

2
32

2
21

321
321

2
3

2
2

2
1

2
152

nnn
nnnnnnnnn

nnn
nnn  

 
5.n1 黑 n2 白 n3 紅 n4黃 
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令 4321 nnnns +++=       ta +−= 1       ( ) ( )
s

nnnnt
2

42
2

31 −+−
=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]4
2

3
22

2
23

1
21 11 nainainaina

s
nVar −+−+−+−−=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]1
2

4
22

3
23

2
22 11 nainainaina

s
n

−+−+−+−−+  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]2
2

1
22

4
23

3
23 11 nainainaina

s
n

−+−+−+−−+  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]3
2

2
22

1
23

4
24 11 nainainaina

s
n

−+−+−+−−+  

 

※ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 4
2

3
22

2
23

1
2 11 nainainaina −+−+−+−−  

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] 4
22

32
2

1
2 1112 nittnnitnt +−++−−+−−=  

( )( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]ititntnititnttn 212212441 2
4

2
3

2
2

2
1 ++−++−+−−++−−=  

( ) ( )[ ] ( )[ ]42142421
2 244242241 nnintnninnnts +−+−+−+−−−−+−=  

( ) ( ) ( ) ( )( )124442241 421421
2 −−+−+−−−−+−= tnnintnnnts  

 

( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]124442241 421421
21 −−+−+−−−−+−=∴ tnnintnnnts

s
n

Var  

( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]124442241 132132
22 −−+−+−−−−+−+ tnnintnnnts

s
n  

( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]124442241 243423
23 −−+−+−−−−+−+ tnnintnnnts

s
n  

( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]124442241 314314
24 −−+−+−−−−+−+ tnnintnnnts

s
n  

 

( ) ( ) ( )( )[ ]124224 441 421421
12 −−++−−−+−−−= tnnintnnn
s
ntts  

( ) ( )( )[ ]124224 132132
2 −−++−−−+ tnnintnnn
s
n  

( ) ( )( )[ ]124224 243423
3 −−++−−−+ tnnintnnn
s
n  

( ) ( )( )[ ]124224 314314
4 −−++−−−+ tnnintnnn
s
n  

 

( ) ( )2
4

2
3

2
2

2
1

2 44441441 nnnn
s

tts ++++−−−= ( ) ( )( )[ ]12224 42421
1 −−+−−−+ tnnitnnn
s
n  
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( ) ( )( )[ ] ( ) ( )( )[ ]1222412224 24423
3

13132
2 −−++−−−+−−++−−−+ tnnitnnn

s
ntnnitnnn

s
n  

( ) ( )( )[ ]12224 31314
4 −−+−−−+ tnnitnnn
s
n  

 

( ) ( 2
32132

2
24121

2
1

2
2
4

2
3

2
2

2
1 4224224144 nnnnnnnnnnn

s
tts

s
nnnn

−−−−−−−+−+−
+++

=  

)4341
2
43243 22422 nnnnnnnnn −−−−−  

( )( )434132432132412112 nnnnnnnnnnnnnnnnti −+−+−+−−+  
 

( ) ( )14433221
2
4

2
3

2
2

2
1

2
2
4

2
3

2
2

2
1 4144 nnnnnnnnnnnn

s
tts

s
nnnn

+++++++
−

+−+−
+++

=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]2
14

2
43

2
32

2
21

2
2
4

2
3

2
2

2
1 2144 nnnnnnnn

s
tts

s
nnnn

+++++++
−

+−+−
+++

=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]






 +++++++

−
+−+−

+++
= 2

14
2

43
2

32
2

21

2
4

2
3

2
2

2
1 2144 nnnnnnnn

s
tst

s
nnnn  

 
6. n1 黑 n2 白 n3 紅 n4黃 n5 藍 

令 54321 nnnnns ++++=       ta +−= 1  

( )( )∑∑
= =

+−
−

=
5

1

2

1

2
5mod5

2cos1
i j

jii nnj
s

t π  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]{
5

2cos1 2
15

2
54

2
43

2
32

2
21

π
⋅−+−+−+−+−

−
= nnnnnnnnnn
s

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]


⋅−+−+−+−+−+

5
4cos2

25
2

14
2

53
2

42
2

31
πnnnnnnnnnn  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]2
24

3
23

4
22

5
2

1
21 11 nanananana

s
nVar −+−+−+−+−−= ωωωω  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]3
24

4
23

5
22

1
2

2
22 11 nanananana

s
n

−+−+−+−+−−+ ωωωω  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]4
24

5
23

1
22

2
2

3
23 11 nanananana

s
n

−+−+−+−+−−+ ωωωω  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]5
24

1
23

2
22

3
2

4
24 11 nanananana

s
n

−+−+−+−+−−+ ωωωω  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]1
24

2
23

3
22

4
2

5
25 11 nanananana

s
n

−+−+−+−+−−+ ωωωω  

( ) ( )∑∑
= =

− −⋅+−−=
5

1

5

1

22 11
i j

ji
ji ann

s
a ω  
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※      ( )∑
=

− −
5

1

21

j

j
j an ω  

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
24

3
23

4
22

5
2

1
21 nanananana −+−+−+−+−= ωωωω  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) 2
24

3
23

4
22

5
2

1
2 11112 ntntntntnt ωωωω +−++−++−++−+−=  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]2
4

3
3

4
2

51
2 111122 nnnnntst ωωωω ++++++++−=  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]2
24

3
23

4
22

5
2

1 11114 nnnnn ωωωω +++++++++  

[ ]4
2

3
3

2
451

2 22 ωωωω nnnnntsstst ++++−+−=  

[ ]3
2

4
23

3
3

4
4

2
4

2
551 22223 ωωωωωωωω nnnnnnnnn +++++++++  

( ) ( )544
2

35511
2 2222232 nntnnntntnnsstst ++−+++−+−++−= ωω  

( ) ( )422
4

233
3 2222 nntnnntn ++−+++−+ ωω  

 

( ) ( ) ( ) ( ){ ( )2
5

2
4

2
3

2
2

2
1

2
5

2
4

2
3

2
2

2
1

2 2314241 nnnnntnnnnn
s

ststsVar ++++−+++++−+−+−=∴  

( )[ ( )15544332211554433221 22 nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnt +++++++++−+ω  

( )] ( )[ 2514534231
2

2514534231 2 nnnnnnnnnntnnnnnnnnnn ++++−++++++ ω  

( ) ( )]155443322125145342312 nnnnnnnnnnnnnnnnnnnn ++++++++++  

( )[ ( )25145342312514534231
3 22 nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnt +++++++++−+ω  

( )] ( )[ 1554433221
4

1554433221 2 nnnnnnnnnntnnnnnnnnnn ++++−++++++ ω  

( ) ( )]251453423115544332212 nnnnnnnnnnnnnnnnnnnn ++++++++++  
 

( ) ( ) ( ) ( )[{ 2
5

2
4

2
3

2
2

2
1

2 212414 nnnnnt
s

tstss ++++−+−+−+−=  

( )( ) ( )( )]2514534231
32

1554433221
4 nnnnnnnnnnnnnnnnnnnn ++++++++++++ ωωωω  

( ) ( ) ( )[ 1554433221
42

5
2
4

2
3

2
2

2
1 23 nnnnnnnnnnnnnnn +++++++++++ ωω  

( )] ( ) ( )[ 2514534231
32

2514534231 2 nnnnnnnnnnnnnnnnnnnn +++++++++++ ωω  

( )]1554433221 nnnnnnnnnn +++++  
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( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ) ( )254
2

43
2

32
2

21
2

5
2cos22414 nnnnnnnn

s
ttstss −+−+−


 +−+−+−+−=

π  

( ) ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]


−+−+−+−+−+−+ 2

25
2

14
2

53
2

42
2

31
2

15 5
4cos nnnnnnnnnnnn π  

( ) ( )[


 +++++++++−+ 1554433221

2
5

2
4

2
3

2
2

2
1 23

5
2cos21 nnnnnnnnnnnnnnn

s
π  

( )] ( )[ 2
5

2
4

2
3

2
2

2
12514534231 3

5
4cos2 nnnnnnnnnnnnnnn ++++−++++++
π  

( ) ( )]}155443322125145342312 nnnnnnnnnnnnnnnnnnnn ++++++++++  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )([


 −+−+−−−−+−+−= 2

43
2

32
2

21
22 2

5
2cos122414 nnnnnn

s
ttstss π  

( ) ( ) ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )]2
25

2
14

2
53

2
42

2
31

2
15

2
54 nnnnnnnnnnnnnn −+−+−+−+−+−+−+  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ( )( 2
21

2
25

2
14

2
53

2
42

2
312

5
4cos nnnnnnnnnnnn −+−+−+−+−+−+
π  

( ) ( ) ( ) ( ) )]}2
15

2
54

2
43

2
32 nnnnnnnn −+−+−+−+  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[


 −+−+−+−−+−+−+−= 2

14
2

53
2

42
2

31
2

5
2cos122434 nnnnnnnn

s
ttstss π  

( ) ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
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     就 r 值之奇偶分兩種情形討論： 

(i) 12 += vr  
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伍、結論 

1. 一開始我們以組合數解出 ( )2,1 nn
a 值 (n1 黑 n2 白) 

 

 ( )2,1 nn
a 值 

規定第一個為黑色 ( ) ( )( )
1
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21
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−+
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+−
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nnnn
 

不規定第一個為黑色 ( ) ( )
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nn
+
−

+−  

 

2. 後來以+1 代表黑棋，-1 代表白棋，由除法概念定義兩種棋子間的關係，以更簡單的化簡過
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程直接求得 ( )2,1 nn
a 值。則可以更簡潔的方法求得 ( )2,1 nn

a 值，並可以此方法推出ｒ個顏色棋子的

一般式。 
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3. 推廣至平面時，將所有棋子的對應關係列表，則發現此表涵蓋住平面排列及直線排列。 
 

Sum 值： 
n 黑 n 白 -2n 
n1 黑 n2 白 n1 (n1-1)+ n2 (n2-1)- n1n2 
n1 黑 n2 白

n3 紅 
n1(n1-1)+n2(n2-1)+n3(n3-1)-( n1n2+ n2n3+n3n1) 

n1 黑 n2 白

n3 紅 n4 黃 
n1(n1-1)+ n2(n2-1)+ n3(n3-1)+n4(n4-1)-(n1n3+ n2n4+n3n1+n4n2) 

M  M  

r 個顏色 ∑
=

+

r

i
riinn

1
]mod)0[( +∑

=
+

r

i
riinn

1
]mod)1[( +∑

=
+
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i
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1
]mod)2[( +…+∑

=
−+

r

i
rriinn

1
]mod)1[(

 
4.變異數： n 黑 n 白時 Var = 4n-4 

r 個顏色且每個顏色皆為 n 個時，a=-1， Var = rn-4  (r>2) 

r 個顏色時，令 a=-1+t，則當每個顏色皆為 n 個時，t=0， 

Var 便可表為(x-4)+kt+w，(每個顏色皆為 n 個時，t=w=0，x=rn) 

Var 值： 
n 黑 n 白： 
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