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3D 立體建構模擬之研究 
壹、 研究動機 

現在的市面上，四處充斥著各式各樣的電玩或是３Ｄ立體動畫，但是在呈現動畫的

時候，依然存在著很多地方的不足，與狀況表現上的矛盾情形！於是令我興起：一個普

通的高中學生，是否也有機會運用所學的知識，創造出自己的虛擬實境？ 
我嘗試地寫出各種物體架構的函數，再對這函數圖形所呈現出的立體加工處理，使

它能自由的運動，甚至使它能多采多姿就有如我們在現實生活中所看見的一般，有著自

己的花紋與圖案！ 
期望在架構完整之後，有一天，我們這些學生可以不再被那些軟體公司牽著走，花

大把的錢買電腦動畫中種種的不合理，而可以自己擁有自己的 3D 世界！！ 
貳、 研究目的 

我從基本的圖形開始寫起，再將這些不同圖形的函數加以組合，而使它成為生活中

多樣化的造型。而後再將這些物體的表面進行一些圖案的設計，使得一些我們已有的圖

案能依照合理的方式於物體的表面上呈現出來，讓這個物體更逼真，更有實在感。 
未來的發展希望能再考慮到於不同種的光源下，物體的光影明暗變化，而使其具有

立體感，或是自己進行繪圖著色，好似真的在空間中畫畫一般，以沿用成新一代的 3D
繪畫。 

參、 設備器材 
紙、筆、黑板、電腦、隨意的物品。 

肆、 研究流程 
一、 寫出基本圖形函數(參數式) 
二、 基本物體函數(參數式) 
三、 利用平移、迴轉、曲移(曲線移動)，建構組合各種基體成為立體模型 
四、 建立物體的網格面(座標化) 
五、 利用陣列，重組頂點(表面座標)資料 
六、 建立貼圖(在立體表面呈現預設的圖形之圖案對應)→尋找對應函數 

伍、 研究方法 
立體的建構，可以看作是平面移動的變化；複雜的圖形，也可以視為是許多基本圖

形的組合。 
在我的研究主題中，我先將基本常見的立體圖形，寫出一個適合讓電腦進行快速運

算的式子，並考慮將圖形以「頂點連線、由中心角度掃描」這兩種方式寫出參數式，方

便我對圖形作設定與調整；做出基本的物體(簡稱基體)後，我就可以或者是取點作相對

的平移(整個物體跟著點平移)，或者是取線做角度的旋轉，寫函數將不同的基本形體串

聯起來，要是取面做迴轉的話，則可改變點在面上的位置，這就稱為『立體建構(簡稱建

體)』。 
接著嘗試以不同的方向進行反覆的思考，來為立體圖形的表面，尋求一種適當的繪

圖方式：若我已經預先設定好一種圖案，我該如何將它在物體上呈現？我稱這種尋求圖

案對應方式的研究為『貼圖研究』！ 
然後再進行資料的整理，稱『資料重組』。將蒐集的頂點以新的方式重新組合，使
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它們成為區域資料，方便以後做部分的調整。或許呀！可以幫人的臉整形喔！ 
一、 建構圖形部分(建體) 

1.基體構造(基本物體樣式的函數推導) 
2.平移、迴轉、曲移建構(用以將圖形拖曳或移動，使之成為立體的圖形) 
3.雙函數法(另一種使平面拓至空間的方法，此種容易控制但會使設定複雜) 
4.組合(將基本構造出的形狀拼湊，用範圍函數的方法，組合成複雜的圖形) 

二、 圖案對應部分(貼圖)  (一種根據長度的差異作比例換算的方法) 
1.平行掃描對應(以平行線條當作相對位置的參考) 

(1)投影對應法 (2)水平線對應法 
2.放射掃描對應(以放射線條當作相對位置的參考) 

(1)放射點對應法 (2)等長度對應 
陸、 研究內容 

一、建構圖形部分(建體) 
1.基體構造(基本物體樣式的函數推導) 

※ 注意： 
於(1)(3)(4)中，r 皆為圓(外接圓)半徑， ( , )X YO O O 表圓心， 

( , ) 0,1,2,..., 1i i iP x y i n= − 表第ｉ個頂點，速率為ｖ， 

每單位移動角度              ，移動時間為ｔ，位置為 ( , )t t tP x y 。 

(1) 多邊形 
 頂點參數法： 

設定規律條件：圓心取為原點 O(0,0)  0OP 與 y 軸夾角為 ( 3)
2

nπ π
< ≥∵

n
 

(設定此規律條件後，正 n 邊形將正放於 xy 平面中央(原點)) 

設正 n 邊形原始第 k 個頂點為
2 2'( ', ') ( cos , sin ) 0,1,..., 1k k k
k kP x y r r k n
n n
π π

= ∀ = −  

則在規律條件下，(
(2 1)2 2 2( )

2 2 2 2
kk k

n n n n n
ππ π π π π π π+

− − = + − = −∵ ) 

正 n 邊形的第 k 個頂點為

(2 1) (2 1)( , ) ( cos( ), sin( )) 0,1,..., 1
2 2k k k

k kP x y r r k n
n n

π π π π+ +
= − − ∀ = −  

 描邊法： 

在正 n 邊形上取頂點 0P ，設此時 0OP α
JJJK

方向角為 ， 

易知 ( ( )cos( ), ( )sin( ))t X YOP O r t t O r t tθ α θ θ α θ= + + + +
JJJK

，若設
n
πϕ = ， 

我又觀察出 ( )r tθ 週期是一個圓心角
22
n
πϕ即 ( 1 1 , 0.1... 2i i j j i j nPOP P OP+ + = −≅ ∀∵+ + ) 

同頂點法設立規律條件， 

v
r

θ


= 


順時針＋

逆時針–

1P

n
π

1nP − 0P

O

x

y
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使圓心為原點(0,0)，取 0P 與 y 軸夾角為ϕ 即 0
OP
JJJK

方向角
2
π

ϕ− +  

則可得一 xy 平面上的規律正多邊形的第 k 個頂點參數式為

( cos( 2 ), sin( 2 )) ( sin( 2 ), cos( 2 ))
2 2kP r k r k r k r kπ πϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− + − + = + − +  

設 { }2 , 0 0t tt k k Nθ ϕ ω ω ϕ= ± ∈ ∪ ∧ ≤ < → ( ) (2 ) ( )t tr t r k rθ ϕ ω ω= ± =  

如圖可得
2 1( ) cos( ) sec( ) cos sec( )

2t t tr r r
n
πω ϕ ω ϕ ϕ ω= × − = −  

結論：

{ }2 , 0 0
( ) cos sec( )
( ( )sin( ), ( )cos( ))

t t

t t

t t t

t k k N
r r
P r t r t

θ ϕ ω ω ϕ
ω ϕ ϕ ω

ω ϕ θ ω ϕ θ

= ± ∈ ∪ ∧ ≤ <


= −
 + − +

 

若不限定規律情況，則參數式可直接設為

{ }2 , 0 0
( ) cos sec( )
( ( ) cos( ), ( ) sin( ))

t t

t t

t X t Y t

t k k N
r r
P O r t O r t

θ ϕ ω ω ϕ
ω ϕ ϕ ω

ω α θ ω α θ

 = ± ∈ ∪ ∧ ≤ <


= −
 + + + +

 

(2) 正 n 角星(每邊之截點為二之情形下) 
如圖對正 n 角星之頂點設定， 
因為正 n 角星共計有 2n 個頂點，可分為內外二層。 
若在已知外層半徑 R 且圓心位於原點之情形下， 

可推導出內層半徑
2cos secr R
n n
π π

=   

由於當頂點 ( , )k k kP x y 的 k 值是偶數時為內層點，奇數時為外層點， 

設定函數
( 1) ( 1)( )

2

k kR r R rr k + − − + −
= 則� 

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( ( )cos , ( )sin ) ( cos , sin )
2 2

k k k k

k
k k R r R r k R r R r kP r k r k
n n n n
π π π π+ − − + − + − − + −

=

 
(3) 平面圓 

若設 t
tvOP t
r

ϕ α θ α= + = +
JJJK

方向角   則點參數為

cos( )cos( )
sin( ) sin( )

t X
t X

t Y
t Y

tvx O rx O r t ror
y O r t tvy O r

r

αα θ
α θ α

 = + += + + 
 = + +  = + +



 

(4) 空間圓 
 三點圓(條件：三點不共線)： 

ϕ

tP
tϕ ω−

tω

O

n
π

2
n
π 1P

2 1nP −

0P

tθ

α

0P

tα θ+

O

tP

x 

y 
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a.若已知點 0 0 0 0( , , )P x y z 繞點 ( , , )X Y ZO O O O 旋轉經 '( ', ', ')P x y z  

設 0 'tOP pOP qOP= +
JJJK JJJK JJJJK

......※  且令 00
2

0

' 'cos
'

OP OP OP OP
rOP OP

ϕ
⋅ ⋅

= =
JJJK JJJJK JJJK JJJJK
JJJK JJJJK       

當 0 tP P→   0 tOP OP tθ
JJJK JJJK

與 夾角為  則易由 

2
2 2 2

0 0 0

2 2 2 2

0

2

' cos cos
cos( ) cos' ' '

cos cos cos cos
cos( ) cos

cos( )cos c

t

t

OP OP p OP qOP OP r t pr qr
r t pr qrOP OP pOP OP q OP

t p q
t p q

t p

θ ϕ

ϕ θ ϕ

θ ϕ ϕ ϕ
ϕ θ ϕ

ϕ θ ϕ

 ⋅ = + ⋅  = + ⇒ 
− = + ⋅ = ⋅ +

 = +


− = +⇒
− =

JJJK JJJK JJJK JJJK JJJJK

JJJK JJJJK JJJK JJJJK JJJJK

2

22

2

2

cos cos cos( ) (cos 1)
cos( )cos cos (cos 1)os cos

cos cos

cos cos cos cos sin sin sin
sin sin

cos cos cos sin sin cos cos cos sin s
sin

t t q
t t pq

t p q

t t t tq

t t t tp

θ ϕ ϕ θ ϕ

ϕ θ ϕ θ ϕϕ ϕ
θ ϕ

θ ϕ ϕ θ ϕ θ θ
ϕ ϕ

ϕ θ ϕ ϕ θ ϕ θ θ ϕ
ϕ




 − − = − ⇒ 
− − = − + 

 = +
− −

= =
−

⇒
+ − −

= =
−

in cos sin( )
sin sin

t tθ ϕ ϕ θ
ϕ ϕ



 − =


 

解得
sin( ) sin,

sin sin
t tp qϕ θ θ

ϕ ϕ
−

= =  即 0
sin( ) sin '

sin sint
t tOP OP OPϕ θ θ

ϕ ϕ
−

= +
JJJK JJJK JJJJK

......☆ 

（但此時 sin 0 ,n n Nϕ ϕ π≠ ⇒ ≠ ∈   當 nϕ π= 時三點共線(不合)） 
b. 已知圓周上三點 A,B,C 

若設 a=BC,b=AC,c=AB 則易知
2 2 2

2
b c aAB AC + −

=
JJJK JJJK
i    

令 AO AB ACα β= +
JJJK JJJK JJJK

   同前法可算得

2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ),
( )( )( )( ) ( )( )( )( )

b a b c c a b c
a b c a b c a b c a b c a b c a b c a b c a b c

α β− + + −
= =

+ + + − − + − + + + + + − − + − + +

 
後來又進階討論到三點弧的問題：因為夾角是以向量的方式求得，我無法

直接由式中看出有過第三點的是優弧或是劣弧，所以必須再加上判斷式，來決

定選取轉動角度的範圍限制！ 

 三點弧(qACB逆時針排列—取為起點 A→C→B 終點)： 

計算 2cos OA OB OA OB
rOA OB

ϕ ⋅ ⋅
= =
JJJK JJJK JJJK JJJK
JJJK JJJK    

tϕ θ− tθ

ϕ

'P

tP

α
0P
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由前☆式即得 
sin( ) sin

sin sint
t tOP OA OBϕ θ θ

ϕ ϕ
−

= +
JJJK JJJK JJJK

 

尋找範圍： 

若qACB ϕ π= < 則OA OB
JJJK JJJK

及 夾角取正，即逆時針方向為正向 

0 tθ ϕ⇒ ≤ ≤  

若qACB ϕ π= > 則OA OB
JJJK JJJK

及 夾角取負，此時順時針為正向

0 2 2 0t tθ π ϕ ϕ π θ⇒ ≤ − ≤ − ⇒ − ≤ ≤  

又q
q

q
2 2

ACB ACB
ACB ACB

ACB ACB

ϕ π
π

ϕ π

∠ → = >= − ∠ ⇒ 
∠ → = <

銳角

鈍角
 

結論：
sin( ) sin

sin sint
t tOP OA OBϕ θ θ

ϕ ϕ
−

= +
JJJK JJJK JJJK

  0 0

0 2 0

AC BC t
AC BC t

θ ϕ

ϕ π θ

 ⋅ < ⇒ ≤ ≤


⋅ > ⇒ − ≤ ≤

JJJK JJJK
JJJK JJJK  , ϕ π≠  

(5) 球體 

 緯線建球(定義緯度
2 2
π πθ− ≤ ≤  ) 

    空間中一半徑為 r 球心在原點的球，定義它為一個球模(r)。在緯度上取 m+1
個等分點，令每一等分之緯度分別代表一層(即確定一緯線)，再將緯線均勻分

割，每層分割數為 n(即同正 n 邊形上的 n 個頂點)則：第 j 層的頂點為 

2 2( , , ) ( sin cos , sin sin , sin( ))
2jk jk jk jk xyz xyz

j j jk kP x y z r r r
m n m n m
π π ππ π π

= −

0.1.2... , 0,1.2.... 1j m k n= = −∀  

證明：引用正 n 邊形參數式內容知 
2 2( , , ) ( cos , sin , )jk jk jk jk xyz xyz
k kP x y z r r h
n n
π π

= 0.1.2.... 1k n∀ = − ...＃ 

其中 r 為第ｊ層緯線構成的圓周的半徑長，ｈ為離 xy 平面的有向距離 

尋找 r 長度函數ｒ(ｊ) 此時第ｊ層緯度為 jθ  

( ) cos cos( ) sin
2 2 2j j

j j j jr j r r r
m m m m

π π ππ π πθ π θ= × − = − ⇒ = = − =   

sin sin( )
2j

jh r r
m
π πθ= = −   0.1.2....j m∀ =  

代回＃得

2 2( , , ) ( sin cos , sin sin , sin( ))
2jk jk jk jk xyz xyz

j j jk kP x y z r r r
m n m n m
π π ππ π π

= −  

 
 球體運動式 

0.1.2....j m∀ =

/ 2π ϕ−
'/ 2π ϕ−
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A.建構截面函數   

設 ( , , )xyzP x y zθ θ θ θ 為球模(r)截面(取 xz 平面即 y=0)上動點

cos
0
sin

x r
y
z r

θ

θ

θ

θ

θ

=
 =
 =

 

B.迴轉：繞 z 軸迴轉α角時，z 座標不變 sinz z rαθ θ θ⇒ = =  

由緯線建球法可知此時

cos cos
sin cos , 0 2

2 2
sin

x r
P y r

z r

αθ

αθ αθ

αθ

α θ
π πα θ θ α π

θ

=
− = ≤ ≤ ∧ ≤ ≤

 =

 

結論：球體參數式 ( , , ) ( cos cos , sin cos , sin )xyz xyzP x y z r r rαθ αθ αθ αθ α θ α θ θ=  

 
 

種類 上半球 下半球 冠 台 甕 

圖形 

   
 

條件 0
2

0 2

πα

θ π

≤ ≤

≤ ≤  

0
2

0 2

π α

θ π

− ≤ ≤

≤ ≤

 00
2

0 2

πα α

θ π

< ≤ ≤

≤ ≤

 00
2

0 2

πα α

θ π

≤ ≤ <

≤ ≤

 1 22 2
0 2

π πα α α

θ π

− < ≤ ≤ <

≤ ≤

 

 
2.模體構造(柱、錐、台函數) 

I、 方法：頂點連線(在此假設全部立體的高為 h) 

◎正ｎ角模體頂點參數式： 

定義：空間中正ｎ角模體第 i 層平面點 Pk 以 Pki(ｘki,ｙki,ｚki)xyz 表示，其中 Pk0

為 Pk1 對 xy 平面投影點；Oi 為第 i 層的外接圓圓心。 

A.正ｎ角柱 

第 0 層(底面)： 0 0 0 0
(2 1) (2 1)( , , ) ( cos( ), sin( ),0)

2 2k k k k xyz xyz
k kP x y z r r
n n

π π π π+ +
= − −  

第 1 層(頂面)： 1 1 1 1
(2 1) (2 1)( , , ) ( cos( ), sin( ), )

2 2k k k k xyz xyz
k kP x y z r r h
n n

π π π π+ +
= − −  

當ｎ→∞為圓柱 

B.正ｎ角錐 

0 2 ,
2 2
π πα π θ≤ ≤ − ≤ ≤
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第 0 層(底面)： 0 0 0 0
(2 1) (2 1)( , , ) ( cos( ), sin( ),0)

2 2k k k k xyz xyz
k kP x y z r r
n n

π π π π+ +
= − −  

第 1 層(頂點)： 1 1 1 1( , , ) (0,0, )o o o o xyz xyzP x y z h=  ( 1o oP P O⇒ =∵ 投影點為原點O ) 

當ｎ→∞為圓錐 

C.正ｎ角台 

設第 i 層外接圓半徑為ｒi 且 0 1 0( )ir r r r i= + −  

第 0 層(底面)： 0 0 0 0 0 0
(2 1) (2 1)( , , ) ( cos( ), sin( ),0)

2 2k k k k xyz xyz
k kP x y z r r
n n

π π π π+ +
= − −  

第 1 層(頂面)： 1 1 1 1 1 1
(2 1) (2 1)( , , ) ( cos( ), sin( ), )

2 2k k k k xyz xyz
k kP x y z r r h
n n

π π π π+ +
= − −  

當ｎ→∞為圓台 

 

Ⅱ、方法：角度掃描(註: t 取值範圍
20 t π
θ

≤ ≤ 其中 θ 為角速度(定值)) 

A.圓柱 

 1 0,i iP Pθ θ∀ 皆為其對 xy 平面投影點 設高度為 h 

 引用平面圓結論得 0 0 0 0( , , ) ( cos , sin ,0)t t t t xyz xyzP x y z r t r tθ θ θ θ θ θ= (忽略起始點限定) 

結果：
0 0 0 0

1 1 1 1

( , , ) ( cos , sin ,0)
( , , ) ( cos , sin , )

t t t t xyz xyz

t t t t xyz xyz

P x y z r t r t
P x y z r t r t h
θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ

θ θ

=
 =

   

B.圓錐 

引用平面圓結論得 0 0 0 0( , , ) ( cos , sin ,0)t t t t xyz xyzP x y z r t r tθ θ θ θ θ θ= (忽略起始點限定) 

第一層為一點 P01＝Ｏ1 其投影點為Ｏ０  設高為 h   

若已知任意側邊與中心軸 0 1O O 之夾角φ 則 tan
tan
rh r h ϕ
ϕ

= =或  

結果：
0 0 0 0

1 1 1 1

( , , ) ( cos , sin ,0)
( , , ) (0,0, )

t t t t xyz xyz

t t t t xyz xyz

P x y z r t r t
P x y z h
θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ=
 =

  

藉由 tan
tan
rh r h ϕ
ϕ

= =或  對於ｈ、ｒ、φ 任知其中二者皆可得 

C.圓台 

設第 0 層(即頂面)半徑 r0  第 1 層(即頂面)半徑 r1 高為 h  
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引用平面圓結論得 

0 0 0 0 0 0( , , ) ( cos , sin ,0)t t t t xyz xyzP x y z r t r tθ θ θ θ θ θ= (忽略起始點限定) 

1 1 1 1 1 1( , , ) ( cos , sin , )t t t t xyz xyzP x y z r t r t hθ θ θ θ θ θ= (忽略起始點限定) 

若已知側面(曲面)與底面夾角φ(同兩面角定意義)   

則 1 0 0 1
0 1

tan , ( ) tan
( ) tan
h hr r h r r

r r
ϕ ϕ

ϕ
= ⇒ = − = −

−
   

結果：
0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1

( , , ) ( cos , sin ,0)
( , , ) ( cos , sin , )

t t t t xyz xyz

t t t t xyz xyz

P x y z r t r t
P x y z r t r t h
θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ

θ θ

=
 =

  

藉由 1 0 0 1
0 1

tan , ( ) tan
( ) tan
h hr r h r r

r r
ϕ ϕ

ϕ
= ⇒ = − = −

−
  

知對於ｈ、ｒ、φ 任知其中二者皆可得 

對其後的貼圖研究而言，為尋找相對應之函數，以角度掃描較能掌握住其上之

任意點，但有圓周增長作用，可再以
v
r

θ = (參照圓周運動部分)代替。 

二、圖案對應部分(貼圖) 
(一種根據長度的差異作比例換算的方法) 
基礎理論： 

A.設 A 為一線形集合，其長度為 l(A)，首位元素為 0A ，末位元素為 ( )l AA ；B 為一線

形集合，長度為 l(B)，首位元素為 0B ，末位元素為 ( )l bB 取映成函數 f 使得：

( )( )
( )k t
l Af A B k t
l B

= =  { }, 0 ( ), 0 ( )t k t l B k l A≤ ≤ ≤ ≤  

B.由於貼圖對應為離散取值，討論 
a. 若 l(A)>l(B) 則 f 形成蓋射函數，而造成壓縮效應 
b. 若 l(A)=l(B) 則 f 形成對射函數，圖形不變形(此時效果最佳) 
c. 若 l(A)<l(B) 則 f(B)將對映不完全而產生馬賽克效應（解析度降低） 
 

因尚處於研究基礎階段，我以球模作球面貼圖當試驗，原因在於可同時討論大小

及投影面夾角變化的問題。 
1.平行掃描對應(又稱緯線貼圖法) 

(1) 同心圓對應法(投影法) 

對於 ( , , )xyzP x y zθ θ θ θ ，設定α為緯線的參數角 ( 0 2 ,
2 2
π πα π θ≤ ≤ − ≤ ≤ ) 

在欲貼圖面上取中心點 O0，執行圖形掃描得資料群 Qαθ：
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( ', ') ( cos cos , sin cos )xy xyQ x y R Rαθ αθ αθ α θ α θ=  

在目的球面執行緯線掃描得資料群Pαθ ：

( , , ) ( cos cos , sin cos , sin )xyz xyzP x y z R R Rαθ αθ αθ αθ α θ α θ θ=  

取函數 ( )f Q Pαθ αθ αθ= ( 0 2 ,
2 2
π πα π θ≤ ≤ − ≤ ≤ ) 執行貼圖 

(2) 水平線對應法 

定義：在球模(R)裡，
2

,N NOP R P P πα
= =

JJJJK
為北極，

2

,S SOP R P P πα −= =
JJJJK

為南極 

在 xz 平面上取qN g SP P P 為基準掃描弧，令 lP為其上一動點，且q
N lP P l= 其中

0 l Rπ≤ ≤ ，定平面 cos lz R
R

= 與球模面之交集緯線 lC 為層掃描圓。 

令 q
ls l ls lP C P P s=為 上一動點，使得 　且 2 sin ls R

R
π≤ ≤0    則 

(i) ( , , ) ( sin cos , sin sin , cos )
sin sin

ls ls ls ls xyz xyz
l s l s lP x y z R R Rl lR R RR R

R R

=  

(0 ,0 2 sin )ll R s R
R

π π< < ≤ ≤  

(ii) 0 ls N Sl or l P P Pπ= = 時, 分別為北極 或南極  

取矩形區域 ABCD 為欲貼圖形，使 2 ,AB R AD Rπ π= =   

再取 0l
lAQ AD
Rπ

=
JJJJJK JJJK

 , 0 2l ls
sQ Q AB
Rπ

=
JJJJJJK JJJK

 

(iii) 0 0 2ls l l ls
l sAQ AQ Q Q AD AB
R Rπ π

= + = +
JJJJK JJJJJK JJJJJJK JJJK JJJK

 其中 0 ,0 2 sin ll R s R
R

π π≤ ≤ ≤ ≤  

取函數 lsf 定義 
sin

( ) (0 , 0 2 sin ,ls s lsl
l
R

lf Q P l R s R l s Z
R

π π= ≤ ≤ ≤ ≤ ∈)且   

執行貼圖 
2.放射掃描對應 

(1) 放射點法(又稱極點貼圖法)  

取 (0,0, )xyzB R− 為放射中心  再令 (0,0, )xyzA R 為貼圖之不動點 

以Ａ向四周延經線包裹球模(R) 
如圖可得

CD  

B

0lQ  lsQ
Rπ  

2 Rπ
l 

s 

θ

Pαθ

Qαθ

x 

O0 

x 
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2 2

2 2

2

2 2

2 2 4 2

2 2
2

2 tan (2 tan cos , 2 tan sin , )

( cos 2 cos , cos 2 sin , sin 2 )

1 1( cos cos 2 , sin cos 2 ) (2 tan ( 2 ) cos , 2 tan ( 2
2 2 2 2

xyz

xyz

xy

CD R R AC AD R

ABP AOP

AQ R Q R R R
P R R R

P R R Q R R

α θ α θ

α θ α θ

α θ

α θ α θ

πϕ ϕ ϕ θ

ϕ ϕ α ϕ α

θ α θ α θ

π πα θ α θ θ α θ

= × = ⇒ = =

∠ = ⇒∠ = = −

= ⇒

⇔

⇔ − −

其中令2

2 2

1 2

) sin )

( cos cos 2 , sin cos 2 ) (2 tan( ) cos , 2 tan( ) sin )
4 4

( sin 2 sin 2 0 2 ) 0
2 4

xy

xy xyP R R Q R R

R R

α θ α θ

α

π πα θ α θ θ α θ α

π πθ θ θ θ

⇔ − −

≠ ≤ < ⇒ ≤ <∵

結論

　當　

接著在目的球面(可見區域)執行掃描得資料群Ｐα2θ：

2 ( cos2 cos , cos2 sin )xyP R Rα θ θ α θ α  0
4
πθ≤ ≤  

取 2 2 2

0
( ) 4

0 2
f Q Pα θ α θ α θ

πθ

α π

 ≤ ≤= 
 ≤ ≤

 
2

2

( cos cos 2 , sin cos 2 )

(2 cos tan( ),2 sin tan( ))
4 4

xy

xy

P R R

Q R R

α θ

α θ

α θ α θ

π πα θ α θ− −
 

(2) 等長度法(又稱弧長貼圖) 

同樣令 (0,0, )xyzA R 為貼圖之不動點 設q0 0,l lA P l A Q lα α= =  

則此時可得對於所有在圖上 Q 點座標 ( ' , ' ) ( cos , sin )l l l xy xyQ x y l lα α α α α=  

在球面取等長後，皆可找到一球面上之 P 點

( , ) ( sin cos , sin sin ) (0 ,0 2 )
2l l l xy xy

l l RP x y R R l
R Rα α α

πα α α π= ≤ ≤ ≤ ≤  

則可對於函數 ( )l l lf Q Pα α α= 執行貼圖 

三、資料重組 

設頂點資料點群為 0 ,0 , ,ij i m j n i Z j ZP ≤ ≤ ≤ ≤ ∈ ∈∀  (原始元素) 

1.取函數
ijP

F 使得 , 0 1,0 1( ) ( , ) , 0,1
ijP i k j t ij i m j nF P B k t k t+ + ≤ ≤ − ≤ ≤ −= = ∀  

2.取函數

( (0,0)) (0)

( (0,1)) (1)

( (1,1)) (2)

( (1,0)) (3)

ij

ij

ij

ij

B ij ij

B ij ij

B ij ij

B ij ij

F B A

F B A

F B A

F B A

=


=
 =
 =

 

3.由 1.2. ,( ( )) ( )
ij ijB P i k j t ijF F P A v+ + =  其中 0 1,0 10,1,2,3 , 0,1 i m j nv k t ≤ ≤ − ≤ ≤ −= = ∀  

3A

x 

12P11P

45P

1A0A

2A

ijP , 1i jP +

1,i jP+ 1, 1i jP+ +

ϕ

2ϕ

2Qα θ

2Pα θ

2θ
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4.稱 ( )ijA v 為區域資料 

5.以 ijA 建立之物模表面(網格面)，可做局部之更動，修正與變形的效果，將較原始

所設之參數點列，用途更為多元。 

四、工具函數 

 n 階圓軌跡參數式 (擺線研究) 

設第ｋ階軌道圓心為 ( , )k Xk YkO O O 其始點為 ( , )k k kP x y  

 (其餘符號以此類推，參照之前的設定方式) 

易知 ( , )tk tk tkP x y cos( )
sin( )

tk Xk k k k

tk Yk k k k

x O r t
y O r t

α θ
α θ

= + +
 = + +

  

又第ｋ階動點為第ｋ+1 階之圓心 即 1k kP O +=  故得動點 1 1 1( , )k k kP x y+ + +  

( 1) ( 1) 1 1 1 ( 1) 1 1 1

( 1) ( 1) 1 1 1 ( 1) 1 1 1

cos( ) cos( )

sin( ) sin( )
t k X k k k k t k tk k k k

t k Y k k k k t k tk k k k

x O r t x x r t
y O r t y y r t

α θ α θ

α θ α θ
+ + + + + + + + +

+ + + + + + + + +

= + + = + +  ⇒ = + + = + +  
 

整理可得第ｎ階軌道參數式為 

1
1

1
1

cos( )

sin( )

n

tn X i i i
i
n

tn Y i i i
i

x O r t

y O r t

α θ

α θ

=

=

 = + +

 = + +


∑

∑
    

其中第二階圓軌跡即為常見的擺線 

 

 正多邊形變換(邊長 2 sina r
n
π

= ,討論規律狀況) 

1.削角工具 

決定削角半徑 '(0 '' cos )r r r
n
π

≤ ≤ 對於多邊形頂點 

(2 1) (2 1)( cos( ), sin( ))
2 2k

k kP r r
n n

π π π π+ +
− − 找點

(2 1) (2 1)(( 'sec )cos( ), ( 'sec )sin( ))
2 2k

k kQ r r r r
n n n n
π π π π π π+ +

− − − − 與之對應， 

對每個 kQ 點取
2 2( ' cos( ( ) ), ' sin( ( ) ))

2 2kiu r k i r k i
n n
π π π π

= + − + −
JJK

i=0,1，使得到 

點集 { }, 0,1, 0,1,..., 1ki ki k kiQ Q OQ OQ u i k n= = + = = −
JJJJJK JJJJK JJK

，執行 1 ( 1)0k kQ Q +與 間的連線， 

k ktα θ+ 1 1k ktα θ+ ++  
kO

( 1)t kP +
 

kQ

 
1kQ

0kQ

 

1tk kP O +=  
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對於 0 1k kQ Q與 之間，執行描點

(2 1) (2 1)(( 'sec )cos( ) 'sec , ( 'sec )sin( ) 'csc )
2 2k

k kQ r r r r r r
n n n nθ
π π π π π πθ θ+ +

− − + − − + ，

其中
2 2 ( 1)

2 2
k k

n n
π π π πθ− ≤ ≤ + − , k=0,1,…,n-1，則可達成削角弧的設定。 

2.弧瓣工具 

於各邊中垂向量上，取向量上一點 kS 為弧瓣控制點 

( kS 取點限制 cos (tan sec )kr OS r
n n n
π π π
≤ ≤ + ，且

2( 1) 1 2( 1) 1// (cos( ) ,sin( ) )
2 2k

k kOS
n n

π π+ +
− −

JJJJK
中垂向量 ) 

藉此來決定弧的大小，再使

2

sec
2 2
k k k k k

k k k k k
k k k

S P S P S O
r S O OS P

S P S O
= = ∠ =

⋅
JJJJK JJJJK，  

得點 kO 為弧瓣圓心，計算 1cos k k k k

k k k k

O S O P
O S O P

ϕ − ⋅
=

JJJJJK JJJJJK
，執行描點：

2( 1) 1 2( 1) 1(sec ,csc ), ( ) ( ) , 0,1,... 1
2 2k k k k

k kR OR OO r k n
n nθ θ θ θ π ϕ θ π ϕ + + 

= + − − ≤ ≤ − + = − 
 

JJJJJK JJJJK

 

柒、 討論與應用 
一、 討論 
1.貼圖研究 

平行掃描(緯線對應) 放射掃描(經線對應)   類型 
分項 同心圓(投影) 水平線 放射點(極點) 等長度(弧長) 

縮放 l(A)<l(B) l(A)>l(B) l(A)� l(B) l(A)=l(B) 
大小 半徑相同之圓面 長πR寬2πR的矩形 半徑為兩倍的圓面 半徑升為π /2 倍

效應 放大;解析度降低 縮小;壓縮效應 大約相同;有扭曲 相同;有扭曲 
2.立體研究 
    於建體部分僅考慮基體的建構，是由於任何基體皆可以平移加上旋轉，來改變它的

位置及偏轉角度，為使討論方便，只考慮規律情況。 
    空間中任意立體圖的構造，主要是先由平面構造一函數，再加上它的鉛直方向上的

改變量(此又為一新的函數)，藉由函數設定的不同，就可以走出不同的圖形，以圓柱體而

言若使用單變數拓展法以時間為主軸一邊繞環一邊上升，則成為螺旋狀，若雙變數則因

彼此不干涉，則側部變為一光滑面。 
  對於任何平面圖形參數式，在角度掃描與頂點設定兩種不同情況下，有兩種不同的

功用： 

kO kS

1kP +

kP

O 
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(1) 角度掃描(描邊法)情況下，若底面描點參數式為 ( ( , ), ( , ))f r t g r t ，則擴至立體空間時可

使用曲移，將圖形拉動為 1 2 3( ( , ) ( ), ( , ) ( ), ( ))f r t h u g r t h u h u+ + ，同前述若 ( ) ( )h u h t= 則

再描底面時將使圖形同時改變位置，而有螺旋效應，側面不緊密，若 ( ) ( )h u h s= 參數

與底面不相關時，則側面移動規律，接合較平整。亦可將底面描點參數之 r 換為長度

函數 r(u)亦可對於圖形大小作變動，u 的設定影響同前述。 

(2) 頂點設定(頂點連線)的情況下，則擴至空間時將重新設定頂點終點位置，以這種方式

作出的立體造型將較呆滯，但繪製快速，可避免浪費不必要的時間。若在移動時，採

取同(1)之方法亦可，缺失之處為不亦對『邊』的設定直接調整。 

說例： 

(1) 對於平面上的圓，若使其增加ｚ方向，並隨著時間改變則可塑出螺旋狀的圖形。 

(2) 若在上升時加入半徑的改變，使其隨著一個函數變遷，則可改變圓的大小，而塑

造出像龍捲風般的圖形。 

(3) 事實上對於任意平面上的函數，皆可以將它以一個空間中的向量方向拖曳使成為

立體圖形。 

        
 

二、推廣與展望 
    1. 期望能將正多邊形推廣到圓錐曲面甚至任意圖形。 
    2. 期望能再加上光影明暗的變化，或自行於其上進行著色，使圖形立體化。 
    3. 考慮物體移動時的形變與轉動時的圖形轉化，以及空間物體的遮蔽現象，設計出 

物體環境。 
  4. 設計完整的物體運動式，完成動畫。 
 

三、應用 
    可用於電腦動畫繪圖之上。利用此種方法，可以模擬出較逼真的動畫，並處理掉一

些現有動畫中常見的不合理的現象。也可以藉由頂點的掃描將現實中的物體，精確地掃

入電腦中，進行局部調整、變動。 
 

捌、 公式整理 
一、基體構造 

(1) 正多邊形 
(2 1) (2 1)( , ) ( cos( ), sin( )) 0,1,..., 1

2 2k k k
k kP x y r r k n
n n

π π π π+ +
= − − ∀ = −  

(2) 正多角星
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( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( ( )cos , ( )sin ) ( cos , sin )
2 2

k k k k

k
k k R r R r k R r R r kP r k r k
n n n n
π π π π+ − − + − + − − + −

=  

(3) 平面圓 

cos( )cos( )
sin( ) sin( )

t X
t X

t Y
t Y

tvx O rx O r t ror
y O r t tvy O r

r

αα θ
α θ α

 = + += + + 
 = + +  = + +



 

(4) 空間圓(弧) 

sin( ) sin
sin sint

t tOP OA OBϕ θ θ
ϕ ϕ
−

= +
JJJK JJJK JJJK 0 0

0 2 0

AC BC t
AC BC t

θ ϕ

ϕ π θ

 ⋅ < ⇒ ≤ ≤


⋅ > ⇒ − ≤ ≤

JJJK JJJK
JJJK JJJK ϕ π≠  

(5) 球體 
2 2( , , ) ( sin cos , sin sin , sin( ))

2jk jk jk jk xyz xyz
j j jk kP x y z r r r
m n m n m
π π ππ π π

= −  

( , , ) ( cos cos , sin cos , sin )xyz xyzP x y z r r rαθ αθ αθ αθ α θ α θ θ=  

二、貼圖函數 
(1) 投影對應 

( )f Q Pαθ αθ αθ= ( 0 2 ,
2 2
π πα π θ≤ ≤ − ≤ ≤ ) 

( cos cos , sin cos )xyP R Rαθ α θ α θ=  ( cos cos , sin cos )xyQ R Rαθ α θ α θ  

(2) 水平線對應 

sin

( ) (0 , 0 2 sin ,ls s lsl
l
R

lf Q P l R s R l s Z
R

π π= ≤ ≤ ≤ ≤ ∈)且  

對於矩形 ABCD 0 0 2ls l l ls
l sAQ AQ Q Q AD AB
R Rπ π

= + = +
JJJJK JJJJJK JJJJJJK JJJK JJJK

 

( , , ) ( sin cos , sin sin , cos )
sin sin

ls ls ls ls xyz xyz
l s l s lP x y z R R Rl lR R RR R

R R

=  

(3) 放射點對應 

2 2 2( )f Q Pα θ α θ α θ=  (0 2 ,0 )
4
πα π θ≤ ≤ ≤ ≤  

2 ( cos cos 2 , sin cos 2 )xyP R Rα θ α θ α θ  2 (2 cos tan( ), 2 sin tan( ))
4 4 xyQ R Rα θ
π πα θ α θ− −  

(4) 等長度對應 

( )l l lf Q Pα α α= (0 ,0 2 )
2
Rl π α π≤ ≤ ≤ ≤  

0 2 ,
2 2
π πα π θ≤ ≤ − ≤ ≤
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( sin cos , sin sin )l xy
l lP R R
R Rα α α  ( cos , sin )l xyQ l lα α α  

三、工具函數 
(1) ｎ階圓軌跡函數 

tnP
1

1

1
1

cos( )

sin( )

n

tn X i i i
i
n

tn Y i i i
i

x O r t

y O r t

α θ

α θ

=

=

 = + +

 = + +


∑

∑
 

(2) 削角工具 
(2 1) (2 1)(( 'sec )cos( ) 'sec , ( 'sec )sin( ) 'csc )

2 2k
k kQ r r r r r r

n n n nθ
π π π π π πθ θ+ +

− − + − − + ， 

其中
2 2 ( 1)

2 2
k k

n n
π π π πθ− ≤ ≤ + − , k=0,1,…,n-1 

(3) 弧瓣工具 
2( 1) 1 2( 1) 1(sec ,csc ), ( ) ( ) , 0,1,... 1

2 2k k k k
k kR OR OO r k n
n nθ θ θ θ π ϕ θ π ϕ + + 

= + − − ≤ ≤ − + = − 
 

JJJJJK JJJJK

其中 1cos k k k k

k k k k

O S O P
O S O P

ϕ − ⋅
=

JJJJJK JJJJJK
 



評 語 

 

1. 科展之題材可以利用網路作資料索尋。 

2. 3D 模擬有豐富的數學題材作為進一步之研究目標。 
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