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棋盤的費伯那契 
 

壹．研究動機 

在學校科研營的教材中，有一個題目，其內容相當於：「在一列格

子中，放入黑棋與白棋。規定白棋不可連續放置，而黑棋不受此限，

請問共有幾種可能的排列方式？」此題之答案，基本上就是鼎鼎大名

的費伯那契數列(Fibonacci Sequence)，那麼，在此規則下，若將格子推

廣為 m 列 n 行的棋盤，那又如何呢？我們對此好奇不已。 

 

貳．研究目的 

(一).定義一：「相鄰」的兩格即為有共同的邊(不包括共同角) 

(二)規定：在長方形棋盤中，每一格皆放入黑棋或白棋，規定白

棋不可和白棋相鄰，而黑棋沒有限制 

例：             A：可放入白棋或黑棋 

B、C：只可放入黑棋 

(三).定義二：我們用 F ( m , n ) 表示在 m 列 n 行的棋盤，遵照

上述規定放入白棋與黑棋，所有可能的排法的總數 

(四).我們的目的：探討 F ( m , n ) 的性質，另外，我們也想探討

不同形狀棋盤的方法數，例如：圓環狀棋盤。 
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參．研究設備與器材 

紙、筆、計算機、個人電腦 

 

 

肆 . 研究方法及過程 

 

(一).F ( m , n )的求法： 

(甲).實際排列： 

定義：顧名思義就是把每一種可能的排列組合一一列

出，再清點所有個數. 

優點；想法簡單 

缺點；作業繁雜，當行數及列數增加，則可能排列方法

數據增 

 

   例；如圖一，為一列四行及一列五行所有可能的排列方法 

 

 

 

 

 

 

(圖一) 
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(乙).導向排列： 

定義：見圖二為導向法的樹狀結構圖，圖為二列 5 行

可能的排列個數 

優點：計算速度加快，可處理較大的行列數 

缺點：仍需要要大量紙張畫圖歸納 

 

第一行     第二行     第三行     第四行     第五行 

41         17           7          3           1 

 

 

29         12           5          2           1 

 

 

29         12           5          2           1 

 

 

(圖二) 

 

圖二中，為二列五行方法數的推導。我們先在第五行放入棋子，而

這有     、  、  等三種放法。再由第五行往回推至第四行，第四行

中的  可和第五行中的   、   、   相鄰，而第四行中   ，只可與第

五行中的   、    相鄰，又第四行中的   ，只可與第五行中的   、   相

鄰，因此，到第四行的總方法數(即為到第三行    的方法數)為 3+2+2=7
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種，依照此原理，即可快速推導至第一行的方法數(第一行方法數總合即

為一列五行的總方法數)，按照同樣的方法，一定可以快速求出 F ( m , n )。 

 

 

(丙).導向排列符號化： 

為方便計算，我們將棋盤符號化。 

優點：(a)節省紙張上的繁雜圖示 

(b)標示清楚易懂 

 

首先，我們將已放入黑棋的格子以ｂ表示，而放入白棋的格子以ｗ表示。 

 

例：  F(        ) = F ( 2 , 3 ) 

 

 F(           )  = F ( 4 , 
b
b

) 

 

      F(         )= F ( 4 , 

w
b
b

 ) 

 

 

F ( 2 , 3 )  = F (        ) 

= F(        ) + F (         ) + F (         ) 
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= F ( 3 , 
b
b

) + F (3 , 
w
b

) + F ( 3 , 
b
w

)  

= [ F (     ) + F (     ) + F (     ) ] +[ F (     )            

+F (     ) ]+[F (     ) + F (     ) ] 

= [ F ( 2 , 
b
b

) + F ( 2, 
w
b

) + F ( 2 , 
b
w

) ] +[ F ( 2 , 
b
b

)      

+ F ( 2 , 
b
w

) ]+[F ( 2 , 
b
b

) + F ( 2 , 
w
b

) ] 

= 3 F (     ) + 2F (     ) + 2F (     ) 

= 3 F ( 2 , 
b
b

) + 2F (2 , 
w
b

) + 2F ( 2 , 
b
w

) 

= 3[F (    ) + F (     ) + F (    )] +2[ F (     )+ F (    ) ] 

+2 [F (    ) + F (   ) ]  

= 3[F ( 1 , 
b
b

) + F (1 , 
w
b

) + F ( 1 , 
b
w

)] +2[ F ( 1 , 
b
b

)      

+ F ( 1 , 
b
w

) ]+2 [F ( 1 , 
b
b

) + F ( 1 , 
w
b

) ] 

= 7 F (    ) + 5F (    ) + 5F (    ) 

= 17 

另外，我們定義 F( 1 , 0 ) = F ( ) = 1 

F( 2 , 0 ) = F (    ) = 1 

 

乃至 F ( m , 0 ) = 1 ， Nm∈∀ . 
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(丁).程式計算： 

定義：延續第二、三點之邏輯，利用電腦進行其繁雜

的運算 

優點：計算級數數據方面的處理速度大增 

例如：例如由美國微軟公司(MicroSoft)研發的 QuickBasic 軟體，

進行程式編輯，以下為三行 n 列的原始程式碼(三、四、

五、六行 n 列的原始程式碼，見附表一) 

10 CLS 清除螢幕 

20 DIM A#(5),B#(5) 
宣告設定五組變數(因為三

列一行有五種合法的放法)

30    FOR I=1TO 5 

40     A#(I)=1 

50     B#(I)=1 

60    NEXT I 

設定所有 AB 起始值皆為 1

70   INPUT N% 輸入行數 

80   FOR m=1 TO N% 

90   A#(1)=B#(1)+B#(2)+B#(3)+B#(4)+B#(5) 

100  A#(2)=B#(1)+B#(3)+B#(4) 

110  A#(3)=B#(1)+B#(2)+B#(4)+B#(5) 

120  A#(4)=B#(1)+B#(2)+B#(3) 

130  A#(5)=B#(1)+B#(3) 

利用導向排列方法中的

F(2,m)及所有殘缺項彼此

間的關係，求出 F(2,m+1) 

140  FOR J=1 TO 5 

150    SWAP A#(J),B#(J) 

160  NEXT J 

A、B 變數內容交換，B 變

數之空間留給(m+2)行 

170 PRINT B#(1),m 列印計算結果 

180 NEXT m 進行下一次運算 
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以下為利用電腦所計算之數據表(表一) 

 

 

 

 

由數據觀察分析，可知 ∞→∈∀ nNm 當, 時， )1,(
),(
−nmF
nmF

會趨近一個

定值(如圖三、四、五、六)。 

 

下圖為 F(3,n+1)/F(3,n)之圖形變化 

 

 

 

 

 

 

 

(圖三) 

 

行\列 1 2 3 4 5 6 7 8

一 2 3 5 8 13 21 34 55

二 3 7 17 41 99 239 577 1393

三 5 17 63 227 827 2999 10897 39561

四 8 41 227 1234 6743 36787 200798 1095851

五 13 99 827 6743 55447 454385 3729091 30584687

六 21 239 2999 36787 454385 5598861 69050253 851302029

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

1 2 3 4 5 6
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下圖為 F(4,n+1)/F(4,n)之圖形變化 

 

 

 

 

 

 

(圖四) 

 

 

下圖為 F(5,n+1)/F(5,n)之圖形變化 

 

 

 

 

 

    

 

(圖五) 

5.1

5.3

5.5

5.7

1 2 3 4 5 6

7.6

7.8

8

8.2

8.4

1 2 3 4 5 6
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下圖為 F(6,n+1)/F(6,n)之圖形變化 

 

    

 

 

 

  

 

 (圖六) 

 

 

 

 

(二).F ( m , n )的性質： 

首先我們知道 F ( m , n ) = F ( n , m )，底下我們將固定列數

m，而探討數列 <F(m,n)>, Nn∈  之性質。 

 

 (甲) .一列性質之探討： 

F ( 1 , n )基本上就是費伯那契數列，其證明如下： 

11.3

11.8

12.3

1 2 3 4 5 6
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F ( 1 , n ) = F(        )  

 

= F(        ) + F(         ) 

 

= F(     +  )  +  F(          ) 

 

所以，我們有 

<命題一>       F ( 1 , n ) = F ( 1 , n-1 ) + F( 1 , n-2 ) 

又  F ( 1 , 0 ) = 1 ， F ( 1 , 1 ) = 2 

 

所以 F ( 1 , n ) 就形成了費伯那契數列 1,2,3,5,8,13,21……，只比

平常的費伯納契數列少一個”1”。 

 

 

 

(乙) .二列性質之探討： 

由表(一)直接觀察可猜測 2 列的遞迴公式為： 

<命題二>    F ( 2 , n ) = 2 F ( 2 , n-1 ) + F ( 2 , n-2 ) 3≥∀n  
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證明： 

F ( 2 , n ) =F (         ) 

 

=F (         ) + F (         ) + F (         ) 

=F ( n , 
b
b

) + F ( n , 
w
b

) + F ( n , 
b
w

) 

 

=F (         ) + F (         ) + F (         ) 

=F ( 2 , n-1 ) + F ( n , 
w
b

) + F ( n , 
b
w

) 

 

=F (         ) + [ F (         ) + F (         ) ]  

+ [ F (         ) + F (         ) ] 

=F ( 2 , n-1 ) + [ F(n-1,
b
b

) + F(n-1,
b
w

) ] + [ F(n-1,
b
b

) + F(n-1,
w
b

) ] 

 

=F (         ) + F (         ) + [ F (         )     

+F (         ) + F (         ) ] 

=F ( 2 , n-1 ) + F(n-1,
b
b

) + [ F(n-1,
b
b

) +F(n-1,
b
w

) + F(n-1,
w
b

) ] 
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= F (         ) + F (         ) + F (         ) 

= F ( 2 , n-1 ) + F ( 2 , n-2 ) + F ( 2 , n-1 ) 

 

= 2 F (          ) + F (         ) 

= 2 F ( 2 , n-1 ) + F ( 2 , n-2 )，證畢。 

 

接下來我們想求
)1,2(

),2(
−nF
nF

之極限(因為在參考書籍中，利用極限值可求出

比內(binet)公式，即為一列的遞迴公式，因此我們沿用同一方法) 

令 nbnF
nF

=
− )1,2(
),2(

 , 1)2,2(
)1,2(

−=
−
−

nbnF
nF

 . 

由 
)1,2(
)2,2(2

)1,2(
),2(

−
−

+=
− nF

nF
nF
nF

 

可得 
1

12
−

+=
n

n b
b  

設有極限存在，且為 X 

則 )12(
1

limlim
−∞→∞→

+=
nn

n
n b

b  

因此 
X

X 12 +=  

所以 0122 =−− XX  

解得兩根為 21+  及 21−  

另外，我們知道對 F ( 1 , n ) 而言，有一個比內公式: 

])
2

51()
2

51[(
5

1),1( )1()1( ++ −
−

+
= nnnF  

(請注意，我們的數列 < F ( 1 , n ) > 是 1,2,3,5,8,13……) 
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 因此，我們推測 F ( 2 , n ) 應該有一個類似的公式 

 首先我們假設 

nnnF )21()21(),2( −++= βα  

因為 3)1,2( =F 、 7)2,2( =F  所以 





−++=
−++=

22 )21()21(7
)21()21(3

βα
βα

 

由此可得
2

21 +
=α 、

2
21 −

=β 因此我們推得公式為 

[ ]11 )21()21(
2
1),2( ++ −++= nnnF  

我們再用 )3,2(F 、 )4,2(F 、 )5,2(F 來檢查都符合 

所以我們相信公式正確，也就是說，我們相信有性質如下： 

 

<命題三>   [ ] 0,)21()21(
2
1),2( 11 ≥∀−++= ++ nnF nn

 

 

 

證明 : 

1. 當 n = 1 時 , F ( 2 , 1 )  ])21()21[(
2
1 1111 ++ −++=  

)]223()223[(
2
1

−++=  

= 3 
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n= 2 時 , F ( 2 , 2 )  ])21()21[(
2
1 1212 ++ −++=  

)]257()257[(
2
1

−++=  

=7 

2. )2(1 ≥≤≤ kkn 時設  

F(2, n ])21()21[() 11 ++ −++= nn  皆成立 

則 F(2,k+1)=2F(2,k)+F(2,k–1) 

= ])21()21[(
2
12 11 ++ −++⋅ kk + ])21()21[(

2
1 kk −++  

= ])21()21[(
2
1])21(2)21(2[

2
1 11 kkkk −+++−++ ++  

= )]223()21()223()21[(
2
1

−−+++ kk  

= 
])21()21[(

2
1 22 ++ −++ kk

 

由 1 , 2 及數學歸納法得證 

 

現在既然 F(2,n) 0],)21()21[(
2
1 11 ≥∀−++= ++ nnn  

所以我們可得 21
)21()21(
)21()21(lim

)1,2(
),2(

lim
11

+=
−++
−++

=
−

++

∞→∞→ nn

nn

nn nF
nF  

也就是說 
)1,2(

),2(lim −∞→ nF
nF

n
 的確存在而且就是 1+ 2 .  
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 (丙) .三列性質之探討： 

在探討三列性質前，我們要知道一些等式 

















b
b
b

nF , =















−
b
b
b

nF ,1 +















−
b
b
w

n ,1 +















−
b
w
b

nF ,1 +















−
w
b
b

nF ,1 +















−
w
b
w

nF ,1  

















b
b
w

nF , =
















w
b
b

nF , =















−
b
b
b

nF ,1 +















−
b
w
b

nF ,1 +















−
w
b
b

nF ,1  

















b
w
b

nF , =















−
b
b
b

nF ,1 +















−
b
b
w

n ,1 +















−
w
b
b

nF ,1 +















−
w
b
w

nF ,1  

















w
b
w

nF , =















−
b
b
b

nF ,1 +















−
b
w
b

nF ,1  

 

原本我們打算模仿求二列遞迴公式的方法，實際演算後發現三列

的遞迴公式並不如預期的那麼簡單，一開始我們推導如下： 

 

F ( )n,3  = F
















b
b
b

n, + F
















b
b
w

n, + F
















b
w
b

n, + F
















w
b
b

n, + F
















w
b
w

n,  

= F ( )1,3 −n  + F
















b
b
w

n, + F
















b
w
b

n, + F
















w
b
b

n, + F
















w
b
w

n,  

= F ( )1,3 −n + F















−
b
b
b

n ,1 + F















−
b
w
b

n ,1 + F















−
w
b
b

n ,1 + F















−
b
b
b

n ,1 + F















−
w
b
b

n ,1 + 
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F















−
b
b
w

n ,1 + F















−
w
b
w

n ,1 + F















−
b
b
b

n ,1 + F















−
b
b
w

n ,1 + F















−
b
w
b

n ,1 + F















−
b
b
b

n ,1 + 

F















−
b
w
b

n ,1  

= F ( )1,3 −n +4 F ( )2,3 −n + 2F















−
b
b
w

n ,1 +3F















−
b
w
b

n ,1 +2F















−
w
b
b

n ,1 +F















−
w
b
w

n ,1  

=F ( )1,3 −n +4F ( )2,3 −n +2F















−

b
b
b

n ,2 +2F















−

b
w
b

n ,2 +2F















−

w
b
b

n ,2 +3F















−

b
b
b

n ,2

+3F















−

w
b
b

n ,2 +3 F















−

b
b
w

n ,2 +3 F















−

w
b
w

n ,2 +2 F















−

b
b
b

n ,2 +2 F















−

b
b
w

n ,2 +  

2 F















−

b
w
b

n ,2 +F















−

b
b
b

n ,2 +F















−

b
w
b

n ,2  

= F ( )1,3 −n +4 F ( )2,3 −n +8F ( )3,3 −n + 5 F















−

b
b
w

n ,2  + 5 F















−

b
w
b

n ,2       

+ 5 F















−

w
b
b

n ,2  + 3 F















−

w
b
w

n ,2  

= F ( )1,3 −n +4 F ( )2,3 −n +8F ( )3,3 −n +5 F















−
b
b
b

n ,3 +5 F















−
b
w
b

n ,3          

+ 5 F















−

w
b
b

n ,3 +5 F















−
b
b
b

n ,3 +5 F















−

w
b
b

n ,3 +5 F















−
b
b
w

n ,3 +5 F















−

w
b
w

n ,2      

+5 F















−
b
b
b

n ,3 +5 F















−

b
b
w

n ,3 +5 F















−

b
w
b

n ,3 +3 F















−
b
b
b

n ,3 +3 F















−
b
w
b

n ,3  

= F ( )1,3 −n +4 F ( )2,3 −n +8F ( )3,3 −n +18 F ( )4,3 −n +10 F















−

b
b
w

n ,3  
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+13 F















−
b
w
b

n ,3 +10 F















−

w
b
b

n ,3 +5 F















−

w
b
w

n ,3  

=……………… 

因為有三種煩人的殘缺項 ( F















−

b
b
w

n ,3  = F 















−

w
b
b

n ,3 、F















−

b
w
b

n ,3 、

F















−

w
b
w

n ,3  ) 無法消去，因此在這裡卡了好一陣子，最後終於想到先利用

F(m,n)和這三種殘缺項的關係，列出三個方程式，再解方程式，而將殘缺

項以 F(m,n)表示出來，然後再代回去他們的另一個關係式中，即可輕易

的求出三列的遞迴公式，詳細運算過程如下: 

 

F
















b
b
w

n, + F
















b
w
b

n, + F
















w
b
b

n, + F
















w
b
w

n, = F ( )n,3 - F ( )1,3 −n  

2F
















b
b
w

n, + 3F
















b
w
b

n, + 2F
















w
b
b

n, + F
















w
b
w

n, = F ( )1,3 +n - F ( )n,3 - 4F ( )1,3 −n  

5F
















b
b
w

n, + 5F
















b
w
b

n, + 5F
















w
b
b

n, + 3F
















w
b
w

n, = F ( )2,3 +n - F ( )1,3 +n - 4F ( )n,3 - 8F ( )1,3 −n  

10F
















b
b
w

n, + 13F
















b
w
b

n, + 10F
















w
b
b

n, + 5F
















w
b
w

n, = F ( )3,3 +n - F ( )2,3 +n - 4F ( )1,3 +n  - 8F ( )n,3  

- 18F ( )1,3 −n  

 

令 X=F
















b
b
w

n,  = F
















w
b
b

n,   ,  Y=F
















b
w
b

n,   ,  Z = F
















w
b
w

n,  
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則我們由上式可得 

 

2X+Y+Z = F ( )n,3 - F ( )1,3 −n  ………………………………………………..(1) 

4X+3Y+Z = F ( )1,3 +n - F ( )n,3 - 4F ( )1,3 −n  ……………………………………(2) 

10X+5Y+3Z = F ( )2,3 +n - F ( )1,3 +n - 4F ( )n,3 - 8F ( )1,3 −n ………………………(3) 

20X+13Y+5Z = F ( )3,3 +n - F ( )2,3 +n - 4F ( )1,3 +n - 8F ( )n,3 - 18F ( )1,3 −n ………...(4) 

由 (1) (2) (3) 

解    X = )1,3(),3(
2
5)1,3()2,3(

2
1

−−−+−+ nFnFnFnF  

Y = )1,3(
2
1),3(

2
3)1,3(

2
3)2,3(

2
1

−−++++− nFnFnFnF  

Z = )1,3(
2
3),3(

2
9)1,3(

2
1)2,3(

2
1

−+++++− nFnFnFnF  

再代入 (4) 

20X+13Y+5Z = F ( )3,3 +n - F ( )2,3 +n - 4F ( )1,3 +n - 8F ( )n,3 - 18F ( )1,3 −n  

即得：      F ( )n,3 = 2F ( )1,3 −n + 6 F ( )2,3 −n  - F ( )4,3 −n  

所以我們得到： 

<命題四>      三列的遞迴公式為： 

F( 3 , 0 ) = 1，F ( 3 , 1 ) = 5，F ( 3 , 2 ) = 17 

F ( )n,3 = 2F ( )1,3 −n + 6 F ( )2,3 −n  - F ( )4,3 −n  ∀n≥4, 

 

接下來，我們一樣想求
( )

)1,3(
,3
−nF
nF

的極限。 
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令 b n =
( )

)1,3(
,3
−nF
nF

  

所以由 
( )

)1,3(
,3
−nF
nF

 = 2 
( )

)1,3(
1,3

−
−
nF
nF

 + 6 
( )

)1,3(
2,3

−
−
nF
nF

 - 
( )

)1,3(
4,3

−
−
nF
nF

 

可得  b n  = 2 + 1
6
−nb

 - 
123

1

−−− nnn bbb . 

設有極限值存在且為 X , 

得到 lim
∞→n

b n = lim
∞→n

(2+ 1
6
−nb

-
123

1

−−− nnn bbb ), 

所以 X = 2 + 
X
6

 - 3

1
X

, 

因此 X 4  = 2 X 3  + 6 X 2  - 1, 

即 X 4  - 2 X 3  - 6 X 2  + 1 = 0 . 

利用勘根定理得知：此方程式有四個根為 α 1 ，α 2，α 3，α 4 且 

-2 < α 1  < -1，-1< α 2  < 0，0 < α 3  <1，3 < α 4  < 4 

事實上，重複利用勘根定理，我們可得 

-1.568 < α1 < -1.567   ,   -0.453< α2 < -0.452 , 

0.388 < α3 < 0.389   ,    3.631 < α4 < 3.632 , 

所以我們猜測 

<命題五>   存在常數 C1，C2，C3，C4 使得 

F(3,n)= C1α n
1 + C2α n

2 + C3α n
3 + C4α n

4 , ∀n≥0 . 

 

 

 



 20

證明： 

首先將 n = 0 , 1 , 2 , 3 代入命題五中,可得 

,14321 =+++ CCCC  

,544332211 =+++ αααα CCCC  

,633
44

3
33

3
22

3
11 =+++ αααα CCCC

,172
44

2
33

2
22

2
11 =+++ αααα CCCC  

又因為

0))()()()()((

1111

434232413121

3
4

3
3

3
2

3
1

2
4

2
3

2
2

2
1

4321 ≠−−−−−−==∆ αααααααααααα

αααα
αααα
αααα

所以必可解得出唯一解 4321 ,,, CCCC 之值 

現在假設,對某個 4≥k ，我們有 

F(3,n) = .10,44332211 −≤≤∀+++ knCCCC nnnn αααα  

則 F(3,k) = 2 F(3,k-1) + 6 F(3,k-2) - F (3,k-4) 

= ][2 1
44

1
33

1
22

1
11

−−−− +++ kkkk CCCC αααα + ][6 2
44

2
33

2
22

2
11

−−−− +++ kkkk CCCC αααα  

- ][ 4
44

4
33

4
22

4
11

−−−− +++ kkkk CCCC αααα  

= )162( 2
1

3
1

4
11 −+− ααα kC + )162( 2

2
3
2

4
22 −+− ααα kC  

+ )162( 2
3

3
3

4
33 −+− ααα kC + )162( 2

4
3
4

4
44 −+− ααα kC  

= 4
1

4
11 αα −kC + 4

2
4

22 αα −kC + 4
3

4
33 αα −kC + 4

4
4

44 αα −kC  

= .44332211
kkkk CCCC αααα +++  
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(戊) .矩陣求法： 

原先利用「導向排列」求排列個數的方法，其實也可以用「圖」 

表示，進而利用 Hamilton 定理，求出 m 列的遞迴公式，避開殘缺項 

問題，希望能藉由矩陣運算來簡化殘缺項反求法之複雜現象，並且 

希望藉由觀察矩陣的變化規則求得統一的遞迴公式。 

    例如：列數 m=2 時 

 

 

 

 

若將    看成 1，   看成 2，   看成 3，則上圖可表示成矩陣 
















011
101
111

3
2
1

         

     第(1,2)元=1，代表 1 和 2 可以配在一起 

     第(2,2)元=0，代表 2 和 2 不能配在一起 

 

 

因此，2 行 2 列的排法數可以矩陣        表示，所以 F(2,2)=7 即為此矩 

陣中各元之總合，而 2 列 n 行的排法數可以矩陣        表示，其中矩

陣中各單位元素總合即為 F(2,n)。 

















011
101
111

n

















011
101
111

1  2  3 
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令 A=
















011
101
111

，由於 A 的特徵多項式為-(X 3 - X 2 - 3X-1)，所以，由 Hamilton

定理得到 A 3 -A 2 -3A-I=0 

所以，A 3+n -A 2+n -3A 1+n -A n =0 

因為 F(2,n+2)=An 的各元之和 

所以可得遞迴公式，F(2,n+2)=F(2,n+1)+3F(2,n)+F(2,n-1) 

同理，我們可以利用矩陣求出三列以上的遞迴公式 

但令我們困擾的是：利用 Hamilton 定理求出的公式並非最簡的遞迴公

式，因為 

F(2,n+2)=2F(2,n+1)+F(2,n) 

但另一方面，利用「矩陣求法」卻可幫助我們解釋一些現象。 

1.我們發現利用「殘缺項反求法」所求出的遞迴公式中，領導係數為 1 

，且其他各係數皆為整數。試問：任何列數 m 所對應的遞迴公式，當 

其領導係數為 1 時，其他各係數是否也皆為整數? 

當我們用「矩陣求法」時，發現這矩陣的各元皆為整數，所以利用 

Hamilton 定理可得到一遞迴公式，其領導項的係數為 1，而所有係數 

皆為整數，再由「高斯定理」即可看出：最簡遞迴公式中，若領導係 

數為 1，其他各係數皆為整數。我們相信用「殘缺項反求法」求得 

的遞迴公式極為最簡公式（但我們迄今仍無法證明），所以我們相信對 
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任何列數 m 的遞迴公式，當其領導係數為 1 時，其他各係數也皆為 

整數。 

2.因為 A 是對偁矩陣，根據矩陣理論，矩陣所有的特徵值皆 

為實數，且此矩陣一定可被對角化，因此，我們就可看出不管列數 m 

為何，其所對應之特徵方程式的跟皆為實數，且比內型公式恆存在。 

 

(己) .殘缺項個數的探討： 

   在求 F(m,n)的過程中，我們發現殘缺項個數會隨著列數 m 改變，且

對所求出的特徵方程式中的最高次有影響，因此，我們試著探討殘缺項

與 m 的關係，希望在探討過程中，能啟發些許靈感。 

 

在探討前，我們將原有的數據加以分析歸納，整理一表如下: 

 
 
m 列 對稱型

個數 
非對稱型

個數 
殘缺項

個數 
二 0 1 1 
三 2 1 3 
四 1 3 4 
五 4 4 8 
六 2 9 11 
七 7 13 20 
八 4 25 29 
九 12 38 50 

 

  我們發現在奇數列與偶數列的特性不同，奇數列的中點為一棋子，而

註: 
此表中，將上下顛倒視為同一種，例如:   和  

為同一種。 
 
對稱型排列的定義:由中央分隔線(偶數列)或中

正中央的棋子(奇數列)向上及向下的棋子呈現

對稱排列。 



 25

偶數列中點為一分隔線，因此我們將兩種情況分開討論: 

(1) 奇數列: 

a.對稱型 

我們先探討奇數列，奇數列最中間那棋子(以下稱為中位棋)將棋格分

割成上下兩區，若是對稱圖形，則可視為只有其中一區在變化，另

一區為其之相反排列，因此當對稱圖形且中位棋為黑棋，則其個數

為[F(
2

1−m
,1)-1]，若為對稱圖形且中位棋為白棋，則其個數為

[F(
2

3−m
,1)]。 

b.非對稱型 

至於非對稱型，其必有與之上下顛倒之排法，所以非對稱型的個數(上

下顛倒視為一種)其個數為 ]
2

)
.
.

,1()1,(

[

對稱型的個數−−

b

b

FmF

 

 

 

因此奇數列殘缺項個數 

S(m,1)= [F(
2

1−m
,1)-1]+[F(

2
3−m

,1)]+ ]
2

)

b
.
.
.
b

,1()1,(

[

對稱型的個數−− FmF

 

令 km
=

−
2

3
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經整理， 

得奇數列殘缺項個數， 

S(2k+3)=
2

2),1()1,1()32,1( −++++ kFkFkF
 

(2).偶數列 

接下來，我們討論偶數列情況，和奇數列一樣地，分

為對稱型與非對稱型來討論： 

對稱型： 

已知在中央分隔線兩旁必為
b
b

，所以其個數為[F(
2

2−m
,1)-1] 

非對稱型： 

而非對稱型方法數為 ]
2

)

b
.
.
.
b

,1()1,(

[

對稱型的個數−− FmF

 

所以偶數列殘缺項個數公式為 

S(m,1)= [F(
2

2−m
,1)-1]+ ]

2

)
.
.
.

,1()1,(

[

對稱型的個數−−

b

b

FmF

 

令 km
=

−
2

2
 

經整理， 

得偶數列殘缺項個數，S(2k+2)=
2

2),1()22,1( −++ kFkF
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 (庚) .對角棋盤： 

我們也嘗試將圖形推廣為 m 列 n 行之特殊棋盤 ( 如下圖 ) ，我們稱之

為「對角棋盤」 

 
 
 
 
 

在探討其遞迴性質前，同樣地，我們定義： 

定義一.  m 列 n 行(共有 2mn 格)對角棋盤的放置方法數 

 
= B(m,n)=B(                 ) 
 
 
 

= B(                 ) = B(n+1,

bb

bb
bb

.

.
.
. ) 

 

定義二. 任意兩相鄰格子(即兩者擁有共同邊)不可接放入白棋，而黑棋不

受限 

 

a.一列對角棋盤的遞迴性質之探討： 

B(n,bw) = B(n,bb) 
B(1,n) = B(n+1,bb) 

= B(n,bb) + B(n,bw) + B(n,wb) 
= 2B(n,bb) + B(n,wb) 
= [2B(n-1,bb) + 2B(n-1,bw) + 2B(n-1,wb)] 
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+ [B(n-1,bb) + B(n-1,wb)] 
= 5B(n-1,bb) + 3B(n-1,wb) 
= 6B(n-1,bb) + 3B(n-2,wb) – B(n-1,bb) 
= 3[B(n-1,bb) + B(n-2,bw) + B(n-2,wb)]– B(n-1,bb) 
= 3B(n,bb) – B(n-1,bb) 
= 3B(1,n-1) – B(1,n-2) 

<命題七>   B(1,n) = 3B(1,n-1) – B(1,n-2)  Nn∈∀ , 2≥n  

B(1,0) = 1，B(1,1) = 3 

 

值得注意的一點，其實 

B(1,n) = F(1,2n) 
 

因此， 

B(1,n) = F(1,2n) 
= F(1,2n-1) + F(1,2n-2) 
= [F(1,2n-2) + F(1,2n-3)] + F(1,2n-2) 
= 2F(1,2n-2) + F(1,2n-3) 
= 2F(1,2n-2) + [F(1,2n-2)] - F(1,2n-4)] 
= 3F(1,2n-2) - F(1,2n-4) 
= 3B(1,n-1) - B(1,n-2) 
 
 
 

b.兩列對角棋盤的遞迴性質之探討： 

同於探討 F(m,n)遞迴性質的方法，我們使用「殘缺項反求法」 

B(n,
bb
bb ) = B(n,

bb
wb ) = B(n,

wb
wb ) = B(n,

wb
bb ) 

= B(n-1,
bb
bb ) + B(n-1,

bb
bw ) + B(n-1,

bw
bw ) + B(n-1,

wb
bw )      

+ B(n-1,
bb
wb ) + B(n-1,

wb
wb ) + B(n-1,

bw
bb )+B(n-1,

wb
bb ) 
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B(n,
bb
bw ) = B(n,

wb
bw ) = B(n,

bw
bb ) 

= B(n-1,
bb
bb ) + B(n-1,

bb
bw ) + B(n-1,

bw
bw ) + B(n-1,

wb
bw ) + 

B(n-1,
bw
bb )+B(n-1,

wb
bb ) 

B(n,
bw
bw ) = B(n-1,

bb
bb ) + B(n-1,

bb
bw ) + B(n-1,

bw
bw ) + B(n-1,

bw
bb ) 

 

由上列等式，經「殘缺項反求法」即可得到 

 

<命題八> B(2,n) = 8B(2,n-1) - 11B(2,n-2) + 4B(2,n-3) Nn∈∀ , 3≥n  

B(2,0) = 1，B(2,1) = 8，B(2,2) = 53 

 
 
 

(三). 棋盤可翻轉時，F(m , n)的遞迴性質： 

前面所求的合法排列數 F(m , n)，是將矩形棋盤視為固定不動。現在

考慮在矩形棋盤上兩個合法排列，利用左右翻轉的方式，只要能因左右

翻轉而形成一樣的排列者，我們就將它們看成同一種排法。那麼，在此

觀點之下共有多少種排列方法呢？(因為上下翻轉或左右翻轉的計數問

題其實是相同的，所以只需討論左右翻轉，上下翻轉者同理可得。) 

我們分情況討論如下： 

(1) 當 n 為奇數時，以第
2

1+n
行為正中央，切開左右兩邊各有

2
1−n

行，

考慮由左邊的
2

1−n
行加上中間這行所形成的子棋盤。我們觀察到

只要將這個子棋盤上的合法排列向右一翻就可得母棋盤上的左
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右對稱合法排列。顯然母棋盤上所有的左右對稱合法排列皆可由

此得到。因此左右對稱合法排列數為 F(m,
2
n +1)所以在左右翻轉

之觀點下共有
2

)
2

1,(),( +
+

nmFnmF
種不同的合法排列。 

(2) 當 n 為偶數時，若某合法排列為左右對稱，則中間那兩行顯然必

須放黑棋，故類似於(1)，我們得到在左右翻轉之觀點下共有

2

)1
2

,(),( −+
nmFnmF

種不同的合法排列。 

 

(四). C(m , n)的遞迴性質： 

除了探討矩形棋盤及對角棋盤，另外地，我們還嘗試探討環狀棋盤

的各種性質，在探討前我們先定義 

定義：    m 列 n 行(共有 mn 格)環狀棋盤的放置方法數 

       

 =C(m,n)=C(             ). 

 

例：C(2,3)  = C(               ) 

 

(甲)固定列數 m 的探討 

為方便計算，我們使用諸如底下的符號 
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當 m=1 時，我們很容易可以得到： 

C(1,n) = C(n ,b) + C(n ,w) = F(1,n-1) + F(1,n-3) 

=C(1,n-1) + C(1,n-3) , 3≥∀n  

 

接下來，我們欲求 C(2,n)之遞迴公式。在底下之推導過程中，我們必須利

用到底下之等式。 

[1] 1≥∀n ,F(2,n)=F(2,n-1)+2F(n,
b
w

) 

[2] 1≥∀n ,C(2 ,n) = F(2 ,n-1) + 2F(
b
w

,n+1 ,
b
w

) 

 ([2]其實是從公式底下 C(2,n)的推導過程中得到的) 

 

現在我們有 

C(2,n) = C (n ,
b
b

) + C(n ,
b
w

) + C(n ,
w
b

)= F(2 ,n-1) + 2C(n ,
b
w

)  

 =  F(2 ,n-1) + 2F(
b
w

,n+1 ,
b
w

) = F(2 ,n-1) + 2[F(
b
w

, n ,
b
b

) +F(
b
w

, n ,
w
b

)] 

= F(2 ,n-1) +2 F(
b
w

, n ,
b
b

) + 2F(
b
w

, n ,
w
b

) 

= F(2 ,n-1) + 2 F( n -1,
b
w

)+ 2[F(
b
w

, n-1 ,
b
b

) + F(
b
w

, n-1 ,
b
w

)] 

= F(2 ,n-1) + 2 F( n -1,
b
w

) + 2F(
b
w

, n-1 ,
b
b

) + 2F(
b
w

, n-1 ,
b
w

) 

=F(2 ,n-1) + 2 F( n -1,
b
w

) + 2 F( n -2,
b
w

)+ 2F(
b
w

, n-1 ,
b
w

) 

= F(2 ,n-1)+[ F(2 ,n-1) - F(2 ,n-2)]+[ F(2 ,n-2) - F(2 ,n-3)] 

+[ C(2,n-2) - F(2 ,n-3)] =C(2,n-2)+2F(2,n-1)-2F(2,n-3) 
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所以     C(2,n) - C(2,n-2) = 2F(2,n-1)-2F(2,n-3) 4≥∀n  

(仔細檢討以上推導過程可知必須 4≥∀n ) 

又因為  2≥∀n , F(2,n)=2F(2,n-1)+F(2,n-2) 

所以    6≥∀n , C(2,n) - C(2,n-2) =2[C(2,n-1) - C(2,n-3)]+ [C(2,n-2) - C(2,n-4)] 

因此，我們得到 

C(2,n)= 2C(2,n-1) + 2C(2,n-2) – 2C(2 ,n-3) - C(2 ,n-4) n∀ 6≥  

 

而 C(3,n)以上的遞迴公式，我們只要配合殘缺項反求法就能夠求出，如： 

C(3,n)=11C(3,n-2)+12C(3,n-3)-11C(3,n-4)-14C(3,n-5)+C(3,n-6)+2C(3,n-7) 

 

另外，我們也意外的觀察到，C(2,n)這個數列似乎滿足 

2≥∀n , C(2,n)=2 C(2,n-1)+ C(2,n-2)-2(-1) n  

這個較短的遞迴公式。我們重新檢討 C(2,n)之遞迴公式，利用 

F(n,
b
w

)= F(
b
w

,n,
b
b

)+ F(
b
w

,n ,
b
w

) +F(
b
w

,n ,
w
b

) 3≥∀n  

我們推導如下： 

C(2,n) = C (n ,
b
b

) + C(n ,
b
w

) + C(n ,
w
b

) = F(2 ,n-1) + 2C(n ,
b
w

) 

= F(2 ,n-1) + 2F(
b
w

, n+1,
b
w

) = F(2 ,n-1) + 2[F(
b
w

, n ,
b
b

) + F(
b
w

, n ,
w
b

)] 

= F(2 ,n-1) +2 F(n-1,
b
w

) + 2F(
b
w

, n ,
w
b

) 

= F(2 ,n-1) + 2 F(n-1,
b
w

) + 2[F(n,
b
w

)- F(n-1 ,
b
w

) - F(
b
w

, n ,
b
w

)] 
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= F(2 ,n-1) + 2 F(n-1,
b
w

)- 2F(
b
w

, n ,
b
w

) 

= F(2 ,n-1)+[ F(2 ,n) - F(2 ,n-1)]-[ C(2,n-1) - F(2 ,n-2)] 

      =-C(2,n-1)+F(2,n)+F(2,n-2) 

所以 C(2,n) +C(2,n-1)=F(2,n)+F(2,n-2)  3≥∀n  

得到 C(2,n) +C(2,n-1)=[2F(2,n-1)+F(2,n-2)]+ F(2,n-2) 

                   = 2F(2,n-1)+2F(2,n-2) , 3≥∀n  

得到 C(2,n) -2F(2,n-1)= -[ C(2,n-1)-2F(2,n-2)] , 3≥∀n  

因此 C(2,n) -2F(2,n-1)=(-1) 1−n , 2≥∀n      

     C(2,n) =2F(2,n-1)+(-1) n  , 2≥∀n  

所以 C(2,n)+ (-1) n = 2F(2,n-1) , 2≥∀n  

故由 F(m , n)之遞迴性質立即可得 

4≥∀n , C(2,n)=2 C(2,n-1)+ C(2,n-2)-2(-1) n   

 

(乙).固定行數 n 的探討： 

在環狀排列中，我們知道 F(m,n)並不一定等於 F(n,m)，固定ｍ列可

求出一遞迴公式，同理固定ｎ行也可求出一遞迴公式 

在討論前我們同樣定義。 

定義一：m 列 n 行(共有 mn 格)環狀棋盤的放置方法數 
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<命題九>        C(m,1)=C(m-1,1)+C(m-2,1)    ∀m≥2 

                C(0,1)=1，C(1,1)=2 

b. C(m,2)的遞迴性質之探討： 

利用殘缺項反求法，  

   C(m,2)=C(
b
b

,m)+C(
w
b

,m)+C(
w
b

,m-1) 

         =C(m-1,2)+2[C(
b
b

,m-1)+c(
w
b

,m-1)] 

         =C(m-1,2)+2C(m-2,2)+2C(
b
w

,m-1) 

   得到 

   C(m,2)=C(m-1,2)+2C(
w
b

,m) 

   C(m,2)=C(m-1,2)+2C(m-2,2)+2C(
b
w

,m-1) 

經整理得到 

<命題十>  C(m,2)=2C(m-1,2)+C(m-2,2)       ∀m≥2 

              C(0,2)=1，C(1,2)=3 

 

C.三行以上遞迴性質之探討： 

接經由「殘缺項反求法」而得 

<命題十一> C(m,3)=3C(m-1,3)+C(m-2,3)   2≥∀m  

           C(0,3)=1，C(1,3)=4 

<命題十二> C(m,4)=5C(m-1,4)+C(m-2,4)-C(m-3,4)     3≥∀m  
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           C(0,4)=1，C(1,4)=7，C(2,4)=35 

 

值得注意的一點， 

四行 m 列的環狀棋盤，經由適當的變化，即可變成一個 m×× 22 的「長

方體棋盤」 

因此兩者性質相同， 

      C(m,4)=5C(m-1,4)+C(m-2,4)-C(m-3,4) 

      F(2,2,m)=5F(2,2,m-1)+F(2,2,m-2)-F(2,2,m-3)  

<命題十三>   C(m,5)=7C(m-1,5)+C(m-2,5)-C(m-3,5)    3≥∀m  

               C(0,5)=1，C(1,5)=11，C(2,5)=81 

 

 

(五). 可翻轉或旋轉時，C(m , n)的遞迴性質： 

(甲) 旋轉型環狀排列方法數之探討: 

 

我們前面所探討的 C(2,n)是把環形棋盤看成固定不動而求出的方法

數,現在給定一個 m 列 n 行的環狀棋盤，如果一個合法排列甲排列經由旋

轉可以變成乙排列，則把甲排列跟乙排列看成相同，在此觀點之下，一

共有多少種排列方法呢？我們稱此方法數為旋轉型環狀排列方法數，記

為 T(m,n)。 



 38

定義:給定一個 m 列 n 行的環形棋盤,設甲排列為此棋盤上的合法排列,若

甲排列順時針旋轉 k 行(1 nk ≤≤ )之後,所得排列跟甲排列完全一致的話,我

們就稱甲排列為 k 循環. 

 

定義:若甲排列為 k 循環,且對於任意的 11 −≤≤ kl ,甲排列不為 l 循環,則我 1

稱甲排列為真正 k 循環. 

 

T(2,n)之求法:由前面的二列環狀排列公式可推出二列旋轉型公式為 

為質數nn
n

nFnT
n

,31)1()1,2(21),2( ≥
−−+−

+=  

當 n 為合成數時,則必須用排容原理去求得. 

 

例如:以 T(2,6)為例  

我們有 

T(2,6)=
1

真正一循環的方法數 +
2

真正二循環的方法數 +
3

真正三循環的方法數 +

6
真正六循環的方法數 , 

因為每兩個真正二循環的排列其實是同樣的旋轉排列,這是上式的

第二項必須除以二的理由,同理,真正三循環的方法數必須除以三,真正六

循環的方法數必須除以六. 

另外，因為二循環包括一循環在內,必須扣掉才是真正二循環，同

理，三循環必須扣掉一循環才是真正三循環，而六循環必須扣掉一循環，

二循環，三循環,才是真正六循環，但是在扣掉一循環，二循環，三循環
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的過程當中，因為有重複計算的問題，所以必須用到排容原理，所以真

正六循環的方法數為： 

C(2,6)-1-C(2,2)-C(2,3)+1+1+1-1=C(2,6)-C(2,2)-C(2,3)+1 

因此,我們就得到以下的等式 

T(2,6)=1+
6

1)3,2()2,2()6,2(
3

1)3,2(
2

1)2,2( +−−
+

−
+

− CCCCC  

     =1+3+4+30 
     =38  

 

(乙) 環狀排列之內外翻轉問題： 

 

定義:若我們將 m 列 n 行矩形棋盤上的某個合法排列之最左和最右二行並 

排在一起時，白棋與白棋仍未相鄰,則此排列，就相當於一個 m 列 n

行柱面棋盤上的合法排列，因此也就相當於一個 m 列 n 行環狀棋盤

上的合法排列，因此，環狀排列的內外翻轉就相當於柱面排列的上

下翻轉，也相當於在矩形棋盤上將對應的排列上下翻轉。 

 

當列數 m 為偶數時，因為翻轉後必須對稱，而白棋不可以相鄰，所

以中間二列顯然都是黑棋，因此，m 列的對稱排列的方法數為 C( 1
2
−

m ,n)，

而不對稱排列的方法數為 C(m,n)-C( 1
2
−

m ,n)，所以若我們將上下翻轉後能

重合的排列看成同一排列的話，就得到方法數為

C( 1
2
−

m ,n)+
2

),1
2

(),( nmCnmC −−
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另一方面，當列數 m 為奇數時，利用
2

1+m
列環狀排列的翻轉，可得

到 m 列的對稱環狀排列，顯然 m 列對稱環狀排列皆可由
2

1+m
列環狀排列

的翻轉求得，因此，我們可利用 C ),
2

1( nm +
的公式去求得對稱排列的方法

數，而不對稱排列的方法數就等於 C(m,n)-C ),
2

1( nm + ,所以若我們把上下

翻轉後會重合的排列看成同一排列的話，就得到方法數為

C ),
2

1( nm + +
2

),
2

1(),( nmCnmC +
−

 

 
 

(丙) 環狀旋轉翻轉問題: 

 

因為環狀棋盤相當於柱面棋盤，可以上下翻轉或旋轉，所以我們考

慮底下之計數問題: 

在 m 列 n 行的環狀棋盤上，若兩個合法排列只經由旋轉或只經由內

外翻轉或經由內外翻轉加旋轉之後能夠重合的話，就將此兩個排列視為

同一排列。請問在此觀點下，在 m 列 n 行的環狀棋盤上會有多少種排列

呢? 

 

首先以 m=2，n=6 為例 

為了方便，我們以$(真 2)表示在固定環狀棋盤時，真正 2 循環排列之方

法數，其餘依此類推. 
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顯然$(真 1)=1  

其次，$(真 2)=$(真 2 對稱)+$(真 2 不對稱)=0+6.此時我們必須注意真正 2

循環而不對稱的排列可分兩大類.第一類是旋轉後會恰好變成翻轉的，第

二類是再怎麼旋轉也不會變成翻轉的，而在旋轉翻轉的觀點下第一類每

2 個一組，第二類每 2×2=4 個一組，不難看出第一類只有 2 個，他們是

由(
b
w

w
b

)所引起的；而第二類有 4 個，乃是由(
wb
bb

)引出來的.故對真正 2

循環排列而言，若考慮旋轉翻轉則共有
2
0

+
2
2

+
22

4
×

=2 種排列. 

再者，$(真 3)=$(真 3 對稱)+$(真 3 不對稱)=0+12.因 3 為奇數故可知真正 3

循環而不對稱的排列再怎麼旋轉也不會變成翻轉，故若考慮旋轉翻轉則

共有
3
0

32
12
×

+ =2 種排列 

最後，$(真 6)=$(真 6 對稱)+$(真 6 不對稱)=0+180.考慮第一類.觀察 

bbbbbw，它經由一次次的旋轉可得 wbbbbb，bwbbbb，bbbwbb，bbbbwb，

bbbbbw. 

若我們考慮 







bbwbbb
bbbbbw

，則旋轉 3 次就變成翻轉.類似的 







bbbwbw
wbwbbb

亦然.檢 

查可知第一類就只包含這 2 個所引起的 6+6 種排列，也因此第二類共有 

168 種排列.故若考慮旋轉翻轉則共有
6
0 +

6
12

62
168
×

+ =16 種排列。       

總結上述，當我們考慮旋轉翻轉時在 2 列 6 行的環狀棋盤上共有 

1+2+2+16=21 種排列。 
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用相同的方法小心的分析可知在 3 列 6 行的環狀棋盤上，真正 2 循環而

不對稱的排列只有 2 個屬於第一類，是由
















wb
bb
bw

所引起的；真正 6 循環而

不對稱的排列有 5×6=30 個屬於第一類，分別由
















bbwbbb
bbbbbb
bbbbbw

、
















bbwbbb
bbbbbb
bbbbbw

、

















bbwbbb
wbbwbb
bbbbbw

、
















bbwbbb
bwbbwb
bbbbbw

、及
















bbbwbw
bwbbwb
wbwbbb

 所引起的。從而可由計算得知考慮旋轉

翻轉時在 3 列 6 行的環狀棋盤上共有 221 種排列. 

 

(六). F ( m , n ,k ) 的性質： 

現在我們想將平面的棋盤推廣為空間中的棋盤。首先，我

們想像一個長方體棋盤，其長、寬、高分別為 k、 m、 n 單位，

因此總共有 m×n×k 個格子。那麼在我們限制的放法 (任何兩個

放入白球的格子不可有任何一面相鄰) 之下，共有幾種放法

呢？ 

例: 圖七為 F( 2,1,3) 的立體圖。 

  

 

 

(圖七)      



 43

我們延續平面上三列遞迴公式的求法及符號，發展成空間中的求

法與類似型式的符號。 

  在三列符號中， F(          ) =  F ( 4 , 
w
b
b

) ,              

類似地，在空間符號中，  

 

F(                       ) = F ( 2 ,2 , 3 ) = F ( 4 , 
bb
bb

). 

 

我們延續平面上求三列遞迴公式的方法來討論空間中的遞迴公式。 

例如： 

F(2,2,k) = F(k+1,
bb
bb

) 

       =F(k,
bb
bb

)+F(k,
bb
bw

)+F(k,
bb
wb

)+F(k,
bw
bb

)+F(k,
wb
bb

)+F(k,
wb
bw

) + F(k,
bw
wb

) 

      = F(2,2,k-1)+4F(k,
bb
bw

)+2F(k,
wb
bw

) 

= 5F(2,2,k-1)+F(2,2,k-2)+F(2,2,k-3) 

 

(七) F ( m , n ) 的大小順序： 

我們將不同的棋盤所對應的方法數加以比較，顯然

F(1,0)<F(1,1)<F(1,2)……..，F(2,0)<F(2,1)<F(2,2)……..， 

F(m,0)<F(m,1)<F(m,2)……..。而且 F(2,3)<F(3,4)<F(7,8)。也就是說，若棋

盤 A 的行和列都比棋盤 B 的行和列少，則 F(A)<F(B)，我們能否馬上比
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較出 F(A)和 F(B)之大小呢？首先，我們有 

<命題十四>  若 m≥2，n≥2，則 F(m,n)<F(1,m×n) 

例如：F(2,6)<F(1,12)，F(3,4)<F(1,12) 

證明：設棋盤 A 和如圖八所示有 m 列 n 行，其中每一格皆編上號碼 

(1,1)，(1,2)，(1,3)…….，(m,n)。 

若我們已在棋盤 A 中依限制條件擺滿黑、白棋，則如圖八所示，我們可

將此放法轉換成一列 mn 行之一種合法的排列方式： 

( 1 , 1 ) ( 1 , 2 ) ( 1 , 3 ) ………….. ( 1 , n ) 

( 2 , 1 ) ( 2 , 2 ) ( 2 , 3 ) ………….. ( 2 , n ) 

( 3 , 1 ) ( 3 , 2 ) ( 3 , 3 ) ………….. ( 3 , n ) 

( 4 , 1 ) ( 4 , 2 ) ( 4 , 3 ) ………….. ( 4 , n ) 

  

 

 

 

   

 

( m , 1 ) ( m , 2 ) ( m , 3 ) ………….. ( m , n ) 

 

 

(1,1) … (1,n) (2,n) (2,n-1) … (2,1) (3,1) … (3,n) … (m,k)
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(當 m 是偶數時,k=1;當 n 是奇數時,k=n) 

所以 A 上任一種合法的排列，皆可轉換成一個一列 mn 行棋盤上之合法

排列，而且顯然 A 上任兩個不同的合法排列所轉換成的一列 mn 行上的

排列是不同的，所以 F(m,n)≤F(1,mn) 

     另一方面，顯然有些一列 mn 行上的合法排列不能由行上的合法排

列不能由 A 上的合法排列轉換而得。所以 F(m,n)<F(1,mn)，證畢。 

 

  那麼 F(2,6)和 F(3,4)之大小，或 F(2,8)和 F(4,4)之大小關係又如何？ 

 

    一般而言，如果兩個棋盤 A 和 B 格數一樣多，我們能 

否馬上判斷出 F(A)和 F(B)之大小呢？由實際的數據，我們得發現一個現

象：若棋盤越接近正方形，則其對應之方法數就越少。例如：

F(3 ,4)=227<239=F(2 ,6)，而 F(4 ,4)=1234<1393=F(2 ,8). 

   那麼這現象是否真的永遠成立呢？截至目前為止，仍然在探討中。 

   更一般地，任給兩個棋盤 A 和 B，我們如何比較其大小呢？這是我們

目前很感興趣，極力想解決問題。 
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   <a>B(1,0) = 1，B(1,1) = 3    B(1,n) = 3B(1,n-1) - B(1,n-2)   2, ≥∈∀ nNn  

   <b>B(2,0) = 1，B(2,1) = 8，B(2,2) = 53  

      B(2,n) = 8B(2,n-1) – 11B(2,n-2) + 4B(2,n-3)   3, ≥∈∀ nNn     

(5).可翻轉時，矩形棋盤的公式為 

   <a> m 為奇數時，共有
2

)
2

1,(),( +
+

nmFnmF
種不同的合法排列 

   <b> m 為偶數時，共有
2

)1
2

,(),( −+
nmFnmF

種不同的合法排列 

(6).環狀棋盤各行的遞迴公式為 

   <a>C(1,n) = C(1,n-1) + C(1,n-3)， 3≥∀n  

   <b>C(2,n) = 2C(2,n-1) + C(2,n-2) + 2(-1) n  ， 4≥∀n  

(7).環狀棋盤各行的遞迴公式為 

   <a>C(m,1) = C(m-1,1) + C(m-2,1)  2≥∀m  

   <b>C(m,2) =2C(m-1,2) + C(m-2,2)  2≥∀m  

   <c>C(m,3) =3C(m-1,3) + C(m-2,3)  2≥∀m  

   <d>C(m,4) =5(m-1,4) + C(m-2,4) - C(m-3,4)    3≥∀m  

   <e>C(m,5) =7(m-1,5) + 5 C(m-2,5) - C(m-3,5)    3≥∀m  

(8).可旋轉或翻轉時，環狀棋盤各列的公式為 

   <a>.旋轉時 

       T(m,n) = ∑
∈
nk
Nk k

k循環排列之方法數真正  , 
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而真正 k 循環排列，必須使用排容原理 

  <b>翻轉時 

     m 為奇數，T’(m,n)=C(
2

1+m
,n)+

2

),
2

1(),( nmCnmC +
−

 

     m 為偶數，T’(m,n)=C( 1
2
−

m
,n)+

2

),1
2

(),( nmCnmC −−
 

(9).長方體棋盤各行的遞迴公式為 

   F(2,2,k) = 5F(2,2,k-1) + F(2,2,k-2) - F(2,2,k-3) 

(10).若 ),1(),(2,2 nmFnmFnm ×<≥≥ 則  

 

陸．討論 

(1) 我們用來求三列遞迴公式的方法，其實適用範圍很廣。例如，將規

則改成：「不但有一邊相鄰的格子不可放白棋，而且有共同頂點的格

子也不可都放入白棋。」那麼，在新的規定下，怎麼求 F(m,n)呢？

顯然 F(m,n)之求法，還是可以用我們發展出來的方法來求得。 

(2)起源自兔子問題的費伯那契數列，神奇地在自然界中到處出現，那

麼我們現在所探討的問題是否能在自然科學裡找到例子呢？效法費

伯那契，我們暫且想像有某種生物系統(例如:類似基因的排列),或機

械系統,是由甲、乙兩種(甚至更多種)單元,以類似於棋盤狀的方式排

列而成。為了讓這個系統能正常運作,乙單元不能連續出現,那麼有多
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少種讓系統正常運作的排列方式呢?這時候我們的方法就可以運用

上了。 

(3)我們希望藉由 2 列、3 列……等公式的變化，而得到一個統一的公

式。只要給定列數 m，由這統一的公式，我們馬上可以寫出 F ( m , 

n ) 的遞迴公式、求極限的方程式以及比內型公式等等。 

(4)由數據顯示 
)1,(

),(
−nmF
nmF  成波浪型上下起伏的變化，而終於趨近一個定

值。為什麼會上下起伏呢？當 m=2 時，令α=2a=1+ 2,β=2b=1- 2 .  則

F(2,n)=aαn+bβn                      又因為

)1,2(
),2(
−nF
nF -

),2(
)1,2(

nF
nF + =

),2()1,2(
)1,2()1,2(),2( 2

nFnF
nFnFnF

⋅−
+⋅−− 所以經計算後，上式的分

子=-ab(α-β )2(αβ)n-1=2(αβ)n-1=2(-1)n-1 

由此式可得當 n 為偶數時，
),2(

)1,2(
)1,2(

),2(
nF
nF

nF
nF +

<
−

，而當 n 為奇數時，

),2(
)1,2(

)1,2(
),2(

nF
nF

nF
nF +

>
−

，這就是關鍵所在。 

(5)當 m≥2 時，我們也想探討 F(m,n)是否有其它許多類似於費伯那契數

列的有趣性質。 

(6)用「殘缺項反求法」，所求得的遞迴公式是否為最短的公式呢？在矩

形棋盤我們相信這是對的，雖然現在我們還不會證明。至於在環狀

棋盤，則必須精巧地利用「殘缺項反求法」，才能得到最短的遞迴

公式。如何才能得到最短的遞迴公式呢？我們希望找到一個系統化

的方法。 
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附表一 

以下為 4 行 n 列之原始程式碼 

 
10 CLS 
20 DIM A#(8),B#(8) 
30 FOR I = 1 TO8 

40 A#(I) =1 
50 B#(I) =1 
60 NEXT I 
70 INPUT N% 
80 FOR m =1 TO N% 
90       A#(1) = B#(1) + B#(2) + B#(3) + B#(4) + B#(5) + B#(6) + B#97) 
+ B#(8) 
100 A#(2) = B#(1) + B#(5) + B#(6) + B#(7) + B#(8) 
110 A#(3) = B#(1) + B#(5) + B#(6) + B#(8) 
120 A#(4) = B#(1) + B#(5) + B#(7) 
130 A#(5) = B#(1) + B#(2) + B#(3) + B#(4) + B#(7) +B#(8) 
140 A#(6) = B#(1) + B#(2) + B#(3) + B#(7) 
150 A#(7) = B#(1) + B#(2) + B#(4) + B#(5) + B#(6) + B#(8) 
160       A#(8) = B#(1) + B#(2) + B#(3) = B#(5) + B#(7) 
170 FOR J = 1 TO 8 
180 SWAP A#(J), B#(J) 
190 NEXT J 
200 PRINT B#(1), m 
210 NEXT m 
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以下為 5 行 n 列之原始程式碼 

 
10 CLS 
20 DIM A#(13), B#(13) 
30 FOR I = 1 TO 13 
40 A#(I) = 1 
50 B#(I) = 1 
60 NEXT I 
70 INPUT N% 
80 FOR m = 1 TO N% 
90      A#(1) = B#(1) + B#(2) + B#(3) + B#(4) + B#(5) + B#(6) + B#(7) + 

B#(8) + B#(9) + B#(10) + B#(11) + B#(12) + B#(13) 
100     A#(2) = B#(1) + B#(7) + B#(8) + B#(9) + B#(10) + B#(11) + 

B#(12) + B#(13) 
110     A#(3) = B#(1) + B#(7) + B#(8) + B#(9) + B#(12) + B#(13) 
120     A#(4) = B#(1) + B#(7) + B#(8) + B#(12) 
130     A#(5) = B#(1) + B#(7) + B#(9) + B#(10) + B#(11) + B#(13) 
140 A#(6) = B#(1) + B#(7) + B#(8) + B#(10) + B#(12) 
150     A#(7) = B#(1) + B#(2) + B#(3) + B#(4) + B#(5) + B#(6) + B#(10) 

+ B#(11) + B#(12) + B#(13) 
160     A#(8) = B#(1) + B#(2 + B#(3) + B#(4) + B#(6) + B#(10) + B#(11) 

+ B#(13)  
170 A#(9) = B#1) + B#(2) + B#(3) + B#(5) + B#(10) + B#(12) 
180     A#(10) = B#(1) + B#(2) + B#(5) + B#(6) + B#(7) + B#(8) + B#(9) 

+ B#(12) + B#(13) 
190 A#(11) = B#(1) + B#(2) + B#(5) + B#(7) + B#(8) + B#(12)  
200     A#(12) = B#(1) + B#(2) + B#(3) + B#(4) + B#(6) + B#(7) + B#(9) 

+ B#(10) + B#(11) + B#(13)  
210     A#(13) = B#(1) + B#(2) + B#(3) + B#(5) + B#(7) + B#(8) + B#(10) 

+ B#(12)  
220 FOR J = 1 TO 13 
230 SWAP A#(I), B#(J) 
240 NEXT J 
250 PRINT B#(1), m 
260 NEXT m    
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以下為 6 行 n 列之原始程式碼 

 
10 CLS 
20 DIM A#(21),B#(21) 
30 FOR I = 1 TO 21 

40 A#(1) = 1 
50 B#(1) = 1 
60 NEXT I 
70 INPUT N% 
80 FOR m = 1 TO N% 
90      A#(1) = B#(1)+ B#(2)+ B#(3)+ B#(4)+ B#(5)+ B#(6)+ B#(7)+ 

B#(8)+ B#(9)+ B#(10)+ B#(11)+ B#(12)+ B#(13)+ 
B#(14)+ B#(15)+  B#(16)+ B#(17)+ B#(18)+ B#(19)+ 
B#(20)+ B#(21) 

100     A#(2) = B#(1)+ B#(10)+ B#(11)+ B#(12)+ B#(13)+ B#(14)+ 
B#(18)+ B#(19)+ B#(20)+ B#(21) 

110     A#(3) = B#(1)+ B#(10)+ B#(11)+ B#(12)+ B#(13)+ B#(14)+ 
B#(18)+ B#(19)+ B#(21) 

120     A#(4) = B#(1)+ B#(10)+ B#(11)+ B#(12)+ B#(14)+ B#(18)+ 
B#(19)+ B#(21)  

130     A#(5) = B#(1)+ B#(10)+ B#(11)+ B#(13)+ B#(18)+ B#(20)  
140     A#(6) = B#(1)+ B#(10)+ B#(13)+ B#(14)+ B#(15)+ B#(16)+ 

B#(17)+ B#(20)+ B#(20) 
150     A#(7) = B#(1)+ B#(10)+ B#(13)+ B#(15)+ B#(16)+ B#(20) 
160     A#(8) = B#(1)+ B#(10)+ B#(11)+ B#(12)+ B#(14)+ B#(15)+ 

B#(17)+ B#(18)+ B#(19)+ B#(21) 
170     A#(9) = B#(1)+ B#(10)+ B#(11)+ B#(12)+ B#(14)+ B#(15)+ 

B#(16)+ B#(18)+ B#(19)+ B#(20)+B#(21) 
180     A#(10) = B#(1)+ B#(2)+ B#(3)+ B#(4)+ B#(5)+ B#(6)+ B#(7)+ 

B#(8)+ B#(9)+ B#(15)+ B#(16)+ B#(17)+ B#(18)+ 
B#(19)+ B#(20)+ B#(21) 

190 A#(11) = B#(1)+ B#(2)+ B#(3)+ B#(4)+ B#(5)+ B#(6)+ B#(7)+             
B#(8)+B#(9)+ B#(15)+ B#(16)+ B#(17)+ B#(20)+ B#(21)        

200     A#(12) = B#(1)+ B#(2)+ B#(3)+ B#(4)+ B#(8)+ B#(15)+ B#(16)+ 
B#(20)  
210     A#(13) = B#(1)+ B#(2)+ B#(3)+ B#(5)+ B#(6)+ B#(7)+ B#(8)+ 

B#(9)+ B#(15)+ B#(17)+B#(18)+B#(19)+B#(20) 
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220     A#(14) = B#(1)+ B#(2)+ B#(3)+ B#(4)+ B#(6)+ B#(8)+ B#(15)+ 
B#(16)+B#(18)+B#(20) 

230     A#(15) = B#(1)+ B#(2)+ B#(6)+ B#(7)+ B#(8)+ B#(9)+ B#(10)+ 
B#(11)+ B#(12)+ B#(13)+ B#(14)+ B#(18)+ B#(19)+ 
B#(20)+ B#(21) 

240     A#(16) = B#(1)+ B#(2)+ B#(6)+ B#(7)+ B#(9)+ B#(10)+ B#(11)+ 
B#(12)+ B#(14)+ B#(18)+B#(19)+B#(21) 

250     A#(17) = B#(1)+ B#(2)+ B#(6)+ B#(8)+ B#(10)+ B#(11)+ 
B#(13)+ B#(18)+ B#(20) 

260     A#(18) = B#(1)+ B#(2)+ B#(3)+ B#(4)+ B#(5)+ B#(8)+ B#(9)+ 
B#(10)+ B#(13)+ B#(14)+ B#(15)+ B#(16)+ B#(17)+ 
B#(20)+ B#(21) 

270     A#(19) = B#(1)+ B#(2)+ B#(3)+ B#(4)+ B#(8)+ B#(10)+ B#(13)+ 
B#(15)+ B#(16)+ B#(20)+ 

280     A#(20) = B#(1)+ B#(2)+ B#(3)+ B#(5)+ B#(6)+ B#(7)+ B#(9)+ 
B#(10)+ B#(11)+ B#(12)+ B#(14)+ B#(15)+ B#(17)+ 
B#(18)+ B#(19)+ B#(21) 

290     A#(21) = B#(1)+ B#(2)+ B#(3)+ B#(4)+ B#(6)+ B#(8)+ 
B#(10)+B#(11)+ B#(13)+ B#(15)+ B#(16)+ B#(18)+ 
B#(20) 

300     FOR J=1 TO 21 
310    SWAP A#(J),B#(J)  
320    NEXT J 
330 PRINT B#(1),m 
340 NEXT m 
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We get b �  = 2 + 
�

0

−��
 - 

���

+

−−− ��� ���
. 

Assume that <b�> converges to a real number � . 
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So that, x� - 2x� - 6x� +1 = 0. 

By intermediate value theorem, there are four roots α�, α�, α�, and  α� 

for this equation and 

-2 < α��< -1, -1< α��< 0, 0 < α��<1, 3 <α��< 4.  

In fact, using intermediate value theorem repeatedly, we have  
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the above equation has a unique set of solutions C�,C�,C�, and C����  
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