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摘  要 

本研究取材自科學研習期刊的數學專欄題。 

給定㆒個正整數數列，如果數列元素可以㊢成這個數列的某些㊠的乘積，就稱該元素為

這個數列的合㊠，否則稱該元素為這個數列的質㊠。 

我們將研究聚焦於等差數列，並成功發展出首項為 1，以及首項=公差-1 之等差數列的

合項快速篩檢模式，更進一步發現「首項的冪次模公差的週期性」，對於判斷任何等差數

列的合項性質都具有關鍵作用。 

我們證實存在「完全由質項構成的等差數列」，也觀察到梅森質數在特定的等差數列中

可以作為其質項。 

最後，我們修改質數定理，成功預估了首項為 1、不同公差等差數列的質項密度。本研

究為為理解數列的結構與性質提供了全新的工具與視角。。 

  

本作品說明書中所有圖形與表格均由作者或指導老師親自繪製。 
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壹、前言	

一、研究動機	

    2024 年 8 月份科學研習期刊「森棚教官數學題—質項與合項」(游森棚[1]) 

給定一個正整數數列𝑎!, 𝑎", ….，如果𝑎#可以寫成這個數列的某些項(≥ 2 項，可重複)的

乘積(1 除外)，就稱𝑎#為這個數列的合項，否則稱𝑎#為這個數列的質項，1 不列入質項也不

列入合項。	

例如偶數的正整數數列	

 ⟨𝑎!⟩!"# = 	2, 4, 6, 8, . . . , 2𝑛, . ..		 之中，2,6 都是質項；4,8	是合項。	

這與我們學到的質數與合數的概念，有些相關又無法完全套用，它提供我們重新思考整

數數列的內部結構，也引起了我們深入探討的興趣。 

二、研究目的	

（一）探討特殊等差數列的質項與合項檢核模式。	

（二）以首項與公差的質因數集合探討等差數列的質項與合項。	

（三）將等差數列的質項與質數研究做聯結性的探討。	

三、文獻探討	

由數列中尋找合項與質項是一個新的概念，故無法從歷屆科展中找到相關的研究。	

四、本作品的特色	

(㆒) 重新定義數列元素的分解模式 

以數列元素當因數的單位去做項數元素的分解。	

(㆓) 快速簡易的合㊠篩選機制 

提出首項為 1 及首項=公差−1 的等差數列合項快速篩選法，大幅降低計算複雜度。 

(㆔) 模冪規律性的應用 

發現首項冪次模公差的週期規律，可以成為等差數列判別合項的基準。 

(㆕) 全質㊠數列的發現 

證實存在完全由質項構成的質項等差數列，挑戰傳統數列結構認知。 

(㈤) 連結梅森質數 

找出梅森質數在特定等差數列中必為質項，建立與經典質數的深刻關聯。 
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(㈥)質㊠密度 

推導出廣義質項密度估計式，擴展質數定理的應用範疇。 

五、名詞定義與符號說明	

(一) 數列與數列中的元素 

數列指由一系列數組成的序列，本研究以〈𝑎#〉#$!表示數列。 

數列元素指數列中的項，數列〈𝑎#〉#$!的元素以𝑎!、𝑎"、…、𝑎#表示。 

(二) 質數與質項： 

質數：當一個正整數不能寫成比本身還小的兩個正整數相乘，我們稱此數為「質數」。 

質項：指數列中的元素，無法寫成這個數列中的某些項0至少 2 項，可重複1的乘積

01 除外1，我們稱這個元素為「質項」。 

(三) 合數與合項： 

合數：當一個正整數可以寫成兩個正整數相乘(1 除外)，我們稱此數為「合數」。 

合項：指數列中的項可以寫成這個數列中的某些項0至少 2 項，可重複1的乘積

01 除外1，我們稱這個元素為「合項」。 

(四) 質因項：數列元素為質項且為合項因數分解中的元素，稱為該合項的質因項。 

(五) 質項等差數列：指數列中每項皆無法分解成某些項的乘積，例〈𝑎#〉#$! =

2,6,10,14,18…	,如 18=2∙ 9，9非數列元素	

(六) 符號說明	

1. 𝐏𝒌表𝑘的質因數所成的集合。	 	

例：𝑎! = 18 = 2 ∙ 3"，則𝑃&!={2, 3}；𝑑 = 21 = 3 ∙ 7，則P'=	{3,	7}。  

2.	 𝒗𝒑(𝒙)表示質因數𝑝在 𝑥的標準分解式中的指數 

  



4 	

六、研究架構 

 

參、研究過程或方法	

1.	 同餘與模算術(許介彥[3])	

𝑎 ≡ 𝑏	(𝑚𝑜𝑑	𝑚)	且	 𝑐 ≡ 𝑑	(𝑚𝑜𝑑	𝑚)，那麼	

𝑎 + 𝑐 ≡ 𝑏 + 𝑑	(𝑚𝑜𝑑	𝑚)	

𝑎 − 𝑐 ≡ 𝑏 − 𝑑	(𝑚𝑜𝑑	𝑚)	

𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑑(𝑚𝑜𝑑𝑚)	

𝑎# ≡ 𝑏#(𝑚𝑜𝑑𝑚)	

𝑎𝑘 ≡ 𝑏𝑘(𝑚𝑜𝑑𝑚)	

2.	 中國剩餘定理(許志農[4])	

設𝑚, 𝑛是互質的正整數，𝑎, 𝑏為整數，則同餘式	

𝑥 ≡ 𝑎		(𝑚𝑜𝑑	𝑚)	

𝑥 ≡ 𝑏		(𝑚𝑜𝑑	𝑛)	

有共同的整數解𝑥)，且所有共同的整數解𝑥也構成一個同餘式為	

𝑥 ≡ 𝑥)		(𝑚𝑜𝑑	𝑚𝑛)	

3.	歐拉函數𝜑(𝑛)是不大於𝑛的正整數中與𝑛互質的數的個數。若𝑛為質數，𝜑(𝑛) = 𝑛 − 1。

(維基百科[5]) 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%BA%92%E8%B3%AA
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4.	歐拉定理：若𝑎, 𝑑為正整數，且𝑎, 𝑑互質，則	

a*(') ≡ 1(𝑚𝑜𝑑	𝑑)	

5.	 模冪運算是指求整數𝑏的次方𝑏-被正整數𝑚所除得到的餘數𝑐的過程，可用數學符號表示

為𝑐 = 𝑏-(𝑚𝑜𝑑𝑚)。由𝑐的定義可得 0 ≤ 𝑐 ≤ 𝑚 − 1。(維基百科[6]) 

6. 埃拉托斯特尼篩法：從最小的質數 2 開始，將該質數的所有倍數標記成合數，而下一

個尚未被標記的最小自然數 3 即是下一個質數。如此重複這一過程，將各個質數的倍

數標記為合數並找出下一個質數，最終便可找出一定範圍內所有質數。 

尋找小於等於𝑛的質數時，若找到了一個大於√𝑛的質數，則剩餘的所有尚未標記的數也

都是質數。(Stein[2]) 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E6%95%B4%E6%95%B0
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9F%83%E6%8B%89%E6%89%98%E6%96%AF%E7%89%B9%E5%B0%BC%E7%AD%9B%E6%B3%95
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9F%83%E6%8B%89%E6%89%98%E6%96%AF%E7%89%B9%E5%B0%BC%E7%AD%9B%E6%B3%95
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9F%83%E6%8B%89%E6%89%98%E6%96%AF%E7%89%B9%E5%B0%BC%E7%AD%9B%E6%B3%95
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%90%88%E6%95%B8
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肆、研究結果	
一、首項為 1，公差>2 的等差數列	

(一)	 公差= 𝟑，首項=1 的等差數列。〈𝑎#〉#$! = 1,4,7,10,13, … . ,3(𝑛 − 1) + 1…	

表 1-1：首項 1 公差 3 的等差數列	 𝑚 + 𝑎.的值與合項的關係	

𝑚 1	 2	 3	 4	 5	 6	 7	 8	 9	 10	 11	 12	 13	 14	 15	
𝑎. 1	 4	 7	 10	 13	 16	 19	 22	 25	 28	 31	 34	 37	 40	 43	

𝑚 + 𝑎. 2	 6	 10	 14	 18	 22	 26	 30	 34	 38	 42	 46	 50	 54	 58	

	

𝑛 6	 10	 14	 17	 18	 22	 24	 26	 30	 31	 34	 38	 42	 44	 45	 46	 50	
𝑎# 16	 28	 40	 49	 52	 64	 70	 76	 88	 91	 100	 112	 124	 130	 133	 136	 148	

因數分解	 4" 4�7	 4�10	 7"	 4�13	 4#	 7�10	4�19	4�22	7�13	 4�25	 4"�7	 4�31	 10�13	 7�19	 4�34	 4�37	

質因項分解 𝑎""	 𝑎"𝑎#	𝑎"𝑎$	 𝑎#"	 𝑎"𝑎%	 𝑎"#	 𝑎#𝑎$	𝑎"𝑎&	𝑎"𝑎'	𝑎#𝑎%	 𝑎"𝑎(	 𝑎""𝑎#	 𝑎"𝑎))	 𝑎$𝑎%	 𝑎#𝑎&	 𝑎"𝑎)"	 𝑎"𝑎)#	

1. 	 當𝒏 = 𝒎+ 𝒂𝒎時，則𝒂𝒏為合項。	

(1)對照表 1-1上、下表發現：大部分的合項都有一個有趣的現象(如底框藍色部分)	

當	 𝑛 = 𝑚 + 𝑎.(𝑚 ≥ 2)時，則𝑎#為合項。	

例	 𝑛 = 2 + 𝑎" = 2 + 4 = 6，𝑎1 = 16 = 𝑎22	

						𝑛 = 3 + 𝑎2 = 3 + 7 = 10，𝑎!) = 28 = 𝑎22𝑎3	

	 	 		𝑛 = 4 + 𝑎3 = 4 + 10 = 14，𝑎!3 = 40 = 𝑎22𝑎4	

(2)	 當𝑛 = 𝑚 + 𝑎.(𝑚 ≥ 2)，則𝑎#	都包含第二項𝑎" = 4 的質因項。	

證明： 

首項為1，公差為3，〈𝑎#〉#$! = 1,4,7,10,13, … . ,3(𝑛 − 1) + 1 

𝑎. = 1 + 3(𝑚 − 1) = 3𝑚 − 2 

𝑛 = 𝑚 + 𝑎. = 𝑚 + (3𝑚 − 2) = 4𝑚 − 2 

𝑎# = 3(4𝑚 − 2) − 2 = 12𝑚 − 8 = 4(3𝑚 − 2) = 𝑎"𝑎.			¾ 

(3)	 當𝑛 ≠ 𝑚 + 𝑎.	且𝑎#為合項時，如	 𝑎!4、𝑎"3、𝑎2!、𝑎33、𝑎35、𝑎5"、𝑎54	 這些合項都

不包含	𝑎"的質因項。換句話說，若合項的質因項不包含𝑎"，該合項的項次無法從

	𝑛 = 𝑚 + 𝑎.(𝑚 ≥ 2)求得，需另作分析。	

表 1-2：合項中含因項「𝑎2 = 7」的條件分析	

𝑛 = 3 + 𝑎2𝑘	 10=3+7	 17=3+7Î2	 24=3+7Î3	 31=3+7Î4	 38=3+7Î5	 45=3+7Î6	

𝑎#	 𝑎!) = 28	 𝑎!4 = 49	 𝑎"3 = 70	 𝑎2! = 91	 𝑎26 = 112	 𝑎35 = 133	

因數分解 4�7	 7�7	 7�10	 7�13	 4"�7	 7�19	

質因項分解 𝑎"𝑎2	 𝑎2"	 𝑎2𝑎3	 𝑎2𝑎5	 𝑎""𝑎2	 𝑎2𝑎4	
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2.	 當𝒏 = 𝟑 + 𝒂𝟑𝒌，則𝒂𝒏為含有質因項𝒂𝟑=7 的合項。	

由表 1-2 發現：若	 𝑛 = 3 + 𝑎2𝑘，如𝑎!)、𝑎!4、𝑎"3、𝑎2!、𝑎26、𝑎35、…，則𝑎#為含有

因數𝑎2=7 的合項。	

3.	類似的狀況也出現在含有𝒂𝟒=10 的質因項與𝒂𝟓=13 質因項的合項。	

(𝟏)	𝒏 = 𝟒 + 𝒂𝟒𝒌，則𝒂𝒏為含有質因項𝒂𝟒=10 的合項。例：	

1	14=4+10Î1；𝑎!3 = 40 = 4 × 10 = 𝑎" × 𝑎3。	

2	24=4+10Î2，𝑎"3 = 70 = 7 × 10 = 𝑎2 × 𝑎3。	

3	34=4+10Î3；𝑎23 = 100 = 10 × 10 = 𝑎3 × 𝑎3。	

444=4+10Î4，𝑎33 = 130=10× 13 = 𝑎3 × 𝑎5、….。	

(2)	 𝒏 = 𝟓 + 𝒂𝟓𝒌，則𝐚𝐧為含有質因項𝒂𝟓=13 的合項。例：	

118=5+13Î1；𝑎!6 = 52 = 4 × 13 = 𝑎" × 𝑎5。	 	 	 	

231=5+13Î2；𝑎2! = 91 = 7 × 13 = 𝑎2 × 𝑎5。	

344=5+13Î3；𝑎33 = 130 = 10 × 13 = 𝑎3 × 𝑎5。	 	 	

457=5+13Î4；𝑎54 = 169 = 13 × 13 = 𝑎5 × 𝑎5、….。	

(𝟑)	𝒂𝒏為含有𝒂𝟐=4 的質因項的合項也適用𝒏 = 𝟐 + 𝒂𝟐𝒌	 	

即𝒏 = 𝟐 + 𝒂𝟐𝒌，則𝒂𝒏為含有質因項𝒂𝟐=4 的合項。	

16=2+4Î1；𝑎1 = 16 = 4 × 4 = 𝑎" × 𝑎"。	

210=2+4Î2；𝑎!) = 28 = 4 × 7 = 𝑎" × 𝑎2。	

314=2+4Î3；𝑎!3 = 40=4× 10 = 𝑎" × 𝑎3。	

418=2+4Î4；𝑎!6 = 52 = 4 × 13 = 𝑎" × 𝑎5….。	

4.	 故合項篩檢模式我們可修正	

首項為 1，公差為 3 的等差數列，當𝒏 = 𝒎+ 𝒂𝒎𝒌且𝐦 ≥ 𝟐，𝒌為正整數時，	

𝒂𝒏為合項。	

證明：當	 𝒏 = 𝒎+ 𝒂𝒎𝒌且𝐦 ≥ 𝟐，𝒌為正整數時，𝒂𝒏為合項。	

𝑛 = 𝑚 + 𝑎.𝑘 = 𝑚 + (3𝑚 − 2)𝑘 = 𝑚 + 3𝑚𝑘 − 2𝑘	

𝑎# = 3(𝑚 + 3𝑚𝑘 − 2𝑘)−2 = 3𝑚 + 9𝑚𝑘 − 6𝑘 − 2	

= 3𝑘(3𝑚 − 2) + (3𝑚 − 2) = (3𝑚 − 2)(3𝑘 + 1)	

= 𝑎.𝑎<=!	

	 	 𝑎# = 𝑎.𝑎<=!，故當	 𝑛 = 𝑚 + 𝑎.𝑘	且𝑚 ≥ 2，𝑘為正整數時，𝑎#為合項。¾	
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(二)	 檢核公差為 4，首項為 1 的等差數列是否適用當𝒏 = 𝒎+ 𝒂𝒎𝒌且𝒎 ≥ 𝟐，𝒌為正整數

時，𝒂𝒏為合項。	

1. 𝑑 =4，𝑎!=1，𝑎# = 4(𝑛 − 1) + 1 = 4𝑛 − 3；〈𝑎#〉#$! = 1,5,9,13,17, … 4𝑛 − 3…,，	

表 1-3：首項 1，公差 4 的等差數列前 18 項合項分析	

𝑛 7	 12	 17	 21	 22	 27	 30	 32	 37	 39	 42	 43	 47	 48	 52	 56	 57	 62	
𝑎# 25	 45	 65	 81	 85	 105	 117	 125	 145	 153	 165	 169	 185	 189	 205	 221	 225	 245	

因數分解 5"	 5Î9	 5Î13	 9"	 5Î17	 5Î21	 9Î13	 5#	 5Î29	 9Î17	 5Î33	 13"	 5Î37	9Î21	5Î41	13Î17	5Î45	5Î49	

質因項分解 𝑎"" 𝑎"𝑎#	𝑎"𝑎$	𝑎#" 𝑎"𝑎%	 𝑎"𝑎-	 𝑎#𝑎$	 𝑎"# 𝑎"𝑎'	 𝑎#𝑎%	 𝑎"𝑎(	 𝑎$" 𝑎"𝑎).	𝑎#𝑎-	𝑎"𝑎))	 𝑎$𝑎%	 𝑎"𝑎)"	𝑎"𝑎)#	

2.	 檢核表 1-3 中數列的合項是否符合𝑛 = 𝑚 + 𝑎.𝑘	

(1)	含𝑎"=5 質因項的合項包括𝑎4、𝑎!"、𝑎!4、𝑎""、𝑎"4、𝑎2"、𝑎24、𝑎3"、…	

其項次皆符合	 𝑛 = 2 + 𝑎"𝑘 = 2 + 5𝑘	

例：	7=2+5，12=2+5Î2，17=2+5Î3，22=2+5Î4，27=2+5Î5….。	

(2)	含𝑎2=9 質因項的合項包括𝑎!"、𝑎"!、𝑎2)、𝑎2>、𝑎36、𝑎54、𝑎11、…	

其項次皆符合	 𝑛 = 3 + 𝑎2𝑘 = 3 + 9𝑘	

例：	12=3+9，21=3+9Î2，30=3+9Î3，39=3+9Î4，48=3+9Î5…。	

(3)	含𝑎3=13 質因項的合項包括𝑎!4、𝑎2)、𝑎32、𝑎51、…	

其項次皆符合	 𝑛 = 4 + 𝑎3 × 𝑘 = 4 + 13𝑘	

例：17=4+13，30=4+13Î2，43=4+13Î3，56=4+13Î4，…	

3.	依此推論：首項為 1，公差為 4 的等差數列，當	 𝒏 = 𝒎+ 𝒂𝒎𝒌且𝐦 ≥ 𝟐，𝒌為正整數

時，則	𝒂𝒏為合項。	

證明：	

𝑛 = 𝑚 + 𝑎.𝑘 = 𝑚 + (4𝑚 − 3)𝑘 = 𝑚 + 4𝑚𝑘 − 3𝑘	

𝑎# = 4(𝑚 + 4𝑚𝑘 − 3𝑘)−3 = 4𝑚 + 16𝑚𝑘 − 12𝑘 − 3 = (4𝑚 − 3) + 4𝑘(4𝑚 − 3)	

	 	 		= (4𝑚 − 3)(4𝑘 + 1) = 𝑎.𝑎<=!。	

	𝑛 = 𝑚 + 𝑎.𝑘，𝑎# = 𝑎.𝑎<=!，故當	 𝑛 = 𝑚 + 𝑎.𝑘		時，𝑎#為合項。	 ¾	

4.	 故我們推測當𝑛 = 𝑚 + 𝑎.𝑘(𝑚 ≥ 2)	且	𝑚 ≥ 2，𝑘為正整數	時，	𝑎#為合項。適用在所有

首項為 1 的等差數列。	
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定理 1：首項為 1 的等差數列，當	 𝒏 = 𝒎+ 𝒂𝒎𝒌	且𝒎 ≥ 𝟐，𝒌為正整數時，𝒂𝒏為合項，

𝒂𝒏 = 𝒂𝒎𝒂𝒌=𝟏。 

證明：	

設首項為 1，公差為𝑑，等差數列	〈𝑎#〉#$! = 1,1+𝑑,	1+2𝑑,	…,	1+(𝑛-1)𝑑,…，	

𝑛 = 𝑚 + 𝑎.𝑘	 = 𝑚 + (1 +𝑚𝑑 − 𝑑)𝑘 = 𝑚 + 𝑘 +𝑚𝑑𝑘 − 𝑑𝑘	

𝑎# = 1 + [(𝑚 + 𝑘 +𝑚𝑑𝑘 − 𝑑𝑘)−1]𝑑	

= 1 + 𝑑𝑚 + 𝑑𝑘 + d"𝑚𝑘 − 𝑑"𝑘 − 𝑑	

= (𝑑𝑚 − 𝑑 + 1) + 𝑑𝑘(𝑑𝑚 − 𝑑 + 1)	

= (𝑑𝑚 − 𝑑 + 1)(𝑑𝑘 + 1)=	𝑎.𝑎<=!	 ¾	

二、首項大於 𝟏	且 𝒅 > 𝒂𝟏 的等差數列 

0一1𝒂𝟏 = 𝟐，公差𝒅 = 𝟑的等差數列：〈𝒂𝒏〉𝒏$𝟏 = 𝟐, 𝟓, 𝟖, 𝟏𝟏, 𝟏𝟒,… . , 𝟑𝒏 − 𝟏…	

1. 是否可沿用首項 1等差數列的合項篩檢模式(	𝑛 = 𝑚 + 𝑎.𝑘時，𝑎#為合項)檢核合項？	

表 1-4：首項 2，公差 3 的等差數列𝑚 + 𝑎.的值與合項的關係	

𝑛	 3	 7	 11	 15	 17	 19	 23	 27	 31	 35	 37	 39	 42	 43	 47	

𝑎!	 8	 20	 32	 44	 50	 56	 68	 80	 92	 104	 110	 116	 125	 128	 140	
因數分解	 2#	 2" ∙ 5	 2%	 2" ∙ 8	 2 ∙ 5"	 2" ∙ 14	2" ∙ 17	2$ ∙ 7	2" ∙ 23	2" ∙ 26	 2�5�11	 2" ∙ 29	 5#	 2&	 2�5�14	

質因項分解	 𝑎)#	 𝑎)"𝑎"	𝑎)%	𝑎)"𝑎#	𝑎)𝑎""	 𝑎)"𝑎%	 𝑎)"𝑎-	𝑎)$𝑎"	 𝑎)"𝑎'	 𝑎)"𝑎(	 𝑎)𝑎"𝑎$	 𝑎)"𝑎).	 𝑎"#	 𝑎)&	 𝑎)𝑎"𝑎%	

2. 當首項𝑎!=2時，包含質因項𝑎! =2 的合項，能否適用𝑛 = 1 + 2𝑘檢核合項？	

(2.1) 包含質因項𝑎! =2 的合項有𝑎2、𝑎4、𝑎!!、𝑎!5、𝑎!4、𝑎!>、𝑎"2、𝑎"4、𝑎2!、…	

3=1+2Î1，7=1+2Î3，11=1+2Î5，15=1+2Î7，17=1+2Î8，

19=1+2Î9，23=1+2Î11，27=1+2Î13，31=1+2Î15，35=1+2Î17，

37=1+2Î18，39=1+2Î19，43=1+2Î21，47=1+2Î23，…	

(2.2) 1,3,5,7,…a2𝑘 − 1；3,8,	13,18,	23,28,…a5𝑘 − 2	

(2.3) 由以上紀錄可看出含質因項𝑎! =2 的合項項次的篩檢需修正為	

1	 𝑛=1+𝑎!(2𝑘 − 1)	 2	 𝑛=1+𝑎!(5𝑘 − 2)	

3.	 當第二項𝑎"=5時，包含質因項 5 的合項，能否適用𝑛 = 2 + 𝑎"Î𝑘	 篩檢？	

(1)	包含質因項 5 的合項有𝑎4、𝑎!4、𝑎"4、𝑎24、𝑎3"、𝑎34、𝑎54、𝑎14、𝑎44、𝑎64、𝑎>"、…	

7=2+5Î1，17=2+5Î3，27=2+5Î5，37=2+5Î7，42=2+5Î8，47=2+5Î9，

57=2+5Î11，67=2+5Î13，77=2+5Î15，87=2+5Î17，92=2+5Î18，…	

(2)	 由以上紀錄可看出含質因項𝑎"=5 的合項項次的篩檢需修正為	

1	 𝑛=2+𝑎"(2𝑘 − 1)	 2	 𝑛=2+𝑎"(5𝑘 − 2)。	
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4.	 當首項𝑎3=11時，包含質因項 11 的合項，我們也發現合項項次的篩檢需修正為	

1	𝑛=4+𝑎3(2𝑘 − 1)	 2	 𝑛=4+𝑎3(5𝑘 − 2)	

例：𝑎!5Ò15=4+11Î1，𝑎5>Ò59=4+11Î5，𝑎6!Ò81=4+11Î7，…	

	 	 	 	 𝑎24Ò37=4+11Î3，𝑎>"Ò92=4+11Î8，𝑎")"Ò202=4+11Î18，…	

5.	 由含質因項 2、5、11 的合項我們推測	𝑎! = 2，𝑑 = 3的等差數列合項應該包括兩種模

式：1	 𝑛 = 𝑚 + 𝑎.(2𝑘 − 1)	 2	𝑛 = 𝑚 + 𝑎.(5𝑘 − 2)	

證明：	

1	若	 𝑛 = 𝑚 + 𝑎.(2𝑘 − 1)，則𝑎#為合項。	

𝑛 = 𝑚 + 𝑎. × (2𝑘 − 1) = 𝑚 + (3𝑚 − 1)(2𝑘 − 1) = 6𝑘𝑚 − 2𝑘 − 2𝑚 + 1	

𝑎# =3(6𝑘𝑚 − 2𝑘 − 2𝑚 + 1) − 1 = 18𝑘𝑚 − 6𝑘 − 6𝑚 + 2 = (6𝑚 − 2)(3𝑘 − 1)	

							= 2(3𝑚 − 1)(3𝑘 − 1)=2∙ 𝑎. ∙ 𝑎< = 𝑎!𝑎.𝑎< 		¾	

2	若		𝑛 = 𝑚 + 𝑎.(5𝑘 − 2)，則𝑎#為合項。	

𝑛 = 𝑚 + 𝑎.(5𝑘 − 2) = 𝑚 + (3𝑚 − 1)(5𝑘 − 2)	

				= 𝑚 + 15𝑘𝑚 − 5𝑘 − 6𝑚 + 2=15𝑘𝑚 − 5𝑘 − 5𝑚 + 2	

𝑎# = 3𝑛 − 1 = 3(15𝑘𝑚 − 5𝑘 − 5𝑚 + 2) − 1=45𝑘𝑚 − 15𝑘 − 15𝑚 + 5	 	 	 	

						=15𝑘(3𝑚 − 1) − 5(3m − 1)=5(3𝑘 − 1)(3𝑚 − 1)=	𝑎"𝑎<𝑎.		¾	

6.		首項為 2，公差為 3 的等差數列，以	𝑛 = 𝑚 + 𝑎.(2𝑘 − 1)或	𝑛 = 𝑚 + 𝑎.(5𝑘 − 2)，兩

種合項檢核模式都只能篩選出含有𝑎!與𝑎"，那針對未含有𝑎!或𝑎"的合項的篩檢模式應

如何修正？	 	

(1) 𝑛 = 𝑚 + 𝑎.(2𝑘 − 1) ⇒ 𝑎# = 𝑎!𝑎.𝑎<；𝑎! = 2，𝑛 =1。	

𝑛 = 𝑚 + 𝑎.(5𝑘 − 2) ⇒ 𝑎# = 𝑎"𝑎<𝑎.；𝑎" = 5，𝑛 =2。	

是否存在𝑛 = 𝑚 + 𝑎.(𝑎@𝑘 − 𝑠) ⇒ 𝑎# = 𝑎@𝑎.𝑎<；𝑎@，𝑛 = 𝑠。	

(2) 將𝑎3 = 11，𝑛 = 𝑚 + 𝑎.(𝑎@𝑘 − 𝑠)的算式中	

𝑚=1，𝑘=2，則𝑛 = 𝑚 + 𝑎.(𝑎@𝑘 − 𝑠) = 1 + 2(11 ∙ 2 − 4) = 37	

𝑎24 = 2 + 3(37 − 1) = 110 = 2 ∙ 5 ∙ 11 = 𝑎!𝑎"𝑎3	

(3) 將𝑎5 = 14，𝑛 = 𝑚 + 𝑎.(𝑎@𝑘 − 𝑠)的算式中	

𝑚=1，𝑘=2，則𝑛 = 𝑚 + 𝑎.(𝑎@𝑘 − 𝑠) = 1 + 2(14 ∙ 2 − 5) = 47	

𝑎34 = 2 + 3(47 − 1) = 140 = 2 ∙ 5 ∙ 14 = 𝑎!𝑎"𝑎5	
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7、因此我們猜測：	

	 𝒂𝟏 = 𝟐，公差𝒅=3 的等差數列，若𝒏 = 𝒎+ 𝒂𝒎 × (𝒂𝒔𝒌 − 𝒔)，則𝒂𝒏為合項。	

證明：	

設首項為 2，公差為 3，等差數列	〈𝑎#〉#$! = 2,5,8,11, … ,；𝑎# = 2 + 3(𝑛 − 1)	

𝑛 = 𝑚 + 𝑎.(𝑎@𝑘 − 𝑠) = 𝑚 + (3𝑚 − 1)(3𝑠𝑘 − 𝑘 − 𝑠)	

					= 𝑚 + 9𝑚𝑠𝑘 − 3𝑚𝑘 − 3𝑚𝑠 − 3𝑠𝑘 + 𝑘 + 𝑠	

𝑎# = 2 + 3(𝑚 + 9𝑚𝑠𝑘 − 3𝑚𝑘 − 3𝑚𝑠 − 3𝑠𝑘 + 𝑘 + 𝑠 − 1)	

							= 27𝑚𝑠𝑘 − 9𝑚𝑠 − 9𝑚𝑘 + 3𝑚 − 9𝑠𝑘 + 3𝑠 + 3𝑘 − 1	

								= 9𝑚𝑠(3𝑘 − 1) − 3𝑚(3𝑘 − 1) − 3𝑠(3𝑘 − 1) + (3𝑘 − 1)	

									= [3𝑚(3𝑠 − 1) − (3𝑠 − 1)](3𝑘 − 1)	

	 	 	 	 = (3𝑚 − 1)(3𝑠 − 1)(3𝑘 − 1)=	𝑎. ∙ 𝑎@ ∙ 𝑎< 	

當	 𝑛 = 𝑚 + 𝑎. × (𝑎@𝑘 − 𝑠)時，𝑎# =	𝑎.𝑎@𝑎<，為合項		¾	

(二) 𝒏 = 𝒎+ 𝒂𝒎 × (𝒂𝒔𝒌 − 𝒔)，則𝒂𝒏為合項，是否適用所有首項不為 1 的等差數列？	

(1) 以公差= 4，首項 = 2，〈𝑎#〉#$! = 2,6,10,14,18,22, …的條件檢核 

發現公差= 4，首項 = 2的等差數列是質項等差數列無法適用。 

(2) 以公差= 4，首項 = 3，〈𝑎#〉#$! = 3,7,11,15,19,23, …的條件檢核 

𝑚=1，𝑠=2，𝑘=3代入𝑛 = 𝑚 + 𝑎. × (𝑎@𝑘 − 𝑠) = 1 + 3(7 ∙ 3 − 2) = 58	

𝑎56 = 3 + 4(58 − 1) = 231 = 3 ∙ 7 ∙ 11 = 𝑎!𝑎"𝑎2(適用)	

(3) 以公差= 5，首項 = 2，〈𝑎#〉#$! = 2,7,12,17,22,27, …的條件檢核 

𝑚=1，𝑠=2，𝑘=3代入𝑛 = 𝑚 + 𝑎. × (𝑎@𝑘 − 𝑠) = 1 + 2(7 ∙ 3 − 2) = 39	

𝑎2> = 2 + 5(39 − 1) = 192 = 23 ∙ 12 ≠ 𝑎!𝑎"𝑎2(不適用)	

(4) 以公差= 5，首項 = 3，〈𝑎#〉#$! = 3,8,13,18,23,28, …的條件檢核 

𝑚=1，𝑠=2，𝑘=3代入𝑛 = 𝑚 + 𝑎. × (𝑎@𝑘 − 𝑠) = 1 + 3(8 ∙ 3 − 2) = 67	

𝑎14 = 3 + 5(67 − 1) = 333 ≠ 𝑎!𝑎"𝑎2(不適用)	

(5) 以公差= 5，首項 = 4，〈𝑎#〉#$! = 4,9,14,19,24,29, …的條件檢核 

𝑚=1，𝑠=2，𝑘=3代入𝑛 = 𝑚 + 𝑎. × (𝑎@𝑘 − 𝑠) = 1 + 4(9 ∙ 3 − 2) = 101	

𝑎!)! = 4 + 5(101 − 1) = 504 = 4 ∙ 9 ∙ 14 = 𝑎!𝑎"𝑎2(適用)	

9、綜合以上推論，𝑛 = 𝑚 + 𝑎. × (𝑎@𝑘 − 𝑠)，則𝑎#為合項的推論可能只適用在	

公差=首項+1 的特例，因此我們有了定理 2 的推論。 
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定理 2：	𝒅 = 𝒂𝟏 + 𝟏的等差數列，當𝒏 = 𝒎+ 𝒂𝒎(𝒂𝒔𝒌 − 𝒔)時，𝒂𝒏 = 𝒂𝒎𝒂𝒔𝒂𝒌，𝒂𝒏為合項。 

證明：	

𝑑 = 𝑎! + 1 ⇒ 𝑎! = 𝑑 − 1	

𝑎# = 𝑎! + (𝑛 − 1)𝑑 = 𝑑 − 1 + 𝑛𝑑 − 𝑑 = 𝑛𝑑 − 1	

𝑛 = 𝑚 + 𝑎. × (𝑎@𝑘 − 𝑠) = 𝑚 + (𝑑𝑚 − 1)(𝑑𝑠𝑘 − 𝑘 − 𝑠)	

	 	= 𝑚 + 𝑑"𝑚𝑠𝑘 − 𝑑𝑚𝑘 − 𝑑𝑚𝑠 − 𝑑𝑠𝑘 + 𝑘 + 𝑠	

𝑎# = 𝑑(𝑚 + 𝑑"𝑚𝑠𝑘 − 𝑑𝑚𝑘 − 𝑑𝑚𝑠 − 𝑑𝑠𝑘 + 𝑘 + 𝑠) − 1	

	 	 	 = 𝑑𝑚 +	𝑑2𝑚𝑠𝑘 − d"𝑚𝑘 − 𝑑"𝑚𝑠 − 𝑑"𝑠𝑘 + 𝑑𝑘 + 𝑑𝑠 − 1	

	 	 	 = 𝑑"𝑠𝑘(𝑑𝑚 − 1) − 𝑑𝑘(𝑑𝑚 − 1) − 𝑑𝑠(𝑑𝑚 − 1) + (𝑑𝑚 − 1)	

	 	 	 = (𝑑𝑚 − 1)[𝑑𝑘(𝑑𝑠 − 1) − (𝑑𝑠 − 1)]	

							= (𝑑𝑚 − 1)(𝑑𝑠 − 1)(𝑑𝑘 − 1) = 𝑎.𝑎@𝑎< 	

當𝑛 = 𝑚 + 𝑎.(𝑎@𝑘 − 𝑠)時，𝑎# = 𝑎.𝑎@𝑎<，𝑎#為合項。¾ 

三、從首項與公差的質因數集合探討首項大於 1 的等差數列 

(一) 等差數列的合項條件	

引理 1：𝒂𝒏為首項大於 1 的等差數列中元素，若存在𝒌 ≥ 𝟐， 

滿足𝒂𝒏 = 𝒂𝟏𝒌 ≡ 𝒂𝟏		(𝒎𝒐𝒅	𝒅)，則𝒂𝒏為合項。 

證明： 

依合項定義，𝑎#若為合項，則𝑎#可以寫成數列中其他項的乘積01 除外1，即 

若𝑎# = 𝑎!<為合項，依合項定義需符合兩個條件： 

(1) 𝑎!<為等差數列中的元素 

(2)	 𝑎!<可以寫成數列中其他項的乘積 

(1) 𝑎!<為等差數列中的元素 

設等差數列首項	𝑎! > 1，公差為𝑑，則	

	〈𝑎#〉#$! = 𝑎!, 𝑎!+𝑑,	𝑎!+2𝑑,	𝑎!+3𝑑,…,	𝑎!+(n − 1)𝑑,… 

因首項不為 1，故數列中的元素 𝑎! ≡ 𝑎" ≡ 𝑎2 ≡ ⋯ ≡ 𝑎#(𝑚𝑜𝑑𝑑) 

由引理 1條件：若存在𝒌 ≥ 𝟐，滿足𝒂𝒏 = 𝒂𝟏𝒌 ≡ 𝒂𝟏		(𝒎𝒐𝒅	𝒅) 

已明確定義𝑎# ≡ 𝑎!		(𝑚𝑜𝑑	𝑑) 故𝑎!<為數列元素。 

(2)	 𝑎# = 𝑎!<顯然𝑎#可以寫成𝑘個𝑎!的乘積¾ 

 



13 	

 

引理 2：若	𝒂𝟏𝒌為合項，則在數列中任取𝒌個元素0可重複1的乘積皆為合項。 	

證明：	

令𝑥 = 𝑎@! ∙ 𝑎@/ ∙ … ∙ 𝑎@0 	

則因𝑎@! ≡ 𝑎@/ ≡ ⋯ ≡ 𝑎@0 ≡ 𝑎!		(𝑚𝑜𝑑	𝑑)，	

得𝑥 ≡ 𝑎!< ≡ 𝑎!		(𝑚𝑜𝑑	𝑑)	 可知𝑥為此數列中的某項，	

又由定義，𝑥為此數列數個項的乘積，故𝑥為此數列之合項。¾	

1. 由引理1可知，首項大於	 1	 的等差數列，若我們找到𝑎!< ≡ 𝑎!		(𝑚𝑜𝑑	𝑑)，即找到該數

列的合項。	

2. 以首項2，公差3的等差數列為例說明：	

首項2，公差3的等差數列雖為首項大於1等差數列的特例，但亦符合引理1的條件，

故我們以這個數列為例，說明「引理1」和「引理2」的存在與應用。	

(1) 尋找𝑎!< ≡ 𝑎!(𝑚𝑜𝑑𝑑)的𝑘值。	

〈𝑎#〉#$! = 2,5,8,11,14, … . ,3𝑛 − 1…	

𝑎! ≡ 2(𝑚𝑜𝑑𝑑)	

2" = 4 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑3)，22 = 8 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑	3)，即當𝑘等於3時，即能滿足 

𝑎# = 𝑎!2 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑𝑑)，𝑎#為合項。	

(2) 	 又	 𝑎! ≡ 𝑎" ≡ 𝑎2 ≡ ⋯ ≡ 𝑎#(𝑚𝑜𝑑3)	

且𝑎!2 ≡ 2		(𝑚𝑜𝑑	3)，因為是同餘關係，	

可知	 𝑎!2 ≡ 𝑎!"𝑎" ≡ 𝑎!"𝑎2 ≡ 𝑎!𝑎"𝑎2 ≡ 2… (𝑚𝑜𝑑	3)	

(3)	以𝑎!2 ≡ 𝑎!"𝑎" ≡ 𝑎!…(𝑚𝑜𝑑	3)為例，	

取𝑎# = 𝑎!"𝑎" = 2" ∙ 5 = 20，	

20=2 + 3(𝑛 − 1)⇒𝑛=7，即𝑎# = 𝑎4為合項，符合引理2。	

(4)	 以𝑎!2 ≡ 𝑎!𝑎"𝑎2 ≡ 𝑎!…(𝑚𝑜𝑑	3)為例	

	𝑎# = 𝑎!𝑎"𝑎2 = 2 ∙ 5 ∙ 8 = 80，	

80=2 + 3(𝑛 − 1)⇒𝑛=27，即𝑎# = 𝑎"4為合項，符合引理2。	

4. 故我們在尋找合項的過程，只要能找到𝑘 ≥ 2且滿足𝑎# = 𝑎!< ≡ 𝑎!		(𝑚𝑜𝑑	𝑑)，	

則𝑎#為合項，就能鎖定合項的範圍：只要𝑘個數列中的元素乘積，皆為此數列的合項。 
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(二) 首項與公差的質因數關係	

1. 給定等差數列〈𝑎#〉#$!，設公差為𝑑，𝑃&!表𝑎1質因數的集合，P'表𝑑質因數的集合	

2. 依據公差與首項的質因數關係，我們將首項大於1的等差數列，分以下幾種狀況討論：	

(1)𝑃&! ∩ 𝑃' = ∅	 	 	 	 (2)𝑃&! = 𝑃' 	 	 	 	 (3)	 𝑃&!⊋𝑃' 					(4)𝑃&!⊊	𝑃' 	 	 	

(5)	𝑃&! ∩ 𝑃' ≠ ∅且不符合上面分類	 	  

(三) 首項與公差互質的等差數列0𝑃&! ∩ 𝑃' = ∅1 

1. 以首項𝟐，公差 7，〈𝒂𝒏〉𝒏≥𝟏 = 𝟐, 𝟗, 𝟏𝟔, 𝟐𝟑, … 𝟕(𝐧 − 𝟏)+𝟐為例觀察。 

(1)根據引理 1，尋找𝑘 ≥ 2滿足𝑎# = 𝑎!< ≡ 𝑎!		(𝑚𝑜𝑑	𝑑)的𝑘值，即可找到合項。 

2" ≡ 4(𝑚𝑜𝑑7)，22 = 8 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑7)，23 = 16 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑7)， 

25 = 32 ≡ 4(𝑚𝑜𝑑7)，21 = 64 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑7)，24 = 128 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑7) 

26 = 256 ≡ 4(𝑚𝑜𝑑7)，2> = 512 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑7)，2!) = 1024 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑7)… 

(2) 即當𝑘=4、7、11、…，都滿足𝑎# = 𝑎!< ≡ 𝑎!		(𝑚𝑜𝑑	𝑑)，𝑎#為合項。	

𝑘=4,7,11⇒3k+1，「3」為滿足22 ≡ 1		(𝑚𝑜𝑑	7)的最小整數	

即首項 2，公差 7 的等差數列當𝑎# = 𝑎!2<=!時，𝑎#為合項。	

(3) 故我們猜測首項與公差互質的等差數列，需先找到一個滿足𝑎!. ≡ 1	(𝑚𝑜𝑑	𝑑)的𝑚值， 

才可找到合項，合項𝑎# = 𝑎!.<=!。	

定理 3：首項大於1且與公差互質的等差數列，必存在 𝒎 滿足𝒂𝟏𝒎 ≡	 𝟏	(𝒎𝒐𝒅	𝒅)的最小

整數，則對於任意正整數𝒌，𝒂𝟏𝒎𝒌=𝟏 ≡ 𝒂𝟏		(𝒎𝒐𝒅	𝒅)， 

當𝒂𝒏 = 𝒂𝟏𝒎𝒌=𝟏時，𝒂𝒏為合項。 

證明： 

首項大於1的等差數列：𝑎! ≡ 𝑎" ≡ 𝑎2 ≡ ⋯ ≡ 𝑎#(𝑚𝑜𝑑𝑑) 

𝑔𝑐𝑑(𝑎1,	𝑑)	=	1，根據歐拉定理得𝑎!*(') ≡ 1		(𝑚𝑜𝑑	𝑑) 

故我們定可找到1≤	𝑚	≤	φ(d)的整數𝑚，𝑚為滿足𝑎!.≡	1	(𝑚𝑜𝑑	𝑑)的最小整數。 

則𝑎!.≡	1	(𝑚𝑜𝑑	𝑑)⇒	𝑎!.<≡	1	(𝑚𝑜𝑑	𝑑)， 

將𝑎!.<≡	1	(𝑚𝑜𝑑	𝑑)左、右兩邊各乘𝑎!，得 𝑎!.<=! ≡ 𝑎!	 (𝑚𝑜𝑑	𝑑)	

根據引理1，𝑚𝑘 + 1	滿足𝑎!.<=! ≡ 𝑎!	 (𝑚𝑜𝑑	𝑑)，𝑎!.<=!為合項，	

故當𝑎# = 𝑎!.<=!時，𝑎#為合項。¾ 
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(四)	 首項與公差質因數相同的等差數列(𝑷𝒂𝟏 = 𝑷𝒅) 

1.	 由引理1得知：當𝑎𝑛	=	𝑎1𝑘	≡	𝑎1	 (𝑚𝑜𝑑	𝑑)時，𝑎𝑛為合項。故可以觀察𝑎1𝑘	 (𝑚𝑜𝑑	 𝑑)不同 

𝑘	值的變化，尋找合項的條件。 

表2-1：不同𝑎!與𝑑值滿足𝑃&! = 𝑃'的等差數列與𝑎!E(𝑚𝑜𝑑	 𝑑)的關係示例 

	 𝑎1	 𝑑	 〈𝑎𝑛〉𝑛≥1	
𝑎!E	 (𝑚𝑜𝑑	 𝑑)	

𝑎1	 𝑎1"	 𝑎12	 𝑎12	

1	 12=22	∙	3	 6=2∙	3	 12,18,24,30,…	 0	 0	 0	 0	
2	 6=2∙	3	 6=2∙	3	 6,12,18,24,30	 0	 0	 0	 0	
3	 2	 8=23	 2,10,18,26	 2	 4	 0	 0	
4	 6=2∙	3	 12=22	∙	3	 6,18,30,42,…	 6	 0	 0	 0	

1. 由表 2-1	 我們可發現，雖然質因數相同，但𝑎!<	 (𝑚𝑜𝑑	 𝑑)卻分成兩種模式： 

(1) 𝑎! ≡ 𝑎!" ≡ 𝑎!2 ≡ 𝑎!3 ≡ 0		(𝑚𝑜𝑑	𝑑)……數列1與數列2	

(2) 存在一個𝑎!< ≡ 0	 (𝑚𝑜𝑑	 𝑑)， 

當𝑥 ≥ 𝑘，則𝑎!< ≡ 0，當𝑥 < 𝑘，𝑎!E皆不同餘……數列3與數列4	

2. 針對這兩種狀況，我們做以下的分析。	

性質 1：若𝒈𝒄𝒅(𝒂𝟏, 𝒅) = 𝒅， 則𝒂𝟏 ≡ 𝒂𝟏𝟐 ≡ 𝒂𝟏𝟑 ≡ ⋯ ≡ 𝒂𝟏𝒌 ≡ 𝟎		(𝒎𝒐𝒅	𝒅)。  

證明： 

若 𝑔𝑐𝑑(𝑎!, 𝑑) = 𝑑，表示𝑑 ∣ 𝑎!，即	𝑎1	≡	0	 (𝑚𝑜𝑑	𝑑) 

𝑎1	≡	0	 (𝑚𝑜𝑑	𝑑) 

⇒𝑎! ≡ 𝑎!" ≡ 𝑎!2 ≡ ⋯ ≡ 𝑎!< ≡ 0		(𝑚𝑜𝑑	𝑑)。¾ 

性質 2：若𝑷𝒅 ⊆ 𝑷𝒂𝟏且 𝐠𝐜𝐝(𝒂𝟏, 𝒅) ≠ 𝒅	(𝒎𝒐𝒅	𝒅)，則必存在一個	𝒌，𝒌 ≥	𝟐，使得 

𝒂𝟏𝒌 ≡𝟎	 (𝒎𝒐𝒅	𝒅)，𝒂𝟏𝒌 ≡ 𝒂𝟏𝒌=𝟏 ≡ 𝒂𝟏𝒌=𝟐 ≡	 ⋯	 ≡ 𝟎		(𝒎𝒐𝒅	𝒅)	

證明：	

𝑃' ⊆ 𝑃&!，令𝑎! = 𝑚𝑝!I!𝑝"I/ …𝑝@I2，𝑑 = 𝑝!J!𝑝"J/ …𝑝@J2，0𝑝!, 𝑝", … , 𝑝@為質數1 

𝑔𝑐𝑑(𝑎!, 𝑑) ≠ 𝑑	，代表𝑑 ∤ 𝑎!，𝑎! ≢ 0		(𝑚𝑜𝑑	𝑑) 

依阿基米德公理必可找到最小的𝑙!, 𝑙", … , 𝑙@ 

使得 𝛼!𝑙! ≥ 𝛽!， 𝛼"𝑙" ≥ 𝛽"，…，𝛼@𝑙@ ≥ 𝛽@，  

取 𝑘 = 𝑀𝑎𝑥( 𝑙!, 𝑙", … , 𝑙@)，保證𝑑 ∣ 𝑎!<，則𝑎!< ≡ 0		(𝑚𝑜𝑑	𝑑) 

𝑎!< ≡ 0		(𝑚𝑜𝑑	𝑑) ⇒ 𝑎!< ≡ 𝑎!<=! ≡ 𝑎!<=" ≡ ⋯ ≡ 0		(𝑚𝑜𝑑	𝑑) ¾ 
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性質	𝟑：若	𝒌為使𝒂𝟏𝒌 ≡ 𝟎		(𝒎𝒐𝒅	𝒅)的最小整數，則 

不存在	𝟏 ≤ 𝒊 < 𝒋 ≤ 𝒌，使得𝒂𝟏𝒋 ≡ 𝒂𝟏𝒊 (𝒎𝒐𝒅𝒅) 

證明： 

假設存在1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑘，使得 𝑎!M ≡ 𝑎!N  (𝑚𝑜𝑑𝑑)，兩邊同乘以 𝑎!<ON， 

則𝑎!M=(<ON) ≡ 𝑎!N=(<ON)		(𝑚𝑜𝑑	𝑑) ⇒ 	𝑎!<=MON ≡ 𝑎!< ≡ 0		(𝑚𝑜𝑑	𝑑) 

𝑖 < 𝑗，故(𝑘 + 𝑖 − 𝑗) < 𝑘，即存在一個比𝑘小的數使𝑎!<=MON ≡ 0	(𝑚𝑜𝑑	𝑑)	

與𝑘為使𝑎!< 	 ≡	0	 (𝑚𝑜𝑑	𝑑)的最小整數相互矛盾。 

故𝑎!N ≡ 𝑎!M 	 	 (𝑚𝑜𝑑	𝑑)的假設不成立。 ¾ 

3. 根據以上性質，我們整理成定理 4.1 

定理 4.1：首項質因數集合與公差質因數集合相同的等差數列，若 

𝒈𝒄𝒅(𝒂𝟏, 𝒅) = 𝒅，則最小合項𝒂𝒏 = 𝒂𝟏𝟐； 

	𝒈𝒄𝒅(𝒂𝟏, 𝒅) ≠ 𝒅，則該數列為質項等差數列。 

證明： 

(1)	 𝑃&! = 𝑃'，若𝑣P(𝑎!) ≥ 𝑣P(𝑑)	

即𝑎!中所有質因數的指數皆大於在d中所有質因數，則𝑑 ∣ 𝑎!⇒	𝑔𝑐𝑑(𝑎!, 𝑑) = 𝑑。	

根據性質1：若𝑔𝑐𝑑(𝑎!, 𝑑) = 𝑑，則 𝑎! ≡ 𝑎!" ≡ 𝑎!2 ≡ ⋯ ≡ 𝑎!< ≡ 0		(𝑚𝑜𝑑	𝑑)。 	

𝑎!為最小質項，故𝑔𝑐𝑑(𝑎!, 𝑑) = 𝑑，最小合項為𝑎!"。¾ 

(2)	若𝑣P(𝑎!) ≤ 𝑣P(𝑑)，則𝑔𝑐𝑑(𝑎!, 𝑑) ≠ 𝑑，即 𝑑 ⫮ 𝑎1 ⇒ 𝑎!≢0	(𝑚𝑜𝑑 𝑑) 

根據性質2：	𝑃'⊆𝑃&!且 𝑑 ⫮ 𝑎1必存在一個𝑘，使得𝑎!< ≡ 𝑎!<=! ≡ ⋯ ≡ 	0	(𝑚𝑜𝑑	𝑑) 

根據性質3：若𝑘為使𝑎!< ≡ 0		(𝑚𝑜𝑑	𝑑)的最小整數，則不存在	1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑘，使

得𝑎!N ≡ 𝑎!M (𝑚𝑜𝑑𝑑)，即𝑎! ≢ 𝑎!" ≢ ⋯ ≢ 𝑎!< 

根據性質4：	𝑔𝑐𝑑(𝑎!, 𝑑) ≠ 𝑑不存在任何𝑘，使得𝑎!< ≡ 𝑎!	(𝑚𝑜𝑑	𝑑)即不存在合項。 

故當P&! = P'且𝑔𝑐𝑑(𝑎!, 𝑑) ≠ 𝑑的數列，為質項等差數列。¾ 

(五)	 公差質因數集合包含於首項質因數集合的等差數列(P&!⊋P') 

1.	尋找滿足𝑎!< ≡ 𝑎!		(𝑚𝑜𝑑	𝑑)的	𝑘值	
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表 2-2：不同𝑎!與𝑑值滿足 P&!⊋P'  的等差數列與𝑎!E(𝑚𝑜𝑑	𝑑)的關係示例 

	 𝑎1	 d	 〈𝑎𝑛〉𝑛≥1	
𝑎!E(mod	 𝑑)	

𝑎1	 𝑎12	 𝑎13	 𝑎14	 𝑎15	 𝑎16	 𝑎17	

1	 12=22	∙	3	 4=22	 12,16,20,24,28,…	 0	 0	 0	 0	 0	 0	 0	
2	 24=23	∙	3	 8=23	 24,32,40,48,56,…	 0	 0	 0	 0	 0	 0	 0	
3	 6=2∙	3	 9=32	 6,15,24,33,42,51,…	 6	 0	 0	 0	 0	 0	 0	
4	 6=2∙	3	 16=24	 6,22,38,54,70,86,…	 6	 4	 8	 0	 0	 0	 0	

2. 由表 2-1	 我們可發現，𝑃&!⊋𝑃' 	的等差數列，𝑎!<	 (𝑚𝑜𝑑	 𝑑)跟𝑃&! = 𝑃'的等差數列相同

一樣分成兩種模式： 

(1) 𝑎! ≡ 𝑎!" ≡ 𝑎!2 ≡ 𝑎!3 ≡ 0		(𝑚𝑜𝑑	𝑑)……數列1與數列2 

(2)	 存在一個𝑎!< ≡ 0	 (𝑚𝑜𝑑	 𝑑)， 

當𝑥 ≥ 𝑘，則𝑎!< ≡ 0，當𝑥 < 𝑘，𝑎!E皆不同餘……數列3與數列4	

3. 故我們可仿造定理4.1模式描述𝑃&!⊋𝑃' 	的等差數列的合項模式 

定理 4.2：公差質因數集合包含於首項質因數集合的等差數列，若 

𝐠𝐜𝐝(𝒂𝟏, 𝒅) = 𝒅，則最小合項𝒂𝒏 = 𝒂𝟏𝟐；	

𝐠𝐜𝐝(𝒂𝟏, 𝒅) ≠ 𝒅，則該數列為質項等差數列。 

證明： 

(1) 𝑃' ⊂ 𝑃&!表示公差的質因數全都出現在𝑃&!中，故當𝑣P(𝑎!) ≥ 𝑣P(𝑑)，則

𝑔𝑐𝑑(𝑎!, 𝑑) = 𝑑成立。 

根據性質 1：若𝑔𝑐𝑑(𝑎!, 𝑑) = 𝑑，則𝑎! ≡ 𝑎!" ≡	⋯ 	≡ 	𝑎!< ≡ 	0	(𝑚𝑜𝑑	𝑑) 

故𝑃' ⊂ 𝑃&!，若𝑔𝑐𝑑(𝑎!, 𝑑) = 𝑑，則最小合項𝑎# = 𝑎!"。¾	

(2) 𝑃' ⊂ 𝑃&!的等差數列，若	𝑣P(𝑎!) ≥ 𝑣P(𝑑)，則 d ∤ 𝑎!，𝑔𝑐𝑑(𝑎!, 𝑑) ≠ 𝑑。 

根據性質 2：若𝑃' ⊆ 𝑃&!且 𝑔𝑐𝑑(𝑎!, 𝑑) ≠ 𝑑，即 d ⫮ 𝑎1 ⇒ 𝑎1 ≢ 0 (𝑚𝑜𝑑 𝑑)， 

               必存在一個≥2 的𝑘，使得𝑎!< ≡ 	0	(𝑚𝑜𝑑	𝑑)。 

根據性質 3，當𝑎! ≢ 	0	(𝑚𝑜𝑑	𝑑)且𝑎!< ≡ 	0	(𝑚𝑜𝑑	𝑑)，則 

𝑎! ≢ 𝑎!"≢𝑎!2 ≢ ⋯≢𝑎!< 		(𝑚𝑜𝑑	𝑑)，即該數列無合項，為質項等差數列。¾ 

(六) 首項質因數集合包含於公差質因數集合的等差數列(𝑃&!⊊𝑃') 

1.	尋找滿足𝑎!< ≡ 𝑎!		(𝑚𝑜𝑑	𝑑)的	𝑘值	
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表 2-3：不同𝑎!與𝑑值滿足	𝑃&!⊊𝑃W的等差數列與𝑎!E(𝑚𝑜𝑑	𝑑)的關係示例 

  

𝑎1	
 

d	
 

〈𝑎𝑛〉𝑛≥1	
𝑎!E(mod	d)	

𝑎1	 𝑎12	 𝑎13	 𝑎14	 𝑎15	 𝑎16	 𝑎17	

1	 18=2∙	32	 30=2∙3∙5	 18,48,78,108,138,…	 18	 24	 12	 6	 18	 24	 12	
2	 18=2∙	32	 42=2∙3∙7	 18,60,102,144,186,…	 18	 30	 36	 18	 30	 36	 18	
3	 4=22	 56=23∙7	 14,70,126,182,238,…	 4	 16	 8	 32	 16	 8	 32	
4	 6=2∙3	 90=2∙32∙5	 6,96,186,276,366,…	 6	 36	 36	 36	 36	 36	 36	
1. 觀察 𝑃&!⊊𝑃' 	 的等差數列𝑎!E(𝑚𝑜𝑑	𝑑)的規律，發現也粗略分成兩種： 

(1) 從首項開始呈現有規律的循環，如數列 1、2。 

(2) 從首項之後開始呈現有規律的循環，如數列 3、4。 

2. 首先我們來研究	𝑃&!⊊𝑃'等差數列第一種性質 

性質 4：若 𝑃&!⊊𝑃'且若對於所有同時是𝒂𝟏和𝒅的質因數 𝒑，都有𝒗𝒑(𝒂𝟏) ≥ 𝒗𝒑(𝒅)，則 

存在一個最小的整數𝒌，滿足 1≤ 𝒌 − 𝟏 ≤ 𝛗� 𝒅
𝐠𝐜𝐝(𝒂𝟏,𝒅)

�使得	𝒂𝟏𝒌 ≡ 𝒂𝟏		(𝒎𝒐𝒅	𝒅)。 

證明： 

𝑃&! ⊊ 𝑃'，表示首項𝑎!的質因數全都出現在公差𝑑中。 

設𝑎! = 𝑝!I!𝑝"I/ …𝑝@I2，𝑑 = 𝑝!J!𝑝"J/ …𝑝@\2𝑞!\!𝑞"\/ …𝑞]\]； 

(𝑝!, 𝑝", … , 𝑝@，𝑞!, 𝑞", … , 𝑞]為質數) 

將𝑑的分解式中𝑝!I!𝑝"I/ …𝑝@I2以𝑑𝑝表示，𝑞!\!𝑞"\/ …𝑞]\4 	 以𝑑𝑞表示，即𝑑	=	𝑑𝑝𝑑𝑞	

若所有1	≤	𝑖	≤	s，𝛼𝑖	≥	𝛽𝑖 則𝑔𝑐𝑑(𝑎!, 𝑑) = 𝑝!J!𝑝"J/ …𝑝@J2 = 𝑑P 

利用中國剩餘定理將模𝑑分解成模𝑑P與模𝑑^，找出同時滿足兩條件的𝑘值。 

�
模𝑑P：𝑔𝑐𝑑0𝑎!, 𝑑P1 = 	𝑑P，即𝑑P ∣ 𝑎!，故𝑎! ≡ 𝑎!< ≡	𝑎!*_'5` ≡ 	0	0𝑚𝑜𝑑	𝑑P1

模𝑑^：𝑔𝑐𝑑0𝑎!, 𝑑^1 = 	1，利用歐拉定理得𝑎!*_'5` ≡ 1		0𝑚𝑜𝑑	𝑑^1	可知													
  

存在一個最小的整數𝑘，滿足2 ≤ k ≤ φ� '
abW(&!,')

� + 1，使得	𝑎!< ≡ 𝑎!		(𝑚𝑜𝑑	𝑑) 

依據中國剩餘定理整合兩者關係求模數 𝑑 時，因為模𝑑P：𝑎! ≡ 𝑎!< ≡ 	0	0𝑚𝑜𝑑	𝑑P1

固定為0，此可知其一般式必可寫成0∙ 𝑑P
O!+𝑟 ∙ 𝑎!<O!=	𝑟 ∙ 𝑎!<O!	 (mod	d)	

其中�
𝑑P

O! ≡ 10𝑚𝑜𝑑	𝑑P1
𝑑P

O! ≡ 00𝑚𝑜𝑑	𝑑^1
，	 𝑟為模𝑑^之餘數。得𝑎!< = 𝑎!𝑎!<O! ≡ 𝑎!	(𝑚𝑜𝑑	𝑑) 

𝑔𝑐𝑑(𝑎!, 𝑑) = 𝑑P，𝑑 = 𝑑P𝑑^，	

𝑑^ =
'

cd'(&!,')
，φ0𝑑^1 = 𝜑 � '

cd'(&!,')
�， 

所以可找到 𝑘 滿足1 ≤ k − 1 ≤ φ0𝑑^1 ⇒滿足1≤ k − 1 ≤ φ� '
abW(&!,')

�¾	 	
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，因此 

3. 以實際的例子，第一個數列𝑎! = 18，𝑑 = 30驗證性質4的推論： 

𝑎! = 18 = 2 ∙ 3"，𝑑 = 30 = 2 ∙ 3 ∙ 5，共同質因數	2,3	皆𝑣P(𝑎!) ≥ 𝑣P(𝑑) 

存在一個最小的整數 𝑘，滿足1≤ k − 1 ≤ φ� '
abW(&!,')

� ⇒ 1 ≤ k − 1 ≤ φ� 2)
abW(!6,2))

�	

⇒1≤ k − 1 ≤ 5⇒2≤ k ≤ 6	

實際尋找滿足𝑎!< ≡ 𝑎!(𝑚𝑜𝑑	𝑑)的最小值。	
18" = 324 ≡ 24		(𝑚𝑜𝑑	30)  				182 = 5832 ≡ 12		(𝑚𝑜𝑑	30)  	
183 = 104976 ≡ 6		(𝑚𝑜𝑑	30)  185 = 1889568 ≡ 18		(𝑚𝑜𝑑	30)   

我們找到 𝑘 = 5，滿足185 ≡ 18	(𝑚𝑜𝑑	30)，合乎2≤ k ≤ 6的範圍。 

4. 𝑃&!⊊𝑃'等差數列第二種性質 

性質 5：若𝑷𝒂𝟏⊊𝑷𝒅且若對於所有同時是𝒂𝟏和𝒅的質因數𝒑，都有𝒗𝒑(𝒂𝟏) ≤ 𝒗𝒑(𝒅)，則 

不存在𝒌 ≥ 𝟐使得	𝒂𝟏𝒌 ≡ 𝒂𝟏		(𝒎𝒐𝒅	𝒅)。 

證明： 

𝑃&! ⊊ 𝑃'，表示首項𝑎!的質因數全都出現在公差𝑑中。	

設𝑎! = 𝑝!I!𝑝"I/ …𝑝@I2，𝑑 = 𝑝!J!𝑝"J/ …𝑝@\2𝑞!\!𝑞"\/ …𝑞]\4； 

(𝑝!, 𝑝", … , 𝑝@，𝑞!, 𝑞", … , 𝑞]為質數) 

將𝑑的分解式中𝑝!I!𝑝"I/ …𝑝@I2以𝑑𝑝表示，𝑞!\!𝑞"\/ …𝑞]\] 	 以𝑑𝑞表示，即𝑑	=	𝑑𝑝𝑑𝑞	

若所有1	≤	𝑖	≤	s，𝛼𝑖	≤	𝛽𝑖 則𝑔𝑐𝑑(𝑎!, 𝑑) ≠ 𝑑P ⇒ 𝑔𝑐𝑑0𝑎!, 𝑑P1 ≠ 𝑑P 

利用中國剩餘定理將模𝑑分解成模𝑑P與模𝑑^，找出同時滿足兩條件的𝑘值。 

模𝑑^：𝑔𝑐𝑑0𝑎!, 𝑑^1 = 	1，利用歐拉定理得𝑎!*_'5` ≡ 1		0𝑚𝑜𝑑	𝑑^1 
我們可找到一個比𝑎!*_'5`小的	𝑘 − 1	值滿足𝑎!< ≡ 𝑎!(𝑚𝑜𝑑	𝑑) 

模𝑑P：因 𝑔𝑐𝑑0𝑎!, 𝑑P1 ≠ 𝑑P，𝑑P ∤ 𝑎!，但	𝑃&! = 𝑃'， 

依據性質3會出現𝑎!< ≡ 00𝑚𝑜𝑑	𝑑P1；性質4會出現𝑎! ≢ 𝑎!" ≢ ⋯ ≢ 𝑎!<O! 

因此找不到任何 𝑘 值可以滿足𝑎!< ≡ 𝑎!0𝑚𝑜𝑑	𝑑P1 

依據中國剩餘定理整合兩者關係時，𝑎!< ≡ 𝑎!(𝑚𝑜𝑑	𝑑)時，需模𝑑P與模𝑑^同時滿足，

但模𝑑P無法滿足，故 𝑘 ≥ 2	時，𝑎!< ≡ 𝑎!(𝑚𝑜𝑑	𝑑)	也不存在¾ 

5. 以實際的例子，第一個數列 𝑎! = 18，𝑑 = 30驗證性質5的推論： 

𝑎! = 4 = 2"，𝑑 = 56 = 22 ∙ 7，共同質因數2，2" < 22 

實際尋找滿足𝑎!< ≡ 𝑎!(𝑚𝑜𝑑	𝑑)的最小值。	

𝑎! = 4		(𝑚𝑜𝑑	4)																									4" = 16 ≡ 16		(𝑚𝑜𝑑	56)  				42 = 64 ≡ 8	(𝑚𝑜𝑑	56)  	

43 = 256 ≡ 32		(𝑚𝑜𝑑	56)  45 = 1024 ≡ 16		(𝑚𝑜𝑑	56)  41 = 4096 ≡ 8		(𝑚𝑜𝑑	56) 
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故4E (𝑚𝑜𝑑	56)的模冪序列為4,16,8,32,16,8,32,16，從	x ≥ 2	才開始出現同餘的循環，即

無法找不到任何 k ≥ 2，能滿足𝑎! ≡ 𝑎!<的 𝑘 值。 

我們找到𝑘 = 5，滿足185 ≡ 18		(𝑚𝑜𝑑	30)，合乎 2≤ k ≤ 6	的範圍。	

定理 5.1：首項質因數集合包含於公差質因數集合的等差數列， 

若對於所有同時是𝒂𝟏和𝒅的質因數𝒑，都有𝒗𝒑(𝒂𝟏) ≥ 𝒗𝒑(𝒅)，則存在一個最小的

整數𝒌，滿足𝟐 ≤ 𝒌 ≤ 𝛗� 𝒅
𝐠𝐜𝐝(𝒂𝟏,𝒅)

� + 𝟏，使得	𝒂𝟏𝒌 ≡ 𝒂𝟏		(𝒎𝒐𝒅	𝒅)。 

若對於所有同時是𝒂𝟏和𝒅的質因數𝒑，都有𝒗𝒑(𝒂𝟏) ≤ 𝒗𝒑(𝒅)，則該數列為質項等

差數列。 

證明： 

定理5.1描述𝑃&! ⊊ 𝑃'的等差數列會因為同時存在 𝑎! 和 𝑑 的質因數 𝑝 的指數，而

出現兩種現象： 

(1) 若對於所有同時是 𝑎! 和 𝑑 的質因數𝑝，都有𝑣P(𝑎!) ≥ 𝑣P(𝑑)，則存在一個最小

的整數𝑘，滿足2 ≤ k ≤ φ� '
abW(&!,')

� + 1，使得	𝑎!< ≡ 𝑎!		(𝑚𝑜𝑑	𝑑)。 

這點我們可從性質4得知。 

(2) 若對於所有同時是𝑎!和𝑑的質因數𝑝，都有𝑣P(𝑎!) ≤ 𝑣P(𝑑)，則該數列為質項等差

數列。這點我們可從性質5得知。 

故定理5.1成立。¾ 

(六)首項質因數集合與公差質因數集合有相同質因數，又各有不同質因數的等差數列。  

表 2-4：不同𝑎!與𝑑值滿足𝑃&! ⋂𝑃' ≠ ∅的等差數列與模冪關係示例 

  

𝑎1	
 

d	
 

〈𝑎𝑛〉𝑛≥1	
𝑎!E(mod	d)	

𝑎1	 𝑎12	 𝑎13	 𝑎14	 𝑎15	 𝑎16	 𝑎17	

1	 18=2∙	32	 21=3∙	7	 18,39,60,81,102,…	 18	 9	 15	 18	 9	 15	 18	
2	 14=2∙	7	 21=3∙	7	 14,35,56,77,98,119,…	 14	 7	 14	 7	 14	 7	 14	
3	 14=2∙	7	 147=3∙72	 14,161,308,455,602,…	 14	 49	 98	 49	 98	 49	 98	
4	 18=2∙	32	 20=22∙5	 18,38,58,78,98,118,…	 18	 4	 12	 16	 8	 4	 12	

發現 𝑎!E(mod	d)	 的序列變化與 𝑃&! ⊊ 𝑃'的等差數列相似，故我們猜測他們合項成立

的條件應該相同。 
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定理 5.2：首項質因數集合與公差質因數集合有相同質因數

，又各有不同質因數的等差數列若對於所有同時是𝒂𝟏和𝒅的質因數𝒑，都有

𝒗𝒑(𝒂𝟏) ≥ 𝒗𝒑(𝒅)，則存在一個最小的整數𝒌，滿足𝟐 ≤ 𝐤 ≤ 𝛗� 𝒅
𝐠𝐜𝐝(𝒂𝟏,𝒅)

� +

𝟏，使得	𝒂𝟏𝒌 ≡ 𝒂𝟏		(𝒎𝒐𝒅	𝒅)。 

若對於所有同時是𝒂𝟏和𝒅的質因數𝒑，都有𝒗𝒑(𝒂𝟏) ≤ 𝒗𝒑(𝒅)，則該數列為質項等

差數列。 

證明： 

定理5.1描述首項質因數集合與公差質因數集合有相同質因數，又各有不同質因數的	

等差數列會因為同時存在𝑎!和𝑑的質因數𝑝的指數，而出現兩種現象： 

設𝑎! = 𝑝!I!𝑝"I/ …𝑝@I2𝑤!e!𝑤"e/ …𝑤fe6，𝑑 = 𝑝!J!𝑝"J/ …𝑝@J2𝑞!\!𝑞"\/ …𝑞]\4 

(𝑝!, 𝑝", … , 𝑝@，𝑤!, 𝑤", … , 𝑤f，𝑞!, 𝑞", … , 𝑞]為質數) 

將𝑑的分解式中𝑝!I!𝑝"I/ …𝑝@I2以𝑑𝑝表示，𝑞!\!𝑞"\/ …𝑞]\4 	 以𝑑𝑞表示，即𝑑	=	𝑑𝑝𝑑𝑞 

因為𝑎!與𝑑不互質，我們無法直接套用歐拉定裡去尋找合數，又因為𝑎!與𝑑各有不同

的質因數，所以𝑑 ∤ 𝑎!，因此我們還是引用中國剩餘定理將𝑑的分解有共同質因數的

𝑑P和與𝑎!不同因數的𝑑^來處理𝑎!(𝑚𝑜𝑑	𝑑)的情形。 

若對於所有同時是𝑎!和𝑑的質因數𝑝，都有𝑣P(𝑎!) ≥ 𝑣P(𝑑)，則存在一個最小的整數

𝑘，滿足2 ≤ 𝑘 ≤ φ� '
abW(&!,')

� + 1，使得	𝑎!< ≡ 𝑎!		(𝑚𝑜𝑑	𝑑)。這點我們套用性質4證明

成立。 

若對於所有同時是𝑎!和𝑑的質因數𝑝，都有𝑣P(𝑎!) ≤ 𝑣P(𝑑)，則該數列為質項等差數

列。這點我們可套用性質5證明該種狀況成立。 

故定理5.2成立。¾ 

1. 以𝑎!=	14，𝑑	=	21，為例說明 

𝑎!=	14=	2	∙	7，𝑑	=	21	=	3	∙	7，共同質因數7，指數相等。屬於第種狀況1 

𝜑 �
𝑑

gcd(𝑎!, 𝑑)
� + 1 = 	𝜑 �

21
gcd(14,21)� + 1 = 	𝜑 �

21
7 � + 1 = 𝜑(3) + 1 = 3 

𝑎!的𝑘次方列舉如下	

14	≡	14	 	 (mod	21)	

14"	 ≡	196≡	7	(𝑚𝑜𝑑	21)	

142	 ≡2744	≡	14	(𝑚𝑜𝑑	21)	
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𝑎1	=14，𝑑	=21，最小合項 𝑎𝑘	=142=2744	≡	14	(𝑚𝑜𝑑	21)， 2 ≤ 𝑘 ≤ 3 。 

2. 以 𝑎!=	14，𝑑	=	147，為例說明 

𝑎!=	14=	2	∙	7，𝑑	=	147	=	3	∙	 7"，…相同質因數7，7≤ 7"，屬於第2種狀況，無法依此

找到合項。 

實際尋找𝑘值 

14	≡	14	 	 (𝑚𝑜𝑑	147)	

14"	 ≡	196≡	49	(𝑚𝑜𝑑	147)       142	 ≡2744	≡	98(𝑚𝑜𝑑	147)	

143	 ≡	38416≡	49	(𝑚𝑜𝑑	147)     145	 ≡537824	≡	98(𝑚𝑜𝑑	147)	 	

𝑎!=	14，𝑑	=	21數列中的元素中在模 147 的情況都需同餘 14，而14k	 (𝑚𝑜𝑑	147)，模

冪的序列為 14,49,98,49,98,…，會出現循環，不過出現循環的數都與𝑎!=	14，𝑑	=	21數

列中的元素不同餘，皆不屬於𝑎!=	14，𝑑	=	21數列中的元素。 

(七) 相似定理合併 

1. 定理4.1與定理4.2，即𝑃&! = 𝑃'與𝑃' ⊊ 𝑃&!的等差數列，對合項的篩選模式相同，故我們

將兩個定理合併為定理4，即將𝑃&! = 𝑃'與𝑃' ⊊ 𝑃&!合併為𝑃' ⊆ 𝑃&!的等差數列。 

定理 4：公差質因數集合包含等於首項質因數集合的等差數列，若 

𝐠𝐜𝐝(𝒂𝟏, 𝒅) = 𝒅，則最小合項𝒂𝒏 = 𝒂𝟏𝟐；	

𝐠𝐜𝐝(𝒂𝟏, 𝒅) ≠ 𝒅，則該數列為質項等差數列。 

2. 定理5.1與定理5.2，即𝑃&! ⊂ 𝑃'與𝑃&!⋂𝑃' ≠ ∅又各有不同質因數的等差數列，對合項的篩

選模式相同，可整合為範圍較寬的𝑃&!⋂𝑃' ≠ ∅的等差數列。 

定理 5：首項質因數集合與公差質因數集合有相同質因數的等差數列	(𝑃&1⋂𝑃' ≠ ∅) 

若對於所有同時是𝒂𝟏和𝒅的質因數𝒑，都有𝒗𝒑(𝒂𝟏) ≥ 𝒗𝒑(𝒅)，則存在一個最小的整

數𝒌，滿足𝟐 ≤ 𝒌 ≤ 𝛗� 𝒅
𝐠𝐜𝐝(𝒂𝟏,𝒅)

� + 𝟏，使得	𝒂𝟏𝒌 ≡ 𝒂𝟏		(𝒎𝒐𝒅	𝒅)。 

若對於所有同時是𝒂𝟏和𝒅的質因數𝒑，都有𝒗𝒑(𝒂𝟏) ≤ 𝒗𝒑(𝒅)，則該數列為質項等

差數列。 
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伍、討論	

一、仿照「埃氏篩法」找出等差數列的質項與合項。	

(一)仿照埃氏篩法找出首項為 1，公差 3 的等差數列 100 項內的合項和質項。	

1、埃氏篩法提到尋找𝑛以內的質數時，若找到了一個大於√𝑛的質數，則剩餘的所有尚未標

記的數也都是質數。 

2、首項為 1，公差 3 的等差數列(𝑎#)#$! = 1,4,7,10,13, … , 𝑎!))，我們要找出𝑎!))以內的所

有質項與合項；𝑎!)) = 1 + 3(100 − 1) = 298。17" < 298 < 18"，故我們只要找到𝑎#

最接近 17的極大值質項即可。 

3、公差為 3 的等差數列 𝑎" = 4、𝑎2 = 7、𝑎3 = 10、𝑎5 = 13、𝑎1 = 16、𝑎4 = 19、其中

𝑎4>17(超過，不合)，𝑎1 = 16 = 4"(為合項，不合)，故最接近 17的極大值質項為𝑎5。	

(二) 等差數列合項檢核公式	𝒏 = 𝒎+ 𝒂𝒎𝒌	0𝒙 ≥ 𝟐，𝒌為整數1，化為同餘模式。 

1、𝑛 = 𝑚 + 𝑎.𝑘，即	 𝑛! = 𝑚 + 𝑎. × 1，𝑛" = 𝑚 + 𝑎. × 2，𝑛2 = 𝑚 + 𝑎. × 3，….，	

2、即符合𝑛 = 𝑚 + 𝑎.𝑘	條件的𝑛<都是𝑎.的倍數加	𝑚，所以我們可以將篩揀的對象由等

差數列的元素𝑎#，簡化為數值較小的項次𝑛；即若	 𝑛 ≡ 𝑚(𝑚𝑜𝑑	𝑎.)，則𝑎#為合項。	

(仿照「埃氏篩法」是個找出	 𝒂𝟏=1，d=3 等差數列，𝒏=100 以內所有質項。(如圖 5-1) 

1. 以𝑛 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑4)篩出含有質項𝑎"因數的

合項項次，並標記底色。 

2. 以𝑛 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑4)篩出含有質項𝑎2因數的

合項項次，並標記底色。 

3. 以𝑛 ≡ 4	(𝑚𝑜𝑑	10)找出含有𝑎3 = 10因

數的合項項次，並標記底色。 

4. 以𝑛 ≡ 5	(𝑚𝑜𝑑	13)找出含有𝑎5 = 13因

數的合項項次，並標記底色。 

5. 圖 5-1，塗色的項次如 6、10、14、

17、…，代表等差數列中該項次的元素𝑎1 = 16、𝑎!)=28、𝑎!3 = 40、𝑎!4 = 49、…，為

合項。 

6. 圖 5-1，未塗色的項次如2、3、4、5、… .、97、99、100，代表等差數列中該項次的

元素𝑎"、𝑎2、𝑎3、𝑎5、…、𝑎>4、𝑎>>、𝑎!))，為質項。 

	 	

圖 5-1：埃氏篩法示例 

 

 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9F%83%E6%8B%89%E6%89%98%E6%96%AF%E7%89%B9%E5%B0%BC%E7%AD%9B%E6%B3%95
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9F%83%E6%8B%89%E6%89%98%E6%96%AF%E7%89%B9%E5%B0%BC%E7%AD%9B%E6%B3%95
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9F%83%E6%8B%89%E6%89%98%E6%96%AF%E7%89%B9%E5%B0%BC%E7%AD%9B%E6%B3%95
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9F%83%E6%8B%89%E6%89%98%E6%96%AF%E7%89%B9%E5%B0%BC%E7%AD%9B%E6%B3%95
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9F%83%E6%8B%89%E6%89%98%E6%96%AF%E7%89%B9%E5%B0%BC%E7%AD%9B%E6%B3%95
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9F%83%E6%8B%89%E6%89%98%E6%96%AF%E7%89%B9%E5%B0%BC%E7%AD%9B%E6%B3%95
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9F%83%E6%8B%89%E6%89%98%E6%96%AF%E7%89%B9%E5%B0%BC%E7%AD%9B%E6%B3%95
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9F%83%E6%8B%89%E6%89%98%E6%96%AF%E7%89%B9%E5%B0%BC%E7%AD%9B%E6%B3%95
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9F%83%E6%8B%89%E6%89%98%E6%96%AF%E7%89%B9%E5%B0%BC%E7%AD%9B%E6%B3%95
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9F%83%E6%8B%89%E6%89%98%E6%96%AF%E7%89%B9%E5%B0%BC%E7%AD%9B%E6%B3%95
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二、梅森質數與等差數列的質項	

(一)關於梅森質數	

1.	 梅森數是形如2# − 1的數(𝑛是正整數)，記為𝑀#；如果梅森數是質數就稱梅森質數，	

目前已發現的最大梅森質數是2!21"4>63! − 1。 

2.	 當𝑛是合數時，梅森數一定是合數，但當𝑛是質數時，梅森數不一定是質數； 

除了 2 以外，所有的質數階為奇數，故我們可說梅森質數中2 的指數一定是奇數，即

梅森質數應該是2"<=! − 1。 

(二) 梅森質數與公差為𝟐𝒌的等差數列關係 

1. 梅森質數模(𝑑 = 2<)的餘數 

2< ∣ 2"g=!⇒2"<=! ≡ 0	(𝑚𝑜𝑑	2<)	

2"<=! ≡ 0	(𝑚𝑜𝑑	2<) ⇒ 2"<=! − 1 ≡ −1	(𝑚𝑜𝑑	2<)	

2"<=! − 1 ≡ −1	(𝑚𝑜𝑑	2<)⇒	2"<=! − 1 ≡ 2< − 1	(𝑚𝑜𝑑	2<)	

由以上推論我們發現梅森質數模(𝑑 = 2<)的餘數為2< − 1，因此我們只要找出數列元素

模(𝑑 = 2<)都同餘2< − 1，即代表梅森質數為該數列元素。	

2. 公差是2<，首項是多少才會與梅森數模(𝑑 = 2<)同餘 

(1) 設等差數列首項	𝑎! > 1，公差為𝑑，則	

	〈𝑎#〉#$! = 𝑎!, 𝑎!+𝑑,	𝑎!+2𝑑,	𝑎!+3𝑑,…,	𝑎!+(n − 1)𝑑,… 

故首項不為 1 的數列的元素 𝑎! ≡ 𝑎" ≡ 𝑎2 ≡ ⋯ ≡ 𝑎#		(𝑚𝑜𝑑	𝑑) 

(2) 當𝑑=2<時，數列元素要同餘2< − 1，代表首項𝑎! = 2< − 1。 

(3) 首項為2< − 1，公差為2<，數列元素皆與梅森質數同餘2< − 1，即 

梅森質數也是該數列的元素。 

3. 以首項2< − 1 = 15，公差為2<=16 為例驗證我們的推論 

(1)	〈𝑎#〉#$! = 15,31,47,63,79,95,111,…； 

15 ≡ 31 ≡ 47 ≡ 63 ≡ ⋯ ≡ 15		(𝑚𝑜𝑑	16)  

即𝑎! =15= 23 − 1，𝑑 = 16 = 23；𝑎# = 15 + 16(𝑛 − 1) 

(2) 檢驗 2024 年 10 月已知最大的梅森質數2!21"4>63! − 1是否為其數列元素， 

23 ∣ 2!21"4>63!⇒223)1>>1)×3=! ≡ 0		(𝑚𝑜𝑑	16)	

2!21"4>63! − 1 ≡ −1		 ≡ 15		(mod	16)	

故梅森質數2!21"4>63! − 1是𝑎! = 15，𝑑=16 數列中的元素。	

2!21"4>63! − 1 是首項 15，公差 16 等差數列中已知的最大質項。 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%B4%A0%E6%95%B0
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(三) 梅森質數與公差為𝟑 ∙ 𝟐𝒌的等差數列關係 

1. 由上ㄧ節我們已知：只要找出數列元素模(𝑑)都與梅森質數同餘，即代表梅森質數為該

數列元素。 

2. 我們將所有梅森質數(2"<=! − 1)都設定為數列元素，將這些數列元素模𝑑(公差)若出現

同餘，代表這些梅森質數都是數列元素。 

3. 觀察梅森質數(2"<=! − 1)模(𝑑 = 3 ∙ 2.)的餘數(r) 

表 5-1：2"<=! − 1 模(𝑑 = 3 ∙ 2.)的餘數 

2"<=! − 1 
r 

𝑑 = 3 ∙ 2. 
7 31 127 511 2047 8191 32767 131071 

3 1 1 1 1 1 1 1 1 

6 1 1 1 1 1 1 1 1 

12 7 7 7 7 7 7 7 7 

24 7 7 7 7 7 7 7 7 

48 7 31 31 31 31 31 31 31 

96 7 31 31 31 31 31 31 31 

192 7 31 127 127 127 127 127 127 

384 7 31 127 127 127 127 127 127 

4. 由表 5-1 我們可以觀察到當2"<=! − 1的值從7開始都與𝑑 = 3	或 6	同餘1， 

(1) 故我們可設定首項𝑎! = 1，公差為 3 或 6，則梅森質數定為數列元素。 

𝑎! = 1，𝑑 = 3，〈𝑎#〉#$! = 1,4,7,10,13,16,19,22,… 

𝑎! = 1，𝑑 = 6，〈𝑎#〉#$! = 1,713,19,25,31,37,… 

(2) 故我們可設定首項𝑎! = 7，公差為 12 或 24，則梅森質數定為數列元素。 

𝑎! = 7，𝑑 = 12，〈𝑎#〉#$! = 7,19,31,43,55,67,79, … 

𝑎! = 7，𝑑 = 24，〈𝑎#〉#$! = 7,31,55,79,103,127,151,… 

(3) 以此類推首項𝑎! = 31，公差為 48 或 96，首項 𝑎! = 127，公差為	192	或384…。 

模數3 ∙ 2.，𝑚為偶數時，首項為2.=! − 1；𝑚為奇數時，首項為2. − 1，故我們可整

理為模數為3 ∙ 2.時，首項為2i
7
/ j∙"=! − 1即2"g=! − 1 ≡ 2i

7
/ j∙"=! − 1		(𝑚𝑜𝑑	3 ∙ 2.) 

(4) 依此推論2"<=! − 1存在首項為2i
7
/ j∙"=! − 1，公差為3 ∙ 2.的數列中。 

即最大梅森質數2!21"4>63! − 1 是數列中的最大質項。 
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5. 以𝑚 = 4，首項= 2i
7
/ j∙"=! − 1	 = 31，公差= 3 ∙ 2. = 48為例：	

〈𝑎#〉#$! = 31,79,127,175,223…；31 ≡ 79 ≡ 127 ≡ 175 ≡ 223 ≡ 7		(𝑚𝑜𝑑	48)； 

將公差 48，分解為48 = 3 ∙ 23，觀察最大梅森質數2!21"4>63! − 1，模 3和模23的情形。 

模 23：已知	2!21"4>63! − 1 ≡ 15		(mod	16) 

模 3：2" = 4 ≡ 1	(𝑚𝑜𝑑	3) ⇒ 2"< ≡ 1	(𝑚𝑜𝑑	3) 

     2"< ∙ 2 ≡ 1 ∙ 2	(𝑚𝑜𝑑	3) ⇒ 2"<=! ≡ 2(𝑚𝑜𝑑	3) ⇒ 2!21"4>63! − 1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑	3) 

依中國剩餘定理得  	2
!21"4>63! − 1 ≡ 15		(mod	16)

	2!21"4>63! − 1 ≡ 1							(𝑚𝑜𝑑	3)
⇒2!21"4>63! − 1 ≡ 31		(𝑚𝑜𝑑	48)	

故梅森質數2!21"4>63! − 1存在𝑎! = 31，𝑑=48 的等差數列中。	

三、等差數列的質項密度探討 

一、由質數定理[8]，我們知道 π(𝑥) ≈ E
lm(E)

 ，其中，π(𝑥) 定義為不大於 𝑥 的質數個數。 

而本作中的質項和質數有許多性質是很類似的，所以我們推測質項的個數應該也可以使

用類似的方式進行估計。 

二、為了估計質項的密度，我們需先把π(𝑥)重新定義： 

定義[質項計數函數]：π(𝑥)為不大於𝑥的質項個數， 

若𝑥為質項則π(𝑥)定義等同「𝑥是第π(𝑥)個質項」。 

例：在 〈𝑎#〉 = 〈3𝑛 + 1〉 中，𝑎!" = 37為此數列的第10個質項，故π(37) = 10。 

三、回顧此近似函數的歷史，可知最早是由 π(𝑥) ≈ E
n lm(E)=o

 演變而來，把此式稍作整理後

可得
E

p(E)
≈ 𝐴 ln(𝑥) + 𝐵。我們可以猜測： 

等差數列中
&8

p(&8)
的近似函數應為ln(𝑎#)的一次函數。而

&8
q(&8)
即為質項密度函數的倒數。 

四、以 〈𝑎#〉 = 〈3𝑛 + 1〉 為例，我們用程式計算前 5000 個質項後，對於每個質項𝑎#標示座

標 �ln(𝑎#) ,
&8

p(&8)
� 繪製於座標圖後如圖 5-2： 
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圖 5-2：當 〈𝑎#〉 = 〈3𝑛 + 1〉 時，以 �ln(𝑎#) ,
&8

p(&8)
� 所繪製之散佈圖 

五、圖 5-2很明顯地顯示除了前面數個資料點外，近似一條斜率為正的直線。由試算表計算

第50個至 5000個資料點所得到的迴歸直線方程式為 𝑦 = 1.375 + 0.637𝑥 其中橫軸為 

ln(𝑎#) ，縱軸為 &8
p(&8)

；而由相關係數 𝑟 ≈ 0.9998 為高度正相關。 

六、表 5-2 為不同公差 𝑑 中，〈𝑎#〉 = 〈𝑛 ⋅ 𝑑 + 1〉 時利用第	50 筆至 5000	筆資料點計算迴

歸直線求得的近似函數 &8
p(&8)

≈ 𝐴 ln(𝑎#) + 𝐵 的係數與相關係數 𝑟 的列表，圖 5-3 為公

差與回歸直線斜率(𝐴) 的折線圖。 

表 5-2：不同公差下的迴歸直線係數與相關係數列表(取第 50至 5000筆資料) 

𝑎# 𝑛 + 1 2𝑛 + 1 3𝑛 + 1 4𝑛 + 1 5𝑛 + 1 6𝑛 + 1 

𝐴 0.977077 0.969137 0.636690 0.676262 0.497814 0.693208 

𝐵 −0.841054 −0.757359 1.375457 1.891853 3.685644 3.223657 

𝑟 0.999829 0.999769 0.999793 0.999783 0.999611 0.999616 

𝑎# 7𝑛 + 1 8𝑛 + 1 9𝑛 + 1 10𝑛 + 1 11𝑛 + 1 12𝑛 + 1 

𝐴 0.485039 0.563185 0.507765 0.570098 0.478229 0.573015 

𝐵 5.443822 5.737285 7.027194 7.460410 9.016607 9.211589 

𝑟 0.999486 0.999590 0.999496 0.999594 0.999232 0.999274 
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圖 5-3：公差與迴歸直線斜率之關係折線圖 

七、由表 5-2 可知不同公差下，相關係數 𝑟 皆非常接近 1，雖然 𝐴 與 𝐵 不同，但都可用 

𝑙𝑛(𝑎#) 估計 π(𝑎#)，進而推估出質項密度。 

四、未來展望 

數列 DNA−等差數列的質與合是以嶄新的角度去解析數列的結構與性質，我們僅以等差

數列去做研究，就發現其中蘊藏著許多數學最基本的理論，其中𝑎!的冪次模𝑑的週期性，可以

幫助我們分析合項的成立條件，居然是密碼學的重要研究工具之一。 

而數列元素完全是質項的質項等差數列，是我們驚喜的發現，它打破了過去數學家一直

苦尋不著的全質數數列的思考，目前我們不知道它存在著什麼價值性，但它讓我們理解到一

個事實，換個角度去思考迷人的「質數」，也許就開啟了一扇窗，讓我們進入一個更寬闊的領

域。 

數列 DNA開啟了一個嶄新的視界，還有許多值得探討的問題：二次方程式的數列、各種

不同形式的數列、質項在密碼學的應用，…，希望大家與我們繼續發掘屬於這新視界的秘密。 
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陸、結論 

一、首項為 1，且公差大於 2 的等差數列	

首項為	 𝟏	 的等差數列，當	 𝒏 = 𝒎+ 𝒂𝒎𝒌	且	𝒎 ≥ 𝟐，𝒌為正整數時，𝒂𝒏 = 𝒂𝒎𝒂𝒌=𝟏，𝒂𝒏

為合項。	

二、首項與公差的質因數的關係 

性質 1：𝑘	≥ 𝟐，等差數列〈𝒂𝒏〉𝒏$𝟏中元素𝒂𝒏，當𝒂𝒏 ≡ 𝒂𝟏𝒌 ≡ 𝒂𝟏		(𝒎𝒐𝒅	𝒅)時，𝒂𝒏為合項。 

性質 2：若𝒈𝒄𝒅(𝒂𝟏, 𝒅) = 𝒅， 則𝒂𝟏 ≡ 𝒂𝟏𝟐 ≡ 𝒂𝟏𝟑 ≡ ⋯ ≡ 𝒂𝟏𝒌 ≡ 𝟎		(𝒎𝒐𝒅	𝒅)。  

性質 3：若𝑷𝒅 ⊆ 𝑷𝒂𝟏  且 𝐠𝐜𝐝(𝒂𝟏, 𝒅) ≠ 𝒅	(𝒎𝒐𝒅	𝒅)，則必存在一個不小於 𝟐 的𝒌，使得 

𝒂𝟏𝒌 ≡ 𝟎	(𝒎𝒐𝒅	𝒅)。  

性質 4：若	𝒌為使𝒂𝟏𝒌 ≡ 𝟎		(𝒎𝒐𝒅	𝒅)的最小整數，則不存在𝟏 ≤ 𝒊 < 𝒋 ≤ 𝒌，使得𝒂𝟏𝒋 ≡ 𝒂𝟏𝒊 

(𝒎𝒐𝒅𝒅) 

性質 5：若𝑷𝒂𝟏⊊𝑷𝒅且若對於所有同時是𝒂𝟏和𝒅的質因數𝒑，都有𝒗𝒑(𝒂𝟏) ≤ 𝒗𝒑(𝒅)，則 

不存在	𝒂𝟏𝒌 ≡ 𝒂𝟏		(𝒎𝒐𝒅	𝒅)的	𝒌	值。 

三、首項大於1的等差數列 

(一) 𝒅 = 𝒂𝟏 + 𝟏的等差數列，當𝒏 = 𝒎+ 𝒂𝒎(𝒂𝒔𝒌 − 𝒔)時，𝒂𝒏 = 𝒂𝒎𝒂𝒔𝒂𝒌，𝒂𝒏為合項。	

(二) 公差與首項互質的等差數列 

gcd(𝑎!, 𝑑) = 1，且𝑚是滿足𝑎!. ≡ 1(𝑚𝑜𝑑	𝑑)的最小整數，則對於任意正整數 𝑘，有

𝑎!.<=! ≡ 𝑎!(𝑚𝑜𝑑	𝑑)，即若a# = 𝑎.<=!，𝑎#為合項。 

(三) 公差質因數集合包含等於首項質因數集合的等差數列 

若𝑔𝑐𝑑(𝑎!, 𝑑) = 𝑑，則最小合項= 𝑎!"；若𝑔𝑐𝑑(𝑎!, 𝑑) ≠ 𝑑，則該數列為質項等差數列。 

(四) 首項與公差有公因數的等差數列 

若對於所有同時是 𝑎! 和 𝑑 的質因數 𝑝，都有 𝑣P(𝑎!) ≥ 𝑣P(𝑑)， 

則存在一個最小的整數𝑘，滿足2 ≤ 𝑘 ≤ 𝜑 � '
abW(&!,')

� + 1，使得	𝑎!< ≡ 𝑎!	(𝑚𝑜𝑑	𝑑)。 

若對於所有同時是𝑎!和𝑑的質因數𝑝，都有𝑣P(𝑎!) ≤ 𝑣P(𝑑)，則該數列為質項等差數

列。 
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四、梅森質數與等差數列的質項關係 

首項為2< − 1，公差為2<的等差數列與首項為2i
7
/ j∙"=! − 1，公差為3 ∙ 2.的等差數列最大梅

森質數2!21"4>63! − 1同時也是這兩類等差數列的已知最大質項。 

五、等差數列的質項密度估計 

等差數列質項密度倒數
&8

q(&8)
近似於𝑙𝑛(𝑎#)的一次函數。 
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【評語】080414  

該研究取材於科學月刊數學專欄，探討特定等差數列中合項

與質項的篩檢模式與其延伸的相關研究。整體而言，本研究為理

解數列的結構與性質提供了一種不同的視角，唯在整體研究成果

呈現上著重於理論型定理的陳述與證明過程所用定理的說明，建

議強化研究問題的背景與動機，突顯該階段情境下解決問題過程

的技巧，並進一步陳述理論結果的意涵。 
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前    言 

研究動機 

         2024 年 8 月份科學研習期刊「森棚教官數學題—質項與合項」[1] 

給定一個正整數數列                          ，如果     可以寫成這個數列的某些項的乘積(1 除外)，就稱為這個數列的合項，否則

稱為這個數列的質項，1 不列入質項也不列入合項。 

這與我們學到的質數與合數的概念，有些相關又無法完全套用，因此引起了我們深入探討的興趣。  

研究目的 

（一）探討特殊等差數列的質項與合項檢核模式。 

（二）以首項與公差的質因數集合探討等差數列的 

            質項與合項。 

（三）聯結等差數列的質項與質數研究。 

研究範疇：首項與公差為正整數的等差數列 

研  究  過  程  與  結  果 

一、首項為 1 的等差數列 

表 1 ：首項 1 公差 3 的等差數列              的值與合項的關係 

 
6 10 14 17 18 22 24 26 30 31 34 38 42 44 

 
16 28 40 49 52 64 70 76 88 91 100 112 124 130 

因數分解 
 
4 · 7 4 · 10 

 
4 · 13 

 
7 · 10 4 · 19 4 · 22 7 · 13 4 · 25 

·· 7 
4 · 31 10 · 13 

質因項分解 
              

 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

 
1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 

 
2 6 10 14 18 22 26 30 34 38 42 46 

上表為 1~12 項的數列元素 

下表為 44 項之前出現的合項 

發現： 

                                

這些合項都含     這個質因項。如： 

                 ,                      ,  

   

10=3+7 ； 

17=3+7·2 ； 

14=4+10·1 ； 

24=4+10·2 ； 

18=5+13·1 ； 

31=5+13·2 ； 

表 2 ：首項 1 公差 3 的等差數列含質因項                 的合項 

發現： 

當                          時 

證明： 

       設首項為 1，公差為   ，等差數列                   

 

                                                

                                                                                              

定理 1 ：首項為 1 的等差數列，當                          且             時，                        ；  

二、公差比首項多 1 的等差數列 

表 3 ：首項 2 公差 3 的等差數列前 15 項合項(                                                        )                                        

 
3 7 11 15 17 19 23 27 31 35 37 

 
8 20 32 44 50 56 68 80 92 104 110 

因數分解 
   

 

   

 

  
2  5  11 

質因項分解 
   

 

       

   

15=1+2(2·4‒1)； 

23=1+2(2·6‒1)； 

17=1+2(5·2‒2)； 

27=1+2(5·3‒2)； 

15=1+2(11·1‒4)； 

37=1+2(11·2‒4)； 

表 4 ：首項 1 公差 3 的等差數列含質因項                 的合項 ( 以                               為例 ) 

定理 2 ：首項大於 1 且公差比首項多 1 的等差數列，當                                       時，                       ，      為合項。 

證明： 

                                                   ； 

 

 

                                                               

發現： 

當                                        時 

                         

名詞定義與符號說明 

質項：數列中的元素，無法寫成這個數列中的某些項的

乘積(1 除外)，我們稱該項為「質項」。 

若數列某一項是質數，則該項必為質項。 

表示質因數    在    的標準分解式中的指數。 

例                             ，                               ，若 

表     與     共同質因數 2 與 3，則 



三、從首項與公差的質因數，探討首項大於 1 等差數列的質項與合項。 

(一) 首項大於 1 的等差數列合項條件 

 

 

(二) 首項與公差質因數的關係 

1. 給定等差數列，設      表示     質因數的集合，     表示    質因數的集合。 

2.  依首項與公差質因數關係，我們將首項大於 1 的等差數列整合成以下三種模式(1)                            (2)                       (3)   

(三) 首項與公差互質的等差數列 (                            )   

 

 

以首項 2，公差 7，                                                   為例說明 

          gcd(2,7)=1，根據歐拉定理得                                ，尋找不大於           又能滿足                                的最小整數。                    

                              ，                                      ，得最小整數             ， 即                                     ，為合項。 

  例                                                                                ；         為合項。            

(四) 公差的質因數包含於首項的等差數列 (                   ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

以首項為 12，公差 4 為例，                 12,16,20,24,28,… 

gcd(12,4)=4，最小合項= 

以首項為 6，公差 8 為例， 

gcd(6,8)=2≠8，     = 6  (mod 8) ，     =36   4  (mod 8)，     =216     0  (mod 8)，                 (mod 8) 。 

找不到任何與      同餘的合項，故該數列為質項等差數列。 

(五) 首項與公差有共同的質因數，也各擁有不同質因數的等差數列。(                  ) 

 

 

 

 

             

  
 

                                   ，                               為例，                   18,48,78,108,138,… 

共同質因數 2,3 皆                               ，                              ， 

                         ，                                   ，尋找           又能滿足                                       即 

                                                 ，                                                  ，                                                       ，                                                                ，                                         
                                           

                                           由 CRT 得                                        即最小合項為                                                            。 
 

以                         ，                                 為例，                      4,60,116,172,228,... 

共同質因數 2，                ，                                          ，                                             ，                                             ，                                              ，… 

的模冪序列為                                 ，從            才開始出現同餘的循環，即不存在                                 ，為質項等差數列。 

定理 3 ：首項大於 1 且與公差互質的等差數列，若存在    ，滿足                                  的最小整數，則對於任意正整數   ，                                       ，     

                當                           時，       為合項。 

性質 4 ：若對於所有同時是      和    的質因數   ，都有                                ，則存在一個最小整數   ，滿足                                                        ，使得 

                                  。 

證明： 

設                                           ，                                                                  。 

將    的分解式中與     有共同質因數的分解式以     表示，與    不同質因數的分解式以     表示，                 。 

⇒                                 

模      ：                                ⇒                                              ⇒                                           ⇒ 
 

                                                 由 CRT 得                                        

性質 5 ：若對於所有同時是      和    的質因數   ，都有                                 ，則不存在            ，使得                                      。 

定理 5 ：首項質因數集合與公差質因數集合有相同質因數的等差數列，若對於所有同時是     和    的質因數   ，都有                           ， 

則存在一個最小的整數   ，滿足                                                  ，使得                                  ； 

若對於所有同時是     和    的質因數   ，都有                                ，則該數列為質項等差數列。  

引理 2 ：若         為合項，則在數列中任取    個元素相乘(可重複)皆為合項。 

引理 1 ：     為首項大於 1 的等差數列中元素，若存在            ，滿足                                            ，則      為合項。 

 性質 1 ：若                        ，則 

性質 2 ：若                 且                            ，則必存在一個   ，           ，使得                                                                       。 

性質 3 ：若    為使                                   的最小整數，則不存在                          使得                                  。  

定理 4 ：公差的質因數包含於首項的等差數列，若                              ，則最小合項                    ；                           ，則該數列為質項等差數列。   

證明： 

                           ，令                                             ，                                   ，                         ，代表           ，                           。 

依阿基米德公理必可找到最小的                   使得                                            ， 

取                               ， 保證             ，則                                                                                                                                                                                  



討    論 

二、梅森質數與等差數列的質項 

未  來  展  望 
       質項研究開啟了嶄新的視界，還有許多值得深入探討的問題：二次方程式的數列、各種不同形式的數列、質項在密碼學

的應用...等，希望大家與我們繼續發掘屬於這新視界的秘密。   

參  考  資  料 
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[2] Stein, S. K. (2008)。數學是啥玩意(葉偉文譯)。台北市：天下遠見出版股份有限公司。 

[3] 許介彥(2011)。數學悠哉遊。台北市：三民書局。 

一、仿照「埃氏篩法」找出等差數列的質項與合項。 

(一) 找出首項為 1，公差為 3 的等差數列 100 項以內的所有質項。 

1.                      1,4,7,10,13,16,19,…  

2.                        ，                               ，故不大於            的最大質項為               。 

(二) 將等差數列的合項檢核式，簡化為合項項次檢核式 

1.                             ，即                                  ，               ，                                              
  

 

 

2.  將 1 與含有質因項                      的合項項次著色，未著色的即為質項。  

圖 1 ：首項 1 公差 3，100 項內的質項 
  

(一) 已知最大梅森質數                           是首項          公差     的最大質項。 

1.  梅森數       是形如             的數，為避免梅森數中的    與等差數列中的項次    混淆，本作將梅森數記為          。  

2.  設                                                                                                                                  

     梅森數是首項            公差      的等差數列元素，即已知最大梅森數                          是該數列的最大質項。 

(二) 已知最大梅森質數                          是首項                      

        公差            等差數列的最大質項。    

1.  當梅森數      ，    是奇數時，我們記為                   。 

2.  當    為偶數時，                                                            ； 

3.  當    為奇數時，                                                        。 

     即                   型的梅森數是首項                    ，公差            的數列元素。 

三、等差數列的質項密度探討 

(一) 定義[質項計數函數]  

                為不大於    的質項個數，若   為質項則         等價於「   是第         個質項。」 

(二) 參考質項定理，我們可以猜測                                         

         將資料點                          佈於二維座標平面上，並嘗試利用迴歸直線找出  

                     與           之間的關係。(取第 50 至 5000 筆資料)  

 (三)                          ，          與                  的迴歸直線方程式       

         由相關係數                    可知其為高度正相關。 

 (四) 相關係數接近 1，故可用                            推估 

         質項密度。 

       

       

       

       

表 6 ：不同公差下的迴歸直線係數與相關係數列表  

結    論 

一、首項為 1 的等差數列，當                         且             時，                        ，     為合項。 

二、公差比首項多 1 的等差數列，當                                        時，                        ，     為合項。 

三、公差與首項互質的等差數列，     是滿足                                 的最小整數，則對於任意正整數   ，有 

                                                 ，即若                       ，     為合項。 

四、公差質因數集合包含於首項質因數集合的等差數列  

 若                         ，則最小合項           ；若                            則該數列為質項等差數列。  

五、首項與公差有共同質因數，也各擁有不同質因數的等差數列 

若對於所有同時是     和    的質因數   ，都有                            ，則存在一個最小的整數   ，滿足 

                                          +1 使得                                 ； 

        若對於所有同時是     和    的質因數   ，都有                            ，則該數列為質項等差數列。 

六、已知最大梅森質數                           是首項為             公差為      與首項為                     公差為           等差數列

的已知最大質項。 

七、等差數列質項密度倒數                                        (A , B 為常數) 。 

 

 

 

 

7 31 127 511 2047 8191 

3 1 1 1 1 1 1 

6 1 1 1 1 1 1 

12 7 7 7 7 7 7 

24 7 7 7 7 7 7 

48 7 31 31 31 31 31 

表 5 ：                                        的餘數 

圖 2 ：                           ，以 

             所繪製之散佈圖  

本作所有圖表皆由作者或指導老師

自行繪製，插圖皆獲個人授權於 

合理範圍內使用 
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