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得獎感言 
 

 
 

「第一名-080405！」一聽到司儀的宣布，想起經歷過的辛苦，我激動得差點哭

了出來!。一開始因為對六角星拼圖感到好奇，所以進行了這次的研究。研究過程並

非一帆風順，面對遭遇的種種瓶頸，在老師的引導，夥伴們的合作下，我們一一突

破，最終成功完成整個研究。然而，完成作品後，還要能夠將作品做最好的展現與

發表，這對於不擅長發表且遇到壓力又很容易緊張的我而言，實在是ㄧ大挑戰。最

終，我克服了難關，學會克服緊張的方法，而我也體會到參加比賽最重要的不是最

後的名次，而是過程中自己的學習和成長。(侑倫) 

在決定要參加科展的時候，我就知道接下來的日子不輕鬆了，但即便如此，我

仍然選擇「要參加!」，因為我有預感：參與科展將會有很多收穫。比賽前，淑芬老

師請了很多老師聽我們發表，訓練我們的發表與答詢，其中，榮山老師教我們把手

背後面克服緊張的方法，我覺得最實用!而淑芬老師常唸我們的「金句」—「把你想

的講出來，錯了也沒關係啊!」、「不說話是最不好的，有講總比沒講好!」也讓我

們膽子變大，面對評審的提問，我們都能對答如流。上國中後，我想繼續做科展，

也希望國中的我，能再次站上這榮耀的舞台。(嘉萱) 

想當初獲得老師青睞加入數學科展團隊，研究過程有甘有苦，雖然遭遇不少困

難，但是我和夥伴們一起解決了這些困難，且在高雄市科展比賽中得了第一名。一

知道要代表高雄市參加全國科展，即便老師告訴我們，這代表研究還要繼續，我們

仍雀躍不已。果然，精彩豐富的全國科展讓我們收穫滿滿!其中，解說作品是我印象

最深刻的。當民眾依照我們解說的步驟摺出正四面體羊的瞬間，超有成就感的!參加

科展，除了讓我學到一個研究從無到有需要有系統的思考架構外，還讓我知道如何

透過團隊合作完美呈現研究成果。這些寶貴的經驗將是我日後學習成長的養分，也

是我最美好的回憶。(明其) 

科展研究雖然很累、很燒腦，但我覺得相當值得。研究與參賽的過程，令我印
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象深刻的點相當的多，例如：畢業典禮預演時，老師在前台講話走流程，我們窩在

座位上努力衝刺完成最後的研究成果等。日後如果還有機會，我想繼續參與科展，

因為科展能學到新知識，更能精進自己。我學到：努力不一定會得到好的結果，但

肯定會有收穫；發現錯了可以改正，遇到困難就要面對且想辦法解決，不要因為一

個小小的挫折就輕易的放棄。如果遇到問題就灰心放棄，我們就享受不到獲獎這麼

甜美的果實了! (詠諒) 

  



iii  

 

思考、思考、再思考，我們就是這樣一步一步踏

上全國科展之路 

 

來自勝利，挑戰勝利!全國科展，我們來了! 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
感謝老師與家人們的支持與陪伴!贏得勝利，迎回勝利! 
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尋找迷失的立體羊–解構六角星拼圖之研究 

摘要 

    「六角星拼圖摺紙遊戲」是一個將平面的六角星拼圖摺成一個正四面體，且使其中的三

面連接起來是一隻完整羊的摺紙遊戲。本研究以能摺出正四面體的 23 個圖格組合模組為基

底，以展開圖作為平面圖形到立體形體的媒介，成功解構六角星拼圖圖格的選取與摺法。除

了得出解謎密技外，也證明了謎底圖格與摺法的唯一性。此外，應用解構六角星拼圖所得之

定理，將研究擴展至設計多隻羊拼圖以及摺出正八面體的多角星拼圖探討，並將之應用在創

意園遊會闖關活動上。 

（本作品之所有照片或圖片均由作者拍攝或繪製） 

壹、 前言 

一、 研究動機 

    數學遊戲時間，老師下了一個挑戰給我們：將六角星羊拼圖上的圖案摺成「一隻」羊。

聽起來很簡單，一拿到「六角星羊拼圖」，我們都傻眼了。六角星羊拼圖是由 12 個正三角形

的面所組成，其中 3 個面上有羊頭圖案、5 個面上有羊身體圖案、3 個面上有羊尾巴圖案，以

及 1 個空白面。我們得避開假圖的干擾，找到正確的三個部位圖案所在的面摺成羊。雖然拼

圖上有一道缺口，方便拼摺，但很難將羊的三個部位連接拼在一起。突然，有同學成功了！

原來，是要摺成正四面體，且使正四面體側面上的圖案連成一隻羊，如圖 1。 

圖 1 

六角星羊拼圖摺紙謎題 

 

 

     

六角星拼圖  俯視圖 羊頭接羊身體 羊身體接羊尾巴 

但接下來我們請同學重新再摺時，他卻怎麼摺都摺不出來。老師常說：解題要能掌握數學的

原型，知其所以然才能記得住、用得對。我們想知道有沒有什麼有系統的方法，只要掌握後，

不管重複幾次都能摺成功？也好奇：謎底的三個面是如何選擇的？其他的面也能摺出羊圖嗎？

摺法又是否唯一？還可以摺成其他的正多面體嗎？  

 

二、 研究目的 

研究目的一：探討將六角星拼圖摺成正四面體羊的摺法 

研究目的二：探討六角星羊拼圖謎底圖格與摺法的唯一性 

研究目的三：探討能摺出多隻正四面體羊的六角星拼圖設計 

研究目的四：探討能摺出正八面體的多角星拼圖設計 
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貳、研究設備及器材 

一、六角星拼圖、空白六角星拼圖、空白十二角星拼圖、剪刀、智慧片。 

二、協助計算程式：Excel。 

三、協助繪圖程式：Word、Powerpoint、draw.io。 

參、研究方法 

一、名詞解釋 

（1）六角星拼圖的每一個正三角形稱為格子。 

（2）有圖案的格子稱為圖格，空白的格子稱為空白格。 

（3）將六角星拼圖摺成正四面體的羊圖案，稱為正四面體羊。 

（4）缺口是指剪開處。研究討論與記錄時，我們擺放六角星拼圖，

都讓缺口朝上方。 

（5）單純摺：不透過缺口摺，僅以摺線為對稱軸，將格子摺到目標

位置的對摺方法。 

（6）缺口摺：透過缺口將格子摺到目標位置的對摺方法。 

 

二、研究架構 

 

 

三、文獻探討 

（一）六角星羊拼圖 

    六角星羊拼圖取材自 IQ 遊戲大百科一書第 1 冊（秋山仁，2013）一書。書上雖然有解答，

但僅指出將哪幾個三角形摺在一起以及摺紙步驟，並未敘明為何要這樣摺以及是否有其他的

摺法。如圖 3。 

 

缺口 

圖 2 

圖格 

空白格 
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圖 3  

IQ 遊戲大百科一書針對六角星拼圖之說明(作者翻攝) 

 

註：取自《IQ 遊戲大百科第一冊》（頁 55），秋山仁，2013。天下雜誌。 

 

（二）正多面體與其展開圖 

柏拉圖正多面體總共有 5 種：正四面體、正六面體、正八面體、正十二面體以及正二十

面體（高允坤，2009)。其中，每個面是正三角形的有正四面體、正八面體與正二十面體。六

角星拼圖是由 12 個正三角形組成的拼圖，我們如要探究可摺成的正多面體，可以正八面體與

正二十面體為目標。 

    中華民國第 46 屆中小學科學展覽會作品說明書「柏拉圖的天空－正多面體展開圖之研

究」（2006）中指出：正四面體展開圖有 2 種，正八面體展開圖有 11 種。文中利用作者找出

的基本拆解模式產生正六面體與正八面體的所有展開圖。雖然文中已經指出正四面體與正八

面體展開圖的所有類型，但為求能熟悉各類型展開圖的組成方式與差異，我們利用智慧片有

規律的排出所有的展開圖，並根據我們自己的排法進行編碼，見說明書第 4 頁圖 4 與第 21 頁

圖 26。 

（三）與將平面圖形摺成立體形體有關之科展研究 

    本研究探討的六角星羊拼圖是平面圖形，摺成的謎底正四面體是立體圖形，我們查找到

平面到立體以及與摺紙相關的研究，這些研究的摘要與對本研究的啟發整理如表 1。 

表 1  

文獻摘要及對研究的啟發 

文獻名稱 與本研究相關內容摘要 對本研究的啟發 

莫利之交－莫利定理

在平面與立體的延伸

探討（2013） 

正多邊形具有很強的「對稱性」

與「自我相似性」，正多面體則

有很強的「對稱性」與「對偶

性」。 

六角星拼圖與正多邊形類似，

也有很強的對稱性與自我相似

性，研究摺法與圖格組合時可

從此性質切入探索。 

從摺紙中談規律之美

（2005） 

將紙條的摺痕定義出「內」與

「外」之後，研究摺痕所形成數

列的規律性及紙條立起來後最後

所指的方向。 

對摺六角星中的三角形時內摺

或外摺對圖格造成的影響。 
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肆、研究過程與結果 

研究一：探討將六角星拼圖摺成正四面體羊的摺法 

    六角星拼圖是平面圖形，而正四面體是立體形體，我們想到五年級下學期立體形體單元

曾學過將立體圖形的展開圖做成立體圖形，便試著先將六角星拼圖摺成正四面體展開圖，再

摺成正四面體。正四面體展開圖有 2 種，如圖 4。 

圖 4 

2 種正四面體展開圖 

 
 

大三角形狀的展開圖 平行四邊形狀的展開圖 

我們發現，透過先將六角星羊拼圖謎底的三個圖格(見圖 5 中標記的紅色格子)摺成平行四邊

形狀的展開圖，便能將它摺成正四面體，如圖 5。 

圖 5 

將六角星拼圖摺成正四面體羊 

 

 

 

 

 

 

  

 六角星拼圖  對摺，使三個身體圖格朝上   

 

 

 

 

 

 

 

 

 頂端圖格向下摺  將左邊圖格向右摺， 

摺成平行四邊形狀的正四面體展開圖 

 摺成正四面體羊 

 

研究二：探討六角星羊拼圖謎底圖格與摺法的唯一性 

謎底圖格是否為唯一解？有沒有其他圖格也能摺成正四面體羊？我們先探討哪些圖格組

合能摺成正四面體；再探討如要摺成羊圖案，圖格上，羊頭、身體與羊尾巴擺放方向是否有

影響？接著探討原六角星羊拼圖謎底圖格是否唯一，最後再討論摺法是否也是唯一。 

研究二(一)：能摺成正四面體的圖格組合為何？ 

    正四面體雖然有 4 個面，但只有 3 個面有羊的圖案，第 4 個面可以是其他圖格或空白格，

也就是說我們只要探討 3 個圖格的組合方式即可。 

步驟 1：分類 

（1）將六角星分成外圈 6 格(粉紅色)和內圈 6 格(綠色)，如圖 6。依 3 個

圖格佔內圈與外圈的格子數量，可分成：3 圖格在外圈（簡稱 3 外）；2 圖

格在外圈，1 圖格在內圈（簡稱 2 外 1 內）；2 圖格在內圈，1 圖格在外圈

（簡稱 1 外 2 內）；3 圖格在內圈（簡稱 3 內）四大類。如下頁表 2。 

圖 6 
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表 2  

第一次分類各類型與外圈內圈圖格數 

第一次分類名稱 3 外 2 外 1 內 1 外 2 內 3 內 

外圈圖格數 3 2 1 0 

內圈圖格數 0 1 2 3 

（2）依照圖格間空白格數量進行二次分類。「3 外」及「3 內」又可分為「3 連」、「2 連 1 散」

與「3 散」。「3 連」是指 3 個圖格間沒有空白格；「2 連 1 散」指兩圖格相連，且與第 3 個圖格

間有空白格；「3 散」指圖格間均有空白格。「2 外 1 內」又可分成 2 外格之間空 0 格、空 1 格、

空 2 格；「1 外 2 內」又可分成 2 內格之間空 0 格、空 1 格、空 2 格。「外格」指外圈的格子，

「內格」指內圈的格子，如圖 7。 

圖 7  

六角星拼圖圖格分類 

 

步驟 2：刪除無法摺成正四面體的圖格組合。 

    將各圖格組合一一畫出，共有 24 種圖格組合，但三內的三散類別無法摺成正四面體，故

共得出 23 種可摺成正四面體的圖格組合，我們將這 23 種圖格組合稱為「模組」，並進行編

碼，如圖 7。 

發現：將模組旋轉或翻轉後，不一定都能摺成正四面體。 

    將六角星拼圖缺口位置固定不變，圖格經翻轉，或以六角星拼圖中心點為旋轉中心將模

組旋轉 60°、120°、180°、240°、300°，由於缺口與圖格相對位置改變了，所以圖格組合不一

定都能摺成正四面體，以 B2 模組為例，變形的模組中只有逆時針旋轉 60°與翻轉時才能摺成

正四面體，如下頁圖 8。 
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圖 8 

B2 模組各種變形 

B2 模組 各種變形 

       
 逆時針旋轉

60° 

逆時針旋轉
120° 

逆時針旋轉
180° 

逆時針旋轉
240° 

逆時針旋轉
300° 

翻轉後的模

組 

 可摺成正四

面體 

無法摺成正

四面體 

無法摺成正

四面體 

無法摺成正

四面體 

無法摺成正

四面體 

可摺成正四

面體 

 

為後續研究方便，我們將各模組圖格逆時針旋轉後仍可摺成正四面體的角度標註為 RX°，X=60、

120、180、240 或 300。另以 Ra 表示逆時針旋轉 60°、120°、180°、240°、300°後皆可摺成正

四面體、F 表示翻轉後亦可摺成正四面體。各模組、代碼與其變形方式整理如表 3。 

表 3  

可摺成正四面體的 23 個模組 

A 

（3

外） 

再分類 三連 二連一散 三散  

圖 

   

 

編碼 A1 A2 A3  

變形 Ra、F Ra、F Ra、F  

B 

（3

內） 

再分類 三連 二連一散 三散  

圖 

   

 

編碼 B1 B2  無法摺成正四面體  

變形 Ra、F R60°、F   

C 

（2

外 1

內） 

再分類 2 外格之間空 0 格  

圖 

   

 

編碼 C1（1） C1（2） C1（3）  

變形 Ra、F Ra、F F  

(續) 
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C 

（2

外 1

內） 

再分類 2 外格之間空 1 格 

圖 

    

編碼 C2（1） C2（2） C2（3） C2（4） 

變形 R60°、F Ra、F Ra、F Ra、F 

再分類 2 外格之間空 2 格   

圖 

  

  

編碼 C3（1） C3（2）   

變形 Ra、F Ra、F   

D 

（1

外 2

內） 

再分類 2 內格之間空 0 格  

圖 

   

 

編碼 D1（1） D1（2） D1（3）  

變形 Ra、F Ra、F Ra、F  

再分類 2 內格之間空 1 格 

圖 

    

編碼 D2（1） D2（2） D2（3） D2（4） 

變形 Ra、F Ra、F R60°、F Ra、F 

再分類 2 內格之間空 2 格   

圖 

  

  

編碼 D3（1） D3（2）   

變形 Ra、F Ra、F   

註：RX°表示逆時針旋轉後 X°可摺成正四面體；Ra 表示逆時針旋轉 60°、120°、180°、240°、300°後皆可

摺成正四面體；F 表示翻轉後可摺成正四面體 
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研究二(二)：能摺成羊圖案的圖格設計（羊頭、身體與羊尾巴的擺放方向）為何？ 

討論 1：羊頭、羊身體與羊尾巴圖案可否任意擺放在模組的圖格中？ 

    同一模組中，每一個圖格可以放羊頭（h）、羊身體（b）或羊尾巴（t）圖案，3×2×1=6，

所以會有 6 種圖案擺放方式。以 A1 模組為例，會延伸出 6 種擺放方式，如圖 9。我們稱「次

模組 A1-1」、「次模組 A1-2」「次模組 A1-3」，依此類推。 

圖 9  

A1 的次模組 

      

A1-1 A1-2 A1-3 A1-4 A1-5 A1-6 

    會不會有哪些次模組摺成正四面體的結果是羊頭接羊尾巴呢？摺成

正四面體後，因為圖格彼此都是相鄰的面，所以每一個次模組都可能摺成

正四面體羊，不會有羊頭接羊尾巴的情況。 

然而，由於羊頭、羊身體與羊尾巴位於三角圖格的一條邊上，如果連接方

向不對，是有可能羊頭接不到羊身體的，如圖 10。 

討論 2：影響羊頭、羊身體與羊尾巴圖案連接方向的因素？ 

發現 1：每一種次模組都只有一種連接方向能摺成羊圖 

    考量羊頭、身體與尾巴所在的圖格位置以及連接方向，一個圖格有 3 種連接方向，一共

有 3 個圖格，所以每一種次模組會有 3×3×3=27 種不同方向的組合，但只有一種能摺成正四

面體羊，說明如下。 

說明： 

因身體要能連接頭和尾巴，所以頭、尾巴的方向要配合身體的方向。 

  身體有 a、b、c，3 種方向選擇，如圖 11，但要能接到頭，同時也要能

接到尾，所以只剩下 1 種方向。只有方向 a能接到頭，同時也能接到尾巴。   

 

發現 2：同一個模組，不同的摺法會產生相同或不同的方向組合。 

    正四面體展開圖有 2 種，將六角星拼圖摺成不同的正四面體展開圖，再摺成正四面體時，

羊頭、羊身體與羊尾巴的連接是否也需要不同的方向呢？從正四面體展開圖切入思考，正四

面體展開圖有 2 種，填入 3 個圖格和 1 個空白格後，會有 4 種組合，分別命名為 P1、P2、T1

和 T2，如圖 12。 

圖 12  

正四面體展開圖的 4 種組合 

展開圖 

圖格組合   
  

代碼 P1 P2 T1 T2 

為便於溝通，我們以 Xd（Y）表示 X 模組摺成 Y 類展開圖後各圖格圖案的方向，例如 A1d

（T1）表示 A1 模組摺成 T1 類展開圖後各圖格圖案的方向組合。 

圖 11 

a 

b c 

圖 10 
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說明： 

（一）不同摺法，連接方向相同 

以 A1 模組為例，用 P1、T1 摺法所得到的方向是相同的，說明如圖 13。 

圖 13   

A1 模組內使用 P1、T1 摺法 

 

 
 

 

 

A1  A1（P1）  A1（P1）方向 
     

 

 

 

 

 
A1  A1（T1）  A1（T1）方向 

（二）不同摺法，連接方向不同 

以 A2 模組為例，A2 可以摺成 P1、P2、T1 三種展開圖，而 P1、P2、T1 摺法所得到的方向

均不相同的，如圖 14。 

圖 14   

A2 模組摺成 P1、P2、T1 三種展開圖 

 

 
 

 

 
A2  A2（P1）  A2（P1）方向 

 

 
 

 

 
A2  A2（P2）  A2（P2）方向 

 

 

 

 

 
A2  A2（T1）  A2（T1）方向 

以 Nd（X）表示 X 模組會有幾種方向組合，並將之定義為 X 模組的方向數。各模組摺法與

方向數整理如表 4。 

 

 



10 

表 4 

各模組摺法與方向數 

模組 摺法 方向 方向數 Nd（X-n） 設計圖數=Nd（X-n）×6  

A1 P1，T1 d（P1）=d（T1） 1  6 

A2 P1，

P2，T1 

d（P1） 

d（P2）  

d（T1） 

3  18 

A3 T2 d（T2） 1  6 

B1 P1，T1 d（P1）=d（T1） 1  6 

B2 P1， T1 d（P1）=d（T1） 1  6 

C1（1） P1，P2 d（P1） 

d（P2） 

2  12 

C1（2） P1， T1 d（P1）=d（T1） 1  6 

C1（3） P2 d（P2） 1  6 

C2（1） T2 d（T2） 1  6 

C2（2） P1， T1 d（P1）=d（T1） 1  6 

C2（3） T2 d（T2） 1  6 

C2（4） P1，T1 d（P1）=d（T1） 1  6 

C3（1） P1 d（P1） 1  6 

C3（2） P2 d（P2） 1  6 

D1（1） P1，T1 d（P1）=d（T1） 1  6 

D1（2） P2 d（P2） 1  6 

D1（3） P1，T1 d（P1）=d（T1） 1  6 

D2（1） T2 d（T2） 1  6 

D2（2） P2 d（P1） 1  6 

D2（3） T2 d（T2） 1  6 

D2（4） P1，

P2，T1 

d（P1）  

d（P2）  

d（T1） 

3  18 

D3（1） P1，T1 d（P1）=d（T1） 1  6 

D3（2） P1 d（P1） 1  6 

    合計 168 

 

發現 3：方向數×6＝模組設計圖數，進而可算出所有六角星拼圖可摺成正四面體羊的設計組

合總共有 168 種。 

找出各模組的方向數後，因各個模組會有 6 種次模組，模組設計圖數＝方向數×6。23 個

模組的方向數，以及設計圖數整理如表 4。加總 23 個模組的設計圖數，可求得六角星拼圖圖

格設計會有 168 種。 
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討論 3：如何判斷指定圖格能否摺至目標位置？ 

定理一：選定拼圖上任意一個格子作為目標位置，均存在 5 個相異的格子，可透過單純摺或

缺口摺的方式將這些格子摺至目標位置上。 

證明： 

(1)六角星拼圖為對稱圖形，只要考慮對稱軸一側的 6 個格子就可以了，如圖 15，以 L1為對

稱軸，考慮 L1左側的 6 個塗色格子。 

        
每一個目標位置都有 4 個以摺線為對稱軸的對稱面，如圖 16 的橘色格子。只要將格子摺

到這些面的背面，就可以對摺回目標位置上。 

可摺至橘色格子背面的格子必是橘色格子的對稱面。 

4 個橘色格子，每一個橘色格子會有 3 個對稱面，對稱面會重複，除以 2 後，扣除目標格

子： 

4 × 3

2
− 1 = 6 − 1 = 5 

故總共會有 5 個對稱面，如圖 16 的綠色格子，這些格子必可透過對摺的方式摺至目標位

置上。 

(2)使用缺口摺也是沿著摺線對摺，所以結果會與單純摺相同。 

 

應用：利用定理一，可整理出摺至拼圖任意位置的所有格子圖，如圖 17。利用圖 17 可以幫

助我們快速掌握可摺至某目標位置的所有格子。 

圖 17 

以不同格子為目標位置，可摺至該目標位置的所有格子圖 

註：橘色格子和白色格子為不可摺至目標位置的格子 

    綠色格子為可摺至目標位置的格子 

討論 4：單純摺與缺口摺的差異為何？ 

    單純摺較缺口摺容易操作，且使用缺口摺與單純摺，都可摺至目標位置的結果一樣，既

然如此，六角星拼圖中缺口的作用為何？ 

發現 4：採單純摺較缺口摺會蓋住較多的格子，透過缺口摺可避免蓋住其他完成正四面體展

開圖所需的格子。但如沒有避免圖格被蓋住的需求，以單純摺來操作較為容易。 

    以模組 C2（1）為例，如圖 18，單純摺雖可以將指定格子（圈選處）移到目標位置（打

）上，但會蓋住其他圖格。缺口摺也可將指定格子移到目標位置，但不會蓋住其他圖格。 

圖 15 圖 16 
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圖 18  

單純摺及缺口摺 

單純摺 

 

 

 

 

 

 

缺口摺 

 

 

 

 

 

我們將各模組摺成正四面體展開圖時使用的對摺方式與對摺次數整理如表 5。表中，我

們將對摺的操作以（x，y，z）記錄，記錄方式說明如下： 

將三個格子由左到右，由上到下排序，分別以 x、y、z表示將第 1 格、第 2 格、第 3 格移

動到展開圖目標位置的對摺方式。 

對摺方式代碼：H 表示單純摺，即不透過缺口摺，僅以摺線為對稱軸，將格子摺到目標為

置；G 表示缺口摺，即透過缺口將格子摺到目標位置；S 表示不動。如果該格子透過多次對

摺才摺至目標位置，則以箭頭呈現對摺順序。 

表 5  

各模組摺成正四面體展開圖時的對摺方式與對摺次數 

 A1 A2 A3 B1 B2  

操作 （H，H，H） （H，H，H） （H→H，S，H→H） （S，S，S） （H→G，S，S） 

對摺

次數 
3 3 4 0 2 

 C1（1） C1（2） C1（3） C2（1） C2（2） 

操作 
（H→H，S，

H） 

（H→H，S，

S） 

（G→H，S，

S） 

（G→H，S，

S） 

（G→H，S，

S） 

對摺

次數 
3 2 2 2 2 

 C2（3） C2（4） C3（1） C3（2） D1（1） 

操作 （H→H，S，S） （S，S，H→H） （H→H，S，S） （H→H，S，S） （H→H，S，S） 

對摺

次數 
2 2 2 2 2 

 D1（2） D1（3） D2（1） D2（2） D2（3） 

操作 （S，S，S） （S，S，S） （S，S，S） （S，S，S） （G→H，S，S） 

對摺

次數 
0 0 0 0 2 

 D2（4） D3（1） D3（2）   

操作 （S，H→H，S） （H→H，S，H→H） （S，S，H→H）   

對摺

次數 
2 4 2   
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研究二(三)：六角星羊拼圖的謎底圖格是否為唯一解？ 

討論 1：六角星羊拼圖是否存在多組能摺成正四面體的圖格組合？ 

    原六角星羊拼圖上有 3 個

羊頭，5 個羊身體，3 個羊尾巴，

除了已知的謎底圖格外，是否

存在其他能摺成正四面體羊的

圖格組合？利用研究結果二得

出的 23 個模組能解決這個問

題。 

    為便於研究討論，我們將

六角星羊拼圖依內圈外圈依序編碼，如圖 19。接著，以三個羊頭圖格來思考它們和其他的身

體和尾巴圖格是否能摺成正四面體羊。三個羊頭圖格位置分別為內、外 5、外 3 表示。結果

整理如表 6： 

表 6  

含有羊頭圖格位置的模組能否摺成正四面體羊 

羊頭圖

格位置 
含有羊頭圖格位置的模組 

能否摺成 

正四面體羊 
原因 

內 C1（3）、C3（1）、D2（1）、D3（1） 否 三格中有空格，圖案沒有重複 

C2（1） 否 三格中有空格，且圖案重複 

B1、C1（1）、C1（2）、C2（3）、 

C2（4）、C3（2）、D1（1）、D1（3）、

D2（3）、D3（2） 

否 三格有圖案，但圖案重複 

B2、C2（2）、D1（2）、D2（2）、 

D2（4） 

否 三格有圖案，圖案沒有重複，但

方向錯誤 

外 5 A1、A2、A3、C2（1）、C2（2）、 

C2（3）、C2（4） 

否 三格中有空格，缺身體或尾巴 

C1（2）、C1（3）、C3（1）、D1（1）、

D1（2）、D2（1）、D2（3）、D2（4）、

D3（1） 

否 三格中有圖案，但圖案重複 

D1（3）、D2（2）、D3（2） 否 三格有圖案，圖案沒有重複，但

方向錯誤 

C1（1） 是 三格有圖案，圖案沒有重複，且

方向正確 

外 3 A3 否 三格中有空格，且圖案重複 

C1（3） 否 三格有空格，圖案沒有重複 

A1、A2、A3、C1（1）、C1（2）、 

C2（1）、C2（2）、C2（3）、C2（4）、

C3（1）、C3（2）、D1（1）、D1（3）、

D2（1）、D2（2）、D2（3）、D3（1）、

D3（2） 

否 三格有圖案，但圖案重複 

D1（2）、D2（4） 否 三格有圖案，圖案沒有重複，但

方向錯誤 

    從表 6 可得知，原六角星羊拼圖只能使用 C1（1）模組拼成正四面體羊，也就是它的解

是唯一的解。 

 

圖 19 

謎底圖格與圖格編號 
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研究二(四)：摺法是否唯一？ 

討論：六角星羊拼圖的三個謎底圖格只可摺成展開圖 P1、P2，不能摺成 T1、T2 

    應用定理一所得結果，見圖 17，可以說明謎底圖格能摺成哪些展開圖。 

說明： 

1. 圖 20 為將三個謎底圖格摺成展開圖 P1、P2 的方法。 

圖 20  

六角星羊拼圖的三個謎底圖格可摺成展開圖 P1、P2。 

P1 

 

【說明】： 

∵外格 4 能摺到內

格、外格 5 能摺

到內格 

∴可將三個解圖格

摺成平行四邊形狀

展開圖。 

P2 

 

【說明】： 

∵外格 4 能摺到內格，並將內格

先摺到內格的背面，再摺回內格

的正面，以免外格 4 摺到內格時覆

蓋住內格。 

∴可將三個解圖格摺成平行四邊形狀

展開圖。 

2. 圖 21 為包含三圖格某一格的所有可能大三角形展開圖位置，共有五類。各類依據展開圖

T1 或 T2 會有不同的目標位置(粉紅色格子)，總共會有 12 種情形。根據定理一所得結果，可

以判斷能否將大三角外的另外兩個解圖格摺到粉紅色目標位置，結果如圖 21。 

圖 21 

六角星羊拼圖的三個謎底圖格不可摺成展開圖 T1、T2。 

     

     

T1

 

【說明】： 

外格 4 只能摺到內

格、外格 5 只能

摺到內格，但此

時外格 2 會摺進拼

圖內面，最後形成

的展開圖為 P1，不

是 T1。 

 

 

 

T1

 

【說明】： 

外格 4 只能摺到內

格、外格 5 只能

摺到內格，但此

時外格 6 會摺進拼

圖內面，最後形成

的展開圖為 P1，不

是 T1。 

 

 

 

T1

 

【說明】： 

外格 4 不能摺到外

格 1 和內格。 

 

 

 

T1

 

【說明】： 

外格 4 只能摺到內

格；內格只能

摺到內格。但將

外格 4 摺到內格

時，內格將被摺

進拼圖內面，內格

無法摺到內格

的位置。 

 

T1

 

【說明】： 

內格只能摺到內

格，外格 5 只能

摺到內格。但將

內格摺到內格

時，內格將被摺

進拼圖內面，外格

5 無法摺到內格

的位置。 
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【說明】： 

外格 5 只能摺到內

格，但此時外格

2 會被摺進拼圖內

面，外格 4 將無法

摺到外格 2 的位

置。 

 

T2 

 

【說明】： 

外格 5 不能摺到內

格和外格 2。 

 

 
【說明】： 

外格 5 只能摺到內

格，但此時外格

6 會被摺進拼圖內

面，外格 4 無法摺

到外格 6 的位置。 

 

T2 

 

【說明】： 

外格 5 不能摺到內

格和外格 6。 

 

 

【說明】： 

外格 4 不能摺到外

格 1 和內格。 

 

 

【說明】： 

外格 4 不能摺到內

格和內格  

 

【說明】： 

外格 4 只能摺到內

格，外格 5 只能

摺到內格；但將

外格 4 摺到內格

時，外格 5 會被摺

進拼圖內面。 

 

T2 

 

【說明】： 

外格 4 不能摺到內

格和內格 

 

 
【說明】： 

內格只能摺到內

格，外格 5 只能

摺到內格。但此

時內格會摺進拼

圖內面，最後形成

的展開圖為 P1，不

是 T1。 

 

T2 

 

【說明】： 

外格 5 不能摺到內

格和內格。 

3. 六角星羊拼圖為 C1(1)模組，且 C1(1)模組由 P1 和 P2 得出的方向是不相同的，由圖 22 可

得知，六角星羊拼圖的三個謎底圖格只有摺成展開圖 P1 時，羊頭、羊身體、羊尾巴才能連接

正確。 

圖 22 

拼圖分別以 P1 和 P2 摺法所得的方向以及與六角星羊拼圖之對照 

   

C1(1)(P1)摺法得到的方向 C1(1)(P2)摺法得到的方向 六角星羊拼圖 

結果： 

    以先摺成展開圖再摺成正四面體的摺法來看，六角星羊拼圖的三個謎底圖格只能摺成展

開圖 P1 和 P2 然而，根據根據研究發現，不同的摺法得到的方向可能不同。六角星羊拼圖為

C1(1)模組，且 C1(1)模組由 P1 和 P2 得出的方向是不相同的，因此可以證明摺法是唯一。 

 

研究三：探討能摺出多隻正四面體羊的六角星拼圖設計 

    原六角星拼圖難解之處在於一旦選擇錯誤的羊部件，就怎麼試都無法成功。如果拼圖上

的 3 個羊頭，每一個羊頭都能配對羊身體與尾巴圖格，成功摺出正四面體，這對於我們藉由
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這個遊戲來進行數學幾何空間操作的學習而言，會有正向的鼓勵與幫助。因此我們試著探討

能摺出多隻羊的六角形拚圖設計。 

一隻羊需要 3 圖格，六角星拼圖有 12 個格子，最多可放入 4 隻羊。一隻羊等同於一個模

組，利用我們在研究結果二所得的 23 個模組，找出可配對的模組，便可設計出 2 隻羊、3 隻

羊和 4 隻羊的六角形拼圖。 
 

研究三(一)：如何找出可配對的 2 個模組組合？ 

步驟 1：找出可配對的模組 

定理二： 

設兩模組為 M1 和 M2，Z 外為外圈占用格子數，Z 內為內圈占用格子數， 

Z 外=外圈圖格數+兩圖格間的空格數，Z 內=內圈圖格數+兩圖格間的空格數。 

(1) 當 M1 的外圈空格數=0 時，若 M2 的外圈剩餘格子數≧3，則 M1 和 M2 可配對。 

當 M1 的內圈空格數=0 時，若 M2 的內圈剩餘格子數≧3，則 M1 和 M2 可配對。 

(2) 當 M1 外圈的空格數＞0 時，若 M2 外圈剩餘格子數或空格數＞0，且 M1 Z 外+M2 Z 外≦

8，則 M1 和 M2 可配對。 

當 M1 內圈的空格數＞0 時，若 M2 內圈剩餘格子數或空格數＞0，且 M1 Z 內+M2 Z 內≦

8，則 M1 和 M2 可配對。 

說明： 

(1)以外圈來看，當 M1 外圈的空格數=0，表示剩餘格子數最少有 3 格，此時，M2 占用的格

子數要少於 3 格，也就是剩餘格子數要大於等於 3，才可搭配。內圈也是如此。 

(2) 以外圈來看，當 M1 外圈空格數＞0，M2 外圈剩餘格子數或空格數＞0，表示 M1 和 M2

至少有 1 格是分散的，因此， 

（M1 外圈占用格子數－1）＋（M2 外圈占用格子數－1）≦6，M1 和 M2 才能配對。 

也就是 M1 外圈占用格子數＋M2 外圈占用格子數≦8。內圈也是如此。 

以 A2－C3 為例，A2 外圈空格數=1＞0，C3 外圈空格數=2＞0 

   ∵A2Z 外=4，C3Z 外=4，A2Z 外+ C3Z 外=8，∴A2－C3 可搭配。 

以 D2－D3 為例，D2 內圈空格數=1>0，D3 內圈剩餘格子數=2>0，  

∵D2Z 內=3，D3Z 內=4，D2Z 內+ D3Z 內=7≦8，∴D2－D3 可搭配。 

各模組內外圈圖格數、兩圖格間的空格數以及 Z 外、Z 內值如表 7，兩模組 Z 外和與 Z 內和

如表 8。 

表 7  

各模組內外圈圖格數、兩圖格間的空格數以及 Z 外、Z 內值 

 外圈 內圈 

模組 
圖格數 

x 

兩圖格

間的空

格數 y 

占用格

子數 

Z 外=x+y 

剩餘格

子數 

6－Z 外 

圖格數 

x 

兩圖格

間的空

格數 y 

占用格

子數 

Z 內=x+y 

剩餘格

子數 

6－Z 內 

A1 3 0 3 3 0 0 0 6 

A2 3 1 4 2 0 0 0 6 

A3 3 3 6 0 0 0 0 6 

B1 0 0 0 6 3 0 3 3 

B2 0 0 0 6 3 1 4 2 

C1 2 0 2 4 1 0 1 5 
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C2 2 1 3 3 1 0 1 5 

C3 2 2 4 2 1 0 1 5 

D1 1 0 1 5 2 0 2 4 

D2 1 0 1 5 2 1 3 3 

D3 1 0 1 5 2 2 4 2 

表 8  

兩模組 Z 外和與 Z 內和一覽表 

模組 
A1 A2 A3 B1 B2 C1 C2 C3 D1 D2 D3 

Z 外 Z 內 Z 外 Z 內 Z 外 Z 內 Z 外 Z 內 Z 外 Z 內 Z 外 Z 內 Z 外 Z 內 Z 外 Z 內 Z 外 Z 內 Z 外 Z 內 Z 外 Z 內 

A1                       

A2 7 0                     

A3 9 0 10 0                   

B1 3 3 4 3 6 3                 

B2 3 4 4 4 6 4 0 7               

C1 5 1 6 1 8 1 2 4 2 5             

C2 6 1 7 1 9 1 3 4 3 5 5 2           

C3 7 1 8 1 10 1 4 4 4 5 6 2 7 2         

D1 4 2 5 2 7 2 1 5 1 6 3 3 4 3 5 3       

D2 4 3 5 3 7 3 1 6 1 7 3 4 4 4 5 4 2 5     

D3 4 4 5 4 7 4 1 7 1 8 3 3 4 3 5 3 2 4 2 7   

依據定理二，從表 7、表 8 中篩選出不可配對的模組，如表 9。此外，由於 C1(3)模組只

能夠透過翻轉變形，圖格位置受限，故而無法與 C2(1)配對。 

表 9  

各模組不可配對的模組 

模組 不可配對的模組  模組 不可配對的模組  模組 
不可配對的

模組 

A1 A2、A3、C3(1)、C3(2)  C2(1) 無  D1(1) 無 

A2 A3  C2(2) 無  D1(2) 無 

A3 
C1(1)、C1(2)、C1(3)、

C3(1)、C3(2) 
 C2(3) 無  D1(3) 無 

B1 B2、D3(1)、D3(2)  C2(4) 無  D2(1) 無 

B2 無  C3(1) 無  D2(2) 無 

C1(1) 無  C3(2) 無  D2(3) 無 

C1(2) 無     D2(4) 無 

C1(3) C2(1)     D3(1) 無 

      D3(2) 無 
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步驟 2：畫樹狀圖整理配對組合 

   我們以樹狀圖整理配對的模組組合與計算

組合數，為了記錄方便，如果同一系列的模組

都可以配對，我們就只記系列的代號，並以圈

圈數字代表模組數量。例如 A1 可以跟 C1

（1）、C1（2）、C1（3）配，我們就直接記成

C1，以 A1、A2、A3 為例，樹狀圖如圖

23。因篇幅有限，所有兩模組配對樹狀圖見研究日誌，將配法數相加後可得組合方式共有

239 種。 

研究三(二)：如何找出可配對的 3 個模組組合？ 

步驟 1：找出可能可搭配的第三個模組 

    先算出 2 組圖案已使用的內圈與外圈格子數，再求出內圈與外圈剩餘的格子數，就可以

知道可能可搭配的第三個模組，如表 10。 

表 10 第三個圖案可能可搭配的模組 

二個圖案 外 內  二個圖案 外 內  二個圖案 外 內 

A 3 0  A 3 0  A 3 0 

B 0 3  C 2 1  D 1 2 

剩餘格子數 3 3  剩餘格子數 1 5  剩餘格子數 2 4 

可搭配模組 C、D  可搭配模組 D  可搭配模組 D 

 

步驟 2:畫樹狀圖整理配對組合 

    我們從兩個圖案延伸，先把兩個圖案

配法分別和 A1、A2、A3 配，刪除不能和

A1、A2 或 A3 配的模組，就可以得到三

個圖案配法。以 A1、B1 和其他模組組成

的三個圖案為例，先將 B1 和其他模組組

成的兩個圖案和 A1 配，原本有 16 種，但

因為 A1 不能跟 C3（1）和 C3（2）配，

所以刪除後剩下 14 種，如圖 24。因篇幅有限，所有 3 組模組配對樹狀圖見研究日誌，而將配

法數相加後可以得知組合方式共有 351 種。 

 

研究三(三)：如何找出可配對的 4 個模組組合？ 

步驟 1：找出可能可搭配的第四個模組 

   我們先算出三個圖案配法的外圈和內圈已使用的格子數量，用 6 扣除後，根據剩下的外

圈和內圈格子數來判斷第四個圖案可能可搭配的模組，如表 11。 

 

 

 

圖 24 

 

∵C、D 共 18 種，但 C3

與 A1 有重疊的圖格，

D3 與 B1 有重疊的圖

格，不能配 

∴18－(2+2)=14(14 種) 

 

圖 23 

 

 

∵B、C、D 共 20

種，但不能配 C3 

∴20－2=18 (18

種)  
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表 11  

第四個圖案可能可搭配的模組 

三個圖案 外 內  三個圖案 外 內 

A 3 0  A 3 0 

B 0 3  B 0 3 

C 2 1  D 1 2 

剩餘格子數 1 2  剩餘格子數 2 1 

可搭配模組 D 
 

可搭配模組 
C，但圖案不重複，

所以不可接 C 

 

三個圖案 外 內  三個圖案 外 內 

A 3 0  A 3 0 

C 2 1  D 1 2 

D 1 2  D 1 2 

剩餘格子數 0 3  剩餘格子數 1 2 

可搭配模組 
B，但圖案不重

複，所以不可接 B 
 可搭配模組 D 

從上表可以得知四個圖案的模組只可以是：A-B-C-D 和 A-D-D-D。 

 

步驟 2:畫樹狀圖整理配對組合 

    將可能的組合畫成樹狀圖後，刪除會重疊的模組，就可得知四個模組的組合方式，因篇

幅有限，所有 4 組模組配對樹狀圖見研究日誌。將配法數相加可以得知四個模組的組合方式

共有 536 種。 

結果： 

    找出可配對的模組組合後，就可分別設計出 239 種(2 模組組合)、351 種(3 模組組合)、

536 種(4 模組組合)的六角星拼圖。種類繁多，我們如何從中選取難度高些的模組來進行設計？ 

 

研究三(四)：如何設計較難的多隻羊六角星拼圖？ 

討論 1 如何將模組難度數值化？ 

    六角星拼圖模組有 23 種，考量羊頭、羊身體與羊尾巴在圖格的位置與方向，圖案設計會

有 168 種，其中有難有易，例如 B1 模組相當容易，因為它本身就是正四面體展開圖，不需要

移動圖格位置就可以完成正四面體羊。我們思考：能否制定一個合理的公式來計算模組的難

度呢？綜合我們的研究結果，影響模組難度的因素有三個，說明如下： 

影響模組難度的三因素 

因素 1—對摺次數：摺成展開圖的對摺次數。對摺次數越多，難度越高 

因素 2—對摺種類數：摺成展開圖的對摺方式種類個數。使用單純摺和缺口摺，會比僅使用

單純摺的難度高。 

因素 3—展開圖數：可摺成的展開圖種類個數。可摺成的展開圖越多種，難度越低。 

定義難度值時，數值越高，表示難度越高的因素有對摺次數與對摺種類數，我們將它相乘以
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突顯其與難度值成正比的想法；數值越高，表示難度越低的因素有展開圖數，我們將它以倒

數呈現，與其他兩因素相乘，突顯其與難度值成反比的想法。 

由此，我們針對模組難度做以下的定義： 

模組難度指數 DIF 值 = 對摺次數 × 對摺種類數 × （
𝟏

展開圖數
） 

各模組求得的 DIF 值整理如表 12。 

表 12  

各模組 DIF 值 

模組 
對摺 

次數 

對摺 

種類數 

展開圖 

數 
DIF 值  模組 

對摺 

次數 

對摺 

種類數 

展開圖 

數 
DIF 值 

A1 3 1 2 1.5  C3（1） 2 1 1 2 

A2 3 1 3 1  C3（2） 2 1 1 2 

A3 4 1 1 4  D1（1） 2 1 2 1 

B1 0 0 2 0  D1（2） 0 0 1 0 

B2 2 2 2 2  D1（3） 0 0 2 0 

C1（1） 3 1 2 1.5  D2（1） 0 0 1 0 

C1（2） 2 1 2 1  D2（2） 0 0 1 0 

C1（3） 2 2 1 4  D2（3） 2 2 1 4 

C2（1） 2 2 1 4  D2（4） 2 1 3 0.67 

C2（2） 2 2 2 2  D3（1） 4 1 2 2 

C2（3） 2 1 1 2  D3（2） 2 1 1 2 

C2（4） 2 1 2 1       

結果： 

1. DIF 值最高是 4 分，有模組 A3、C1（3）、C2（1）和 D2（3），這些模組會是比較難摺

出正四面體羊的。 

2. DIF 值 0 分的有 5 個模組，都是不需要對摺就可以摺成正四面體展開圖。 

3. 最多模組的 DIF 值是 2 分。 

4. 原六角星羊拼圖的設計是模組 C1（1），DIF 值只有 1.5 分，難度不算高，但因為有其他

假圖的干擾，加深了完成正四面體羊的困難度，換句話說一旦知道要拼哪三個圖格，便可

以輕鬆完成正四面體羊。 

討論 2：計算多隻羊六角星拼圖的難度值 

我們利用 Excel 試算表，見附錄 1，計算出兩組、三組、四組圖案各種設計的難度值，

表 13 列出最高的 DIF 值以及搭配的模組。 

表 13  

多隻羊六角星拼圖 DIF 值最大值與配對模組 

模組組數 Max（DIF） 模組 

2 8 A3-D2(3)、C1(3)-D2(3)、A3-C2(1)、C2(1)-D2(3)  

3 10 
A3-B2-C2(1)、A3-B2-D2(3)、A3-C2(1)-D3(1)、A3-C2(2)-D2(3)、

A3-C2(3)-D2(3)、A3-D2(3)-D3(1)、A3-D2(3)-D3(2) 

4 11.5 A1-B2-C1(3)-D2(3)、A1-B2-C2(1)-D2(3) 
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我們將這些模組實際繪製在六角星拼圖上，2 隻羊與 3 隻羊拼圖因還有空白格，因此設計時

亦可加入假圖，如圖 25： 

圖 25  

多隻羊拼圖設計 

 
DIF 值較高的 2 模組

組合設計 

 

  
可以摺出兩隻羊的拼圖設計 

(未加假圖) 

可以摺出兩隻羊的拼圖設計 

(加假圖) 

 

 
DIF 值較高的 3 模組

組合設計 

 
 

  
可以摺出 3 隻羊的拼圖設計 

(未加假圖) 

可以摺出 3 隻羊的拼圖設計 

(加假圖) 
 

 
DIF 值較高的 4 模組

組合設計 

 
 

 

 

可以摺出 4 隻羊的拼圖設計 

 
 

 

 

研究四：探討能摺出正八面體的多角星拼圖設計 

    正八面體每個面也都是正三角形，能否在六角星拼圖選定圖格摺出正八面體呢？ 

研究四(一)：六角星拼圖可摺成正八面體嗎？ 

討論 1：在六角星拼圖上可置入正八面體展開圖嗎？ 

只要能在六角星拼圖上置入正八面體展開圖，便可摺成正八面體。我們利用智慧片排出 11

種正八面體展開圖，並進行編碼，如圖 26。 

圖 26  

11 種正八面體展開圖 

    

（1，6，1）a （1，6，1）b （1，6，1）c （1，6，1）d 
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（1，6，1）e （1，6，1）f （1，5，2）a （1，5，2）b 

   

 

（1，5，2）c （1，4，3） （2，4，2）  

結果：11 種展開圖，只有（1，5，2）b 可以置入六角星拼圖中，如圖 27。 

圖 27 

正八面體展開圖置入六角星拼圖中 

 

 

 

將展開圖（1，5，2）b 置入六角星拼圖中  摺成正八面體 

 

討論 2：如何移動圖格，將展開圖變形？ 

    可以利用定理一可將圖格移到其他格子，將

展開圖圖格打散，使操作者不易直接看出摺法。

將置入六角星拼圖的正八面體展開圖旋轉、翻轉

後，考量缺口與圖格相對位置，扣除重複與對稱

的圖形後，可分成 3 類，如圖 28。 

接著，利用定理一可將展開圖圖格移到空白格。以 A 類為例，如果以外 5 作

為目標位置，依定理一，外 1、外 3、內、內都可以摺至外 5，如圖 29 綠

色格子。但是外 1、內、內圖格摺到外 5 時，即便使用缺口摺仍會蓋掉其

他圖格，只有外 3 不會，所以只可將外 3 圖格移到外 5，如圖 30。各類型可

移動圖格位置整理如下頁表 14。其中，A

類與 B 類只能移動一個圖格做變化，而

C 類則能同時移動 2 個圖格。因為 C 類

空白的 4 格剛好位於缺口兩旁，因而可以

透過缺口摺將內移到外 1，內移到外

6，且摺時不會蓋掉其他格子，如圖 31。 

 

 

A 類 B 類 C 類 

圖 28 

圖 29 

圖 30 

 

圖 31 
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表 14  

各類型圖格變化 

類型 圖格變化 

A 外 6外 4、內內、外 3外 5、內內、 

B 外 4外 6、內內 

C 內外 1、內外 6 

 

研究四(二)：如何設計能摺成正八面體的多角星拼圖？ 

   在六角星拼圖上置入正八面體展開圖，因為只有 12 格，只能置入一種展開圖，且空白只

有 4 格，最多也只能將 2 個圖格同時移到其他位置，所以變化有限。如果能將六角星拼圖擴

充成有更多個格子的拼圖，應就能有更多變化的正八面體展開圖圖格設計。 

討論 1：下一個多角星拼圖是幾角星？格子數為何？ 

   在六上數學規律問題單元中，我們學會怎麼有規律地找下一個圖形並列式。我們先將六

角星補成正六邊形，再於各邊上畫上角，就可擴充成多角星拼圖，如圖 32。 

圖 32  

從六角星拼圖擴充成多角星拼圖 

圖 

 

 六角星 補成正六邊

形 

每條邊畫上 2

個三角形 

十二角星 

補成正六邊形 每條邊畫上 3 個三角

形 

十八角星 

角

數 

6  6×2＝12  6×3＝18 

格

子

數 

6×2＝12 6×2＋6×2 6×2＋6×2＋6×2 

=6×6 

=36 

 6×2＋6×2＋6×2 

＋6×1＋6×2 

=6×9 

=54 

  6×2＋6×2＋6×2 

＋6×1＋6×2＋6×3 

=6×12 

=72 

六角星拼圖可以擴充成 36 格的十二角星拼圖、72 格的十八角星拼圖，由圖 32 所得規律，可

推論再下一個是 24 角星拼圖，格子數為 120 個，算式如下： 

 

6×2＋6×2＋6×2＋6×1＋6×2＋6×3＋6×2＋6×2＋6×4 

=6×20 

=120 

 

補成正六邊形 

每條邊上會有 4個三角形 
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討論 2：在十二角星拼圖上可置入正八面體展開圖嗎？ 

    十二角星拼圖，如圖 33，共有 36 格，由左到右有 6 層，正八面體

展開圖最多三層，如圖 26，所以 11 種正八面體展開圖均可置入十二角

星拼圖。 

討論 3：如何移動圖格，將十二展開圖變形？ 

    應用探討六角星拼圖所得的定理一，我們可以延伸出定理三： 

定理三：選定十二角星拼圖上任意一個格子作為目標位置，均存在 17

個相異的格子，可透過對摺單純摺或缺口摺的方式將這些格子摺至目標

位置上。 

證明： 

從涵蓋目標位置的六角星開始，畫出可摺至目標位置的 5 個格子後，針對尚未判斷的格

子，可繼續延伸出下一個六角星，並找出可摺至目標位置的其他格子，如此延伸下去直到所

有格子都判斷完。每一個目標位置均最少可利用 6 個六角星判斷出可摺至該目標位置的所有

格子。以外 2 為例，如圖 34。 

圖 34 

應用六角星研究結果十二角星拼圖，可摺至目標位置的格子圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

根據定理一，每一個目標位置在六角星上均存在相異的 5 個格子，可將這些格子摺至目標

位置。而每多一個六角星會多出 3 個格子，6 個六角星會多出 3×(6-1)個格子，第一個六角星

扣除重複的會有(5-3)個格子，因此總共會有 3×(6-1)+2=17，17 個格子。 

    同樣的，我們亦可整理出摺至拼圖任意位置的所有格子圖，如表 15。利用表 15 可以幫

助我們快速掌握可摺至某目標位置的所有格子。 

  

圖 33 

十二角星拼圖 
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表 15  

以不同格子為目標位置，可摺至該目標位置的所有格子圖 

目標

格子 

可摺至目標格子的

格子圖 

目標

格子 

可摺至目標格子的

格子圖 

目標 

格子 

可摺至目標格子的格

子圖 

外(1) 

 

外(2) 

 

外(3) 

 

中 1 

 

中 2 

 

中 3 

 

中 4 

 

內 1 

 

內 2 

 

註： 灰色格子為目標位置，色格為可摺至目標位置的所有格子圖 

圖 35 是以 11 種八面體展開圖製作的十二角星拼圖例。 

圖 35   

以 11 種八面體展開圖製作的十二角星拼圖例 

展開圖 拼圖設計  展開圖 拼圖設計 

  

 

  
(1，6，1)a  (1，6，1)b 

展開圖 拼圖設計  展開圖 拼圖設計 

  

 

  
(1，6，1)c  (1，6，1)d 
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展開圖 拼圖設計  展開圖 拼圖設計 

  

 

  
(1，6，1)e  (1，6，1)f 

展開圖 拼圖設計  展開圖 拼圖設計 

  

 

  
(1，5，2)a  (1，5，2)b 

展開圖 拼圖設計  展開圖 拼圖設計 

  

 

  

(1，5，2)c  (1，4，3) 

展開圖 拼圖設計 

  
(2，4，2) 

伍、討論 

一、六角星羊拼圖解題密技 

    從研究結果，我們可以透過正四面體展開圖以及定理一的結果幫助玩家有效率且快速的

摺成正面體羊，密技如下： 

（一）如果知道玩家已知哪三個圖格是謎底圖格，可以先指定其中一格圖格，找出包含它的

展開圖，再根據定理一結果判斷其他 2 個圖格如何摺至目標位置，就可快速摺成正四面體

羊。 

（二）如果玩家不知謎底圖格，如何避開假圖挑選謎底圖格呢？那我們可以先找任意的一個
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圖格來思考。找出含有該圖格的展開圖組合，再根據定理一的結果判斷其他身體部位能否跟

它合成展開圖，便可知找出謎底圖格。 

 

二、設計六角星拼圖時，如何從六角星拼圖直接判斷羊頭、身體與尾巴的方向？ 

    我們化簡為繁，試著找出 23 個模組的原型，看看是否先將模組轉換成原型，再透過原型，

直接判斷羊頭、身體和尾巴的方向。 

    結果發現，23 個模組，可以歸納成 4 種原型，分別為 B1、D1（3）、D2（1）、D2（2），

各模組與對應的原型如表 16。每一種原型的圖格中可放入羊頭、羊身體和羊尾巴，又各會有

3×2×1＝6 種，如表 17。 

表 16  

各模組與對應的原型 

模組 摺法 原型  模組 摺法 原型 

A1 P1 

T1 

B1 

D1(3) 

 C3（1） P1 D1(3) 

A2 P1 

P2 

T1 

B1 

D2(2) 

D1(3) 

 C3（2） P2 D2(2) 

A3 T2 D2(1)  D1（1） P1 

T1 

B1 

D1(3) 

B1 P1 

T1 

B1 

D1(3) 

 D1（2） P2 D2(2) 

B2 P1, 

T1 

B1 

D1(3) 

 D1（3） P1 

T1 

D1(3) 

C1（1） P1 

P2 

B1 

D2(2) 

 D2（1） T2 D2(1) 

C1（2） P1 

T1 

D1(3)  D2（2） P2 D2(2) 

C1（3） P2 D2(2)  D2（3） T2 D2(1) 

C2（1） T2 D2(1)  D2（4） P1 

P2 

T1 

B1 

D2(2) 

C2（2） P1 

T1 

D1(3)  D3（1） P1 

T1 

B1 

D1(3) 

C2（3） T2 D2(1)  D3（2） P1 D1(3) 

C2（4） P1 

T1 

B1   
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表 17   

4 種原型 

B1 D1（3） D2（1） D2（2） 

    

    

    

    

    

    

    

利用原型可以從六角星拼圖直接判斷圖案的方向。以 C1（1）P2 為例，P2 摺法的原型是 D2

（2），從 D2（2）可以看出方向。說明如圖 36： 

圖 36 

以原型判斷方向舉例 

  
 

C1（1）P2 原型 D2(2) C1（1）P2 方向 

                                

三、 十二角星拼圖，缺口長短的影響 

    十二角星拼圖的缺口若縮短為一條邊長，則內圈的正六角星會沒有缺口，使用缺口摺的

情況會大大受限，能摺至目標位置的格子也會減少。 

t 
h b 

h 

t b 

t b h 

b t h 
b 

h t 
h 

b t 

b t h 

t h b 
t 

b h 
t 

h b 

b h t 

b h t 
h 

b t 
t 

b h 

h b 
t 

h b t 
b 

t h 
b 

h t 

h t b 

t b h 
h 

t b 
b 

t h 

t h b 

b h t 
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陸、結論 

一、透過先摺成正四面體展開圖的方法，可以將六角星拼圖摺成正四面體。 

二、可摺成正四面體的六角星拼圖圖格組合方式有 23 個模型；加入考量羊頭、身體、尾巴的

放置的圖格位置，以及這些部位的方向，能摺成正四面體羊的六角星拼圖設計有 168 種。 

三、23 個模組，可以歸納成 B1、D1（3）、D2（1）和 D2（2）這 4 種原型，利用原型可以直

接在六角星拼圖上判斷羊頭、身體和尾巴的方向，有助於設計六角星拼圖遊戲。 

四、原六角星羊拼圖只能使用 C1（1）模組拼成正四面體羊，謎底圖格的解是唯一，摺法也

是唯一。 

五、透過配對模組設計 2 隻羊、3 隻羊和 4 隻羊的六角星拼圖，增加遊戲的可操作性。 

六、根據影響模組難度的三個因素所定義出的模組難度指數 DIF 值能合理的呈現模組的困難

度。DIF 值 = 對摺次數 × 對摺種類數 × （
1

展開圖數
） 

七、利用 Excel 試算表快速算出各模組以及多組模組的 DIF 值，可找出難度較高的模組，用

來設計摺紙遊戲。 

八、在六角星拼圖只可以置入一種正八面體展開圖，運用定理一可移動圖格變成難度較高的

拼圖。 

九、利用六角星拼圖的設計原理可設計出十二角星拼圖摺出正八面體的摺紙謎題。 

 

柒、研究心得與展望 

    沒想到我們一開始覺得很難的六角星拼圖竟然不是最難的設計，而在研究過程中我們學

到了分類、編碼、樹狀圖以及邏輯推導等進行數學研究的方法，雖然因為推翻自己的假設而

重做了好幾次，但能完成這次的研究讓我們很有成就感！     

此外，我們已將根據本研究結果設計出的多隻羊六角星拼圖應用在學校的創意闖關園遊會上，

依據求出的難度值，將關卡分成基礎關、進階關和魔王關，讓全校學生都來挑戰。此外，我

們也將我們找出的解題密技跟班上同學分享，幫助他們在擔任關主時能幫助闖關者成功過關。

同學表示，以往都死記摺法，有了解題密技就不怕忘了怎麼摺了！ 

    未來我們想繼續解構能摺成正八面體的十二角星拼圖，看看能否找出作為基底的模組以

進一步深入探討；我們也想將十二角星拼圖擴展成十八角星拼圖，探討將正二十面體展開圖

放入十八角星拼圖的可能性。 
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玖、附錄 

附錄 1 使用 Excel 試算表，計算六角星拼圖的圖格組合摺成正四面體的難度值 

 

 

計算難度值之公式 

C1(3)模組的六角星拼圖摺成

正四面體的難度值 

3 組模組 A3+C2(1)+D2(3)組合成的六角

星拼圖之難度值 



【評語】080405  

從一個有趣的「六角星羊拼圖摺紙遊戲」出發~探討將平面

的六角星拼圖摺成一個正四面體，且使其中的三面連接起來是一

隻完整羊的六角星拼圖摺紙遊戲。作者分類出可摺成正四面體的

六角星拼圖圖格組合的 23 個模組，以此為基礎，除了計算所有

六角星拼圖可摺成正四面體羊的設計組合總數、另外也設計出 2

隻羊、3隻羊和 4隻羊的六角星拼圖摺紙遊戲，以及證明了原六

角星羊拼圖的謎底圖格與摺法的唯一性；此外作者透過置入正八

面體展開圖的方式成功地將六角星拼圖摺成正八面體，最後也設

計出利用十二角星拼圖摺出正八面體的摺紙遊戲。從最先嘗試將

拼圖摺紙遊戲轉化為數學問題，然後透過文獻探討獲得啟發、並

利用數學知識來解決問題；探究過程中，亦能嘗試改變條件來推

廣問題的探討，然後循序漸進地解決問題，獲致研究發現；整體

而言，圖文並茂的解說增加了研究內容的豐富度與可看性，研究

過程符合科學探究的精神，也展現了數學學習的素養與創造性。 
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「六角星拼圖摺紙遊戲」是一個將平面的六角星拼圖摺成一個正四面體，且使其中的三面連接起來是一隻完整羊的摺紙遊戲。本

研究以能摺出正四面體的 23 個圖格組合模組為基底，以展開圖作為平面圖形到立體形體的媒介，成功解構六角星拼圖圖格的選取與

摺法。除了得出解謎密技外，也證明了謎底圖格與摺法的唯一性。此外，應用解構六角星拼圖所得之定理，將研究擴展至設計多隻羊

拼圖以及摺出正八面體的多角星拼圖探討，並將之應用在創意園遊會闖關活動上。（本作品之所有照片或圖片均由作者拍攝或繪製） 

 

 

 

 

 
一、研究動機  

    數學遊戲時間，老師下了一個挑戰給我們：將六角星羊拼圖

上的圖案摺成「一隻」羊。六角星羊拼圖是由 12 個正三角形的面

所組成，其中 3 個面上有羊頭圖案、5 個面上有羊身體圖案、3 個

面上有羊尾巴圖案，以及 1 個空白面。我們得避開假圖的干擾，

找到正確的三個部位圖案所在的面摺成羊。雖然拼圖上有一道缺

口，方便拼摺，但很難將羊的三個部位連接拼在一起。突然，有

同學成功了！原來，是要摺成正四面體，且使正四面體側面上的

圖案連成一隻羊，如圖 1。 

圖 1 六角星羊拼圖摺紙謎題 

 

 
   

  

六角星拼圖  俯視圖 羊頭接羊身體 羊身體接羊尾巴 

但接下來我們請同學重新再摺時，他卻怎麼摺都摺不出立體羊來。

老師常說：解題要能掌握數學的原型，知其所以然才能記得住、

用得對。我們想知道有沒有什麼有系統的方法，只要掌握後，不

管重複幾次都能摺成功？也好奇：謎底的三個面是如何選擇的？

其他的面也能摺出羊圖嗎？摺法又是否唯一？還可以摺成其他的

正多面體嗎？ 

二、研究目的  

（一）探討將六角星拼圖摺成正四面體羊的摺法 

（二）探討六角星羊拼圖謎底圖格與摺法的唯一性 

（三）探討能摺出多隻正四面體羊的六角星拼圖設計 

（四）探討能摺出正八面體的多角星拼圖設計 

 
六角星拼圖、空白六角星拼圖、空白十二角星拼圖、剪刀、

智慧片、Excel、Word、Powerpoint、draw.io。 

 
一、名詞解釋  

（1）如圖 2，六角星拼圖的每一個正三角形

稱為格子、有圖案的格子稱為圖格，空

白的格子稱為空白格。 

（2）將六角星拼圖摺成正四面體的羊圖案，

稱為正四面體羊。 

圖 2 拼圖名詞解釋 

 
（3）缺口是指剪開處。研究討論與記錄時，我們都讓缺口朝

上方。 

（4）單純摺：不透過缺口摺，僅以摺線為對稱軸，將格子摺

到目標位置的對摺方法。缺口摺：透過缺口將格子摺到

目標位置的對摺方法。 

二、研究架構  

 

三、文獻探討 

（一）六角星拼圖 

    六角星羊拼圖取材自 IQ遊戲大百科一書第 1冊（秋山仁，2013）

一書。書上雖然有解答，但僅指出將哪幾個三角形摺在一起以及

摺紙步驟，並未敘明為何要這樣摺以及是否有其他的摺法。 

（二）相關研究 
表 1  平面到立體以及與摺紙相關的研究 

文獻名稱 與本研究相關內容摘要 對本研究的啟發 

莫利之交－莫

利定理在平面

與立體的延伸

探討（2013） 

正多邊形具有很強的「對稱

性」與「自我相似性」，正多

面體則有很強的「對稱性」

與「對偶性」。 

六角星拼圖與正多邊形類

似，也有很強的對稱性與

自我相似性，研究摺法與

圖格組合時可從此性質切

入探索。 

從摺紙中談規

律之美（2005） 

將紙條的摺痕定義出「內」

與「外」之後，研究摺痕所

形成數列的規律性及紙條立

起來後最後所指的方向。 

對摺六角星中的三角形時

內摺或外摺對圖格造成的

影響。 

 

 

 

 

 

研究一：探討將六角星拼圖摺成正四面體羊的摺法         

    我們想到五年級下學期立體形體

單元曾學過將立體圖形的展開圖做成

立體圖形，便試著先將六角星拼圖摺成

正四面體展開圖，再摺成正四面體。正

四面體展開圖有 2 種，如圖 3。 

圖 3  2 種正四面體展開圖 

  

大三角形狀 平行四邊形狀 

將六角星拼圖先摺成平行四邊形狀的展開圖便可摺成正四面體，

如圖 4。 
圖 4 將六角星拼圖摺成正四面體羊 

 

 

 

 

 

 

  

 六角星拼圖 對摺，使三個身體圖格朝上   

 

 

 

 

 

 

 

 
   頂端圖格向下摺  將左邊圖格向右摺 

摺成平行四邊形狀的展開圖 

 摺成正四

面體羊 

 

研究二：探討六角星羊拼圖謎底圖格與摺法的唯一性           

研究二(一)：能摺成正四面體的圖格組合為何？ 

（一）能摺成正四面體的六角星拼圖圖格組合方式有幾種？ 

    正四面體雖然有 4 個面，但只有 3 個面是羊部件圖格，第 4

個面可以是其他圖格或空白格，也就是說我們只要探討 3 個圖格

的組合方式即可。 

步驟 1：分類。 

（1）將六角星分成外圈 6 格和內圈 6 格，如圖 5。

依 3 個圖格佔內圈與外圈的格子數量，可分

成：3 圖格在外圈（3 外）；2 圖格在外圈，

1 圖格在內圈（2 外 1 內）；2 圖格在內圈，

1 圖格在外圈（1 外 2 內）；3 圖格在內圈（3

內）四大類。 

圖 5 

 

（2）依照圖格間空白格數量進行二次分類。「3 連」是指 3 個圖格

間沒有空白格；「2 連 1 散」指兩圖格相連，且與第 3 個圖格

間有空白格；「3 散」指圖格間均有空白格。「2 外 1 內」又可

分成 2 外圈格子之間空 0 格、空 1 格、空 2 格；「1 外 2 內」

又可分成 2 內圈格子之間空 0 格、空 1 格、空 2 格，如圖 6。 
圖 6 六角星拼圖圖格組合分類 

 

步驟 2：刪除無法摺成正四面體的圖格組合。 

    將各圖格組合一一畫出，共有 24 種圖格組合，但三內的三散

類別無法摺成正四面體，故共得出 23 種可摺成正四面體的圖格組

合，我們將這 23 種圖格組合稱為「模組」，並進行編碼，如表 2。 

步驟 3：標註各模組的變形。 

    模組經旋轉、翻轉，我們稱模組的變形。由於缺口與圖格相

對位置改變了，不一定都能摺成正四面體，如圖 7。各模組、代碼

與其變形方式整理如表 2。 

圖 7  B2 模組各種變形 

       
B2 模組 逆時針旋

轉 60° 

逆時針旋

轉 120° 

逆時針旋

轉 180° 

逆時針旋

轉 240° 

逆時針旋

轉 300° 

翻轉後的

模組 

能否摺成  × × × ×  

表 2  23 個模組、代碼與其變形方式 

 
註：RX°表示逆時針旋轉後 X°可摺成正四面體；Ra 表示逆時針旋轉 60°、120°、180°、

240°、300°後皆可摺成正四面體；F 表示翻轉後可摺成正四面體 



研究二(二)：能摺成羊圖案的圖格設計（羊頭、身體與羊尾巴的擺放

方向）為何？ 

討論 1：羊頭、羊身體與羊尾巴圖案是否可任意擺放在模組的圖格中？ 

    同一模組中，每一個圖格可以放羊頭（h）、羊身體（b）或羊尾巴（t）

圖案，3×2×1=6，所以會有 6 種圖案擺放方式。以 A1 模組為例，會延伸出

6 種擺放方式，如圖 8。我們稱「次模組 A1-1」、「次模組 A1-2」「次模組 A1-

3」，依此類推。 

圖 8 A1 的次模組 

      
A1-1 A1-2 A1-3 A1-4 A1-5 A1-6 

我們發現，摺成正四面體後，因為圖格彼此都是相鄰的面，所以

每一種圖案擺放位置都有可能摺成正四面體羊，不會有羊頭接

羊尾巴的情況。 

然而，由於羊頭、羊身體與羊尾巴位於三角圖格的一條邊

上，如果連接方向不對，是有可能羊頭接不到羊身體的，如圖 9。 

討論 2：影響羊頭、羊身體與羊尾巴圖案連接方向的因素？ 

發現 1：每一種次模組都只有一種連接方向能摺成羊圖 

    考量羊頭、身體與尾巴所在的圖格位置以及連接方向，一個圖格有 3 種

連接方向，有 3 個部件圖格，因此每一種次模組會有 3×3×3=27 種不同方向

的組合，但只有一種能摺成正四面體羊，說明如下： 

身體要能連頭和尾巴，所以頭、尾巴要配合身體方向。 

身體有 a、b、c，3 種方向選擇，如圖 10，但要能接到頭，

同時也要能接到尾，所以只剩下 1 種方向。只有方向 a能接

到頭，同時也能接到尾巴。 

發現 2：同一個次模組，不同的摺法會產生相同或不同的方向組合。 

    將六角星拼圖摺成不同的正四面體展開圖，

再摺成正四面體時，羊頭、羊身體與羊尾巴的連

接是否也需要不同的方向呢？正四面體展開圖

有 2 種，填入 3 個圖格和 1 個空白格後，會有 4

種組合，分別命名為 P1、P2、T1 和 T2，如圖 11。

以 A1 模組為例，各次模組分別用 P1、T1 摺法所

得到的方向是相同的；而以 A2 模組為例，各次 

圖 11 展開圖圖格組合命名 

 
P1         P2 

 

   
T1         T2 

模組分別用 P1、P2、T1 三種展開圖摺法所得到的方向都不相同。 

發現 3：方向數×6＝模組設計圖數，進而可算出所有六角星拼圖可摺成正四

面體羊的設計組合總共有 168 種。 

我們將同一模組因摺法產生的羊部件方向組合數量稱為方向數，找出

各模組的方向數後，因各個模組會有 6 種次模組，模組設計圖數＝方向數

×6，加總 23 個模組的設計圖數，可求得六角星拼圖圖格設計會有 168

種。23 個模組的方向數以及設計圖數整理如表 3。 
表 3 各模組摺法、方向數與設計圖數 

模組 摺法 方向數 設計圖數  模組 摺法 方向數 設計圖數 

A1 P1，T1 1 1×6=6  C3(1) P1 1 1×6=6 

A2 P1，P2，T1 3 3×6=18  C3(2) P2 1 1×6=6 
A3 T2 1 1×6=6  D1(1) P1，T1 1 1×6=6 

B1 P1，T1 1 1×6=6  D1(2) P2 1 1×6=6 

B2 P1，T1 1 1×6=6  D1(3) P1，T1 1 1×6=6 

C1(1) P1，P2 2 2×6=12  D2(1) T2 1 1×6=6 

C1(2) P1，T1 1 1×6=6  D2(2) P2 1 1×6=6 

C1(3) P2 1 1×6=6  D2(3) T2 1 1×6=6 
C2(1) T2 1 1×6=6  D2(4) P1，P2，T1 3 3×6=18 

C2(2) P1，T1 1 1×6=6  D3(1) P1，T1 1 1×6=6 

C2(3) T2 1 1×6=6  D3(2) P1 1 1×6=6 
C2(4) P1，T1 1 1×6=6      

        合計 168 

討論 3：如何判斷指定圖格能否摺至目標位置？ 

定理一：選定拼圖上任意一個格子作為目標位置，均存在 5 個相異的格子，

可透過單純摺或缺口摺的方式將這些格子摺至目標位置上。 

證明： 

(1)六角星拼圖為對稱圖形，只要考慮對稱軸一側的 6

個格子就可以了，如圖 12，以 L1為對稱軸，考慮 L1左側

的 6 個塗色格子。 

每一個目標位置都有 4 個以摺線為對稱軸的對稱

面，如圖 13 的橘色格子。只要將格子摺到這些面

的背面，就可以對摺回目標位置上。 

可摺至橘色格子背面的格子必是橘色格子的對稱

面。 

4 個橘色格子，每一個橘色格子會有 3 個對稱面，

對稱面會重複，除以 2 後，扣除目標格子：
4×3

 2 
－1＝6－1＝5， 

故總共會有 5 個對稱面，如圖 13 的綠色格子，這些格子必可透過對摺的

方式摺至目標位置上。 

(2)使用缺口摺也是沿著摺線對摺，所以結果會與單純摺相同。 

應用：利用定理一，可整理出摺至拼圖任意位置的所有格子圖，如圖 14。

利用圖 14 可以幫助我們快速掌握可摺至某目標位置的所有格子。 

圖 14 以不同格子為目標位置，可摺至該目標位置的所有格子圖 

 
註：橘色格子和白色格子為不可摺至目標位置的格子 

    綠色格子為可摺至目標位置的格子 

 

討論 4：單純摺與缺口摺的差異為何？ 

    單純摺較缺口摺容易操作，且使用缺口摺與單純摺，都可摺至目標位置

的結果一樣，既然如此，六角星拼圖中缺口的作用為何？ 

發現 4：採單純摺較缺口摺會蓋住較多的格子，透過缺口摺可避免蓋住其他

完成正四面體展開圖所需的格子。但如沒有避免圖格被蓋住的需求，以單純

摺來操作較為容易。 

研究二(三)：六角星羊拼圖的謎底圖格是否為唯一解？ 

    以三個羊頭圖格來思考它們和其他的身體和尾巴圖

格是否能摺成正四面體羊。如圖 15，三個羊頭圖格位置

分別以內、外 5、外 3 表示。從表 4 可得知，六角星

羊拼圖只能使用 C1(1)模組拼成正四面體羊，也就是它

的謎底圖格是唯一解。 

表 4 含三個羊頭圖格之模組與能否摺成正四面體羊 

羊頭圖格

位置 
含有羊頭圖格模組 

能否摺成 

正四面體羊 
原因 

內 C1(3)、C3(1)、D2(1)、D3(1) 否 有空格 

C2(1) 
否 有空格且圖案重

複 

B1、C1(1)、C1(2)、C2(3)、C2(4)、C3(2)、D1(1)、

D1(3)、D2(3)、D3(2) 

否 圖案重複 

B2、C2(2)、D1(2)、D2(2)、D2(4) 否 圖案方向錯誤 

外 5 A1、A2、A3、C2(1)、C2(2)、C2(3)、C2(4) 否 三格中有空格 

C1(2)、C1(3)、C3(1)、D1(1)、D1(2)、D2(1)、

D2(3)、D2(4)、D3(1) 

否 圖案重複 

D1(3)、D2(2)、D3(2) 否 圖案方向錯誤 

C1(1) 是  

外 3 A3 否 圖案重複 

C1(3) 否 三格有空格 

A1、A2、A3、C1(1)、C1(2)、C2(1)、C2(2)、

C2(3)、C2(4)、C3(1)、C3(2)、D1(1)、D1(3)、

D2(1)、D2(2)、D2(3)、D3(1)、D3(2) 

否 圖案重複 

D1(2)、D2(4) 否 圖案方向錯誤 

研究二(四)：摺法是否唯一？ 

應用定理一所得結果，可以得知謎底圖格只能摺成展開圖 P1、P2，但

不能摺成 T1、T2，圖 16 為將三個謎底圖格摺成展開圖 P1、P2 的方法。 

圖 16 六角星羊拼圖的三個謎底圖格可摺成展開圖 P1、P2 

P1 

 

【說明】： 

∵外格 4 能摺到內格

、外格 5 能摺到內

格 

∴可將三個解圖格摺

成平行四邊形狀展開

圖。 

P2 
 

 

【說明】： 

∵外格 4 能摺到內格，

並將內格先摺到內格

的背面，再摺回內格的

正面，以免外格 4 摺到內

格時覆蓋住內格。 

∴可將三個解圖格摺成平

行四邊形狀展開圖。 

我們找出包含三圖格某一格的所有可能大三角形展開圖位置，共有五類。各

類依據展開圖 T1 或 T2 會有不同的目標位置，總共會有 15 種情形。根據定

理一所得結果，可以得知所有情形均無法將大三角外的另外兩個謎底圖格

摺到目標位置。 

六角星羊拼圖為

C1(1)模組，由圖17可知，

六角星羊拼圖的三個謎

底圖格只有摺成展開圖

P1 時，羊頭、羊身體、羊

尾巴才能連接正確。 

研究三：探討能摺出多隻正四面體羊的六角星拼圖設計              

    一隻羊需要 3 圖格，六角星拼圖有 12 個格

子，最多可放入 4 隻羊。一隻羊等同於一個模

組，利用研究二所得的 23 個模組，找出可配對

的模組，便可設計出 2 隻羊、3 隻羊和 4 隻羊的

六角星拼圖。思考圖格、空白格數量間的關係，

我們得出定理二。利用定理二找出可搭配的 2 個

模組組合，再繼續延伸，找出可配對的 3 個、4

個模組組合。由於資料繁複。我們利用樹狀圖整

理圖案組合方式與數量，樹狀圖舉例如圖 18。

最後我們得出 2 個、3 個與 4 個模組組合分別有 239 種、351 種、536 種。 

定理二： 

設兩模組為 M1 和 M2，Z 外為外圈占用格子數，Z 內為內圈占用格子數， 

Z 外=外圈圖格數+兩圖格間的空格數，Z 內=內圈圖格數+兩圖格間的空格數。 

(1) 當 M1 的外圈空格數=0 時，若 M2 的外圈剩餘格子數≧3，則 M1 和 M2

可配對。 

當 M1 的內圈空格數=0 時，若 M2 的內圈剩餘格子數≧3，則 M1 和 M2

可配對。 

(2) 當 M1 外圈的空格數＞0 時，若 M2 外圈剩餘格子數或空格數＞0，且

M1 Z 外+M2 Z 外≦8，則 M1 和 M2 可配對。 

   當 M1 內圈的空格數＞0 時，若 M2 內圈剩餘格子數或空格數＞0，且

M1 Z 內+M2 Z 內≦8，則 M1 和 M2 可配對。 

由於模組組合種類相當的多，如何從中選取難度高些的模組來進行設計呢？ 

討論 1 如何將模組難度數值化？ 

影響模組難度的因素有三個： 

因素 1「對摺次數」：摺成展開圖的對摺次數。次數越多，難度越高。 

因素 2「對摺種類數」：摺成展開圖的對摺方式種類個數。同時使用單純摺

和缺口摺，會比僅使用單純摺的難度高。 

因素 3「展開圖數」：可摺成的展開圖種類個數。可摺成的展開圖越多種，

難度越低。 

由此，我們針對模組難度做以下的定義： 

模組難度指數 DIF 值 = 對摺次數 × 對摺種類數 × （
𝟏

展開圖數
） 

圖 9 

圖 10 

a 

b c 

圖 12 

C1(1)(P1)摺法得到

的方向 

圖 17 以 P1 和 P2 摺法所得的方向與六角星羊拼圖之對照 

C1(1)(P2)摺法得到

的方向 
六角星羊拼圖 

圖 13 

圖 15 

圖 18 樹狀圖 

∵C、D 共 18 種，但 C3 與

A1 有重疊的圖格，D3 與

B1 有重疊的圖格，不能配 

∴18－(2+2)=14(14 種) 



我們利用 Excel 試算表計算出 2 組、3 組、4 組模組組合設計

的難度值，表 5 列出最高的 DIF 值與模組組合。 
表 5 多隻羊六角星拼圖 DIF 值最大值與模組組合 

圖案組數 Max（DIF） 模        組 

2 8 A3-D2(3)、C1(3)-D2(3)、A3-C2(1)、C2(1)-D2(3)  

3 10 

A3-B2-C2(1)、A3-B2-D2(3)、A3-C2(1)-D3(1)、

A3-C2(2)-D2(3)、A3-C2(3)-D2(3)、A3-D2(3)-D3(1)、

A3-D2(3)-D3(2) 

4 11.5 A1-B2-C1(3)-D2(3)、A1-B2-C2(1)-D2(3) 

討論 2 如何加入假圖？ 

    我們將這些模組實際

繪製在六角星拼圖上，2 隻

羊與 3隻羊拼圖因還有空白

格，因此設計時亦可加入假

圖，如圖 19、圖 20和圖 21： 

 

研究四：探討能摺出正八面體的多角星拼圖設計            

研究四(一)：六角星拼圖可摺成正八面體嗎？  

討論 1：在六角星拼圖上可置入正八面體展開圖嗎？ 

    正八面體展開圖有 11 種。我們發

現，只有圖 22 中的展開圖(塗色部分)

可以置入六角星拼圖中。 

討論2：如何移動圖格，將展開圖變形？ 

    將置入六角星拼圖

的正八面體展開圖旋轉、

翻轉後，考量缺口與圖格

相對位置，扣除重複與對

稱的圖形後，可分成 3 類，

如圖 23。 

    利用定理一可將各類展開圖某些圖格移到空白

格。以 A類為例，說明如何變形：如果以外 5 作為目

標位置，依定理一，外 1、

外 3、內、內都可摺至

外 5，見圖 24 綠色格子。

但是外 1、內、內摺至外 5 時，即

便使用缺口摺仍會蓋住其他圖格，只有

外 3 不會，所以只可將外 3 圖格移到外 5，如圖 25。 

研究四(二)：如何設計能摺成正八面體的多角星拼圖？ 

討論 1：下一個多角星拼圖是幾角星？格子數為何？ 

    在六上數學規律問題單元中，我們學會有規律的找下一個圖

形並列式。我們先將六角星補成正六邊形，再於各邊上畫上角，

就可擴充成多角星拼圖，如圖 26。 

圖 26 從六角星拼圖擴充成多角星拼圖 

圖 
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討論 2：在十二角星拼圖上可置入正八面體展開圖嗎？ 

    十二角星拼圖，如圖 27，共有 36 格，由

左到右有 6 層，正八面體展開圖最多三層，所

以 11 種正八面體展開圖均可置入。 

討論 3：如何移動圖格，將十二展開圖變形？ 

    應用探討六角星拼圖所得的定理一，我們

可以延伸出定理三： 

定理三：選定十二角星拼圖上任意一個格子作為目標位置，均存

在 17 個相異的格子，可透過單純摺或缺口摺的方式將這些格子摺

至目標位置上。 

圖 28 應用六角星研究結果十二角星拼圖，可摺至目標位置的格子圖 

 

 

 

根據定理一，每一個目標位置在六角星上均存在相異的 5個格子，

可將這些格子摺至目標位置。而每多一個六角星會多出 3個格子，

6 個六角星會多出 3×(6-1)個格子，第一個六角星扣除重複的會有

(5-3)個格子，因此總共會有 3×(6－1)+ (5－3)=17，17 個格子。 

應用：整理摺至拼圖任意位置的所有格子圖，利用格子圖可以幫

助我們快速掌握可摺至某目標位置的所有格子。 

圖 29以不同格子為目標位置，可摺至該目標位置的所有格子圖 

     

    

 

註：灰色格子為目標位置，色格為可摺至目標位置的所有格子圖 

不同展開圖組合的十二角星拼圖摺紙謎題舉例如圖 30： 
圖 30 十二角星拼圖摺紙謎題設計舉例 

展開圖 拼圖設計 展開圖 拼圖設計 展開圖 拼圖設計 

      

 

一、六角星羊拼圖解題密技                             

    我們可以透過正四面體展開圖以及定理一的結果幫助玩家有

效率且快速的摺成正面體羊，密技如下： 

（一）如果知道玩家已知哪三個圖格是謎底圖格，可以先指定其

中一格圖格，找出包含它的展開圖，再根據定理一結果判斷其他 2

個圖格如何摺至目標位置，就可快速摺成正四面體羊。 

（二）如果玩家不知謎底圖格，如何避開假圖挑選謎底圖格呢？

可以先找任意的一個圖格來思考：找出含有該圖格的展開圖組合，

再應用定理一的結果判斷其他身體部位能否跟它合成展開圖，便

可找出謎底圖格。 

二、設計六角星拼圖，可利用原型直接判斷羊部件的方向     

   23 個模組，可歸納成 4 種原型，分別為 B1、D1(3)、D2(1)、

D2(2)，每一種原型的圖格中可放入羊頭、羊身體和羊尾巴，又各

會有 3×2×1＝6 種，如表 6。 

表 6  4種原型及羊頭、羊身體和羊尾巴位置與方向變化 

原    型 羊頭、羊身體和羊尾巴位置與方向變化 

B1        

D1 

(3)        

D2 

(1)        

D2 

(2)        
 

利用原型可從六角星拼圖

直接判斷羊各部件的方

向。以 C1(1)P2 為例，P2

摺法的原型是 D2(2)，從

D2(2)可看出方向，如圖 31。 

圖 31 以原型判斷方向 

   
C1(1)P2         原型 D2(2)      C1(1)P2 方向 

三、十二角星拼圖，缺口長短的影響                     

    十二角星拼圖的缺口若縮短為一條邊長，則內圈的六角星會

沒有缺口，使用缺口摺的情況會大大受限，能摺至目標位置的格

子也會減少。 

 
一、 透過先摺成正四面體展開圖的方法，可以將六角星拼圖摺成

正四面體。 

二、可摺成正四面體的六角星拼圖圖格組合方式有 23 個模組；加

入考量羊頭、身體、尾巴的放置的圖格位置，以及這些部位

的方向，能摺成正四面體羊的六角星拼圖設計有 168 種。 

三、23 個模組，可以歸納成 B1、D1(3)、D2(1)和 D2(2)這 4 種原

型，利用原型可以直接在六角星拼圖上判斷羊頭、身體和尾

巴的方向，有助於設計六角星拼圖遊戲。 

四、原六角星羊拼圖只能使用 C1(1)模組拼成正四面體羊，謎底圖

格的解是唯一，摺法也是唯一。 

五、透過配對模組設計 2 隻羊、3 隻羊和 4 隻羊的六角星拼圖，增

加遊戲的可操作性。 

六、在六角星拼圖只可以置入一種正八面體展開圖，運用定理一

可移動圖格設計圖格分散的拼圖。 

七、利用定理一延伸得出的定理三能設計圖格分散的十二角星拼

圖摺正八面體的摺紙謎題。 

 
   我們已將根據本研究結果設計出的多隻羊六角星拼圖應用在學校的

創意闖關園遊會上，也依據求出的難度值，將關卡分成基礎關、進階關

和魔王關，讓全校學生都來挑戰。此外，我們也將我們找出的解題密技

跟班上同學分享，幫助他們在擔任關主時能幫助闖關者成功過關。同學

表示，以往都死記摺法，有了解題密技就不怕忘了怎麼摺了！  

    未來我們想繼續解構能摺成正八面體的十二角星拼圖，看看能否找

出作為基底的模組以進一步深入探討；我們也想將十二角星拼圖擴展成

十八角星拼圖，探討將正二十面體展開圖放入十八角星拼圖的可能性。 
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3 模組組合 

 

3 隻羊拼圖設計 

(未加假圖) 

3 隻羊拼圖設計 

(加假圖) 

圖 20  3隻羊拼圖設計 

4 模組組合 

 

4 隻羊拼圖設計 

圖 21  4隻羊拼圖設計 

 

圖 27十二角星拼圖 

 

A類 B 類 C 類 

圖 23 

圖 24 

 

圖 25 

2 模組組合 
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2 隻羊拼圖設計 

(未加假圖) 

2 隻羊拼圖設計 

(加假圖) 

圖 19  2隻羊拼圖設計 

  

圖 22 六角星拼圖摺成正八面體 

 
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