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會再次相遇嗎？ 

                             摘要                            

一群運動員在一條直線跑道上，以互不相同的均速做折返跑。當這群運動員於某一時

刻全部相遇於某一點後，這樣的情形會不會再度發生？我們找出這群運動員第一次相遇和

再次相遇的的條件及相遇點，並延伸探討圓形跑道相遇的情形，最後討論給定 k 名運動員的

速率比，判斷其是否會相遇。 

                           壹、前言                          

在一條長 x 的直線跑道上做折返跑，如果有 2 名運動員第一次相遇在
 1 

2
𝑥的地方，其條

件為何？又他們會再次相遇嗎？如果這 2 名運動員第一次相遇分別在
 1 

3
𝑥、 

 2 

3
𝑥、

  1  

 4
𝑥、

 3 

4
𝑥、…的地方，其條件為何？又他們會再次相遇嗎？本文主要探討 k 名運動員，同時由原

點出發，在什麼條件下會相遇？相遇點在哪裡？會再次相遇嗎？再次相遇點又為何？並延

伸探討圓形跑道相遇的情形，最後討論給定 k 名運動員的速率比，判斷其是否會相遇。 

 一、原始題目 

本題目出處為：International Mathematics Tournament of Towns 環球城市數學競賽 2008 秋季賽 

國中組 初級卷 第五題。內容如下： 

在一條直線的跑道上有數名運動員，每位運動員都以互不相同的均速跑步。他們由跑道的 

一端同時出發，當他們抵達跑道的另一端時立即折返繼續跑。已知出發後某一個時刻這些

運動員全都相遇於某一點，試證這樣的情況將會再度發生。 

二、文獻探討 

我們上網找了很多資料，找到一篇李晨均的作品，比較如下： 

文獻名稱 相同的條件 不同的探討內容及不同的解題方式 

李晨均 

〈蜂擁而至〉 

全國中小學科展第

63 屆 國小組 

多者在一條直線上

做反覆運動，尋求

相遇的條件 

給定 3 個不同的速率比(有 3 組)，求同時由蜂巢

出發，往返於花與蜂巢之間，問 3 者是否會相

遇，延伸探討 k 隻蜜蜂，但沒有結果。 

本文 

由 2 名、3 名、…運動員相遇，找出多名運動員

在 a 點相遇的集合 S，從集合 S 中任選 k 名運動

員，他們同時都會在 a 點相遇，並在 2a 點再次相

遇，並延伸探討圓形跑道相遇的情形及找出給定

k 名運動員的速率比，判斷他們是否相遇。 
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三、研究動機 

上資優數學課時，我們做了很多題目，其中〈環球城市數學競賽題-數名運動員在

直線跑道上折返跑的相遇問題〉讓我們覺得好玩、有趣，因為題目沒有給數據，如運動

員的人數、跑道的長度、運動員間的速率比、相遇的時間點及相遇點在哪裡？在好奇心

的驅使下，我們決定深入探討、一窺究竟。 

四、研究目的 

(一)數名運動員在直線跑道上做互不相同的均速折返跑，找出在某一時刻會全部相遇在

同一點的情形及再次相遇的條件。 

(二)將直線的跑道轉換為圓形跑道，探討運動員相遇的情形。 

(三)在直線跑道上，給定 k 名運動員的速率比為 V1：V2：V3：……：Vk，這 k 名運動員

會相遇的條件為何？  

 

              貳、研究設備及符號定義、名詞解釋                     

一、研究設備：自製模型、紙、筆、電腦 

二、符號定義、名詞解釋及其他說明 

(一) 原點(0)、x：在直線的跑道上，將出發點標示為原點(0)、折返點標示為 x，如圖 1。 

在圓形的跑道上，將出發點標示為原點(0)、圓周長標示為 x，如圖 2。 

(二)Pk：表示第 k 名運動員，如 P1為第一名(個)運動員，且 k 越大， 

代表那名運動員的速率越快。 

(三)相遇：分為同方向的「追上」與反方向的「碰面」。 

(四) a：相遇點，P1、P2的相遇點為 a。 

(五)Sk：表示同時由原點出發，在 a 點相遇的所有可能集合，k 為區別碼。 

(六) Vk：表示第 k 名運動員的速率，如 V1為第一名(個)運動員的速率，且 k 越 

大代表速率越快。 

(七)第一次相遇：P1、P2同時從原點出發，由於速率不同，P1跑比較慢，若兩人在 a 點相遇

則 P1跑到 a 時，P2由折返點 x 返回，也跑到 a，此時 P1跑 a，P2跑 2x－a。 

(八)一個迴圈：Pi、Pj同時從原點出發，經過數次的相遇後，再次同時返回原點，稱為「一

個迴圈」。 

(九) k 名運動員他們的速率比為 V1：V2：…：Vk，假設為最簡整數比，且 V1＜V2＜…＜Vk  

 

原點(0) x 

圖 1 直線折返示意圖 

x 

原點(0) 

圖 2 
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                      參、研究過程與結果                     

 

 

 

 

 

 

  

 

 

本研究所有圖片皆為作者與指導老師使用 word 繪製。 

研究一：數名運動員在直線跑道上以互不相同的均速，做折返跑的相遇情形 

在一條長 𝑥 的直線跑道上，我們將 2 名運動員、3 名運動員、……k 名運動員

在 
 1 

2
𝑥、

 1 

3
𝑥、

 2 

3
𝑥、

 1 

4
𝑥、…的相遇點整理成表，觀察各表找出 k 名運動員第一次

相遇和再度相遇的情形。 

一、在直線跑道上折返跑，兩名運動員(P1、P2)相遇的情形 

(一)P1、P2 同時由原點(0)出發，若兩人第一次相遇在 
 1 

2
𝑥 

1. P1 跑 
 1 

2
𝑥，P2 跑 

 3 

2
𝑥，由 V1T：V2T＝ 

 1 

2
𝑥：

 3 

2
𝑥＝1：3， 

知 V1：V2＝ 1：3，如圖 3。 

2.承 1.，接著 P1 繼續往前跑到 x，此時 P2 跑回原點(0)後 

返回也跑到 x，兩人第二次相遇(追上)，如圖 4。 

3.承 2.，接著 P1 從折返點 x 返回跑到 
 1 

2
𝑥，此時 P2 從 

折返點 x 返回跑到原點(0)後，繼續跑到 
 1 

2
𝑥，兩人 

第三次相遇(碰面)，如圖 5。 

4.承 3.，接著 P1 從 
 1 

2
𝑥跑回原點(0)，此時 P2 從 

 1 

2
𝑥 

跑到 x 後再返回跑到原點(0)，兩人第四次相遇(追上)， 

如圖 6。 

5.從上述 1.~4.知，兩人相遇的位置依序是：
 1 

2
𝑥，x， 

 1 

2
𝑥，原點(0)，其中 x、原點(0)為追上。 

   

   

   

   

    數名運動員在直線跑道上以互不相同的均速，做折返跑的相遇情形   

   

在相遇點 a 找到集合 S={a、2x-a、2x+a…2bx-a、2bx+a}從中任取數名即為所求

ˊ球求  

   在直線跑道上給定數名運動員的速率比，判斷其是否相遇

 

在 a 點相遇的數名運動員，會在 2a，3a …再次相遇 

   數名運動員在圓形跑道上以互不相同的均速，同向或反向跑的相遇情形   

   

   

   

   

會

再

次

相

遇

嗎

？   

研

究

一   

研

究

二   

研

究

三   給定奇數速率比，會相遇在 1 

 2
𝑥 

同向集合 S={a、x+a、2x+a、…、bx+a}，反向集合 S={a、x-a、2x-a、…bx-a} 

有些同向有些反向的集合 S={a、x-a、x+a、2x-a、2x+a、…、bx-a、bx+a} 

原點(0) x 

 圖 3(碰面) 

1

2
𝑥 

 

 
P1 

P2 

原點(0) x 

圖 4(追上) 

1

2
𝑥 

 

 

 

 

P1 

P2 

原點(0) x 

圖 5(碰面)

) ) 

1

2
𝑥 

 

  

 

P1 

P2 

原點(0) x 

圖 6(追上) 

1

2
𝑥 

 

 
P1 

P2 
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(二) P1、P2 同時由原點(0)出發，若兩人第一次相遇在 
 1 

3
𝑥 

1. P1 跑 
 1 

3
𝑥，P2 跑 

 5 

3
𝑥，由 V1T：V2T＝ 

 1 

3
𝑥：

 5 

3
𝑥＝1：5， 

知 V1：V2＝1：5，如圖 7。 

2.承 1.，接著 P1 繼續往前跑到 
 1 

2
𝑥，此時 P2 跑回原點(0) 

後返回跑到 
 1 

2
𝑥，兩人第二次相遇(追上)，如圖 8。 

說明：設 P1、P2 兩人相遇點為 ax， 

由 V1T：V2T＝(a𝑥－
 1 

3
𝑥)：(a𝑥＋

 1 

3
𝑥) ＝1：5 

a＝
 1 

2
。 

3.承 2.，接著 P1 繼續往前跑到 
 2 

3
x，此時 P2 跑到𝑥後 

返回跑到 
 2 

3
x，兩人第三次相遇(碰面)，如圖 9。 

說明：設 P1、P2 兩人相遇點為 ax， 

      由 V1T：V2T＝(a𝑥－
 1 

2
𝑥)：(

 3 

2
𝑥－a𝑥) ＝1：5，a＝

 2 

3
。 

4.承 3.，接著 P1 繼續往前跑到 x，此時 P2 跑回原點(0) 

後返回跑到 x，兩人第四次相遇(追上)，如圖 10。 

說明：設 P1、P2 兩人相遇點為 ax， 

      由 V1T：V2T＝(a𝑥－
 2 

3
𝑥)：(a𝑥＋

 2 

3
𝑥) ＝1：5，a＝1。 

5.兩人同時由折返點𝑥返回原點(0)的相遇情形，如圖 11~14。 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.從上述 1.~5.知，兩人相遇的位置依序是：
 1 

3
x，

1

 2 
𝑥，

2

 3 
x，x，

 2 

3
x，

 1 

2
𝑥，

 1 

3
x，原點(0)，

其中
1

 2 
𝑥、x、

1

 2 
𝑥，原點(0)為追上。 

 

 

原點(0) x 

圖 7(碰面) 

1

2
𝑥 

  
P1 
P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

 

原點(0) x 

圖 8(追上) 

1

2
𝑥 

 

 P1 
P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

 

原點(0) x 

圖 9(碰面) 

1

2
𝑥 

   
P1 
P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

 

 

原點(0) x 

圖 10(追上) 

1

2
𝑥 

 

 

 

P1 
P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

 

 

原點(0) x 

圖 11(碰面) 

1

2
𝑥 

   

 

P1 
P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

 

 

原點(0) x

圖 12(追上) 

1

2
𝑥 

P1 
P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

原點(0) x 

圖 13(碰面) 

1

2
𝑥 

P1 
P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 原點(0) x 

圖 14(追上) 

1

2
𝑥 

P1 
P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 
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(三) P1、P2 同時由原點(0)出發，若兩人第一次相遇在 
 2 

3
𝑥 

1. P1 跑 
 2 

3
𝑥，P2 跑 

 4 

3
𝑥， 

由 V1T：V2T＝ 
 2 

3
𝑥：

 4 

3
𝑥＝1：2，知 V1：V2＝1：2， 

如圖 15。 

2.承 1.，接著 P1 繼續往前跑到 x 後返回跑到 
 2  

3 
x， 

此時 P2 跑回原點(0)後返回也跑到 
 2 

3
𝑥的位置， 

兩人第二次相遇(碰面)，如圖 16。 

3.承 2.，接著 P1 繼續往前跑到原點(0)，此時 P2 跑到 

x 後返回也跑到原點(0)，兩人第三次相遇(追上)， 

如圖 17。 

4.從上述 1.~3.知，兩人相遇的位置依序是：
 2 

3
𝑥，

 2 

3
𝑥，原點(0)，其中原點(0)為追上。 

(四) P1、P2 同時由原點(0)出發，若兩人第一次相遇在
 1 

4
𝑥  

1. P1 跑 
 1 

4
𝑥，P2 跑 

 7 

4
𝑥，由 V1T：V2T＝

 1 

4
𝑥：

  7  

4
𝑥＝1：7，知 V1：V2＝1：7， 

如圖 18。 

2.承 1.，接著 P1 繼續往前跑到
 1 

3
𝑥，此時 P2 跑回 

原點(0)後返回，也跑到
 1 

3
𝑥的位置，兩人第二次 

相遇(追上)，如圖 19。 

說明：設 P1、P2 兩人相遇點為 ax， 

由 V1T：V2T＝(a𝑥－
 1 

4
𝑥)：(a𝑥＋

 1 

4
𝑥) ＝1：7，a＝

 1 

3
。 

3.承 2.，接著 P1 跑到
 1 

2
𝑥，此時 P2 往前跑到 x 後返回， 

也跑到 
 1 

2
𝑥，兩人第三次相遇(碰面)，如圖 20。  

說明：設 P1、P2 兩人相遇點為 ax， 

由 V1T：V2T＝(a𝑥－
 1 

3
𝑥)：(

 4 

3
𝑥－a𝑥＋

 1 

3
𝑥) ＝1：7，a＝

 1 

2
。 

4.承 3.，在第三次相遇後，P1 繼續往前跑到
 2 

3
𝑥，此時 P2 跑回原點(0)後返回， 

也跑到
 2 

3
𝑥，兩人第四次相遇(追上)，如圖 21。 

說明：設 P1、P2 兩人相遇點為 ax， 

由 V1T：V2T＝(a𝑥－
 1 

2
𝑥)：(a𝑥 +

 1 

2
𝑥) ＝1：7，a＝

 2 

3
。 

原點(0) x 

圖 15(碰面) 

P1 
P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

原點(0) x 

圖 16(碰面) 

P1 
P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

原點(0) x 

圖 17(追上) 

P1 
P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

原點(0) x 

圖 18(碰面) 

P1 
P2 

1

4
𝑥 

1

2
𝑥 

3

4
𝑥 

原點(0) x 

圖 19(追上) 

P1 
P2 

1

4
𝑥 

1

2
𝑥 

3

4
𝑥 

1

3
𝑥 

原點(0) x 

圖 21(追上) 

P1 
P2 

1

4
𝑥 

1

2
𝑥 

3

4
𝑥 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

原點(0) x 

圖 20 (碰面)     

P1 
P2 

1

4
𝑥 

1

2
𝑥 

3

4
𝑥 

1

3
𝑥 
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5.承 4.，在第四次相遇後，P1 繼續往前跑到
 3 

4
𝑥， 

此時 P2 往前跑到折返點 x 再返回，也跑到
 3 

4
𝑥， 

兩人第五次相遇(碰面)，如圖 22。 

說明：設 P1、P2 兩人相遇點為 ax， 

由 V1T：V2T＝(a𝑥－
 2 

3
𝑥)：(

 4 

3
𝑥－a𝑥) ＝1：7，a＝

 3 

4
。 

6.承 5.，在第五次相遇後，P1 繼續往前跑到 x， 

此時 P2 跑回原點(0)後返回，也跑到 x， 

兩人第六次相遇(追上)，如圖 23。  

說明：設 P1、P2 兩人相遇點為 ax， 

由 V1T：V2T＝(a𝑥－
 3 

4
𝑥)：(a𝑥 +

 3 

4
𝑥) ＝1：7，a＝1。 

7.兩人同時由折返點(x)返回，回程與去程情形相同，如圖 24~圖 29。  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8.從上述 1.~7.知，兩人第一次在 
 1 

4
𝑥的位置相遇，則接下來兩人相遇的位置 

依序是：
 1 

3
x，

 1 

2
𝑥，

 2 

3
x，

 3 

4
x，x，

 3 

4
x，

 2 

3
x，

 1 

2
𝑥，

 1 

3
x，

 1 

4
𝑥，原點(0)。 

 

 

 

 

 

 

 

原點(0) x 

圖 22(碰面) 

P1 
P2 

1

4
𝑥 

1

2
𝑥 3

4
𝑥 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

原點(0) x 

圖 23(追上) 
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P2 
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4
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3
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原點(0) x 

圖 24(碰面) 
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4
𝑥 

1

2
𝑥 

3

4
𝑥 

1
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2

3
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原點(0) x 

圖 25(追上) 

P1 

P2 

1

4
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原點(0) x 

圖 26(碰面) 
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2
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圖 27(追上) 
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原點(0) x 

圖 28(碰面) 
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1

2
𝑥 

3

4
𝑥 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 原點(0) x 

圖 29(追上) 

P1 
P2 

1

4
𝑥 

1

2
𝑥 

3

4
𝑥 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 
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(五) P1、P2 同時由原點(0)出發，若兩人第一次在 
 3 

4
𝑥、

 1 

5
𝑥、

 2 

5
𝑥……的情形(詳見筆記)，

將其結果整理成表一，表一中假設 P1 跑了 a，P2 跑了 2𝑥－a。 

表一 兩人相遇的情形 

第一次相遇點 兩人從原點同時出發，再次回到原點前的所有相遇點 距離(速率)比 
1

2
𝑥 

1

2
𝑥，x，

1

2
𝑥，0 1:3 

1

3
𝑥 

1

3
𝑥，

1

2
𝑥，

2

3
𝑥，x，

2

3
𝑥，

1

2
𝑥，

1

3
𝑥，0 1:5 

2

3
𝑥 

2

3
𝑥，

2

3
𝑥，0 1:2 

1

4
𝑥 

1

4
𝑥，

1

3
𝑥，

1

2
𝑥，

2

3
𝑥，

3

4
𝑥，x，

3

4
𝑥，

2

3
𝑥，

1

2
𝑥，

1

3
𝑥，

1

4
𝑥，0 1:7 

3

4
𝑥 

3

4
𝑥，

1

2
𝑥，

1

4
𝑥，x，

1

4
𝑥，

1

2
𝑥，

3

4
𝑥，0 3:5 

1

5
𝑥 

1

5
𝑥，

1

4
𝑥，

2

5
𝑥，

1

2
𝑥，

3

5
𝑥，

3

4
𝑥，

4

5
𝑥，x，

4

5
𝑥，

3

4
𝑥，

3

5
𝑥，

1

2
𝑥，

2

5
𝑥，

1

4
𝑥，

1

5
𝑥，0 

1:9 

2

5
𝑥 

2

5
𝑥，

2

3
𝑥，

4

5
𝑥，

4

5
𝑥，

2

3
𝑥，

2

5
𝑥，0 1:4 

3

5
𝑥 

3

5
𝑥，

4

5
𝑥，

1

2
𝑥，

1

5
𝑥，

2

5
𝑥，x，

2

5
𝑥，

1

5
𝑥，

1

2
𝑥，

4

5
𝑥，

3

5
𝑥，0 3:7 

4

5
𝑥 

4

5
𝑥，

2

5
𝑥，

2

5
𝑥，

4

5
𝑥，0 2:3 

1

6
𝑥 

1

6
𝑥，

1

5
𝑥，

1

3
𝑥，

2

5
𝑥，

1

2
𝑥，

3

5
𝑥，

2

3
𝑥，

4

5
𝑥，

5

6
𝑥，x，

5

6
𝑥，

4

5
𝑥，

2

3
𝑥，

3

5
𝑥，

1

2
𝑥，

2

5
𝑥，

1

3
𝑥，

1

5
𝑥，

1

6
𝑥，0 

1:11 

5

6
𝑥 

5

6
𝑥，

1

3
𝑥，

1

2
𝑥，

2

3
𝑥，

1

6
𝑥，x，

1

6
𝑥，

2

3
𝑥，

1

2
𝑥，

1

3
𝑥，

5

6
𝑥，0 5:7 

1

7
𝑥 

1

7
𝑥，

1

6
𝑥，

2

7
𝑥，

1

3
𝑥，

3

7
𝑥，

1

2
𝑥，

4

7
𝑥，

2

3
𝑥，

5

7
𝑥，

5

6
𝑥，

6

7
𝑥，x，

6

7
𝑥，

5

6
𝑥，

5

7
𝑥，

2

3
𝑥，

4

7
𝑥，

1

2
𝑥，

3

7
𝑥，

1

3
𝑥，

2

7
𝑥，

1

6
𝑥，

1

7
𝑥，0 

1:13 

2

7
𝑥 

2

7
𝑥，

2

5
𝑥，

4

7
𝑥，

4

5
𝑥，

6

7
𝑥，

6

7
𝑥，

4

5
𝑥，

4

7
𝑥，

2

5
𝑥，

2

7
𝑥，0 1:6 

3

7
𝑥 

3

7
𝑥，

3

4
𝑥，

6

7
𝑥，

5

7
𝑥，

1

2
𝑥，

2

7
𝑥，

1

7
𝑥，

1

4
𝑥，

4

7
𝑥，x，

4

7
𝑥，

1

4
𝑥，

1

7
𝑥，

2

7
𝑥，

1

2
𝑥，

5

7
𝑥，

6

7
𝑥，

3

4
𝑥，

3

7
𝑥，0 

3:11 

4

7
𝑥 

4

7
𝑥，

6

7
𝑥，

2

3
𝑥，

2

7
𝑥，

2

7
𝑥，

2

3
𝑥，

6

7
𝑥，

4

7
𝑥，0 2:5 

5

7
𝑥 

5

7
𝑥，

4

7
𝑥，

1

7
𝑥，

1

2
𝑥，

6

7
𝑥，

3

7
𝑥，

2

7
𝑥，x，

2

7
𝑥，

3

7
𝑥，

6

7
𝑥，

1

2
𝑥，

1

7
𝑥，

4

7
𝑥，

5

7
𝑥，0 

5:9 

6

7
𝑥 

6

7
𝑥，

2

7
𝑥，

4

7
𝑥，

4

7
𝑥，

2

7
𝑥，

6

7
𝑥，0 3:4 

(六)從上述(一)~(五)發現： 

1.觀察每個「第一次」相遇點發現，在第一次相遇時，P1跑的距離＋P2跑的距離＝2𝑥。 

2.若 P1跑到 a 點和 P2第一次相遇，則 P1跑 a、P2跑 2𝑥－a。 

3.當 P1跑到 2a 時，P1和 P2會再次相遇，但不一定是第二次相遇，因為之間有可能有

「追上」的情形。 

4. P1、P2第一次相遇的點＝
2v1

v1＋v2
；P1、P2第一次追上的點＝

2v1

v2−v1
。 
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5.當
2v1

v2−v1
為正奇數時，只在𝑥這點才會追上；而當

2v1

v2−v1
為正偶數時，沒有追上的情形。 

 (七)相遇點的探討 

設 P1的速率為 V1，P2的速率為 V2(V1 < V2)，所費時間為 T，相遇點為 a。 

1.若第一次相遇是碰面在
 1 

2
𝑥 時，V1：V2=1：3。 

 說明：V1T=
 1 

2
𝑥  (1) ，    V2T= 2𝑥 −

 1 

2
𝑥 =

 3 

2
𝑥   (2)，  

(1)、(2)兩式相除得到：
  V1  

V2
 = 

 1 

3
 。 

2.若第一次相遇是追上在
 1 

2
x 時，V1：V2=1：5。 

 說明：V1T=
 1 

2
x  (1) ，    V2T= 2𝑥 +

 1 

2
𝑥 =

 5 

2
𝑥  (2)，  

(1)、(2)兩式相除得到：
  V1  

V2
 = 

 1 

5
 。  

    3.若第一次相遇是碰面在a =
 m 

n
𝑥（m、n 為正整數）時，a =

 m 

n
𝑥 =

2v1

v1＋v2
𝑥。 

 說明：V1T=
 m 

n
𝑥  (1) ，     V2T= 2𝑥 −

 m 

n
𝑥  (2)，  

(1)、(2)兩式相除得到：
  V1  

V2
 = 

m

2n−m
 ，  

第一次相遇是碰面在a =
 m 

n
𝑥 =

2v1

v1＋v2
𝑥。 

4.若第一次相遇是追上在a =
 m 

n
𝑥（m、n 為正整數）時，a =

 m 

n
𝑥 =

2v1

v2−v1
𝑥 。 

  說明：V1T=
 m 

n
𝑥  (1) ，   V2T= 2𝑥 +

 m 

n
𝑥  (2)， 

 (1)、(2)兩式相除得到：
  V1  

V2
 = 

m

2n+m
  ， 

 第一次相遇是追上在a =
 m 

n
𝑥 =

2v1

v2−v1
𝑥 。 

 

二、在直線跑道上折返跑，三名運動員(P1、P2、P3)相遇的情形 

(一)P1、P2、P3 同時由原點(0)出發，若三人第一次相遇在
 1 

2
𝑥     

1.若 P1 跑了 
 1  

2
x，P2 跑了 

 3  

2
x，P3 跑了

  5  

2
x， 

由 V1T：V2T：V3T=
 1  

2
x：

 3  

2
x：

 5  

2
x=1：3：5， 

知 V1：V2：V3=1：3：5，如圖 30。 

原點(0) x 

 圖 30(第一次相遇) 

1

2
𝑥 

P1 

P2 

P3 
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2.承 1.，接著 P1 繼續往前跑到 x，此時 P2 跑回原點(0)後 

返回跑到 x，而 P3 跑到 x 後返回原點(0)再次跑到 x， 

三人第二次相遇，如圖 31。 

3.承 2.，接著 P1 從折返點 x 返回跑到
 1 

2
𝑥，此時 

P2 從折返點 x 返回跑到原點(0)後，繼續跑到
 1 

2
𝑥， 

而 P3 從折返點 x 返回跑到原點(0)後，繼續跑到折 

返點 x 返回跑到
 1 

2
𝑥，三人第三次相遇，如圖 32。 

4.承 3.，接著 P1 從 
 1 

2
𝑥跑回原點(0)，此時 P2 從 

 1 

2
𝑥 

跑到 x 後再返回跑到原點(0)，而 P3 從 
 1 

2
𝑥跑到 

原點(0)後，返回跑到 x，再返回跑到原點(0)，三人 

第四次相遇，如圖 33。 

5.從上述 1.~4.知，三人相遇的位置依序是：
 1 

2
𝑥，x， 

 1 

2
𝑥，原點(0)。 

(二)P1、P2、P3 同時由原點(0)出發，若三人第一次相遇在
 1 

3
𝑥 

1.若 P1 跑了
 1 

3
𝑥，P2 跑了

 5 

3
𝑥，P3 跑了

 7 

3
𝑥， 

由 V1T：V2T：V3T=
 1  

3
x：

  5  

3
x：

  7  

3
x=1：5：7， 

知 V1：V2：V3=1：5：7，如圖 34。 

2.承 1.，接著 P1 繼續往前跑到
 1 

2
x，此時 P2 跑回 

原點(0)後返回也跑到
 1 

2
𝑥，而 P3 跑到 x 後返回 

也跑到 
 1 

2
𝑥，三人第二次相遇，如圖 35。 

說明：設 P1、P2、P3 三人相遇點為 a， 

由 V1T：V2T：V3T= (a −
 1  

3
x)：(a +

 1  

3
x)：(𝑥 − a +

 2  

3
x) =1：5：7，a=

 1  

2
𝑥。 

3.承 2.，接著 P1 繼續往前跑到
 2 

3
x，此時 P2 跑到𝑥後返回也跑到

 2 

3
x，而 P3 跑到原點(0)後

返回也跑到
 2 

3
x，三人第三次相遇，如圖 36。 

說明：設 P1、P2、P3 三人相遇點為 a， 

由 V1T：V2T：V3T 

= (a −
 1  

2
x)：(a +

 1 

6
x)：(a +

 1  

2
x)= 1：5：7，a=

 2  

3
𝑥。 

原點(0) x 

 圖 31(第二次相遇) 

1

2
𝑥 

P1 

P2 

P3 

原點(0) x 

 圖 32(第三次相遇) 

1

2
𝑥 

P1 

P2 

P3 

原點(0) x 

 圖 33(第四次相遇) 

1

2
𝑥 

P1 

P2 

P3 

原點(0) x 

圖 34(第一次相遇) 

1

2
𝑥 

 
P1 

P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

P3 

原點(0) x 

圖 35(第二次相遇) 

1

2
𝑥 

P1 

P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

P3 

原點(0) x 

圖 36(第三次相遇) 

1

2
𝑥 

 
P1 

P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

P3 
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4.承 3.，接著 P1 繼續往前跑到折返點 x，此時 P2 

跑回原點(0)後返回也跑到 x，而 P3 跑到 x 後， 

跑回原點(0)再返回跑到 x，三人第四次相遇， 

如圖 37。 

5.三人同時由折返點返回原點時相遇的情形，如圖 38~圖 41。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.從上述 1.~5.知，三人第一次相遇在
 1 

3
𝑥，則接下來三人相遇的位置依序是：

 1 

2
𝑥，

 2 

3
x，

x，
 2 

3
x，

 1 

2
𝑥，

 1 

3
x，原點(0)。 

(三)P1、P2、P3 同時由原點(0)出發，若三人第一次相遇在
 2 

3
𝑥 

1.若 P1 跑了
 2 

3
𝑥，P2 了跑

 4 

3
𝑥，P3 跑了

 8 

3
𝑥， 

由 V1T：V2T：V3T=
  2  

3
x：

  4  

3
x：

  8  

3
x=1：2：4， 

知 V1：V2：V3=1：2：4，如圖 42。 

2.承 1.，接著 P1 繼續往前跑到 x 後返回
 2 

3
x，此時 

P 2 跑回原點(0)後返回也跑到
 2 

3
𝑥，而 P3 跑到 𝑥 後 

跑回原點(0)再跑到 x 後返回，也跑到
 2 

3
𝑥，三人 

第二次相遇，如圖 43。 

3.承 2.，接著 P1 繼續往前跑到原點(0)，此時 P2 跑 

到折返點 x 後返回，也跑到原點(0)，而 P3 跑回 

原點(0)後返回到折返點 x，再跑回原點(0)，三人 

第三次相遇，如圖 44。 

4.從上述 1.~3.知，三人相遇的位置依序是：
 2 

3
𝑥，

 2 

3
𝑥，原點(0)。 

原點(0) x 

圖 37(第四次相遇) 

1

2
𝑥 

P1 

P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

P3 

原點(0) x 

圖 38(第五次相遇) 

1

2
𝑥 

P1 

P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

P3 

原點(0) x 

圖 39(第六次相遇) 

1

2
𝑥 

P1 

P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

P3 

原點(0) x 

圖 40(第七次相遇) 

1

2
𝑥 

P1 

P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

P3 

原點(0) x 

圖 41(第八次相遇) 

1

2
𝑥 

P1 

P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

P3 

原點(0) x 

圖 42(第一次相遇) 

P1 

P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

P3 

原點(0) x 

圖 43(第二次相遇) 

P1 

P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

P3 

原點(0) x 

圖 44(第三次相遇) 

P1 

P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

P3 
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(四) P1、P2、P3 同時由原點(0)出發，若三人第一次相遇在
 1 

4
𝑥  

1.若 P1 跑了
 1 

4
𝑥，P2 跑了

 7 

4
𝑥，P3 跑了

 9 

4
𝑥， 

由 V1T：V2T：V3T=
 1  

4
x：

 7  

4
x：

 9  

4
x=1：7：9， 

知 V1：V2：V3=1：7：9，如圖 45。  

2.承 1.，接著 P1 繼續往前跑到
 1 

2
𝑥，此時 P2 跑回 

原點(0)後返回 x，最後也跑到
 1 

2
𝑥，而 P3 跑到 x後 

返回原點(0)，最後也跑到
 1 

2
𝑥，三人第二次相遇， 

如圖 46。 

3.承 2.，接著 P1 繼續往前跑到
 3 

4
𝑥，此時 P2 往前跑 

到原點後返回 x，最後也跑到
 3 

4
𝑥，而 P3 往前跑到 x， 

返回原點後，最後也跑到
 3 

4
𝑥，三人第三次相遇， 

如圖 47。  

4.承 3.，接著 P1 繼續往前跑到 x，此時 P2 跑回原 

點(0)後返回，也跑到 x，而 P3 往前跑到 x，返回 

原點後，最後也跑到 x，三人第四次相遇，如圖 48。 

5.三人同時由折返點返回，回程與去程情形相同，如圖 49~圖 52。  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.從上述 1.~5.知，三人第一次相遇在
 1 

4
𝑥，則接下來三人相遇的位置依序是：

 1 

2
𝑥，

 3 

4
x，

x， 
 3 

4
x，

 1 

2
𝑥，

 1 

4
𝑥，原點(0)。 

 

 

原點(0) 
x 

圖 45(第一次相遇) 

P1 

P2 

1

4
𝑥 

1

2
𝑥 

3

4
𝑥 

P3 

原點(0) x 

圖 46(第二次相遇) 

P1 
P2 

1

4
𝑥 

1

2
𝑥 

3

4
𝑥 

P3 

原點(0) x 

圖 47(第三次相遇) 

P1 

P2 

1

4
𝑥 

1

2
𝑥 

3

4
𝑥 

P3 

原點(0) x 

圖 48(第四次相遇) 

P1 

P2 

1

4
𝑥 

1

2
𝑥 

3

4
𝑥 

P3 

原點(0) x 

圖 49(第五次相遇) 

P1 

P2 

1

4
𝑥 

1

2
𝑥 

3

4
𝑥 

P3 

原點(0) x 

圖 52(第八次相遇) 

P1 

P2 

1

4
𝑥 

1

2
𝑥 

3

4
𝑥 

P3 

原點(0) x 

圖 50(第六次相遇) 

P1 

P2 

1

4
𝑥 

1

2
𝑥 

 

3

4
𝑥 

P3 

原點(0) x 

圖 51(第七次相遇) 

P1 

P2 

1

4
𝑥 

1

2
𝑥 

3

4
𝑥 

P3 
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(五) P1、P2、P3 同時由原點(0)出發，若三人第一次相遇在
 3 

4
𝑥、

 1 

5
𝑥、

2

5
𝑥……的情形(詳見筆

記)，將其結果整理成表二，表二中假設 P1 跑了 a，P2 跑了 2𝑥－a，P3 跑了 2𝑥＋a。 

表二 三人相遇的情形 

第一次相遇點 三人從原點同時出發，再次回到原點的所有相遇點 距離(速率)比 
1

2
𝑥 

1

2
𝑥，x，

1

2
𝑥，0 1:3:5 

1

3
𝑥 

1

3
𝑥，

1

2
𝑥，

2

3
𝑥，x，

2

3
𝑥，

1

2
𝑥，

1

3
𝑥，0 1:5:7 

2

3
𝑥 

2

3
𝑥，

2

3
𝑥，0 1:2:4 

1

4
𝑥 

1

4
𝑥，

1

2
𝑥，

3

4
𝑥，x，

3

4
𝑥，

1

2
𝑥，

1

4
𝑥，0 1:7:9 

3

4
𝑥 

3

4
𝑥，

1

2
𝑥，

1

4
𝑥，x，

1

4
𝑥，

1

2
𝑥，

3

4
𝑥，0 3:5:11 

1

5
𝑥 

1

5
𝑥，

2

5
𝑥，

1

2
𝑥，

3

5
𝑥，

4

5
𝑥，x，

4

5
𝑥，

3

5
𝑥，

1

2
𝑥，

2

5
𝑥，

1

5
𝑥，0 1:9:11 

2

5
𝑥 

2

5
𝑥，

4

5
𝑥，

4

5
𝑥，

2

5
𝑥，0 1:4:6 

3

5
𝑥 

3

5
𝑥，

4

5
𝑥，

1

2
𝑥，

1

5
𝑥，

2

5
𝑥，x，

2

5
𝑥，

1

5
𝑥，

1

2
𝑥，

4

5
𝑥，

3

5
𝑥，0 3:7:13 

4

5
𝑥 

4

5
𝑥，

2

5
𝑥，

2

5
𝑥，

4

5
𝑥，0 2:3:7 

1

6
𝑥 

1

6
𝑥，

1

3
𝑥，

1

2
𝑥，

2

3
𝑥，

5

6
𝑥，x，

5

6
𝑥，

2

3
𝑥，

1

2
𝑥，

1

3
𝑥，

1

6
𝑥，0 1:11:13 

5

6
𝑥 

5

6
𝑥，

1

3
𝑥，

1

2
𝑥，

2

3
𝑥，

1

6
𝑥，x，

1

6
𝑥，

2

3
𝑥，

1

2
𝑥，

1

3
𝑥，

5

6
𝑥，0 5:7:17 

1

7
𝑥 

1

7
𝑥，

2

7
𝑥，

3

7
𝑥，

1

2
𝑥，

4

7
𝑥，

5

7
𝑥，

6

7
𝑥，x，

6

7
𝑥，

5

7
𝑥，

4

7
𝑥，

1

2
𝑥，

3

7
𝑥，

2

7
𝑥，

1

7
𝑥，0 

1:13:15 

2

7
𝑥 

2

7
𝑥，

4

7
𝑥，

6

7
𝑥，

6

7
𝑥，

4

7
𝑥，

2

7
𝑥，0 1:6:8 

3

7
𝑥 

3

7
𝑥，

6

7
𝑥，

5

7
𝑥，

1

2
𝑥，

2

7
𝑥，

1

7
𝑥，

4

7
𝑥，x，

4

7
𝑥，

1

7
𝑥，

2

7
𝑥，

1

2
𝑥，

5

7
𝑥，

6

7
𝑥，

3

7
𝑥，0 

3:11:17 

4

7
𝑥 

4

7
𝑥，

6

7
𝑥，

2

7
𝑥，

2

7
𝑥，

6

7
𝑥，

4

7
𝑥，0 2:5:9 

5

7
𝑥 

5

7
𝑥，

4

7
𝑥，

1

7
𝑥，

1

2
𝑥，

6

7
𝑥，

3

7
𝑥，

2

7
𝑥，x，

2

7
𝑥，

3

7
𝑥，

6

7
𝑥，

1

2
𝑥，

1

7
𝑥，

4

7
𝑥，

5

7
𝑥，0 

5:9:19 

6

7
𝑥 

6

7
𝑥，

2

7
𝑥，

4

7
𝑥，

4

7
𝑥，

2

7
𝑥，

6

7
𝑥，0 3:4:10 

(六)從上述(一)~(五)發現: 

1.觀察每個「第一次」相遇點，發現在第一次相遇時，P3跑的距離最少是 P1跑的距離加

上 2𝑥，也就是從原點(0)到折返點再回原點(0)，亦即跑一圈之後再加上 P1跑的距離。 

2.若 P1跑到 a 點和 P2、P3第一次相遇，則 P1跑 a、P2跑 2𝑥－a、P3至少跑 2𝑥＋a。 

3.當 P1跑到 2a 時，P1、P2、P3會再次相遇。 

4. P1、P2、P3的速率比為 V1：V2：V3時，V1＋V2＝V3－V1。 
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三、在直線跑道上折返跑，四名運動員(P1、P2、P3、P4)相遇的情形 

 (一)P1、P2、P3、P4 同時由原點(0)出發，若四人第一次相遇在
 1 

2
𝑥 

1.若四人第一次相遇在
 1 

2
x，相遇情形如圖 53~圖 56。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.四人相遇的位置依序是：
 1 

2
𝑥，x，

 1 

2
𝑥，原點(0)。 

(二)P1、P2、P3、P4 同時由原點(0)出發，若四人第一次相遇在 
 1 

3
𝑥。 

1.若四人第一次相遇在 
 1 

3
x，相遇情形如圖 57~圖 64。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

原點(0) x 

 圖 53(第一次相遇) 

1

2
𝑥 

P1 

P2 

P3 

P4 

原點(0) x 

 圖 54(第二次相遇) 

1

2
𝑥 

P1 

P2 

P3 

P4 

原點(0) x 

 圖 55(第三次相遇) 

1

2
𝑥 

P1 

P2 

P3 

P4 

原點(0) x 

 圖 56(第四次相遇) 

1

2
𝑥 

P1 

P2 

P3 

P4 

原點(0) x 

圖 57(第一次相遇) 

 
P1 

P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

P3 

P4 

原點(0) x 

圖 58(第二次相遇) 

P1 

P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

P3 

P4 

1

2
𝑥 

原點(0) x 

圖 59(第三次相遇) 

P1 

P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

P3 

P4 

1

2
𝑥 原點(0) x 

圖 60(第四次相遇) 

P1 

P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

P3 

P4 

1

2
𝑥 
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2.四人同時由折返點返回原點時的相遇情形，如圖 61~圖 64。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.從上述 1.~2.知，四人第一次相遇在
 1 

3
𝑥，則接下來四人相遇的位置 

依序是：
 1 

2
𝑥，

 2 

3
x，x，

 2 

3
x，

 1 

2
𝑥，

 1 

3
x，原點(0)。 

 

(三)P1、P2、P3、P4 同時由原點(0)出發，若四人第一次相遇在
 2 

3
𝑥 

1.若四人第一次相遇在
 2 

3
𝑥，則接下來四人的 

相遇情形，如圖 65~圖 67。 

2.從上述 1.知，四人相遇的位置依序是：
 2 

3
𝑥， 

 2 

3
𝑥，原點(0)。 

 

 

 

 

 

 

(四)P1、P2、P3、P4 同時由原點(0)出發，若四人第一次相遇在 
 1 

4
𝑥 

1.若四人第一次相遇在
 1 

4
𝑥，其相遇情形如圖 68~圖 75。 

 

原點(0) x 

圖 61(第五次相遇) 

P1 

P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

P3 

P4 

1

2
𝑥 原點(0) x 

圖 62(第六次相遇) 

P1 

P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

P3 

P4 

1

2
𝑥 

原點(0) x 

圖 63(第七次相遇) 

P1 

P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

P3 

P4 

1

2
𝑥 原點(0) x 

圖 64(第八次相遇) 

P1 

P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

P3 

P4 

1

2
𝑥 

原點(0) x 

圖 65(第一次相遇) 

P1 

P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

P3 

P4 

原點(0) x 

圖 66(第二次相遇) 

P1 

P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

P3 

P4 

原點(0) x 

圖 67(第三次相遇) 

P1 

P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

P3 

P4 
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2.四人同時由折返點返回，回程與去程情形相同，如圖 72~圖 75。  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.從上述 1.~2.知，四人第一次相遇在
 1 

4
𝑥，則接下來四人相遇的位置依序是： 

 1 

2
𝑥， 

 3 

4
x，x，

 3 

4
x， 

 1 

2
𝑥，

 1 

4
𝑥，原點(0)。 

 

 

原點(0) x 

圖 68(第一次相遇) 

P1 

P2 

1

4
𝑥 

1

2
𝑥 

3

4
𝑥 

P3 

P4 

原點(0) x 

圖 69(第二次相遇) 

P1 

P2 

1

4
𝑥 

1

2
𝑥 

3

4
𝑥 

P3 

P4 

原點(0) x 

圖 70(第三次相遇) 

P1 

P2 

1

4
𝑥 

1

2
𝑥 

3

4
𝑥 

P3 

P4 

原點(0) x 

圖 71(第四次相遇) 

P1 

P2 

1

4
𝑥 

1

2
𝑥 

3

4
𝑥 

P3 

P4 

原點(0) x 

圖 72(第五次相遇) 

P1 

P2 

1

4
𝑥 

1

2
𝑥 

3

4
𝑥 

P3 

P4 

原點(0) x 

圖 73(第六次相遇) 

P1 

P2 

1

4
𝑥 

1

2
𝑥 

3

4
𝑥 

P3 

P4 

原點(0) x 

圖 74(第七次相遇) 

P1 

P2 

1

4
𝑥 

1

2
𝑥 

3

4
𝑥 

P3 

P4 

原點(0) x 

圖 75(第八次相遇) 

P1 

P2 

1

4
𝑥 

1

2
𝑥 

3

4
𝑥 

P3 

P4 
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(五) P1、P2、P3、P4 同時由原點(0)出發，若四人第一次相遇在
 3 

4
𝑥、

 1 

5
𝑥、

 2 

5
𝑥……的情形

(詳見筆記)，將其結果整理成表三，表三中假設 P1 跑了 a，P2 跑了 2𝑥－a，P3 跑了 

2𝑥＋a，P4 跑了 4𝑥－a。 

表三 四人相遇的情形 

第一次相遇點 四人從原點同時出發，再次回到原點前的所有相遇點 距離(速率)比 
1

2
𝑥 

1

2
𝑥，x，

1

2
𝑥，0 1:3:5:7 

1

3
𝑥 

1

3
𝑥，

1

2
𝑥，

2

3
𝑥，x，

2

3
𝑥，

1

2
𝑥，

1

3
𝑥，0 1:5:7:11 

2

3
𝑥 

2

3
𝑥，

2

3
𝑥，0 1:2:4:5 

1

4
𝑥 

1

4
𝑥，

1

2
𝑥，

3

4
𝑥，x，

3

4
𝑥，

1

2
𝑥，

1

4
𝑥，0 1:7:9:15 

3

4
𝑥 

3

4
𝑥，

1

2
𝑥，

1

4
𝑥，x，

1

4
𝑥，

1

2
𝑥，

3

4
𝑥，0 3:5:11:13 

1

5
𝑥 

1

5
𝑥，

2

5
𝑥，

1

2
𝑥，

3

5
𝑥，

4

5
𝑥，x，

4

5
𝑥，

3

5
𝑥，

1

2
𝑥，

2

5
𝑥，

1

5
𝑥，0 1:9:11:19 

2

5
𝑥 

2

5
𝑥，

4

5
𝑥，

4

5
𝑥，

2

5
𝑥，0 1:4:6:9 

3

5
𝑥 

3

5
𝑥，

4

5
𝑥，

1

2
𝑥，

1

5
𝑥，

2

5
𝑥，x，

2

5
𝑥，

1

5
𝑥，

1

2
𝑥，

4

5
𝑥，

3

5
𝑥，0 3:7:13:17 

4

5
𝑥 

4

5
𝑥，

2

5
𝑥，

2

5
𝑥，

4

5
𝑥，0 2:3:7:8 

1

6
𝑥 

1

6
𝑥，

1

3
𝑥，

1

2
𝑥，

2

3
𝑥，

5

6
𝑥，x，

5

6
𝑥，

2

3
𝑥，

1

2
𝑥，

1

3
𝑥，

1

6
𝑥，0 1:11:13:23 

5

6
𝑥 

5

6
𝑥，

1

3
𝑥，

1

2
𝑥，

2

3
𝑥，

1

6
𝑥，x，

1

6
𝑥，

2

3
𝑥，

1

2
𝑥，

1

3
𝑥，

5

6
𝑥，0 5:7:17:19 

1

7
𝑥 

1

7
𝑥，

2

7
𝑥，

3

7
𝑥，

1

2
𝑥，

4

7
𝑥，

5

7
𝑥，

6

7
𝑥，x，

6

7
𝑥，

5

7
𝑥，

4

7
𝑥，

1

2
𝑥，

3

7
𝑥，

2

7
𝑥，

1

7
𝑥，0 

1:13:15:27 

2

7
𝑥 

2

7
𝑥，

4

7
𝑥，

6

7
𝑥，

6

7
𝑥，

4

7
𝑥，

2

7
𝑥，0 1:6:8:13 

3

7
𝑥 

3

7
𝑥，

6

7
𝑥，

5

7
𝑥，

1

2
𝑥，

2

7
𝑥，

1

7
𝑥，

4

7
𝑥，x，

4

7
𝑥，

1

7
𝑥，

2

7
𝑥，

1

2
𝑥，

5

7
𝑥，

6

7
𝑥，

3

7
𝑥，0 

3:11:17:25 

4

7
𝑥 

4

7
𝑥，

6

7
𝑥，

2

7
𝑥，

2

7
𝑥，

6

7
𝑥，

4

7
𝑥，0， 2:5:9:12 

5

7
𝑥 

5

7
𝑥，

4

7
𝑥，

1

7
𝑥，

1

2
𝑥，

6

7
𝑥，

3

7
𝑥，

2

7
𝑥，x，

2

7
𝑥，

3

7
𝑥，

6

7
𝑥，

1

2
𝑥，

1

7
𝑥，

4

7
𝑥，

5

7
𝑥，0 

5:9:19:23 

6

7
𝑥 

6

7
𝑥，

2

7
𝑥，

4

7
𝑥，

4

7
𝑥，

2

7
𝑥，

6

7
𝑥，0 3:4:10:11 

 

(六)從上述(一)~(五)發現： 

1.觀察每個「第一次」相遇點，發現在第一次相遇時，P4跑的距離最少是 P2跑的距離加

上 2𝑥，也就是從原點(0)到折返點再回原點(0)，即「跑一圈之後再加上 P2跑的距離」。 

2.若 P1跑到 a 點和 P2、P3、P4第一次相遇，則 P1跑 a、P2跑 2𝑥－a、P3至少跑 2𝑥＋a、P4

至少跑 4𝑥－a。 

3.當 P1跑到 2a 時，P1、P2、P3、P4會再次相遇。 
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(七)從表一~表三中發現：若 a=
 m 

n
𝑥，其中 m、n 互質，且 0＜m＜n，則 

1.當 n、m 都是奇數，則 0、
 1 

n
𝑥、

 2 

n
𝑥、

 3 

n
𝑥、…、

n−1

n
𝑥也都是相遇點。 

2.當 n 是偶數，則 0、
 1 

n
𝑥、

 2 

n
𝑥、

 3 

n
𝑥、…、

 n−1 

n
𝑥也都是相遇點。 

3.當 n 是奇數，m 是偶數，則 0、
 2 

n
𝑥、

 4 

n
𝑥、

 6 

n
𝑥、…、

 n−1 

n
𝑥都是相遇點， 

而 
 1 

n
𝑥、

 3 

n
𝑥、

 5 

n
𝑥、…、

 n−2 

n
𝑥不是相遇點。 

說明：1. n、m 都是奇數，則 m、2m、…、(n-1)m、nm 分別除以 n，它們的餘數都不會

相同，這些餘數恰為 1、2、3、…、n-1、0。因此 
 m 

n
𝑥、

 2m 

n
𝑥、

 3m 

n
𝑥、…、

 (n−1)m 

n
𝑥、 

 nm 

n
𝑥這 n 個點恰為 0、

 1 

n
𝑥、

 2 

n
𝑥、

 3 

n
𝑥、…、

 n−1 

n
𝑥這 n 個點。 

2.當 n 為偶數，因為 n、m 互質，所以 m 為奇數，其證明方法與 1.同。 

3.當 n 為奇數，m 為偶數，設 lm 除以 n 的商為 q，餘數為 r，則 lm＝nq+r 

 ⇒ 
 𝑙𝑚 

n
𝑥＝

 nq+r 

n
𝑥＝q𝑥+

 r 

n
𝑥，若

 𝑙𝑚 

n
𝑥與 

 r 

n
𝑥為同一點，則 q 為偶數，此時 r 為偶

數，所以
 1 

n
𝑥、

 3 

n
𝑥、

 5 

n
𝑥、…、

 n−2 

n
𝑥不是相遇點。 

反之，若 r 為偶數，則可找到 l，使得 lm＝nq+r，又因為 r、m 為偶數，n 為奇

數，則 q 必為偶數，成立。 

四、在直線跑道上折返跑，k 名運動員(P1、P2、P3、…、Pk)相遇的情形 

有 k 名運動員，分別為 P1、P2、…、Pk，其中 

P1 跑最慢。 

(一)設原點到折返點的距離為 x，k 名運動員同時從原 

點出發，考慮 P1 跑到 a 點時(0＜a＜x)，這 k 名運 

動員第一次同時在 a 點相遇。由於速率各不相同， 

所以跑者跑的距離依序為{a、2x－a、2x＋a、4x－a  

、4x＋a、6x－a、6x＋a、…、2bx－a、2bx＋a}， 

如圖 76。 

(二)令集合 S1＝{a、2x－a、2x＋a、4x－a、4x＋a、6x－a、 

6x＋a、…、2bx－a、2bx＋a}，則從集合 S1 中任取 k 個數，即為這 k 名運動員同時從

原點出發，且在 a 點相遇的情形。 

(三)當 P1 由 a 點跑到 2a 點時，由於跑步的時間多了一倍，故所有運動員跑的距離也會多

一倍，即跑者跑的距離依序為{2a、4x－2a、4x＋2a、8x－2a、8x＋2a、…、4bx－2a、

4bx＋2a}，所以這 k 名運動員第一次同時在 a 點相遇後，也會在 2a 點再次相遇，亦即

原點(0) x 

圖 76 

a 
2x-a 

a 

2x+a 

4x-a 

4x+a 

⋮ ⋮ ⋮ 

2bx-a 

2bx+a 

⋮ ⋮ 

⋮ ⋮ 
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這 k 名運動員在時間 t 時第一次相遇，則在 2t、3t、…也會相遇。 

說明：設第 1 個運動員在時間 t 時跑 a (0＜a＜x)，則其他運動員跑的距離為 2bx－a(碰

面)或 2bx＋a(追上)。yt 分鐘時，第 1 個運動員跑 ya (y=2、3…)，其他運動員跑

y(2bx－a)或 y(2bx＋a)⇒ya＋y(2bx－a)= y∙2bx(碰面)或 ya＋y(2bx＋a)= y(2bx＋2a)(追

上)，故當 k 名運動員在時間 t 時第一次相遇，則在 2t，3t…yt 也會相遇。 

研究二：數名運動員在圓形跑道上以互不相同的均速，同向或反向跑的相遇情形 

在圓形跑道上取一點為原點(0)，圓周長為 x，如圖 77。數名運動 

員(P1、P2、P3、…、Pk，距離比 P1＜P2＜P3＜…＜Pk，其中 P1 跑最慢) 

以互不相同的均速從原點出發，有順時針方向者，也有逆時針方向者， 

當他們全部相遇在 a (0＜a＜
 1 

2
𝑥)點時，探討如下： 

一、與 P1跑同向的相遇情形 

(一)P1、P2 兩個人同時從原點同向出發，若 2 人在 a 點相遇，則 P1至少跑了 a 的距離，P2

至少跑了 x＋a 的距離，如圖 78。 

(二)P1、P2、P3 三個人同時從原點同向出發，若 3 人在 a 點相 

遇，則 P1至少跑了 a 的距離，P2至少跑了 x＋a 的距離，P3 

至少跑了 2x＋a 的距離，因每個人的速率不同，且相遇在 

a 點，所以每增加一名運動員，就至少增加一圈的距離。 

(三)數名運動員與 P1同時從原點同向出發，且在 a 點相遇， 

其距離依序為{a、x＋a、2x＋a、3x＋a、…、(b－1)x＋a}。 

(四)令集合 S2＝{a、x＋a、2x＋a、3x＋a、…、(b－1)x＋a}，則從 

集合 S2 中任取 k 個數，即為 k 名運動員與 P1同時從原點同向 

出發，且在 a 點相遇的情形。 

(五)當 P1 由 a 點跑到 2a 點時，由於跑步的時間多了一倍，所以所有的運動員所跑的距離也

會多一倍，可得跑者跑的距離依序為{2a、2x＋2a、4x＋2a、6x＋2a、……、 

2(b－1)x＋2a}，亦即這 k 名運動員第一次同時在 a 點相遇後，也會在 2a 點再次相遇。 

二、與 P1跑反向的相遇情形 

(一)P1、P2 兩個人同時從原點反向出發，若 2 人在 a 點相遇， 

則 P1至少跑了 a 的距離，P2至少跑了 x－a 的距離，如圖 79。 

(二)P1、P2、P3 三個人同時從原點出發，P2、P3 與 P1 反向， 

若 3 人在 a 點相遇，則 P1至少跑了 a 的距離，P2至少跑了 

x－a 的距離，P3至少跑了 2x－a 的距離，因每個人的速率不同， 

x 

原點(0) 

a 

P1 

P2 

圖 78 

x 

原點(0) 

圖 77 

x 

原點(0) 

a 

P1 

P2 

圖 79 
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且相遇在 a 點，所以每增加一名運動員，就至少增加一圈的距離。 

(三)數名運動員與 P1同時從原點反向出發，且在 a 點相遇，則運動員 

跑的距離依序為{a、x－a、2x－a、3x－a、…、(b－1)x－a}。 

(四)令集合 S3＝{a、x－a、2x－a、3x－a、…、(b－1)x－a}，則從集合 S3 中任取 k 個數，

即為 k－1 名運動員與 P1同時從原點反向出發，且在 a 點相遇的情形。 

(五)當 P1 由 a 點跑到 2a 點時，由於跑步的時間多了一倍， 

所以所有的運動員所跑的距離也會多一倍，則運動員跑的 

距離依序為{2a、2x－2a、4x－2a、6x－2a、…、 

2(b－1)x－2a}，亦即這 k 名運動員第一次同時在 a 點相遇 

後，也會在 2a 點再次相遇。 

三、數名運動員與 P1 有跑同向、有跑反向的相遇情形 

(一) P1、P2、P3 三個人同時從原點出發，P2 與 P1 反向，P3 與 

P1 同向，若 3 人在 a 點相遇，則 P1至少跑了 a 的距離， 

P2至少跑了 x－a 的距離，P3至少跑了 x＋a 的距離，如圖 80。 

(二)P1、P2、P3、P4、P5 五個人同時從原點出發，P2、P4 與 P1 反向，P3、P5 與 P1 同向，若

5 人在 a 點相遇，則 P1至少跑了 a 的距離，P2至少跑了 x－a 的距離，P3至少跑了 x＋a 

的距離，P4至少跑了 2x－a 的距離，P5至少跑了 2x＋a 的距離，因每個人的速率不同，

且相遇在 a 點，所以在正反 2 種方向每增加一名運動員，就至少增加一圈的距離。 

(三)數名運動員與 P1同時從原點或同向或反向出發，且在 a 點相遇，則數名運動員跑的距

離依序為{a、x－a、x＋a、2x－a、2x＋a、…、2bx－a、2bx＋a}。 

(四)令集合 S4＝{a、x－a、x＋a、2x－a、2x＋a、…、2bx－a、2bx＋a}，則從集合 S4 中任

取 k 個數，即為 k 名運動員同時從原點與 P1同向或反向出發，且在 a 點相遇的情形。 

(五)當 P1 由 a 點跑到 2a 點時，由於跑步的時間多了一倍，所以所有的運動員所跑的距離也

會多一倍，則數名運動員跑的距離依序為{2a、2x－2a、2x＋2a、4x－2a、…4bx－2a、 

4bx＋2a }，亦即這 k 名運動員第一次同時在 a 點相遇後，也會在 2a 點再次相遇。 

研究三：在直線跑道上給定數名運動員的速率比，探討相遇的情形 

在研究一中，我們給定 k 名運動員的相遇點 a，找出這 k 名運動員的速率比，並說 

明再次相遇的條件。而研究二是把直線跑道轉換為圓形跑道，找出符合相遇條件的集 

合 S，從 S 中任取 k 名運動員跑步的距離，即為所求。 

在研究三中，我們將探討給定 k 名運動員的速率比為 V1：V2：V3：…Vk時，這 k

名運動員在什麼條件下會相遇。 

x 

 

原點(0) 

a 

P1 P2 

圖 80 

P3 
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一、給定 k 名運動員的速率比為 V1：V2：V3：…：Vk 

     對於每個 Vi (i≥2)，設 Vi－V1(或 Vi＋V1)與 V1＋V2的最大公因數為 di >1， 

且設 D 為 d2、d3、d4、……dk的最大公因數，若 D>1，則這 k 名運動員必會相遇。 

說明：設 t＝
v1＋v2

D
，對於每個 Vi，則(Vi－V1)t＝(Vi－V1)．

 v1＋v2 

D
＝

vi−v1

D
 (V1＋V2)， 

      (或(Vi＋V1)t＝(Vi＋V1)．
 v1＋v2 

D
＝

 vi+v1 

D
 (V1＋V2)) 

因為 di｜Vi－V1(或 di｜Vi＋V1)且 D｜di，所以
 vi−v1 

D
為正整數(或

 vi+v1 

D
為正整數)， 

若 D>1，則(Vi－V1)t(或(Vi＋V1)t)為 V1＋V2的倍數，此時這 k 名運動員會在 

at＝
2v1

 v1＋v2 
．

 v1＋v2 

D
 x＝

  2v1  

D
 x 相遇。 

(1)若 D 是偶數，則 d3、……dk全是偶數， 

⇒V2±V1、V3±V1、……Vk±V1全是偶數， 

⇒V1、V2、V3、……Vk同為奇數(P23 已證明會相遇在
 1 

2
𝑥)或同為偶數(不合，因為

V1：V2：V3：…：Vk是最簡整數比)，因此可設 D 為奇數。 

(2)D 不整除 V1：若 D 整除 V1，因為 D｜V1＋V2 且 D｜Vi－V1 ⇒ D｜V2、 

D｜V3、……D｜Vk，⇒V1：V2：V3：…：Vk不是最簡整數比，矛盾。 

(3)由(1)、(2)知，
 2v1 

D
不是整數，所以 at 不在 0、𝑥的位置。 

 (4)舉例說明 

 例一 V1：V2：V3：V4＝9：12：16：23 ⇒ 會相遇 

       ⇒ (V3－V1 ，V1＋V2)＝(16－9，9＋12)＝(7，21)＝7 

       ⇒ (V4－V1 ，V1＋V2)＝(23－9，9＋12)＝(14，21)＝7 

       ⇒ (V3－V1 ，V1＋V2)＝(V4－V1 ，V1＋V2)＝7，t＝3 ⇒ 會相遇 

二、探討森棚教官數學題──飛到西飛到東 

〈飛到西飛到東〉三隻速度不同的蜜蜂同時從蜂巢出發，在蜂巢與一朵花之間來

回等速直線飛行，蜂巢與花的距離為 1 單位，一旦飛到大花馬上回頭再往蜂巢飛，碰

到蜂巢又回頭往大花飛，如此周而復始。只考慮理想的狀態，不考慮加速度等等因

素，飛得最慢的蜜蜂從蜂巢到花飛一趟要 1 分鐘。 

Q1：如果三隻蜜蜂的速度比是 1：2：4 時，有沒有可能在某個時刻，三隻蜜蜂剛好飛

到介於蜂巢與花之間的同一點？ 

Q2：如果三隻蜜蜂的速度比是 1：3：9 時，有沒有可能在某個時刻，三隻蜜蜂剛好飛

到介於蜂巢與花之間的同一點？ 
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Q3：如果三隻蜜蜂的速度比是 1：
  3  

2
：

  9  

4
時，有沒有可能在某個時刻，三隻蜜蜂剛好

飛到介於蜂巢與花之間的同一點？ 

說明一：Q1 三隻蜜蜂速度比 V1：V2：V3＝1：2：4， 

(1) P1、P2 第一次的相遇點 a＝
2V1

 V1+V2 
𝑥 ⇒ a＝

2×1

 1+2 
𝑥 ⇒ a＝

 2 

3
𝑥。 

(2)將 x 分成 3 等份，P1、P2 的相遇點分別為：
 2 

3
𝑥、 

 2 

3
𝑥、0，如圖 81、圖 82。 

 

 

 

(3)相同的時間點，P3 的位置分別為：
 2 

3
𝑥、

 2 

3
𝑥、0，如圖 83、圖 84。 

 

 

 

 

(4) P1、P2 第一次的相遇點為
 2 

3
𝑥，與 P3 在相同的時間點位置相同。若 P1 跑 a 距

離的時間為 t，P1、P2、P3 同時由原點出發，在時間為 t 時，三人會在 
 2 

3
𝑥的

地方相遇。 

說明二：Q2 三隻蜜蜂速度比 V1：V2：V3＝1：3：9， 

(1) P1、P2 第一次的相遇點 a＝
2V1

 V1+V2 
𝑥 ⇒ a＝

2×1

1+3
𝑥 ⇒ a＝

 1 

2
𝑥。 

(2)將 x 分成 2 等份，P1、P2 的相遇點分別為：
  1  

2
𝑥、𝑥、

  1  

2
𝑥、0，如圖 85、 

圖 86，回程路徑圖省略。 

 

 

 

 

(3)相同的時間點，P3 的位置分別為：
 1 

2
𝑥、x、

 1 

2
𝑥、0，如圖 87、圖 88，回程路

徑圖省略。 

 

 

 

原點(0) x 

圖 81 

P1 
P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 原點(0) x 

圖 82 

P1 
P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

原點(0) x 

圖 83 

P1 

P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

P3 

原點(0) x 

圖 84 

P1 

P2 

1

3
𝑥 

2

3
𝑥 

P3 

原點(0) x 

 圖 85 

1

2
𝑥 

 

 
P1 

P2 

原點(0) x 

圖 86 

1

2
𝑥 

 

 

 

 

P1 

P2 

原點(0) x 

 圖 87 

1

2
𝑥 

P1 

P2 

P3 

原點(0) x 

 圖 88 

1

2
𝑥 

P1 
P2 

P3 
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(4) P1、P2 第一次的相遇點為
 1 

2
𝑥，與 P3 在相同的時間點位置相同。若 P1 跑 a 距

離的時間為 t，P1、P2、P3 同時由原點出發，在時間為 t 時，三人會在 
 1 

2
𝑥的

地方相遇。 

說明三：Q3 三隻蜜蜂速度比 V1：V2：V3＝1：
  3  

2
：

  9  

4
， 

(1)將 1：
 3 

2
：

 9 

4
化成整數比 4：6：9， 

P1、P2 第一次的相遇點 a＝
2V1

 V1+V2 
𝑥 ⇒ a＝

2×4

 4+6 
𝑥 ⇒a＝

8

 10 
𝑥 ⇒a＝

 4 

5
𝑥。 

(2)將 x 分成 5 等份，P1、P2 相遇的點分別為：
 4 

5
𝑥、

 2 

5
𝑥、

 2 

5
𝑥、

 4 

5
𝑥、0， 

如圖 89、圖 90。 

 

 

 

(3)相同的時間點，P3 的位置分別為：
 1 

5
𝑥、

 2 

5
𝑥、

 2 

5
𝑥、

 4 

5
𝑥、0，如圖 91、 

圖 92，回程路徑圖省略。 

 

 

 

 

(4) P1、P2 第二次的相遇點為
 2 

5
𝑥，與 P3 在相同的時間點位置相同。若 P1 跑 a 距

離的時間為 t，P1、P2、P3 同時由原點出發，在時間為 2t 時，三人會在 
 2 

5
𝑥

的地方相遇。 

說明四：利用我們找到相遇的條件⇒ (V3－V1 ，V1＋V2)≠1 

   Q1：三隻蜜蜂速度比 V1：V2：V3＝1：2：4， 

                    ⇒ (V3－V1 ，V1＋V2)＝(4－1，1＋2)＝3≠1  

            ⇒ 在某個時刻，三隻蜜蜂剛好飛到介於蜂巢與花之間的同一點。 

Q2：三隻蜜蜂速度比 V1：V2：V3＝1：3：9， 

                    ⇒ (V3－V1 ，V1＋V2)＝(9－1，1＋3)＝4≠1  

            ⇒ 在某個時刻，三隻蜜蜂剛好飛到介於蜂巢與花之間的同一點。 

.Q3：三隻蜜蜂速度比 V1：V2：V3＝1：
  3  

2
：

  9  

4
＝4：6：9， 

原點(0) x 

圖 89 

P1 

P2 

2

5
𝑥 

4

5
𝑥 

3

5
𝑥 

1

5
𝑥 原點(0) x 

圖 90 
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圖 91 
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1

5
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                    ⇒ (V3－V1 ，V1＋V2)＝(9－4，4＋6)＝5≠1  

                 ⇒ 在某個時刻，三隻蜜蜂剛好飛到介於蜂巢與花之間的同一點。 

 

                           肆、討論                          

一、兩個有趣的現象 

在探討運動員的速率比時，我們從研究一的資料中發現兩個有趣的現象，可以直

接判斷是否會相遇，以及相遇點在哪裡？ 

(一)現象一：當給定的速率比全為奇數時，會相遇在
 1 

2
𝑥 

1.例如 a＝1、x＝2，則 2x－a=3、2x＋a=5、4x－a=7、4x＋a=9、6x－a=11、6x＋a=13、 

8x－a=15…(如圖 93)，集合{1、3、5、7、9、11、13、15…} 

剛好符合集合 S1＝{a、2x－a、2x＋a、4x－a、4x＋a、 

6x－a、6x＋a、8x－a …}的形式，所以速率比全為 

奇數時，會在
 1 

2
𝑥相遇。 

2.將 1.的情形一般化：有 k 名運動員 P1、P2、…Pk， 

其速率比為 V1：V2：…：Vk，設此連比為最簡 

整數比，且均為奇數，則
  𝑥  

2
必是一個相遇點。 

說明：當 P1跑了
 V1 

2
𝑥，此時其他人各跑了 

 V1 

2
𝑥 ×

 V2 

V1
=

 V2 

2
𝑥、

 V1 

2
𝑥 ×

 V3 

V1
=

 V3 

2
𝑥、…、

 V1 

2
𝑥 ×

 Vk 

V1
=

   Vk  

2
𝑥。 

因為 V1、V2、…、Vk 均為奇數，所以
 V1 

2
𝑥、

 V2 

2
𝑥、…、

 Vk 

2
𝑥均在同一點

  𝑥  

2
。 

3.承 2.，反之，若
  𝑥  

2
是一個相遇點，則最簡速率比 V1：V2：…：Vk 中， 

V1、V2、…、Vk 必都是奇數。 

說明：若有一個 Vi 是偶數，因為 V1：V2：…：Vk 是最簡整數比，則必有一個 Vj 是

奇數。在相遇點時，設 Vi 跑了(2b＋
 1 

 2
)𝑥＝

 4b＋1 

   2
𝑥 或 (2b＋1＋

 1 

 2
)𝑥＝

 4b＋3 

   2
𝑥， 

此時 Vj 跑了
 (4b＋1)vj 

   2vi
𝑥 或 

 (4b＋3)vj 

   2vi
𝑥，這兩數的分子為奇數，分母為 4 的倍

數，這也就是說當 Vi 跑到
  𝑥  

2
的點時，Vj 不會跑到

  𝑥  

2
的點。 

(二)現象二：當給定的速率比全為偶數時(排除 3 的倍數)，會相遇在
 2 

3
𝑥 

原點(0) x 

 圖 93 
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1.例如 a＝2、x＝3，則 2x－a＝4、2x＋a＝8、4x－a＝10、4x＋a＝14、6x－a＝16、 

6x＋a＝20、8x－a＝22…(如圖 94)，集合{2、4、8、10、14、16、20、22…}剛好符合 

集合 S1＝{a、2x－a、2x＋a、4x－a、4x＋a、6x－a、 

6x＋a、8x－a…}的形式，所以速率比全為偶數時 

(排除 3 的倍數)，會相遇在
 2 

3
𝑥。 

2.若偶數的速率比中有 3 的倍數時，可先將全部 

的比除以 2，除以 2 後若能得到一個全為奇數 

的比，即可比照現象一，會相遇在
 1 

2
𝑥，否則 

另外討論。 

3.將 1.的情形一般化：有 k 名運動員 P1、P2、…、 

Pk，其速率的最簡整數比為 V1：V2：…：Vk， 

這些 Vi 都不是 3 的倍數，則
  2 

 3
𝑥會是一個相遇點。 

說明：若 P1 跑了
  4v1 

3
𝑥時，其餘 P2、…、Pk 各跑了

  4v2 

3
𝑥、

  4v3 

3
𝑥、……、

 4vk 

3
𝑥。 

每個 i，Vi＝3b＋1，或 Vi＝3b＋2 

若 Vi＝3b＋1，則
  4vi 

3
𝑥＝

 12b+4 

3
𝑥＝(4b＋1)𝑥＋

  𝑥 

 3
與

 2 

 3 
𝑥是相同的點。 

若 Vi＝3b＋2，則
 4vi

3
𝑥＝

12b+8

3
𝑥＝(4b＋2)𝑥＋

  2𝑥 

3
與

 2 

 3 
𝑥是相同的點。 

4.承 3.，反之，若
  2 

 3
𝑥是一個相遇點，則這些 Vi 都不是 3 的倍數。 

說明：若有一個 Vj 是 3 的倍數，因為 V1：V2：…：Vk 是最簡整數比，則必有一個

不是 3 的倍數，設為 Vi。 

在相遇點時，Vi 跑了(2b＋
 2 

 3 
)𝑥＝

 6b+2 

 3 
𝑥 或 (2b＋1＋

1

 3 
)𝑥＝

 6b+4 

 3 
𝑥 

此時 Vj 跑了
  6b+2  

 3 
𝑥 × 

  vj 

 vi
 或 

  6b+4  

 3 
𝑥 × 

  vj 

  vi 
 

因 Vj 是 3 的倍數，上兩式可以化簡為
 (6b+2)vj

′  

 vi
𝑥 或 

 (6b+4)vj
′  

 vi
𝑥  (vj＝3vj

′) 

分子是整數，分母 Vi 不是 3 的倍數，因此這兩個分數所在的點都不會是

 2 

 3
𝑥，也就是說當 Vi 走到點

 2 

 3
𝑥時，Vj 不會走到點

 2 

 3
𝑥。 

(三)當給定的速率比有奇數有偶數時，將其速率比×2，使之換成偶數比(排除 3 的倍數)，

則會相遇在
 2 

 3
𝑥，若速率比中有 3 的倍數時，另外討論。 

原點(0) x 

圖 94 
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二、三名運動員(P1、P2、P3)的討論 

  (一)若 V1：V2：V3＝1：3：5 

    1.首先考慮 V1：V2＝1：3， 

第一次相遇點 a＝
 m 

n
𝑥＝

2V1

  V1+V2  
𝑥＝

2×1

  1+3  
𝑥＝

 1 

2
𝑥，⇒相遇點在

 1 

2
𝑥、𝑥、

 1 

2
𝑥、0。 

第一次追上點 a＝
 m 

n
𝑥＝

2V1

  V2−V1  
𝑥＝

2×1

  3−1  
𝑥＝𝑥，⇒追上點在𝑥、0。 

    2.再考慮 V1：V3＝1：5， 

第一次相遇點 a＝
 m 

n
𝑥＝

2V1

  V1+V3  
𝑥＝

2×1

  1+5  
𝑥＝

 1 

3
𝑥，⇒相遇點在

 1 

3
𝑥、

 2 

3
𝑥、𝑥、

 2 

3
𝑥、

  
 1 

3
𝑥、0。 

第一次追上點 a＝
 m 

n
𝑥＝

2V1

  V3−V1  
𝑥＝

2×1

  5−1  
𝑥＝

 1 

2
𝑥，⇒追上點在

 1 

2
𝑥、𝑥、

 1 

2
𝑥、0。 

3.由上述 1.2.知，三人相遇點在
 1 

2
𝑥、𝑥、

 1 

2
𝑥、0，此時 P1、P2為相遇，而 P3追上 P1。 

(二)若 V1：V2：V3＝1：5：7 

    1.首先考慮 V1：V2＝1：5， 

第一次相遇點 a＝
 m 

n
𝑥＝

2V1

  V1+V2  
𝑥＝

2×1

  1+5  
𝑥＝

 1 

3
𝑥，⇒相遇點在

 1 

3
𝑥、

 2 

3
𝑥、𝑥、

 2 

3
𝑥、

  
 1 

3
𝑥、0。 

第一次追上點 a＝
 m 

n
𝑥＝

2V1

  V2−V1  
𝑥＝

2×1

  5−1  
𝑥＝

 1 

2
𝑥，⇒追上點在

 1 

2
𝑥、𝑥、

 1 

2
𝑥、0。 

    2.再考慮 V1：V3＝1：7， 

第一次相遇點 a＝
 m 

n
𝑥＝

2V1

  V1+V3  
𝑥＝

2×1

  1+7  
𝑥＝

 1 

4
𝑥，⇒相遇點在

 1 

4
𝑥、

 1 

2
𝑥、

 3 

4
𝑥、𝑥、

 3 

4
𝑥、  

 1 

2
𝑥、

 1 

4
𝑥、0。 

第一次追上點 a＝
 m 

n
𝑥＝

2V1

  V3−V1  
𝑥＝

2×1

  7−1  
𝑥＝

 1 

3
𝑥，⇒追上點在

 1 

3
𝑥、

 2 

3
𝑥、𝑥、

 2 

3
𝑥、

  
 1 

3
𝑥、0。 

3.由上述 1.2.知，(1)三人相遇點在
 1 

3
𝑥、

 2 

3
𝑥、𝑥、

 2 

3
𝑥、  

 1 

3
𝑥、0，此時 P1、P2為相遇，而 

P3追上 P1；(2)三人相遇點在
 1 

2
𝑥、𝑥、

 1 

2
𝑥、0，此時 P1、P3為相遇，而 P2追上 P1。 

(三)若 V1：V2：V3＝1：2：4 

    1.首先考慮 V1：V2＝1：2， 

第一次相遇點 a＝
 m 

n
𝑥＝

2V1

  V1+V2  
𝑥＝

2×1

  1+2  
𝑥＝

 2 

3
𝑥，⇒相遇點在

 2 

 3 
𝑥、

 2 

 3 
𝑥、0。 

第一次追上點 a＝
 m 

n
𝑥＝

2V1

  V2−V1  
𝑥＝

2×1

  2−1  
𝑥＝2𝑥，⇒追上點在0，亦即無追上。 
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    2.再考慮 V1：V3＝1：4， 

第一次相遇點 a＝
 m 

n
𝑥＝

2V1

  V1+V3  
𝑥＝

2×1

  1+4  
𝑥＝

 2 

5
𝑥，⇒相遇點在

 2 

5
𝑥、

 4 

5
𝑥、

 4 

5
𝑥、

 2 

5
𝑥、  0 

第一次追上點 a＝
 m 

n
𝑥＝

2V1

  V3−V1  
𝑥＝

2×1

  4−1  
𝑥＝

 2 

3
𝑥，⇒追上點在

 2 

3
𝑥、

 2 

3
𝑥、0。、 

3.由上述 1.2.知，三人相遇點在
 2 

3
𝑥、

 2 

3
𝑥、0，此時 P1、P2為相遇，而 P3追上 P1。 

(四)若 V1：V2：V3＝1：7：9 

    1.首先考慮 V1：V2＝1：7， 

第一次相遇點 a＝
 m 

n
𝑥＝

2V1

  V1+V2  
𝑥＝

2×1

  1+7  
𝑥＝

 1 

4
𝑥，⇒相遇點在

 1 

4
𝑥、

 1 

2
𝑥、

 3 

 4 
𝑥、𝑥、

 3 

4
𝑥、  

 1 

2
𝑥、

 1 

4
𝑥、0。 

第一次追上點 a＝
 m 

n
𝑥＝

2V1

  V2−V1  
𝑥＝

2×1

  7−1  
𝑥＝

 1 

3
𝑥，⇒追上點在

 1 

3
𝑥、

 2 

3
𝑥、𝑥、

 2 

3
𝑥、

  
 1 

3
𝑥、0。 

    2.再考慮 V1：V3＝1：9， 

第一次相遇點 a＝
 m 

n
𝑥＝

2V1

  V1+V3  
𝑥＝

2×1

  1+9  
𝑥＝

 1 

5
𝑥，⇒相遇點在

 1 

5
𝑥、

 2 

5
𝑥、

 3 

 5 
𝑥、

 4  

5
𝑥、

𝑥 、
 4 

5
𝑥、

  3  

5
𝑥、

 2 

5
𝑥、

 1 

5
𝑥、0。 

第一次追上點 a＝
 m 

n
𝑥＝

2V1

  V3−V1  
𝑥＝

2×1

  9−1  
𝑥＝

 1 

4
𝑥，⇒追上點在

 1 

4
𝑥、

 1 

2
𝑥、

 3 

4
𝑥、𝑥、

 3 

4
𝑥、  

 1 

2
𝑥、

 1 

4
𝑥、0。  

3.由上述 1.2.知，三人相遇點在
 1 

4
𝑥、

 1 

2
𝑥、

 3 

4
𝑥、𝑥、

 3 

4
𝑥、 

 1 

2
𝑥、

 1 

4
𝑥、0，此時 P1、P2為

相遇，而 P3追上 P1。     

三、相遇若發生在原點和折返點，此種相遇的方式為追上的情形，兩人第一次相遇不會發

生在折返點。 

四、兩人在直線跑道上做折返跑時，因速率不同，較快者到折返點後返回，兩人一定會相

遇，兩人第一次相遇，必為面對面相遇，此時兩人所跑的距離和為 2x，爾後再有面對

面相遇，它的相遇點會是第一次相遇點的倍數；若相遇點不是第一次相遇點的倍數，此

種相遇的方式為追上的情形。 

五、在討論多人相遇的情形時，我們以最慢的兩人 P1 和 P2 相遇點為基準，較快的 P3、P4…

來會合，因為 P1 和 P2 相遇的頻率較少，方便討論。 

 

 

 



  

~ 27 ~ 
 

                           伍、結論                          

一、數名運動員在直線跑道上以互不相同的均速做折返跑的相遇情形 

有 k 名運動員，分別標示為 P1、P2、P3、…、Pk， 

，其中 P1 跑最慢。 

(一)設原點到折返點的距離為 x，k 名運動員同時從原點出 

發，考慮 P1 跑到 a 點時(0＜a＜x)，這 k 名運動員第一 

次同時在 a 點相遇。由於速率各不同，其跑者的距離 

依序為{a、2x－a、2x＋a、4x－a、4x＋a、6x－a、 

6x＋a、…、2bx－a、2bx＋a}，如圖 95。 

(二)令 S1＝{a、2x－a、2x＋a、4x－a、4x＋a、6x－a、 

6x＋a、…、2bx－a、2bx＋a}，則從 S1 中任取 k 個 

數，即為 k 名運動員同時從原點出發，且在 a 點相遇的情形。 

(三)當 P1 由 a 點跑到 2a 點時，由於跑步的時間多了一倍，所以所有的運動員所跑的距離也

會多一倍，其跑者的距離依序為{2a、4x－2a、4x＋2a、8x－2a、8x＋2a、12x－2a、 

12x＋2a、…、4bx－2a、4bx＋2a}，亦即這 k 名運動員第一次同時在 a 點相遇後，會

在 2a 點再次相遇。 

二、數名運動員在圓形跑道上以互不相同的均速跑步時的相遇情形 

(一)數名運動員與 P1同時從原點或同向或反向出發，且在 a 點相遇，其距離依序為 

{a、x－a、x＋a、2x－a、2x＋a、…、2bx－a、2bx＋a}。 

(二)令 S4＝{a、x－a、x＋a、2x－a、2x＋a、…、2bx－a、2bx＋a}，則從 S4 中任取 k 個

數，即為 k 名運動員同時從原點或同向或反向出發，且在 a 點相遇的情形。 

(三)當 P1 由 a 點跑到 2a 點時，由於跑步的時間多了一倍，所以所有的運動員所跑的距離也

會多一倍，其跑者的距離依序為{2a、2x－2a、2x＋2a、4x－2a、4x＋2a、…、 

4bx－2a、4bx＋2a }，亦即這 k 名運動員第一次同時在 a 點相遇後，會在 2a 點再次相

遇。 

三、在直線跑道上折返跑，k 名運動員(P1、P2、P3、…、Pk)相遇的情形 

    給定 k 名運動員的速率比為 V1：V2：V3：…：Vk 

   (一)對於每個 Vi (i≥2)，設 Vi－V1(或 Vi＋V1)與 V1＋V2的最大公因數為 di >1，且設 D 為 d3、

d4、d5、……dk的最大公因數，若 D>1，則這 k 名運動員必會相遇。 

 (二)當給定的速率比全為奇數時，會在
 1 

2
𝑥相遇。 

(三)當都不是 3 的倍數，會在
 2 

3
𝑥相遇。 

原點(0) x 

圖 95 
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【評語】080402  

此作品探討數名運動員在直線跑道上做互不相同的均速折

返跑，找出在某一時刻會全部相遇在同一點的情形以及會再次相

遇的條件。之後並延伸探討圓形跑道相遇的情形，以及討論在直

線跑道上，給定數名運動員的速率比，判斷是否會相遇的條件。

作者主要是先找出這群運動員第一次相遇的地點，接著分析再次

相遇的條件及相遇地點，這個想法很自然且直接，也成功地得到

不錯的結果，不過在討論給定運動員的速率比的情形時，僅得到

一些特定的結果，如果能針對這部分的內容進行加強，則作品更

顯完整。 
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會再次相遇嗎？



壹、前言
在一條長𝑥的直線跑道上做折返跑，如果有2名運動員第一次相遇在

1

2
𝑥，其條件為何？又他們會再次相

遇嗎？如果這2名運動員第一次相遇分別在
1

3
𝑥、

2

3
𝑥、

1

4
𝑥、

3

4
𝑥、…，其條件為何？又他們會再次相遇嗎？

本文主要探討k名運動員，同時由原點出發，在什麼條件下會相遇？相遇點在哪裡？會再次相遇嗎？再次相

遇點又為何？並延伸探討圓形跑道相遇的情形，最後討論給定k名運動員的速率比，判斷其是否會相遇。

一、研究動機

環球城市數學競賽題—數名運動員在直線跑道上折返跑的相遇問題[1]，如運動員的人數、運動員間的

速率比、相遇的時間點及相遇點的關係，在好奇心的驅使下，我們決定深入探討、一窺究竟。

二、研究目的

(一)數名運動員在直線跑道上做互不相同的均速折返跑，找出在某一時刻會全部相遇在同一點的情形及再次

相遇的條件。

(二)將直線的跑道轉換為圓形跑道，探討運動員相遇的情形。

(三)在直線跑道上，給定k名運動員的速率比為V1：V2：V3：…：Vk，這k名運動員會相遇的條件為何？

貳、研究過程

參、研究結果
研究一：數名運動員在直線跑道上以互不相同的均速，做折返跑的相遇情形

在一條長x的直線跑道上，我們將2名運動員、3名運動員、…、k名運動員分別在
1

2
𝑥、

1

3
𝑥、

2

3
𝑥、

1

4
𝑥 、…的相遇點整理成表，觀察各表找出k名運動員第一次相遇和再度相遇的情形。

一、在直線跑道上折返跑，兩名運動員(P1、P2)相遇的情形，如圖1~圖4

(一)P1、P2同時由原點(0)出發，若兩人第一次相遇在
1

2
𝑥

1.P1跑了
1

2
𝑥，P2跑了

3

2
𝑥，由V1T：V2T＝

1

2
𝑥：

3

2
𝑥＝1：3，

知V1：V2＝ 1：3，如圖1。

2.承1.，接著P1繼續往前跑到𝑥 ，此時P2跑回原點(0)後

返回也跑到𝑥 ，兩人第二次相遇(追上)，如圖2。

3.承2.，接著P1從𝑥返回跑到
1

2
𝑥，此時P2從𝑥返回跑到

原點後，繼續跑到
1

2
𝑥，兩人第三次相遇，如圖3。

4.承3.，接著P1從
1

2
𝑥跑回原點，此時P2從

1

2
𝑥跑到 𝑥後

再返回跑到原點，兩人第四次相遇(追上)，如圖4。

5.從上述1.~4.知，兩人相遇的位置依序是
1

2
𝑥，𝑥 ，

1

2
𝑥，原點(0)，其中𝑥 、原點(0)為追上。

(二)我們將二人相遇的情形整理成表一，表一中

假設P1跑了a，P2 跑了2𝑥－a。

二、在直線跑道上折返跑，三名運動員(P1、P2、P3)相遇的情形，如圖5~圖8

(一)P1、P2、P3同時由原點(0)出發，若三人第一次相遇

在
1

2
𝑥，其情形如圖5~圖8。

(二)我們將三人相遇的情形整理成表二，表二中

假設P1跑了a，P2跑了2𝑥－a， P3跑了2𝑥＋a。

圖1(碰面)

原點(0) x
1

2
𝑥

P1

P2

圖2(追上)

原點(0) x
1

2
𝑥

P1

P2

圖3(碰面)

原點(0) x
1

2
𝑥

P1

P2

圖4(追上)

原點(0) x
1

2
𝑥

P1

P2

圖5(第一次相遇)

原點(0) x
1

2
𝑥

P1

P2

P3

圖6(第二次相遇)

原點(0) x
1

2
𝑥

P1

P2

P3

圖7(第三次相遇)

原點(0) x
1

2
𝑥

P1

P2

P3

圖8(第四次相遇)

原點(0) x
1

2
𝑥

P1

P2

P3

表一 兩人相遇的情形
第一次相遇點 兩人從原點同時出發，再次回到原點前的所有相遇點 距離(速率)比

1

2
𝑥

1

2
𝑥，x，

1

2
𝑥，0 1:3

1

3
𝑥

1

3
𝑥，

1

2
𝑥，

2

3
𝑥，x，

2

3
𝑥，

1

2
𝑥，

1

3
𝑥，0 1:5

2

3
𝑥

2

3
𝑥，

2

3
𝑥，0 1:2

1

4
𝑥

1

4
𝑥，

1

3
𝑥，

1

2
𝑥，

2

3
𝑥，

3

4
𝑥，x，

3

4
𝑥，

2

3
𝑥，

1

2
𝑥，

1

3
𝑥，

1

4
𝑥，0 1:7

3

4
𝑥

3

4
𝑥，

1

2
𝑥，

1

4
𝑥，x，

1

4
𝑥，

1

2
𝑥，

3

4
𝑥，0 3:5

1

5
𝑥

1

5
𝑥，

1

4
𝑥，

2

5
𝑥，

1

2
𝑥，

3

5
𝑥，

3

4
𝑥，

4

5
𝑥，x，

4

5
𝑥，

3

4
𝑥，

3

5
𝑥，

1

2
𝑥，

2

5
𝑥，

1

4
𝑥，

1

5
𝑥，0 1:9

2

5
𝑥

2

5
𝑥，

2

3
𝑥，

4

5
𝑥，

4

5
𝑥，

2

3
𝑥，

2

5
𝑥，0 1:4

3

5
𝑥

3

5
𝑥，

4

5
𝑥，

1

2
𝑥，

1

5
𝑥，

2

5
𝑥，x，

2

5
𝑥，

1

5
𝑥，

1

2
𝑥，

4

5
𝑥，

3

5
𝑥，0 3:7

4

5
𝑥

4

5
𝑥，

2

5
𝑥，

2

5
𝑥，

4

5
𝑥，0 2:3

1

6
𝑥

1

6
𝑥，

1

5
𝑥，

1

3
𝑥，

2

5
𝑥，

1

2
𝑥，

3

5
𝑥，

2

3
𝑥，

4

5
𝑥，

5

6
𝑥，x，

5

6
𝑥，

4

5
𝑥，

2

3
𝑥，

3

5
𝑥，

1

2
𝑥，

2

5
𝑥，

1

3
𝑥，

1

5
𝑥，

1

6
𝑥，

0
1:11

5

6
𝑥

5

6
𝑥，

1

3
𝑥，

1

2
𝑥，

2

3
𝑥，

1

6
𝑥，x，

1

6
𝑥，

2

3
𝑥，

1

2
𝑥，

1

3
𝑥，

5

6
𝑥，0 5:7

1

7
𝑥

1

7
𝑥，

1

6
𝑥，

2

7
𝑥，

1

3
𝑥，

3

7
𝑥，

1

2
𝑥，

4

7
𝑥，

2

3
𝑥，

5

7
𝑥，

5

6
𝑥，

6

7
𝑥，x，

6

7
𝑥，

5

6
𝑥，

5

7
𝑥，

2

3
𝑥，

4

7
𝑥，

1

2
𝑥，

3

7
𝑥，

1

3
𝑥，

2

7
𝑥，

1

6
𝑥，

1

7
𝑥，0

1:13

2

7
𝑥

2

7
𝑥，

2

5
𝑥，

4

7
𝑥，

4

5
𝑥，

6

7
𝑥，

6

7
𝑥，

4

5
𝑥，

4

7
𝑥，

2

5
𝑥，

2

7
𝑥，0 1:6

3

7
𝑥

3

7
𝑥，

3

4
𝑥，

6

7
𝑥，

5

7
𝑥，

1

2
𝑥，

2

7
𝑥，

1

7
𝑥，

1

4
𝑥，

4

7
𝑥，x，

4

7
𝑥，

1

4
𝑥，

1

7
𝑥，

2

7
𝑥，

1

2
𝑥，

5

7
𝑥，

6

7
𝑥，

3

4
𝑥，

3

7
𝑥，

0
3:11

4

7
𝑥

4

7
𝑥，

6

7
𝑥，

2

3
𝑥，

2

7
𝑥，

2

7
𝑥，

2

3
𝑥，

6

7
𝑥，

4

7
𝑥，0， 2:5

5

7
𝑥

5

7
𝑥，

4

7
𝑥，

1

7
𝑥，

1

2
𝑥，

6

7
𝑥，

3

7
𝑥，

2

7
𝑥，x，

2

7
𝑥，

3

7
𝑥，

6

7
𝑥，

1

2
𝑥，

1

7
𝑥，

4

7
𝑥，

5

7
𝑥，0 5:9

6

7
𝑥

6

7
𝑥，

2

7
𝑥，

4

7
𝑥，

4

7
𝑥，

2

7
𝑥，

6

7
𝑥，0 3:4

表二 三人相遇的情形

第一次相遇點 三人從原點同時出發，再次回到原點前的所有相遇點 距離(速率)比

1

2
𝑥

1

2
𝑥，x，

1

2
𝑥，0 1:3:5

1

3
𝑥

1

3
𝑥，

1

2
𝑥，

2

3
𝑥，x，

2

3
𝑥，

1

2
𝑥，

1

3
𝑥，0 1:5:7

2

3
𝑥

2

3
𝑥，

2

3
𝑥，0 1:2:4

1

4
𝑥

1

4
𝑥，

1

2
𝑥，

3

4
𝑥，x，

3

4
𝑥，

1

2
𝑥，

1

4
𝑥，0 1:7:9

3

4
𝑥

3

4
𝑥，

1

2
𝑥，

1

4
𝑥，x，

1

4
𝑥，

1

2
𝑥，

3

4
𝑥，0 3:5:11

1

5
𝑥

1

5
𝑥，

2

5
𝑥，

1

2
𝑥，

3

5
𝑥，

4

5
𝑥，x，

4

5
𝑥，

3

5
𝑥，

1

2
𝑥，

2

5
𝑥，

1

5
𝑥，0 1:9:11

2

5
𝑥

2

5
𝑥，

4

5
𝑥，

4

5
𝑥，

2

5
𝑥，0 1:4:6

3

5
𝑥

3

5
𝑥，

4

5
𝑥，

1

2
𝑥，

1

5
𝑥，

2

5
𝑥，x，

2

5
𝑥，

1

5
𝑥，

1

2
𝑥，

4

5
𝑥，

3

5
𝑥，0 3:7:13

4

5
𝑥

4

5
𝑥，

2

5
𝑥，

2

5
𝑥，

4

5
𝑥，0 2:3:7

1

6
𝑥

1

6
𝑥，

1

3
𝑥，

1

2
𝑥，

2

3
𝑥，

5

6
𝑥，x，

5

6
𝑥，

2

3
𝑥，

1

2
𝑥，

1

3
𝑥，

1

6
𝑥，0 1:11:13

5

6
𝑥

5

6
𝑥，

1

3
𝑥，

1

2
𝑥，

2

3
𝑥，

1

6
𝑥，x，

1

6
𝑥，

2

3
𝑥，

1

2
𝑥，

1

3
𝑥，

5

6
𝑥，0 5:7:17

1

7
𝑥

1

7
𝑥，

2

7
𝑥，

3

7
𝑥，

1

2
𝑥，

4

7
𝑥，

5

7
𝑥，

6

7
𝑥，x，

6

7
𝑥，

5

7
𝑥，

4

7
𝑥，

1

2
𝑥，

3

7
𝑥，

2

7
𝑥，

1

7
𝑥，0 1:13:15

2

7
𝑥

2

7
𝑥，

4

7
𝑥，

6

7
𝑥，

6

7
𝑥，

4

7
𝑥，

2

7
𝑥，0 1:6:8

3

7
𝑥

3

7
𝑥，

6

7
𝑥，

5

7
𝑥，

1

2
𝑥，

2

7
𝑥，

1

7
𝑥，

4

7
𝑥，x，

4

7
𝑥，

1

7
𝑥，

2

7
𝑥，

1

2
𝑥，

5

7
𝑥，

6

7
𝑥，

3

7
𝑥，0 3:11:17

4

7
𝑥

4

7
𝑥，

6

7
𝑥，

2

7
𝑥，

2

7
𝑥，

6

7
𝑥，

4

7
𝑥，0 2:5:9

5

7
𝑥

5

7
𝑥，

4

7
𝑥，

1

7
𝑥，

1

2
𝑥，

6

7
𝑥，

3

7
𝑥，

2

7
𝑥，x，

2

7
𝑥，

3

7
𝑥，

6

7
𝑥，

1

2
𝑥，

1

7
𝑥，

4

7
𝑥，

5

7
𝑥，0 5:9:19

6

7
𝑥

6

7
𝑥，

2

7
𝑥，

4

7
𝑥，

4

7
𝑥，

2

7
𝑥，

6

7
𝑥，0 3:4:10

在相遇點a找到集合S={a、2x-a、2x+a…2bx-a、2bx+a}從中任取數名即為所求

在直線跑道上給定數名運動員的速率比，判斷其是否相遇的情形

在a點相遇的數名運動員，會在2a，3a …再次相遇

會

再

次

相

遇

嗎

？   

研
究
一  

研
究
二  

研
究
三  給定奇數速率比，會相遇在

 1 

2
𝑥

同向集合S={a、x+a、2x+a、…、bx+a}，反向集合S={a、x-a、2x-a、…bx-a}

有些同向有些反向的集合S={a、x-a、x+a、2x-a、2x+a、…、bx-a、bx+a}

數名運動員在直線跑道上以互不相同的均速，做折返跑的相遇情形  

數名運動員在圓形跑道上以互不相同的均速，同向或反向跑的相遇情形



三、在直線跑道上折返跑，四名運動員(P1、P2、P3、P4)相遇的情形，如圖9~圖12

(一)P1、P2、P3、P４同時由原點(0)出發，若四人第一次相遇在
1

2
𝑥，

其情形如圖9~圖12。

(二)我們將四人相遇的情形整理成表三，表三中假設P1跑了a，P2跑了

2𝑥－a， P3跑了2𝑥＋a，P4跑了4𝑥－a。

四、從表一中發現：P1、P2 第一次碰面的點＝
2v1

v1+v2
𝑥； P1、P2第一次追上的點＝

2v1

v2−v1
𝑥。

(一)若第一次相遇是碰面在a =
m

n
𝑥（m、n為正整數）時，a =

m

n
𝑥 =

2v1

v1+v2
𝑥。

說明：V1T=
m

n
𝑥 (1) ， V2T= 2𝑥 −

m

n
𝑥 (2)， (1)、(2)兩式相除得到：

V1

V2
=

m

2n−m
，

第一次相遇是碰面在a =
m

n
𝑥 =

2v1

v1+v2
𝑥。

(二)若第一次相遇是追上在a =
m

n
𝑥（m、n為正整數）時，a =

m

n
𝑥 =

2v1

v2−v1
𝑥 。

說明：V1T=
m

n
𝑥 (1) ， V2T= 2𝑥 +

m

n
𝑥 (2)， (1)、(2)兩式相除得到：

V1

V2
=

m

2n+m
，

第一次相遇是追上在a =
m

n
𝑥 =

2v1

v2−v1
𝑥 。

五、從表一~表三中發現：若a=
m

n
𝑥，其中m、n互質，且0＜m＜n，則

(一)當n、m都是奇數，則0、
1

n
𝑥、

2

n
𝑥、

3

n
𝑥、…、

n−1

n
𝑥也都是相遇點。

(二)當n是偶數，則0、
1

n
𝑥、

2

n
𝑥、

3

n
𝑥、…、

n−1

n
𝑥也都是相遇點。

(三)當n是奇數，m是偶數，則0、
2

n
𝑥、

4

n
𝑥、

6

n
𝑥、…、

n−1

n
𝑥都是相遇點，而

1

n
𝑥、

3

n
𝑥、

5

n
𝑥、…、

n−2

n
𝑥不是相遇點。

六、結論一：在直線跑道上折返跑，k名運動員(P1、P2、P3、…、 Pk )相遇的情形

有k名運動員，分別為P1、P2、…、 Pk，其中P1跑最慢。

(一)設原點到折返點的距離為𝑥，k名運動員同時從原點出發，考慮P1跑到a點時(0＜a＜𝑥)，

這k名運動員第一次同時在a點相遇。由於速率各不相同，所以跑者跑的距離依序為

{a、2𝑥－a、2𝑥＋a、4𝑥－a、4𝑥＋a、6𝑥－a、6𝑥＋a、…、2b𝑥－a、2b𝑥＋a}，如圖13。

(二)令集合S1＝{a、2𝑥－a、2𝑥＋a、4𝑥－a、4𝑥＋a、6𝑥－a、6𝑥＋a、…、2b𝑥－a、2b𝑥 ＋a}，

則從集合S1中任取k個數，即為這k名運動員同時從原點出發，且在a點相遇的情形。

(三)當P1由a點跑到2a點時，由於跑步的時間多了一倍，故所有運動員跑的距離也會多一倍，

即跑者跑的距離依序為{2a、4𝑥－2a、4𝑥＋2a、8𝑥－2a、8𝑥＋2a、…、4b𝑥－2a、4b𝑥＋2a}，

所以這k名運動員第一次同時在a點相遇後，也會在2a點再次相遇，亦即這k名運動員在

時間t時第一次相遇，則在2t、3t、…也會相遇。

說明：設第1個運動員在時間t時跑a (0＜a＜𝑥)，則其他運動員跑的距離為2b𝑥－a(碰面)或2b𝑥＋a(追上)。yt分鐘時，

第1個運動員跑ya(y=2、3…)，其他運動員跑y(2b𝑥－a)或y(2b𝑥＋a)⇒ya＋y(2b𝑥－a)= y･2b𝑥(碰面)或

ya＋y(2b𝑥＋a)= y(2b𝑥＋2a)(追上)，故當k名運動員在時間t時第一次相遇，則在2t、3t、…、yt也會相遇。

研究二：數名運動員在圓形跑道上以互不相同的均速，同向或反向跑的相遇情形
在圓形跑道上取一點為原點(0)，圓周長為x，如圖14。數名運動員(P1、P2、P3、…、Pk，

距離比P1＜P2＜P3＜…＜Pk，其中P1跑最慢)以互不相同的均速從原點出發，有順時針方向者，

也有逆時針方向者，當他們全部相遇在a (0＜a＜
1

2
𝑥)點時，探討如下：

一、與P1跑同向的相遇情形，如圖15。

二、與P1跑反向的相遇情形，如圖16。

三、數名運動員與P1有跑同向、有跑反向的相遇情形，如圖17。
四、結論二：數名運動員在圓形跑道上以互不相同的均速跑步時的相遇情形

(一)數名運動員與P1同時從原點或同向或反向出發，且在a點相遇，其距離

依序為{a、𝑥－a、𝑥＋a、2𝑥－a、2𝑥＋a、…、2b𝑥－a、2b𝑥＋a}。

(二)令S2＝{a、𝑥－a、𝑥＋a、2𝑥－a、2𝑥＋a、…、2b𝑥－a、2b𝑥＋a}，

則從S2中任取k個數，即為k名運動員同時從原點或同向或反向出發，且在a點相遇的情形。

(三)當S2由a點跑到2a點時，由於跑步的時間多了一倍，所以所有的運動員

所跑的距離也會多一倍，其跑者的距離依序為{2a、2𝑥－2a、2𝑥＋2a、4𝑥－2a、

4𝑥＋2a、…、4b𝑥－2a、4b𝑥＋2a }，亦即這k名運動員第一次同時在a點相遇後，

會在2a點再次相遇。
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表三 四人相遇的情形

第一次相遇點 四人從原點同時出發，再次回到原點前的所有相遇點 距離(速率)比
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研究三：在直線跑道上給定數名運動員的速率比，探討相遇的情形
給定k名運動員的速率比為V1：V2：V3…：VK時，這k名運動員在什麼條件下會相遇。

一、給定k名運動員的速率比為V1：V2：V3：…：VK，對於每個Vi (i≥3)，設Vi－V1(或Vi＋V1)與

V1＋V2的最大公因數為di >1，且設D為d3、d4、d5、…dk的最大公因數，若D>1，則這k名運動
員必會相遇。

說明：設t＝
v1+v2

D
，對於每個Vi，則(Vi－V1)t＝(Vi－V1)．

v1+v2

D
＝

vi−v1

D
(V1＋V2)，

(或(Vi＋V1)t＝(Vi＋V1)．
v1＋v2

D
＝

vi+v1

D
(V1＋V2))，因為di｜Vi－V1(或 di｜Vi＋V1)且 D｜di ，

所以
vi−v1

D
為正整數(或

vi+v1

D
為正整數)。

若D>1，則(Vi－V1)t(或(Vi＋V1)t)為V1＋V2的倍數，此時這k名運動員會在

at＝
2v1

v1＋v2
．

v1＋v2

D
𝑥＝

2v1

D
𝑥相遇。

(1)若D是偶數，則d3、d4、…、dk全是偶數，⇒V2±V1、 V3 ±V1、…、Vk ±V1全是偶數，

⇒ V1 、V2、…、Vk同為奇數或同為偶數(不合，因為V1：V2：V3 ：…：Vk是最簡整數比)，

因此可設D為奇數。

(2)D不整除V1：若D整除V1，因為D｜V1＋V2 且 D｜Vi－V1 ⇒ D｜V2、D｜V3、……D｜Vk，

⇒V1：V2：V3：…：Vk不是最簡整數比，矛盾。

(3)由(1)、(2)知，
2v1

D
不是整數，所以at不在0、𝑥的位置。

(4)舉例說明 若V1：V2：V3：V4 ＝9：12：16：23 ⇒ 會相遇

d3＝(V3－V1，V1＋V2 )＝(7，21)＝7，d4＝(V4－V1，V1＋V2 )＝(14，21)＝7

⇒ D＝(d3，d4)＝(7，7)＝7 ⇒ at＝
2v1

D
𝑥 ＝

18

7
𝑥＝

54

21
𝑥＝ 2𝑥 ＋

12

21
𝑥 ，

⇒ P1、P2、P3、P4會在
12

21
𝑥相遇。

二、探討森棚教官數學題──飛到西飛到東

〈飛到西飛到東〉三隻速度不同的蜜蜂同時從蜂巢出發，在蜂巢與一朵花之間來回等速直線飛行，蜂巢

與花的距離為1單位，一旦飛到大花馬上回頭再往蜂巢飛，碰到蜂巢又回頭往大花飛，如此周而復始。只考

慮理想的狀態，不考慮加速度等等因素，飛得最慢的蜜蜂從蜂巢到花飛一趟要1分鐘。

Q1:若三隻蜜蜂速度比1：2：4，有沒有可能在某個時刻，三隻蜜蜂剛好飛到介於蜂巢與花之間的同一點？

Q2:若三隻蜜蜂速度比1：3：9，有沒有可能在某個時刻，三隻蜜蜂剛好飛到介於蜂巢與花之間的同一點？

Q3:若三隻蜜蜂速度比1:
3

2
:

9

4
，有沒有可能在某個時刻，三隻蜜蜂剛好飛到介於蜂巢與花之間的同一點？

說明一：(1)Q1三隻蜜蜂速度比V1：V2：V3 ＝1：2：4，相遇情形如圖18~圖21。

說明二：Q2、Q3做法省略，我們利用找到相遇的條件⇒ (V3－V1，V1＋V2)≠1，

Q1：三隻蜜蜂速度比V1：V2：V3 ＝1：2：4， ⇒ (V3－V1，V1＋V2)＝(4－1，1＋2)＝3≠1

Q2：三隻蜜蜂速度比V1：V2：V3 ＝1：3：9， ⇒ (V3－V1，V1＋V2)＝(9－1，1＋3)＝4≠1

Q3：三隻蜜蜂速度比V1：V2：V3 ＝1：
3

2
：

9

4
＝4：6：9， ⇒ (V3－V1，V1＋V2 )＝(9－4，4＋6)＝5≠1

上述Q1~Q3的(V3－V1，V1＋V2)≠1，所以在某個時刻，三隻蜜蜂剛好飛到介於蜂巢與花之間的同一點。

三、結論三：在直線跑道上，給定k名運動員的速率比為V1：V2：V3：…：VK

對於每個Vi(i≥3)，設Vi－V1(或Vi＋V1)與V1＋V2的最大公因數為di >1，且設D為d3、d4、d5、…dk的

最大公因數，若D>1，則這k名運動員必會相遇。

肆、討論：兩個有趣的現象
一、現象一：當給定的速率比全為奇數時，會相遇在

1

2
𝑥

(一)例如a＝1、 𝑥＝2，則2𝑥－a＝3、2𝑥＋a＝5、4𝑥－a＝7、4𝑥＋a＝9、6𝑥－a＝11、6𝑥＋a＝13、

8𝑥－a＝15…(如圖26)，集合{1、3、5、7、9、11、13、15…}剛好符合集合

S1＝{a、2𝑥－a、 2𝑥＋a、4𝑥－a、4𝑥＋a、6𝑥－a、6𝑥＋a、8𝑥－a …}

的形式，所以速率比全為奇數時，會在
1

2
𝑥相遇。

(二)將(一)的情形一般化：有k名運動員P1、P2、…、Pk，其速率比為V1：V2：…：Vk，

設此連比為最簡整數比，且均為奇數，則
𝑥

2
必是一個相遇點。

說明：當P1跑了
V1

2
𝑥，此時其他人各跑了

V1

2
𝑥 ×

V2

V1
=

V2

2
𝑥、

V1

2
𝑥 ×

V3

V1
=

V3

2
𝑥

、…、 V1

2
𝑥 ×

Vk

V1
=

Vk

2
𝑥。因為V1、V2、V3、…、Vk均為奇數，

所以
V1

2
𝑥、

V2

2
𝑥、…、

Vk

2
𝑥均在同一點

𝑥

2
。

二、現象二：當給定的速率比全為偶數時(排除3的倍數)，會相遇在
2

3
𝑥

(一)例如a＝2、𝑥＝3，則2𝑥－a＝4、2𝑥＋a＝8、4𝑥－a＝10、4𝑥＋a＝14、

…(如圖27)，集合{2、4、8、10、14、16、20、22…}剛好符合集合

S1＝{a、2𝑥－a、 2𝑥＋a、4𝑥－a、4𝑥＋a、6𝑥－a、6𝑥＋a、8𝑥－a …}

的形式，所以速率比全為偶數時(排除3的倍數)，會相遇在
2

3
𝑥。

(二)將(一)的情形一般化：有k名運動員P1、P2、…、Pk，其速率比為V1：V2：…：Vk ，

這些Vi都不是3的倍數，則
2

3
𝑥會是一個相遇點。
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