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摘要 

我們主要研究鋸琴（伐木鋸）發聲的原理，探討演奏過程中可以用來調整的因素，如施力大

小、方式、形狀...等，研究這些不同變因與發出聲音的關係；並討論使用不同引發聲音的工

具（塑膠槌和弓弦）與擾動位置對聲音的影響。此外，還有對參考文獻中所描述鋸琴彎曲形

狀之J形、S形與甜蜜點的定義加以分析，參考金屬薄片振盪狀態的理論及其拓樸區域模態對

聲音的關係，理解演奏時鋸子彎曲形狀和甜蜜點在實驗中的角色，歸納出彈奏鋸琴時可使用

的規律． 

壹、研究動機 

當我們第一次見到鋸琴演奏時，便被它那獨特的聲音吸引，更驚訝於演奏時所需的特殊技

巧。這種看似與音樂毫不相關的工具，竟能發出如此富有表現力的音色，令人不禁對其背後

的機制產生濃厚的好奇心。究竟是什麼樣的物理原理，能使一把看似跟音樂毫無相關的鋸子

跟音樂緊密結合起來，成為發出悅耳聲音的樂器。 

貳、研究目的 

一、演奏姿勢的研究與實驗裝置的設計 

二、甜蜜點位置的量化研究  

三、鋸子形狀於Ｊ形和Ｓ形時與聲音的關係 

四、探討施加力量值的改變與聲頻關係 

五、探討鋸子彎曲形狀的幅度與聲頻關係 

六、探討產生聲頻的基音與泛音 
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參、研究設備及器材 

伐木鋸 

 

弓弦 

 

架子 橡皮槌 

橡皮球

 

測力計

 

聲音感測器

 

PASCO
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筆電 三腳架

 

MATLAB

 

phyphox

 

Tracker 手機 

 

研究設備及器材的

圖片皆由作者親自

拍攝或製作 

 

肆、實驗原理 

在實驗理論的設定中，一開始我們希望以一般樂器的發音機制來討論，因此以高中所學的駐

波出發，以求實驗結果能其相呼應的解釋；但鋸琴演奏時，鋸片的樣態太過於特殊，無法明

確的定義駐波的腹點和節點的位置， 進而轉換到討論二維薄板彈性震動理論，冀望能理解

聲譜與形狀的相應關係．然而二維薄板震動的公式裡沒有幅度較大的形狀彎曲變量可以討

論． 最後，我們找到了2022 年的論文< Geometric control of topological dynamics in a  

singing saw>  ( Suraj Shankara , Petur Brydeb, and L. Mahadevan， 2022) 中，有加入鋸片彎曲的修

正量，以及我們的實驗結果與此論文中提及的局域模態（localized mode）或稱為 拓撲局域模

態（topologically localized mode）有關，經分析實驗數據後，發現與論文中的公式有所對應．

因此以下列出了實驗中引用理論公式的發展與修正． 
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一、 一維繩波的駐波頻率 

 

 

 

 

 

（由參考資料七）考慮一條無限細、完全彈性且具有張力  𝑇  和線密度為  𝜇 的弦，弦

上相鄰的兩個點，縱向方向一小段位移為  𝑑𝑥 ，橫向方向相距一小段位移 𝑑𝜓。假設 

𝑑𝜓 很小（事實上為 𝑑𝜓/𝑑𝑥  很小)，則可近似弦上的點只在橫向運動，無縱向運動。 

針對從  𝑥  到  𝑥 + 𝑑𝑥  這段小區間內的弦討論（忽略重力影響）． 設弦在此區間前後

兩端的張力分別為  𝑇1  和 𝑇2 ，然而  𝑑𝜓/𝑑𝑥  很小，故取 𝑠𝑖𝑛  𝜃 近似於 𝜃， 𝑐𝑜𝑠  𝜃 近似

於 1，因此兩端縱向力量值   𝑇1 𝑐𝑜𝑠 𝜃1 ≈ 𝑇1  和   𝑇2 𝑐𝑜𝑠 𝜃2 ≈ 𝑇2   ， 並依據近乎無縱向

運動的假設，由縱向加速度為零得  𝑇1  ＝ 𝑇2 ＝ 𝑇  

橫向分量張力分別為：𝑇1 𝑠𝑖𝑛 𝜃 ≈ 𝑇1  
𝑑𝜓(𝑥)

𝑑𝑥
  和   𝑇2 𝑠𝑖𝑛 𝜃2 ≈ 𝑇2  

𝑑𝜓(𝑥+𝑑𝑥)

𝑑𝑥
  （其中使用近

似值 𝑠𝑖𝑛  𝜃 ≈  𝜃 ≈  
𝑑𝜓

𝑑𝑥
  ） 

橫向力的淨變化量為： 

𝐹𝑛𝑒𝑡  ≈  𝑇2 𝜓′ (𝑥＋𝑑𝑥) − 𝑇1𝜓′ (𝑥) ≈ 𝑇𝑑𝑥 ( 
𝜓′ (𝑥 + 𝑑𝑥)  −  𝜓′  (𝑥)

𝑑𝑥
)

= 𝑇𝑑𝑥 
𝑑2  𝜓(𝑥)

𝑑𝑥2
  

由於這段小弦的質量為  𝜇 𝑑𝑥 ，橫向加速度為 
𝑑2  𝜓(𝑥)

𝑑𝑡2
 ，則可由牛頓第二定律來建立橫

向運動的方程式：    𝐹net =  𝑚𝑎 =  (𝜇 𝑑𝑥)
𝑑2  𝜓(𝑥)

𝑑𝑡2
 = 𝑇𝑑𝑥 

𝑑2  𝜓(𝑥)

𝑑𝑥2
   ，  

即                                           
𝑑2  𝜓(𝑥)

𝑑𝑡2
 =

𝑇

𝜇 

𝑑2  𝜓(𝑥)

𝑑𝑥2
   ……(1) 

這就是一維波動方程． 

考慮自然振動的情況下，此波動方程式得解可寫成    𝜓(𝑥, 𝑡)  =  𝐴 𝑒𝑖 ( 𝑘𝑥 ± 𝜔 𝑡 )       

 代回上述公式(1) ， 可得     
𝜔

𝑘
= √

𝑇

𝜇
 ， 而 

𝜔

𝑘
＝

( 2 𝜋 / 𝑇 )

(2 𝜋 / 𝜆)  
=

𝜆 

𝑇 
= 𝑐   ， 其中 𝑐 是波速    

(phase velocity)． 
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二、 二維金屬薄板振動 

考慮彈性的金屬薄板撓曲變形可使用到 Kirchhoff - Love plate theory 來描述。當薄板上

發生進行自由振動時，此時板的運動可以用以下方程式表示（參考資料八）： 

𝐸 ℎ3

12 (1−𝜈2 )
 𝛻4 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝜌 ℎ 

𝜕2 𝑤(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕 𝑡2
= 0 ， 

其中 𝛻4 =
𝜕4

𝜕 𝑥4
+ 2 

𝜕4

𝜕 𝑥2 𝜕 𝑦2
+

𝜕4

𝜕 𝑦4
   ．以上方程式中  𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) 表示板上任一點 𝑤(𝑥, 𝑦) 

在時間 𝑡 時的垂直方向的位移，
𝐸 ℎ3

12 (1−𝜈2 )
  用以表示板的彎曲剛度（Flexural rigidity），

反映板本身的彎曲抵抗能力．其中𝐸是板的楊氏模數（Young′s  modulus），ℎ為板的

厚度，ν為材料的泊松比（Poisson's  ratio），ρ為板的密度。 

方程式中的第一項可以理解為薄板內部由於彎曲產生的恢復力，試圖讓板回到原本平

坦的狀態，而第二項可理解為板的慣性力（質量乘上加速度），板會因為慣性繼續上

下移動。兩項相加為零，表示在沒有外力的情況下，板內恢復力與板的慣性互相平

衡，因此會持續振動。 

考慮自然振動的情況下，可將此方程式的解寫為  𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑊(𝑥, 𝑦) 𝑒𝑖 𝜔 𝑡  代回上述

公式，可得 

𝐸 ℎ3

12(1−𝜈2 )
 𝛻4 𝑊(𝑥, 𝑦) − 𝜌 ℎ 𝜔2 𝑊(𝑥, 𝑦) = 0， 

其中𝜔為自然振動的角頻率 (2𝜋𝑓)， 而𝑊(𝑥, 𝑦) 代表板的空間振動模態（振動的形

狀）。計算出上述方程式，可找出薄板自然的振動頻率和對應的各項振動樣態。 

三、 金屬薄板的彎曲形變修正量 

然而鋸琴彈奏時，不僅使用的材料為薄金屬鋼板，在發音過程中必須彎曲鋸子才能產

生優美的琴聲，在參考資料三中，提及有必要加入薄板的彎曲形變修正量進行討論，

論文特別提到，鋸琴所產生的聲音是來自板子本身的幾何形狀與拓撲特性有關．論文

中使用的公式為 

             𝜌 ℎ 𝜕𝑡
2 𝑓 =  −𝜅 𝛻4 𝑓 + 𝑏𝑖𝑗  𝑃𝑖𝑗 𝛻

2 𝜒   ， 

1

𝑌 ℎ
 𝛻4𝜒 =  −𝑃𝑖𝑗  𝛻2 (𝑏𝑖𝑗 𝑓) 
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， 其中 𝜅 =  
𝑌 ℎ3

12 (1 − 𝜈2)
，  𝑌是板的楊氏模數，χ是艾里應力函數（Airy stress  

function），h是板厚度，𝑏𝑖𝑗 = 𝜕𝑖 𝜕𝑗𝑋0 為曲率張量（curvature tensor，描述板的彎曲狀

態，而 𝑋 是表示經過變形後的殼在三維歐式空間中的位置函數，𝑋0 為初始的位置函

數）。𝑓 為板的垂直位移函數（板的撓曲變形），𝑃𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 − {𝜕𝑖 𝜕𝑗  / 𝛻2) 為一個投影

算符 。  

上述公式表示，板的內部應力場（以Airy stress function表示）與板的幾何（曲率）和

板的撓曲變形有緊密的耦合關係。 

我們引用論文中一段介面局域模態（Interface localized mode）中的一段計算， 考慮一

個簡單的曲率張量線性曲率分布  𝑏(𝑥)  =  𝑏' 𝑥  ，其中 𝑏' 為一個常數曲率梯度

（curvature gradient），將此系統對時間以及橫向（y方向）進行傅立葉變換後，假設

沿 𝑥 方向的變化相對緩慢（滿足  𝜕𝑥
2  ≪  𝑞𝑦

2   𝑎𝑛𝑑  𝑃𝑥𝑥 ≃ 1），則在梯度的主要項展開

可得到 

− 𝜌ℎ 𝜔2 𝑓(𝑥)  =  2 𝜅 𝑞𝑦
2 𝜕𝑥

2 𝑓(𝑥)  −  [ 𝜅 𝑞𝑦
4  +  𝑌 ℎ (𝑏' )

2
 𝑥2]  𝑓(𝑥) 

此振動系統的最低能階（最低局域模態)解，即為簡諧振子的基態解，其對應的模態

頻率為 

𝜔0(𝑞𝑦)
2

 = |𝑞𝑦|  
𝜅

𝜌ℎ
 [ |𝑏'  | √

2 𝑌 ℎ

𝜅
 +  |𝑞𝑦|3 ]  ∼  𝑐2 ℎ |𝑞𝑦 𝑏' |        其中   (𝑞𝑦 →  0) 

 

在上式中，當 𝑞𝑦 →  0 時的極限只是近似，因為當  𝑞𝑦 →  0 時 體頻率間隙消失，將無

法形成局域模態。然而，仍可清楚看到，拓撲局域模態（topologically localized mode）

具有一個受到殼體的曲率分布所控制的頻譜方程式。  

在我們的實驗中，我們將比較鋸琴聲譜頻率和手指施力量值與形狀變化關係，比較論

文中的拓撲局域模態的性質，以及與曲率梯度(b´)的關係。 
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伍、研究過程或方法 

一、起源與實驗裝置設計 

首先，鋸琴相傳最早源自於十七世紀的義大利，一位伐木工人在休息時，隨手拔弄鋼

鋸，發現可以發聲，於是他懷著好奇心開始敲打，開啟了第一次的鋸琴演奏。而之後

隨著時代的變化鋸琴逐漸演化成了用弓弦去拉，而鋸琴的演奏姿勢為，將鋸子夾在兩

腿間，左手握住鋸端將鋸身彎曲成「S」形狀,右手拿弓，如圖所示．

 

此圖片中，施力的方向大致是如此，於是我們為了可復現性，設計了下圖的裝置， 

在表演時，木把是由表演者雙腳將其固定，而我們則使用架子將其固定住，另一端用四

指支撐的部位，我們用一個小平台將其支撐住，用小平台正向力模擬四指的力，而大拇

指下壓的部位，則由測力計來施壓，這樣不僅模擬出大拇指的力，還能時刻紀錄數據，

方便後續研究。 

本圖片由作者親自拍攝 
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(手施的力由測力計所施） 

(腿施的力則由右圖所施) 

 

 

二、測聲音的實驗步驟 

(一) 將鋸子固定在架子上 

(二) 將測力計壓在固定一端的另一端，紀錄測力計離端點的距離與力的大小 

(三) 用橡皮槌敲打鋸子確認是否有聲音，若無聲音則調整高度或測力計 (如果是弓

弦，可以使用松香粉增加摩擦力，使鋸子振動發出聲音) 

本圖片由作者親自拍攝 

本圖片由作者親自拍攝 



 

9 

(四) 確認有聲音後，用PASCO測聲音與力

 

(此圖為PASCO介面) 

(五) 將測到的聲強數據取出，用MATLAB做傅立葉分析，即可得到音頻

(採樣頻率為10000，數據點為8192個) 

 

(此圖為MATLAB做FFT的結果) 

(六) 改變變因重複實驗步驟，整理數據 

(七) 數據分析 

本圖片由作者親自製作 

本圖片由作者親自製作 
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三、 找甜蜜點位置的量化研究 

我們一開始透過敲擊位置的聲音大小和是否清晰來找出甜蜜點大致的位置，我們可以

發現，甜蜜點的聲強最大，距離甜蜜點較近的時候，可以產生如同甜蜜點的音頻，而

遠離甜蜜點，就會無法發出相同且清晰的聲音。 

 

本圖片由作者親自製作 

本圖片由作者親自製作 



 

11 

 

敲擊的位置是連續的位置變化，聲音響度都是明顯

的減弱．引用參考資料三論文中的圖（右圖）， 在

 𝑚 = 2 時，才是拓撲局域模態，鋸片只在甜蜜點附

近會形成振盪，實驗結果與論點吻合． 

 

因為敲擊的位置與甜蜜點有關，為簡化分析，我們

決定以三次函數的反曲點的位置與先前找到甜蜜點

的位置作比較，證實了在此位置敲擊聲響為最大，

與甜蜜點性質相同，我們找甜蜜點的步驟如下: 

 

(一) 確認可以發出聲音後，用手機拍下鋸子的側面圖 

(二)   用Tracker在鋸子上找點座標 

 

(三) 將點輸入Excel作圖並找趨勢線與三次函數方程式 

x y x y x y x y x y 

-53.1306 12.28195 -43.8275 10.85794 -33.2831 8.08307 -21.9508 4.417691 -11.5327 1.579335 

-53.1405 12.28768 -43.497 10.74299 -32.8259 7.930679 -21.4347 4.288675 -11.034 1.45915 

-53.1405 12.28768 -43.1953 10.67114 -32.3891 7.808766 -21.0105 4.141228 -10.648 1.388035 

-52.663 12.22493 -42.8073 10.59929 -32.0335 7.707173 -20.7058 4.049794 -10.1298 1.286441 

-52.1384 12.17932 -42.4062 10.51116 -31.5458 7.554782 -20.3703 3.933881 -9.53298 1.192286 

-51.7213 12.15866 -42.0405 10.44005 -31.1902 7.443029 -20.0657 3.836447 -8.75832 1.062934 

-51.2052 12.09416 -41.502 10.30798 -30.8448 7.321116 -19.7813 3.724693 -7.89477 0.930862 

-50.5533 12.00826 -41.0956 10.21654 -30.3572 7.189044 -19.5317 3.643594 -7.42744 0.829268 

出處詳參考資料十 

本圖片由作者親自拍攝 
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x y x y x y x y x y 

-50.1199 11.96264 -40.6486 10.12511 -29.7984 6.985856 -19.192 3.541824 -7.04138 0.80895 

-49.6068 11.88282 -40.1508 9.952397 -29.2498 6.813147 -18.8466 3.460549 -6.62485 0.737834 

-49.1506 11.8486 -39.7851 9.871122 -28.6596 6.643221 -18.5641 3.385562 -6.23879 0.676878 

-48.7515 11.75737 -39.3889 9.769528 -28.1436 6.481951 -18.0803 3.256546 -5.72066 0.626081 

-48.3866 11.71176 -38.9317 9.647615 -27.6243 6.274699 -17.6986 3.145608 -5.19237 0.575284 

-47.976 11.64333 -38.4542 9.546021 -27.1773 6.122308 -17.3532 3.033855 -4.60313 0.483849 

-47.6567 11.57491 -37.9666 9.393631 -26.6795 5.969918 -16.9265 2.901783 -4.11548 0.433052 

-47.3488 11.5407 -37.4586 9.271718 -26.3137 5.827686 -16.4999 2.772735 -3.81151 0.375957 

-47.0637 11.49508 -36.9201 9.109168 -25.9378 5.726092 -16.0483 2.675973 -3.57703 0.361937 

-46.7102 11.44947 -36.4731 8.966936 -25.5619 5.59402 -15.5245 2.525886 -3.24177 0.351777 

-46.3681 11.36964 -35.9652 8.845024 -25.0794 5.449821 -15.0775 2.424292 -2.89635 0.321299 

-45.9461 11.28982 -35.6604 8.763749 -24.6601 5.320805 -14.7259 2.353432 -2.54077 0.290821 

-45.4317 11.19104 -35.3454 8.682474 -24.3053 5.191789 -14.4033 2.224416 -2.05312 0.240024 

-45.1208 11.08785 -35.0915 8.601199 -23.9505 5.095026 -13.7567 2.089032 -1.68739 0.199386 

-44.8189 11.02977 -34.8171 8.530083 -23.5809 4.974298 -13.0487 1.901876 -1.26069 0.158749 

-44.5748 10.9729 -34.4311 8.40817 -23.1643 4.832066 -12.7261 1.837367 -0.834 0.107952 

-44.2874 10.92979 -34.0783 8.320431 -22.7884 4.710154 -12.3547 1.743613 -0.37683 0.057155 

-44.0771 10.90076 -33.6793 8.204982 -22.4023 4.578962 -11.9077 1.672497 0.041539 0.004733 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(四)  接著將方程式微分兩次求極值找反曲點，即可得到甜蜜點座標 

 

y = 0.0001x3 + 0.0109x2 - 0.0203x + 0.1222
R² = 0.9999
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本圖片由作者親自製作 

本圖片由作者親自製作 
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四、 求曲率梯度(b´) 

 (一) 利用前面找甜蜜點的數據點 

 (二) 用MATLAB將點座標平移並旋轉來進行三次函數擬合，利用二階微分求一次項，得(b´) 

 (三) 以excel繪製座標圖表 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

將鋸子側面的數據點平移使至甜蜜點當作原點，

取甜蜜點位置的斜率為0，接著將數鋸點擬合好三

次函數進行二階微分求曲率梯度(b´) 

 

 

 

 

本圖片由作者親自製作 

本圖片由作者親自製作 
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五、擬定各項操縱變因 

經過我們確立了鋸琴演奏姿勢並找出可發聲位置的方法後，我們進一步探討出以下四

個可能影響鋸琴聲音的變因。 

(一) 測力計力大小 

(二) 測力計放置距離 

(三) 鋸子的相對高度 

(四) 敲與拉的差別 

陸、研究結果 

一、 甜蜜點的探討 

我們先研究之前其他報告中所提到的事情來決定我們的研究方向，再前文(研究過程

或方法 三、找甜蜜點)中。甜蜜點在資料四中(並非轉動力學中的甜蜜點)，定義為位於

高曲線和低曲線之間的中間位置。這可以通過找到高曲線的頂點（峰值）和低曲線的

底部（谷底）來完成，這可以通過使用錘子來輕鬆找到。於是我們認為甜蜜點可近似

為三次函數的反曲點，而由Tracker描點數據運算出位置後，我們敲擊反曲點確實為聲

音最大的位置，與資料四相同。 

同時因為的敲擊在甜蜜點處的聲強最大(圖1、2，紅色數據)且彎曲角度最小，所以我

們認為這個位置受應力最小，最不易彎曲，可能此處振盪震盪的幅度最大，則我們嘗

試以此處作為腹點來做之後的討論。 

我們認為這個點即為參考論文中的拓撲局域模態（topologically localized mode）的位

置，敲擊在甜蜜點上的聲音的確較清晰和持久，(圖2頻譜圖中的紅色高峰表示清晰)和

持久，如果敲擊在甜蜜點外較短的那一節鋸子，則無法產生聲音（圖2頻譜圖中的粉

色短促而快速消散）。 

 

 

 

 

 

 

 

 

(圖1) (圖2) 

本圖片由作者親自製作 
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二、 甜蜜點的必要性，以及拓樸模態之Ｊ形Ｓ形的探討 

為了探討拓樸模態，我們分別在Ｊ形Ｓ形不同形狀上以塑膠槌敲擊，進行波形和 FFT 

圖的比較： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

可以從上圖(圖4、5)發現橡皮槌敲擊Ｊ形的鋸琴時，產生的波形較為急促且短， (圖3)

聲音強度不特別高，也難以計算其主要頻率； 而橡皮槌敲擊 S 形的鋸琴時，聲音維持

得較為長久(圖5)，並且主頻率的聲音強度明顯(圖3)． 

這現象形成的原因在於拓撲學中，曲率張量分布 b(x)在 J 形中只會大於 0 ( 或小於 0 )，

而在 S 形中 b(x) 有正負交替(有些位置大於 0 ，有些位置小於 0)， 因此 S 形會有拓撲局

域模態的出現而有甜蜜點 ，而 J 形為一般態沒有甜蜜點 。 

 

 

 

 

 

 

 

(圖3) (圖4) 

(圖5) 
本圖片由作者親自製作 

出處詳參考資料九 
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二、 力和聲音的關係 

(一) 測力計數值隨著鋸琴發出聲音而振盪 

當我們量測鋸琴所發出聲音時，也同時紀錄下測力計數值隨時間的變化，一併將

兩項物理量隨時間的變化的數據做快速傅立葉分析． 

 

(圖6，此圖為力的頻譜圖) 

 

(圖7，此圖為聲強的頻譜圖) 

 測力計數值振盪的主要頻率會和聲音的基頻的聲音一致．以上兩者的主要頻率皆

顯示478.516Hz， 可以推測是因為基音聲強為最大，亦即振盪幅度最大的緣故，以

致鋸片和測力計會近乎同步震盪的結果． 

本圖片由作者親自製作 

本圖片由作者親自製作 
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（二）測力計的平均數值與測力計的位置 

安裝測力計的目的在於模仿演奏者為了彎曲鋸片而使用到手中大拇指對鋸板某處

施加壓力的量化研究，因此我們安排測量其施加力的平均力值與主要聲頻的關係 

 

由數據圖表(圖8、9、10)中，力的量值與主要音頻的數據以線性擬合，相關係數

達0.9358，可看出測力計平均力的量值、曲率梯度 (b´)與產生的主要音頻彼此之間

有高度的正相關。 

 

 

(圖8) 

(圖9) 

(圖10) 

本圖片由作者親自製作 

本圖片由作者親自製作 

本圖片由作者親自製作 
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（三）測力計的位置 

我們也有做有關施力點位置變化對音頻造成的關係，其中我們以鋸子的尾端為原

點，並改變測力計與原點之間的距離來看位置的變化 

 

由數據圖表(圖11)關係得知，施力點位置變化對音頻並沒有明確相關． 

 

 

 

三、 形狀和聲音的關係 

由於演奏者除了改變施力大小外，還會改變鋸子做左右兩端的相對高度差(圖12)與拉

弦位置來取得不同演奏的音調，所以我們嘗試從只調控一側的高度來看看會產生什麼

變化，而改變高度的同時， 曲率梯度 (b´) 亦產生了變化 

因此我們改變高度，研究高度差 、 曲率梯度 (b´) 與主要聲頻彼此之間的關係 

 

 

(圖11) 

(圖12) 

本圖片由作者親自製作 

本圖片由作者親自拍攝 
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我們發現隨著高度的差越大，聲音頻率也會越高，相對高度差與主要音頻的數據以

線性擬合，相關係數達0.9896，可看出高度差、曲率梯度 (b´) 與主要音頻彼此之間

有高度的正相關，此實驗結果同樣也與參考論文三的論點一致．  

 

 

 

(圖13) 

(圖14) 

(圖15) 

本圖片由作者親自製作 

本圖片由作者親自製作 

本圖片由作者親自製作 
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四、 不同施力工具的影響 

還有，使鋸琴產生聲音的工具也會產生區別，(圖16)是當我們使用塑膠球去敲擊

時，會產生的聲音圖形，(圖17)是當我們使用弓弦去拉時，會產生的聲音圖形，

(圖19、20)則是對應的傅立葉分析． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

透過兩者比對分析可以看見，接觸時間越長，能產生的泛音(原本基礎頻率的倍頻)

就越多，拉弦期間提供了較長的驅動歷程（能量來源），延長了金屬板振動的時

間，並使得泛音(高頻的佔比)佔分比變多以及頻譜相對強度增強，而所謂空靈(高頻

且長久)的聲音，推測由此而來，當然也有可能是聲音散射的原因。 

 

 

(圖16) (圖17) 

(圖18) 

(圖19) (圖20) 

本圖片由作者親自製作 

本圖片由作者親自製作 
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柒、討論 

一、 甜蜜點的定義討論 

由於甜蜜點在彎曲鋸片中為曲率正負交界處，因此我們可以將甜蜜點視為鋸片彎曲形

狀的反曲點，在甜蜜點的位置所受應力最小且彎曲幅度最小，此處振盪的幅度可為最

大，因此甜蜜點可以視作鋸子內震盪時的腹點  

二、S形與J形  

S形鋸子有甜蜜點而有拓撲態，且甜蜜點是鋸子內聲音的腹點，如果要發出聲音需彈奏

在甜蜜點 附近；J 形鋸子沒有甜蜜點而為一般態發不出聲音，只要是沒有甜蜜點的形狀

就不會發出一般演 奏鋸琴時會有的聲音，因此拓撲態為主要發聲機制 

三、力量、相對高度與曲率梯度(b')  

彈奏鋸琴的方式就是利用力和高度差的變化，產生不同聲音，實驗中記錄在不同測力

計值和相對 高度下鋸子發出的頻率變化，會發現力量與相對高度會對聲音頻率平方成

正相關，加入曲率梯度 (b')討論後，力量與相對高度會對曲率梯度(b')成正相關，而且曲

率梯度(b')對聲音頻率平方亦成高 度的正相關，因此可以得知力量與相對高度是可以改

變曲率梯度(b')而影響聲音頻率 

四、敲與拉  

在固定的力和高度後，接著在同個地方用不同的方式擾動鋸琴，以弓弦拉鋸琴的甜蜜點

的方式所 產生的聲音有較多的泛音，相反地，以橡皮球撞擊鋸琴的甜蜜點產生的聲音

只有一個主要頻率， 因為拉比敲接觸鋸子的時間長，所以拉所給予鋸琴的能量也較

多，更容易產生出泛音。 
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捌、結論 

鋸琴產生的聲音，其中的頻率與波長並非高中課程中所學的反比關係，因為在拓撲態中，彎

曲鋸子等行為不會改變其邊界條件，影響波長，而是需要以參考論文的公式來討論，無法以

一維駐波直觀的定量討論各物理量與頻率的關係， 2022 年的論文中將一般二維薄板震動加

入彎曲形變的修正量而產生新的公式，由公式得知鋸琴發出聲音的模式是一個拓撲局域模態

（topologically localized mode），根據理論中的公式，拓撲局域模態會受到曲率梯度(b')的控

制當鋸琴呈現J 形時沒有甜蜜點，是一般態，S 形時有甜蜜點，是拓撲態，於是後續的實驗

皆是以S 形做為討論對象，若要改變曲率梯度(b')且同時保持鋸琴呈現S 形，可以藉由改變施

力或高度使鋸子產生不同的形狀進而影響曲率梯度(b')的同時維持甜蜜點的存在，而力量與

相對高度對曲率梯度(b')和頻率平方有高度正相關，曲率梯度(b')與頻率平方亦有高度正相

關，我們所做的實驗結果與參考論文中的論點可提供為拓撲局域模態（topologically localized 

mode）的實驗證據。 

 

 

 

 

 

本圖片由作者親自拍攝 
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https://arxiv.org/abs/2108.10875 

拾、未來展望 

樂器的聲音在我們的日常生活中隨處可聞，而其中，鋸子的聲音因其獨特的頻率與震動

特性，不僅在木工、工業製造等領域扮演重要角色，還在音樂與聲音設計方面展現出特

殊的應用潛力。鋸子的聲音來源於其與不同材料的接觸與切割過程，這使得其頻譜特性

具有豐富的變化性。然而，現有的研究多關注於鋸子噪音的控制與工業安全，較少探討

其聲學特性、震動模式及其在藝術與創意領域的可能性。因此，本研究希望透過詳細分

析鋸子聲音的頻率成分、震動模式以及其與各類材料的交互作用，進一步挖掘其聲學特

質，並探討其在聲音設計、音樂創作甚至新興藝術表現形式中的潛在應用價值。期望本

研究能為相關領域提供新的視角，激發更多關於鋸子聲音的創新應用與實驗探索。 

 

 

 

https://arxiv.org/abs/2108.10875


【評語】051817  

此研究探討鋸琴（伐木鋸）發聲的原理，演奏過程中可以用

來調整的因素，如施力大小、方式、形狀...等，研究不同變因

與發出聲音的關係。並討論使用不同引發聲音的工具（塑膠槌和

弓弦）與擾動位置對聲音的影響。此外，鋸琴彎曲形狀之 J 形、

S 形與甜蜜點的定義加以分析，並金屬薄片振盪狀態的理論及其

拓樸區域模態對聲音的關係，理解演奏時鋸子彎曲形狀和甜蜜點

在實驗中的角色，歸納出彈奏鋸琴時可使用的規律．學生表達

佳、理論論述佳、實驗過程與結果佳、討論與結論尚可。 
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「鋸」我所知



摘要 

我們主要研究鋸琴發聲的原理，探討演奏時施力大小、方式、形狀與聲音的關係，以及不同

器材與位置的影響。此外，還有對其他文獻中S型、J型與甜蜜點的定義加以分析，來研究金屬

薄片振盪狀態的變化及其對聲音的影響，並理解甜蜜點在實驗中的角色，最後找出符合此現象的

公式 

 

壹、研究動機 

當我們第一次見到鋸琴演奏時，便被它那獨特的聲音吸引，更驚訝於演奏時所需的特殊技巧。

令人不禁對其背後的機制產生濃厚的好奇心。究竟是什麼樣的物理原理，能使一把看似跟音樂毫

無相關的鋸子跟音樂緊密結合起來，成為發出悅耳聲音的樂器。 

 

貳、研究目的 

一、演奏姿勢的研究與實驗裝置的設計 

二、甜蜜點位置的量化研究 

三、鋸子形狀於Ｊ形和Ｓ形時與聲音的關係 

四、探討施加力量值的改變與聲頻關係 

五、探討鋸子彎曲形狀的幅度與聲頻關係 

六、探討產生聲頻的基音與泛音 

參、研究設備及器材 

一、伐木鋸     二、弓弦   

三、架子       四、橡皮球  

五、橡皮槌     六、測力計    

七、聲音感測器 八、PASCO   

九、 三腳架   十、MATLAB  

十一、phyphox 十二、Tracker  十三、筆電

肆、原理討論 

在 2022 年的論文  ( Suraj Shankara 等著作) 中加入薄板的彎曲形變修正量，說明鋸琴所產生的

聲音是來自板子本身的幾何形狀與拓撲特性討論金屬震盪時有關 

，                          。其中              ，Y是薄板的楊氏模數，χ 是艾里應力函

數（Airy stress function），h 是板厚度，           為曲率張量（curvature tensor，描述板的彎曲

狀態，而 𝑋 是表示經過變形後的殼在三維歐式空間中的位置函數，    為初始的位置函數）。𝑓 為

板的垂直位移函數（板的撓曲變形），      ，            為一個投影算符 。我們引用論文中

一個簡單的曲率張量線性曲率分布          ，其中   為一常數的曲率梯度（ ） 

，將此系統對 y方向取傅立葉變換後，得到最低能階（最低局域模態)的解，其對應的模態頻率

為 

可知其拓撲局域模態的產生（ ）(有正負變化的b(x)才有拓撲態)受到曲

率分布所控制。 在我們的實驗中，我們將比較鋸琴聲譜頻率和手指施 

力量值與形狀變化關係，以及與曲率梯度   的關係． 

 

伍、 研究過程或方法 

一、測聲音的實驗步驟 

(一) 將鋸子固定在架子上 

(二) 將測力計壓在固定一端的另一端，紀錄測

力計離端點的距離與力的大小 

(三) 用橡皮槌敲打鋸子確認是否有聲音，若沒

有聲音則調整高度或測力計 (如果是弓弦，或

使用松香粉增加摩擦力，使鋸子振動發出聲音)  

(四) 確認有聲音後，用PASCO測聲音與力  

(五) 將測到的聲強數據取出，用MATLAB做

傅立葉立析，即可得到頻率 

 

 

二、找甜蜜點位置的量化研究 

(一)確認可以發出聲音後，用手機拍下鋸子的

側面圖 

(二)用Tracker在鋸子上找點座標 

(三)將點輸入Excel作圖 

(四)找趨勢線與三次函數方程式即可得到甜蜜

點座標 

(五)接著將方程式微分兩次求極值找反曲點 

三、求曲率梯度(b’) 

(一)拍攝鋸子側面圖 

(二)用Tracker點出點座標 

(三)用MATLAB將點座標平移並

旋轉來進行三次函數擬合， 

利用二階微分求一次項，得b’ 

 
(以上照片為作者自行拍攝) (以下圖表由作者自行繪製) 

將鋸子側面的數據點平移

使至甜蜜點當作原點，取

甜蜜點位置的斜率為0，

接著將數鋸點擬合好三次

函數進行二階微分求曲率

梯度(b’) 

(四)以excel繪製座標圖表 

(圖引用資料二) 



陸、研究結果 

一、 甜蜜點的探討 

我們定義甜蜜點可近似為三次函數的反曲點，Tracker描出的點數據使用MATLAB

運算出位置後，敲擊反曲點處測量確實為聲音最大的位置，與文獻一相同。 

同時因為的敲擊在甜蜜點處的聲強最大(圖1、2，紅色數據)且彎曲角度最小，

所以我們認為這個位置受應力最小，最不易彎曲，可能此處振盪震盪的幅度最

大，則我們嘗試以此處作為腹點來做之後的討論。     (圖1) 

我們認為這個點即為論文中的拓撲局域模態（topologically localized mode）的位

置，敲擊在甜蜜點上的聲音的確較清晰(圖2頻譜圖中的紅色高峰表示清晰)和

持久，如果敲擊在甜蜜點外較短的那一節鋸子，則無法產生聲音（圖2頻譜圖

中的粉色短促而快速消散）。             (圖2) 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

二、 甜蜜點的必要性， 以及拓樸模態之Ｊ型Ｓ型的探討 

分別在Ｊ型 Ｓ型不同形狀上以塑膠槌敲擊，進行波形和FFT圖的比較：  

    

可以從上圖發現橡皮槌敲擊Ｊ型的鋸琴時，產生的波形較為急促且短，聲音強度不特別高，也難以計算其主要頻率； 而

橡皮槌敲擊S型的鋸琴時，聲音維持得較為長久，並且主頻率的聲音強度明顯． 

這現象形成的原因在於拓撲學中，曲率張量分布b(x)在 J型中只會大於0(或小於0)，而在S型中b(x)有正負交替(有些位

置大於0，有些位置小於0)，因此S型會有拓撲局域模態( )的出現而有甜蜜點，而 J型為一般

態沒有甜蜜點。 

三、 力、形狀和聲音的關係 

使用測力計的目的在於模仿演奏者為了彎曲鋸片而使用到手中大拇指對鋸板某處施加壓力的量化研究，彎曲鋸片的同

時，曲率梯度(b’)亦產生了變化 

因此我們改變其施加力，研究平均力量值、曲率梯度(b’)與主要聲頻(基頻)彼此之間的關係   

            (圖3)                          (圖4)                          (圖5) 

 
由(圖3、4、5)中在固定高度差5.5cm下改變力量，可看出測力計平均力量值、曲率梯度(b’)與產生的主要音頻彼此之間

有高度的正相關 

四、 相對高度、形狀和聲音的關係           (圖6) 

由於演奏者除了改變施力大小外，還會改變鋸子左右兩端的高度差(圖6)演奏出

的不同的音調，所以我們嘗試固定測力計量值並調控一側的高度，而改變高度

的同時，曲率梯度(b’)亦產生了變化 

因此我們改變高度，研究高度差、曲率梯度(b’)與主要聲頻彼此之間的關係           

            (圖7)                         (圖8)                             (圖9) 

 
由(圖7、8、9)中在固定平均力值20N下改變高度，可看出高度差、曲率梯度(b’)與主要音頻彼此之間有高度的正相關  

(作者自行繪製) 

一般態 拓撲態 

(作者自行繪製) 

(作者自行繪製) 

(作者自行繪製) 

(作者自行繪製) 

(以下圖表由作者自行繪製) 

(照片為作者自行拍攝) 

(以下圖表由作者自行繪製) 

(圖引用資料三) 



 

五、 不同施力工具的影響 

 

 透過兩者不同工具的比對分析可

以看見，接觸時間越長，能產生的

泛音(原本基礎頻率的倍頻)就越

多，拉弦期間提供了較長的驅動歷

程（能量來源），延長了金屬板振

動的時間，並使得泛音(高頻的佔

比)佔分比變多以及頻譜相對強度

增強 圖10敲和拉生成波形 圖11拉和敲的傅立葉分析 

柒、討論 

一、 甜蜜點的定義討論 

由於甜蜜點在彎曲鋸片中為曲率正負交界處，因此我們可以將甜蜜點視為鋸片彎曲形狀的反曲

點，在甜蜜點的位置所受應力最小且彎曲幅度最小，此處振盪的幅度可為最大，因此甜蜜點可以

視作鋸子內震盪時的腹點 

二、 S型與 J型 

S型鋸子有甜蜜點而有拓撲態，且甜蜜點是鋸子內聲音的腹點，如果要發出聲音需彈奏在甜蜜點

附近；J型鋸子沒有甜蜜點而為一般態發不出聲音，只要是沒有甜蜜點的形狀就不會發出一般演

奏鋸琴時會有的聲音，因此拓撲態為主要發聲機制 

三、 力量、相對高度與曲率梯度(b’) 

彈奏鋸琴的方式就是利用力和高度差的變化，產生不同聲音，實驗中記錄在不同測力計值和相對

高度下鋸子發出的頻率變化，會發現力量與相對高度會對聲音頻率平方成正相關，加入曲率梯度

(b’)討論後，力量與相對高度會對曲率梯度(b’)成正相關，而且曲率梯度(b’)對聲音頻率平方亦成高

度的正相關，因此可以得知力量與相對高度是可以改變曲率梯度(b’)而影響聲音頻率 

四、 敲與拉 

在固定的力和高度後，接著在同個地方用不同的方式擾動鋸琴，以弓弦拉鋸琴的甜蜜點的方式所

產生的聲音有較多的泛音，相反地，以橡皮球撞擊鋸琴的甜蜜點產生的聲音只有一個主要頻率，

因為拉比敲接觸鋸子的時間長，所以拉所給予鋸琴的能量也較多，更容易產生出泛音。 

捌、結論 

鋸琴產生的聲音，其中的頻率與波長並非高中課程中所學的反比關係，而是需要以參考論文

的公式來討論，無法以一維駐波直觀地定量討論各物理量與頻率的關係 

2022年的論文中將一般二維薄板震動加入彎曲型變的修正量而產生新的公式，由公式得知鋸

琴發出聲音的模式是一個拓撲局域模態（topologically localized mode），根據理論中的公式，拓撲

局域模態會受到曲率梯度(b')的控制 

當鋸琴呈現 J型時沒有甜蜜點，是一般態，S型時有甜蜜點，是拓撲態，於是後續的實驗皆

是以S型做為討論對象，若要改變曲率梯度(b')且同時保持鋸琴呈現S型，可以藉由改變施力或高

度使鋸子產生不同的形狀進而影響曲率梯度(b')並維持甜蜜點的存在 

力量與相對高度對曲率梯度(b')和頻率平方有高度正相關，而曲率梯度(b')與頻率平方亦有高度

正相關，我們所做的實驗結果與參考論文中的論點可提供為拓撲局域模態（topologically localized 

mode）的實驗證據 
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拾、未來展望 

鋸子的聲音因其獨特的頻率與震動特性，

不僅在傳統用途中展現實用價值，也在音樂創

作與聲音設計領域中展現出特殊的潛力。我們

認為，無論是應用於小尺度的聲學諧振器，抑

或是大尺度的樂器設計，此一原理皆具有進一

步發展的可能性。未來，我們期望結合更多聲

音研究方法，例如克拉尼圖形，以深入探討聲

音在拓樸態系統中的潛在應用。 

 

 

 

(以下圖表由作者自行繪製) 

作者自行拍攝 
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