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摘 要 

        這份研究探討利用正三角形旋轉吸管構成的離心泵抽水的現象。我利用電鑽固定此三角 

形結構，使其部分浸入水中並定速旋轉。我們發現在吸管的管徑-旋轉半徑比大於一定值時， 

水流因無法穩定地充滿整個吸管，離心泵中的水流將會穩定的僅占據吸管的一部分。我測量 

「吸管的幾何參數和旋轉角速率」對「抽水流率」的關係；以及「旋轉角速率」對「抽水流 

速」的關係，並以穩層流下的流體力學模型(白努力方程式在旋轉座標系中的修正+流體力學 

穩定性分析)加以解釋，在不使用數值模擬的情況下方了解了此未滿水模態的水流情形。 

 

壹、 前言 

一、研究動機 

        2024年臺灣青年學生物理辯論競賽(TYPT)的題目「Pumping Straw」啟發了此 

研究。題目要求使用切割成三角形的吸管，在頂點切出開口來製作簡單的水泵。當 

吸管快速繞著其垂直軸旋轉時，水會透過吸管向上流動。探討幾何形狀和其他相關 

參數對抽水速率的影響。 

        在TYPT中，包括一開始的我，絕大部分的參賽者都將注意力集中在水充滿整

個吸管的流動模式中，將水未充滿吸管造成的實驗誤差視為應避免的情況，畢竟一

般所謂的「水泵」在運作過程中會充滿水。因此更讓我發現到研究此未滿水流模態

的新穎性。在此競賽後，我決定投入對此模式的研究，期待透過這樣的研究，能對

離心泵的水流有更深入的理解。 

 

二、研究目的 

(一)研究在水流呈未滿模態時， 

1「抽水流速」對「旋轉角速率」的關係 

2「抽水流率」對「吸管的幾何參數和旋轉角速率」的關係 

並建立「未滿模態模型」以解釋之。 

其中吸管的幾何參數指吸管長度、吸管入水深度，抽水流率指三角形兩管單位

時間內抽出的水質量(平均總質量流率) 

(二)研究在何條件下，水流會呈未滿模態，並用理論計算出條件而解釋之。 
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三、文獻回顧 

     經過多次的尋找，我沒有找到關於水泵在未滿模式下的研究報告。因此本研究

主要基於簡單且常見的流體力學原理(白努力方程式和力學分析)展開。 

 

貳、 研究設備與器材 

一、設備與器材列表 

1. 不同直徑、長度的塑膠吸管(內壁光滑) 

2. 電鑽與鐵桿 

3. 固定用支架、水平儀 

4. 電子秤(3kgw)*3 

5. 水盆、水(7-8L) 

6. 尺(1.2m) 

7. 熱熔膠、膠帶(固定吸管、製作電鑽按鈕上突起物) 

8. 手機錄影(120 fps)與影片分析軟體 tracker 

9. 游標卡尺(0.05mm) 

 

二、吸管水泵製作 

1. 用熱熔膠黏合三段等長(用尺測量)的圓形吸管，確保其為正三角形，開口皆垂直吸管

方向。 

(或者將一根吸管折成三段，在凹折處都剪開開口) 

        (圖1)(作者自行拍攝)                        (圖2) (作者自行繪製) 

2. 將等腰三角形的底邊中點鑽出恰可使鐵桿通過的孔洞，並用熱熔膠或膠帶將其固定

在鐵桿上。 
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三、設備架設 

                 (圖3-1) (作者自行拍攝)                                        (圖3-2) (作者自行拍攝) 

將插入鐵桿的三角形吸管鎖入電鑽，並固定在支架上以穩定轉動，鐵桿朝正下方。下方

再放入足夠大的裝水容器(使其在抽水過程中水位高度沒有明顯變化)。若需要測量質量流率

時在容器下放置電子秤(包覆防水用的塑膠袋)。當電鑽開始旋轉，吸管內的水就會因為離心

力而由吸管中噴射而出。 

(圖4) (作者自行拍攝) 
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參、 研究過程與方法 

一、 綜論 

     為了達成研究目標，我進行了多次實驗，對噴出水流的全滿及未滿狀態進行記 

        錄，並且測量水流噴出流率。我將未滿水流模式的流率數據取出，在固定剩餘變數 

        的情況下分別對旋轉角速度、吸管長度、吸管入水深度繪圖。另外，在部分水流模 

        式為未滿狀態的實驗中，部分實驗控制了其他變數，將流速對旋轉角速度繪圖。這 

        四張圖以及是否為未滿狀態的數據，都用理論模型來擬合，期待驗證此理論模型。 

二、 詳述實驗方法 

(一) 觀察與判斷水流模式 

               利用手機拍攝旋轉的吸管， 

 半滿 全滿 

 (圖 5) (作者自行拍攝) (圖 6)(作者自行拍攝) 

 

 

 

 

 

 

 

(圖 7) 

半滿模態水面示意圖 

(作者自行繪製) 

 

 

 

 

 

 

 

(圖 8) 

全滿模態水面示意圖 

(作者自行繪製) 
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              如左圖，在較粗的吸管中水流並未充滿吸管。在右圖中則相反。在後續的實驗 

              中，我透過觀察手機拍攝的影片確認其水流的模態。 

 

(二) 測量水流初速 

  我利用(圖3)的裝置來測量流速。 

                 離心泵會將水由水盆中抽出，在忽略表面張力的情況下液壓和大氣壓力相   

                同，水在噴出後只受重力和空氣阻力作用。如果在較低流速的情況下，可以忽 

                略空氣阻力，由此噴出的水流會以拋物線軌跡運動，因此可藉由測量水流落地 

      距離(x)計算初速，推導方式如下： 

{
𝑥 = 𝑣𝑇𝑠𝑖𝑛θ

ℎ0 + 𝑣𝑇𝑠𝑖𝑛θ − 1/2𝑔𝑇2 = 0
 

v = √
𝑔𝑥2

2𝑐𝑜𝑠2θ(ℎ0 + 𝑥𝑡𝑎𝑛θ)
 

       

(圖9) (作者自行繪製) 

      其他數據都可透過直尺輕易測量，唯x的測量方式是將直尺(1.20m, 最小刻度 

                1mm)的零刻度放在三角形垂直軸的正下方，測量開啟電鑽水流洽達穩定後，噴 

                出水流覆蓋在直尺上的刻度減去𝐿/2即可得到𝑥。值得一提的是水流覆蓋的位 

                置大約僅會在±1cm略微幅動，因此此方法在水流速不快的情況下相當精確。 

 

(三) 測量水流流率 

           抽水流率的測量是透過在裝置的下方放置三個電子秤，來測量三角形吸管 

                左右兩管流出水的平均總質量流率(∆𝒎/∆𝒕)。∆𝒎可以透過電子秤的刻度加總變 

                化來得到，∆𝒕可用手機拍攝的影片來測量(水流噴出始末的時間)。值得注意的 

                是關於∆𝒕取值問題，也就是我每次測量水泵噴水的時距。為了保持吸管入水深 

                度沒有明顯變化，此時距應該盡可能短。但電鑽加速，水流達穩定也需要一段  
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                時間(根據影片觀察約10張，約0.08秒)，為了使這段時間可以被合理的忽略，我 

                的∆t通常取約2-3秒。 

 

(四) 測量及控制入水深度 

   吸管入水深度d是兩吸管在下方相碰處含水面的垂直距離，由直尺測量。 

    由於吸管水泵將水盆裡的水向外噴射，使得水盆中水位下降，因此吸管浸入水     

       中的深度將會減少。然而，此「深度」對本實驗而言是重要的變數。所以在水 

       泵一次運作的過程中，我們不會讓水位變化超過2mm，也就是說，在一般的情 

       況下(每秒約噴射30-60cc的水)，我們不會讓運作時間超過3秒，以保數據的準確 

       性。(水盆半徑約15cm，故表面積約700cm^2)當後續實驗出現「吸管入水深度」 

       時，代表在噴射過程中吸管入水的平均深度(將其視為噴射前後入水深度的平均 

       值)。 

 

(五) 測量及控制旋轉角速度 

                我在電鑽按鈕上黏貼(用膠帶)突起物(熱熔膠)，使其有按壓深度的上限，確  

         保電鑽加速按鈕被按壓的「深度」在同一系列的測量中保持固定，並且在水泵 

         作用時慢動作錄影，利用𝝎 = 𝟐𝝅/𝑻(T為吸管轉動週期)測量旋轉角速度。如果 

         需要調整旋轉角速度，只要將突起物拆下並黏貼到即可。  

 

 

三、理論模型的建立 

(一)白努力方程式在旋轉座標系的修正 

  對於僅受重力和壓力梯度力之不可壓縮、無黏滯的層流、穩流來說，白努

     力方程式可以被寫為以下形式： 

 

1

2
𝜌𝑣2 + 𝜌𝑔ℎ + 𝑃 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

 

        相當於描述一流線上的液塊之力學能變化等於壓力梯度力的作功。 

        若一流場在旋轉座標系下才有符合白努力方程式的性質，我們欲在旋轉的非慣 

        性座標系分析流場，此時離心力顯然是可作功的保守力場，因此須加上單位體 
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        積的離心位能(科氏力因垂直速度方向而不作功，因此不會影響等效位能場)，    

        將白努力方程式寫成以下形式： 

𝟏

𝟐
𝝆𝒗𝟐 + 𝝆𝒈𝒉 − 𝝆

𝒓𝟐𝝎𝟐

𝟐
+ 𝒑 = 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕 

        其中𝒓定義為液體位置和定角速率𝛚旋轉的轉軸的距離，h為距離水平面的鉛直 

        高度，𝒗為流速，𝛒為水密度，𝒈為重力加速度，大氣壓力為P_0。 

         

 (二) 未滿模態模型及其推導  

                 將其中一管未滿模態的水流形狀分成充滿段和未滿段(垂直吸管軸向)，並 

      注意四個關鍵區域：下端開口、充滿段、臨界點、未滿段到上端管口(外側)。     

      對於此模型的適用性，將在討論問題有進一步的論證。值得一提的是，我的  

      分析專注於「其中一管」的縱切面上，以此來代表整個吸管內液的流動情    

      形。 

 

1. 下端開口： 

   水流在這裡會流入吸管中，因液體有黏滯力和與管壁的吸附，不可能使 

                   吸管中存在均勻的流速場，較靠邊緣的水流速必定較慢，是為哈根-泊肅 

                   葉（Hagen-Poiseuille）流動。因此從離吸管遠方流入，原本由白努力方程 

                   式計算出的均勻流場不可能繼續維持均勻，而是較靠近吸管壁的液體在 

                   經過紊流減速後才得以流入吸管(如圖10紅圈處)，因此側邊流線液體的 

                   流速在進入吸管後很可能不符合白努力方程式但是由於吸管滿足柱對稱 

                   性，我認為這些紊流對於開口正中央的流體流動不會產生顯著影響。 

 

 

 

 

 

 

(圖10) (作者自行繪製) 

                   綜合穩流的假設，我可對中央流線使用白努力方程式。具體思考 

   方式是考慮一條從水容器遠方(在旋轉座標系中速率𝐯 = 𝒓𝝎，也就是在靜 
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止座標系中靜止)流向管中央的流線，有 

𝟏

𝟐
𝝆𝒗𝟐 + 𝝆𝒈𝒉 − 𝝆

𝒓𝟐𝝎𝟐

𝟐
+ p = 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕 ≡ 𝑬 

      其中座標(r,h)定義為水平面𝒉 =  𝟎，旋轉中心𝒓 = 𝟎，大氣壓力= 𝑷𝟎，因 

                   此遠方的𝑬 = 𝑷𝟎，故中央流線上任點都應該有𝑬 = 𝑷𝟎。 

 

2. 充滿段： 

                假設充滿段足夠長，使得我們可以假設流場對平行軸方向有平移對稱性，      

                所以我們可以套用哈根-泊肅葉（Hagen-Poiseuille）流來近似流場。 

                我們將流場寫作  

𝒗⃑⃑ (𝒓⃑ ) = 𝒗(𝒚)𝒗̂ = 𝒗𝟎(𝟏 − (𝒚/𝒓𝟎)
𝟐) 

                其中y為所在處離吸管中軸的距離，𝐫𝟎為吸管半徑，𝐯𝟎為中央處的流  

                速。想要計算質量流率，只要乘以密度並對吸管橫截面面積分即可(如下 

                推導，乘以二是因為在這個情況下，有兩管貢獻流率) 

𝒅𝒎/𝒅𝒕 = 𝟐 × ∫ (𝛒𝒗⃑⃑ (𝒓⃑ ) ∙

𝒓𝟎

𝟎

𝒗̂ × 𝟐𝛑𝒚) 𝒅𝒚 

= 𝟐 × ∫ 𝟐𝛑𝛒𝒚

𝒓𝟎

𝟎

𝒗𝟎(𝟏 − (𝒚/𝒓𝟎)
𝟐)𝒅𝒚 

= 𝝆𝝅𝒓𝟎
𝟐𝒗𝟎 

 

 

   關於充滿段的流場，我們的未知量便只剩下𝐯𝟎，需要由接下來對臨界點  

                的理解來計算。 
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3. 臨界點：下圖為此模態下的示意圖，藍點稱為臨界點C，黃點稱為和臨界      

點同面的中央流線點B，紅點稱為點A 

(圖11) (作者自行拍攝並繪製) 

                 忽略表面張力，依據以下論述，在交界點上，單位體積重力、離心力、 

                 以及科氏力在臨界點上的平行吸管方向之合力為0。(接下來提到合力就意 

                 指這幾個力，也就是除了壓力之外剩下的力) 

           考慮一個剛剛經過電鑽加速後的水面，其水面很高，以致在臨界點附 

                 近平行吸管方向之合力方向向上，根據充滿段的水流條件(平行軸方向v  

                 = constant)，不難發現在臨界點C沿著平行吸管面正下方點A的壓力小於 

                 P0。而這樣的邊界是「不穩定」的，因為但凡有一點空氣在擾動下流進 

                 CA區域都能夠持續灌入(因為液體提供的壓力過小)，使得液面持續下降。      

                 所以我們可以預期液面會下降直到合力為0。 

                      由上，我們可以透過重力和離心力的平衡條件計算出臨界點的位 

                 置，接著我們可以藉由思考臨界點同截面的中央流線點B的白努力方程，  

                 來求出該處的液體流速，即𝐯𝟎。根據充滿段滿足哈根泊肅葉流的假設，點 

                 B和點A的「位能」 

𝝆𝒈𝒉 + 𝒑 − 𝝆
𝒓𝟐𝝎𝟐

𝟐
 

   應該相同(因為從B到C上可以取一條滿足哈根泊肅葉流，且垂直流動方向 

                的路徑，顯然在路徑上哈根泊肅葉流要求流體受合力為0，因此根據梯度  

                定理，位能值相同)， 
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                故我們在計算𝐯𝟎時白努力方程中帶入的(𝒓, 𝒉, 𝒑)可以取臨界點的值。(臨界 

                點的壓力必然等於一大氣壓，這是界面的條件)。如下，我藉由取臨界點   

                的(𝒓𝒄, 𝒉𝒄, 𝒑)和白努力方程式計算出𝒗𝟎。 

 

 

 

 

 

 

 

 

  臨界點力平衡條件解(𝒓𝒄, 𝒉𝒄)： 

  −𝛒𝐠𝐬𝐢𝐧𝛉 + 𝛒𝐫𝐜𝛚
𝟐𝐜𝐨𝐬𝛉 = 𝟎 → 𝐫𝐜 = 𝒈𝒕𝒂𝒏𝛉/𝛚𝟐 

  𝐡𝐜 + 𝐝 = 𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧𝛉 → 𝐡𝐜 = 𝒈𝒕𝒂𝒏𝟐𝛉/𝛚𝟐 − 𝐝 

  其中𝒅為兩吸管在水下相碰處距離水面的深度 

 

  解𝒗𝟎： 

  
𝟏

𝟐
𝛒𝒗𝟎

𝟐 + 𝝆𝒈𝒉𝒄 − 𝝆
𝒓𝒄

𝟐𝝎𝟐

𝟐
+ 𝒑𝟎 = 𝒑𝟎 

  𝐯𝟎 = √𝟐𝒈𝒅 − 𝒈𝟐𝒕𝒂𝒏𝟐𝛉/𝝎𝟐 → 𝐝𝐦/𝐝𝐭 = 𝛒𝛑𝐫𝟎
𝟐√𝟐𝒈𝒅 − 𝒈𝟐𝒕𝒂𝒏𝟐𝛉/𝝎𝟐 

(圖12) (作者自行繪製) 

                在角速率足夠大的情況，後項可以忽略，這是因為臨界點已經幾乎在下端 

                開口處了。總結來說，我們完全了解充滿段的水流了。 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑟 

h 

θ 
 

𝑣̂ 
 

充滿段 

 

未滿段 

 

臨界點 

 

ρg 

 
 
 

𝜌𝑟𝜔2 

 
 
 

(0, −d) 
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4. 未滿段到上端管口： 

        如上頁圖，水流在經過黃色面後持續向上但不充滿管，在上端開口處

聚集到吸管外側並噴出。基於忽略下端管口和未滿段耗散，為了進行一個

量級上的估計(因為其實會有顯著誤差)我們可以持續使用中央流線的白努

力方程式來計算在上端開口處的流速。 

 𝒗 = √𝒓𝒎
𝟐𝝎𝟐 − 𝟐𝒈𝒉𝒎 

                此處𝒓𝒎是吸管最外側距離軸心的距離，𝐡𝐦是其距離水面的高度。 

                透過對以上四處的分析，我導出公式： 

                兩管總質量流率 𝐝𝐦/𝐝𝐭 = 𝝆𝝅𝒓𝟎
𝟐√𝟐𝒈𝒅 − 𝒈𝟐 𝒕𝒂𝒏𝟐𝜽

𝝎𝟐 ， 

             水流管口初速(流速) 𝒗 = √𝒓𝒎
𝟐𝝎𝟐 − 𝟐𝒈𝒉𝒎 

                 

          (三) 未滿模態發生穩定的條件 

                        我認為未滿模態發生的條件是全滿模態不穩定。因為我們觀察到半滿模態  

                穩定電鑽開始轉動起初水會充滿整管，故只有當全滿模式不穩定時，才可能使  

                得水流變成未滿模態。   

(圖13) (作者自行拍攝並繪製) 

        如圖，觀察到水流在全滿模式中略為收束後，我分析了射流縮聚的模型，估計 

        出吸管出口中央水流的壓力，再考慮再整個管口處科氏力和離心力與壓力的平 

        衡條件，計算出管口處可能存在之最低水壓𝐏𝐦𝒊𝒏。如前一點對穩定性的討論， 

        我認為𝐏𝐦𝐢𝐧需要 > 𝐏𝟎(大氣壓力)才會使全滿模態穩定，否則可能招致空氣的 

        流入。因此，未滿模態發生的條件應為𝑷𝒎𝒊𝒏 < 𝑷𝟎。對於𝑷𝒎𝒊𝒏 < 𝑷𝟎條件的計算 
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稍嫌複雜，因此寫為紙本列於附錄中。其條件的結論為：當𝒓𝟎/𝒓 > 𝟎. 𝟏𝟒(也就

是當吸管太粗)，則𝑷𝒎𝒊𝒏 < 𝑷𝟎，全滿模式不穩定，造成半滿模式的產生。其中

𝒓𝟎為吸管半徑，𝒓為吸管上端中央離旋轉軸的距離。 

 

肆、 研究結果 

        此處將在「參，研究方法」綜述中提到之未滿水流模式的水流初速對旋轉角速度之

實驗數據和未滿水流模式的質量流率對旋轉角速度、吸管長度、吸管入水深度之實驗數

據，以及是否為未滿模式的實驗數據共五點列出，並和理論模型給出的公式進行比較。 

圖表中顯示的誤差槓為B類不確定度(詳細計算方式在附錄列出)因為儀器本身的誤差(最

顯著的，手機攝影的更新率有限(120fps)，導致時間的測量不準確)已經大於多次測量之

間的誤差。作為補充說明，我們在理論分析時使用的𝝆 = 𝟗𝟗𝟕𝒌𝒈𝒎−𝟑，𝒈 = 𝟗. 𝟖𝟏𝒎𝒔−𝟐 

 

一、未滿水流模式的水流初速對旋轉角速度 

(圖14) (作者自行繪製) 

            本組實驗數據固定使用管長d=0.070m，半徑r0=3.8mm的吸管，入水 

        d=0.020m。橘線為理論預測得出的結果，依據在「參、」提到的 

 𝒗 = √𝒓𝒎
𝟐𝝎𝟐 − 𝟐𝒈𝒉𝒎 

        公式。其中r,h我代入管口外側的數值(0.040m, 0.0364m)。整體來說，此數據  

水流初速對吸管旋轉角速率之關係 

旋轉角速率 (rad/s) 

水
流
初
速
(m
/s
)
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        符合預期，然而在70-90rad/s的兩個數據點出現了誤差。我認為這是因為若吸管 

        旋轉角速率較高，噴出水的速率也較高，很可能因為空氣阻力的介入而使得我   

        們低估其水流初速(如「參、」所述，我是透過水滴的拋射來估算出其初速，忽 

        略空氣阻力會使我們在高水流速的情形中低估水流速)。 

 

二、未滿水流模式的質量流率對旋轉角速度 

(圖15) (作者自行繪製) 

        本組實驗使用L=0.050m，r0=6.0mm的吸管，入水深度d=0.019m。圖中綠線是由

以下公式提出的理論預測，在三、四、五、點亦同，故不再贅述。  

 𝒅𝒎/𝒅𝒕 = 𝝆𝝅𝒓𝟎
𝟐√𝟐𝒈𝒅 − 𝒈𝟐

𝒕𝒂𝒏𝟐𝜽

𝝎𝟐
 

這組實驗很好的說明了在高轉速下質量流率和轉動角速率的近乎不相關性。這是因

為當角速率足夠高，就可以發現「參、」中提到的臨界點會幾乎貼近管底，使得兩

吸管中的充滿段的中央流線流速v0趨近於一定值√𝟐𝒈𝒅，因此質量流率也趨近於一

定值。 

 

 

質
量
流
率

(k
g/
s)
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三、未滿水流模式的質量流率對吸管長度 

(圖16) (作者自行繪製) 

     本組實驗固定使用r0=4.86mm的吸管，入水深度d=0.0178m，轉速81rad/s。 

根據理論模型(藍線)，在一定長度之後，無論吸管如何變長，質量流率都不會增

加，因為質量流率取決於臨界點的位置，而其和附近的水流速和吸管長度沒有關

係。實驗數據也吻合此敘述。 

 

四、未滿水流模式的質量流率對吸管入水深度 

(圖17) (作者自行繪製) 

    本組實驗固定使用L=0.070m，r0=5.6mm的吸管，旋轉角速度81rad/s。透過改變

入水深度，我們確認了在高轉速下質量流率和入水深度d有接近1/2次方正比的特

性，合乎理論預測。 
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五、是否為未滿模式 

     這裡是根據我的部分實驗數據(防止佔據過多版面，未全部列出一些缺乏代表性 

                的數據，但事實上所有數據都滿足未滿模式，由於他們都半滿模式的模型且全 

                滿模式的流量應和半滿模式差距巨大)，和其是否為全滿的紀錄表。其中𝒓為吸 

                管上端中央離旋轉軸的距離。 

編

號 

入水深度

(𝑚) 

角速率

(𝑟𝑎𝑑/𝑠) 

吸管半徑

𝑟0(m) 

旋轉半徑 

𝑟(𝑚) 

半徑比

𝑟0/𝑟 

V:全滿 X:未

滿 

1 0.030 18.9 0.0039 0.064 0.062 V 

2 0.030 35.9 0.0039 0.064 0.062 V 

3 0.030 83.7 0.0039 0.064 0.062 V 

4 0.023 81.0 0.0065 0.081 0.080 V 

5 0.0047 81.0 0.0056 0.040 0.140 X 

6 0.0127 81.0 0.0039 0.040 0.140 X 

7 0.0217 81.0 0.0039 0.040 0.140 X 

8 0.023 81.0 0.0065 0.046 0.142 X 

9 0.023 81.0 0.0065 0.036 0.181 X 

10 0.019 79.5 0.0060 0.030 0.200 X 

11 0.019 82 0.0060 0.030 0.200 X 

12 0.019 150.1 0.060 0.030 0.200 X 

(表1) (作者自行繪製) 

     由數據1-3及10-12，確認了角速率和是否全滿無直接關係，並且也可發現和深 

               度無直接關係。是否全滿應由r0/r決定，r0/r < 大約0.140時呈全滿，反之則呈半 

               滿。 

伍、討論  

此處針對兩個面向進行討論： 

一、未滿模態的理論的適用性 

(一) 雷諾數分析： 

         事實上，我在未滿模態模型和臨界條件的計算中忽略了黏滯力的造成的壓   

 降，但是我同時將流動視為層流，意味著黏滯力並不算極小，這到底是怎麼亦 

 回事呢？經過計算，吸管水泵的雷諾數(實驗時溫度約10-15度)由下計算。其中𝛒

為液體密度，v為平均流速(因是哈根-伯肅業流而將管心速度√𝟐𝒈𝒅乘上2/3)，D
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為管徑，𝛍為液體黏性係數。 

𝑹𝒆 = 𝝆𝒗𝑫/𝝁 = 𝟗𝟗𝟕((
𝟐

𝟑
)√𝟐 ∗ 𝟗. 𝟖 ∗ (𝟎. 𝟎𝟎𝟓~𝟎. 𝟎𝟐)) (𝟎. 𝟎𝟎𝟔~𝟎. 𝟎𝟏𝟑)

/(𝟎. 𝟎𝟎𝟏𝟑) 

𝑹𝒆 = 𝟖𝟔𝟎~𝟒𝟒𝟐𝟎 

幾乎介於層流(Re<2000)和過渡流(2000<Re<4000)間。因此將流動視為層流是可行

的，但黏性效應仍沒有顯著到需要將其列入流場的分析中(因為雷諾數代表慣性

力和黏性力的比值，黏性力仍只有前者的數百至數千分之一)。 

 

(二) 下端管口處管中央流線不受紊流影響的假說 

 我在進行理論模型建立時，假設流入吸管的中央流線之流速不受下端管口   

 之紊流效應影響，在缺少複雜黏滯效應下保持白努力定律的適用性。(在附錄中

推導全滿模型的理論時，我也做了中央流線不受紊流影響的假說)，原因是吸管

的軸對稱性。這樣的對稱性可能會因為另一吸管的存在而被破壞，因此此假說

可被懷疑。不過儘管如此，依據此建立的理論仍然在實驗精度下預測了實驗結

果的質量流率，使此假說成為一個合適的預測工具。 

 

(三) 表面張力造成的壓力 

        我注意到水柱在噴出水泵時，裡面的靜壓可能因為表面張力的因素而會大 

於大氣壓力(楊-拉普拉斯方程式)。其可能對我們的分析造成影響，但我未納入

理論計算中。這裡我們不妨對其進行量級估計，並和水泵中的動壓進行比較，

以說明其可忽略性。 

𝟐𝜸/𝑫 = 𝟐 ∗ 𝟎. 𝟎𝟕𝟑/(𝟎. 𝟎𝟎𝟔~𝟎. 𝟎𝟏𝟑) = 𝟏𝟐~𝟐𝟒𝑷𝒂 

𝟏/𝟐𝝆𝒗𝟐 = 𝟎.𝟓(𝟏𝟎𝟎𝟎)(𝟏~𝟑)𝟐 = 𝟓𝟎𝟎~𝟒𝟓𝟎𝟎𝑷𝒂 

動壓顯著大於表面張力壓力差。因此在實驗精度下忽略表面張力壓是合理 

的近似。 

 

二、實驗誤差的可能原因及可能的改進方式 

(一) 吸管在過程中形變或振動 

                       這是我們未考慮的實務因素，為我們的實驗結果造成潛在的誤差。因 

               此我建議往後的研究者使用更加堅硬的材料(如壓克力、玻璃)以減低此問 
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               題造成的影響。 

  

(二)         電鑽加速、減速過程造成的不穩定流  

                       加減速的過程(約10幀，約0.08秒)會造成不穩定流，這段時間的抽水流 

               率很可能和穩態出現偏差。儘管我們可以測量水流的時間(約2-3秒)已經遠        

               超過水泵將水抽出的特徵時間(L/v，約是旋轉週期的量級，約0.05-0.1秒)， 

               應可以忽略，將後面的流動視為穩態分析之。然而，更佳的作法是在吸管    

               旋轉抽水的過程中，同時為水盆等流率的補充水(或者使用極大的水盆，並 

               另行收集噴出的水)，用以完全達成穩態，再行測量流率及流量。 

 

 (三)        科氏力的影響 

                本研究的理論模型中假設科氏力不會影響流速等因素。原因是科氏力 

        的方向垂直吸管三角形所在的平面。然而，水流的速度並不均勻，呈丘狀  

        分布(哈根-伯肅業流)，這也就意味著滿管區之科氏力場會有旋度，因而導 

         致不能和壓力梯度力完全抵銷，可能產生渦旋等現象，消耗能量。然而， 

         在此研究中，不討論科氏力的模型，和實驗數據還是有很好的擬合度，因

此認為科氏力的影響可和壓力梯度力相抵銷是相當合理的。 

(四)        速度的測量 

我們應該提升拍照品質，直接用出射水流剛形成水滴的橫向速度，來

評估出射速度，因為我事後發現我的方法其實造成了嚴重的不準度。不過 

這不影響我這個理論的正確性，因為理論對流率的預測仍然高度吻合。 

 

陸、結論 

總的來說，我成功利用實驗驗證了我提出的未滿模態模型。 

一、 水流呈未滿模態時， 

         (一) 水流流速和吸管旋轉角速率的關係 

                          根據我們的實驗，水流出離心泵的初速和吸管旋轉角速率的關係為一條   

                 雙曲線，在角速率很大(使得重力可以被忽略)時近似一條直線。這樣的關係可 

                 以使用旋轉座標系中的白努力方程式來擬合。儘管我們測量出的水流初速與     

                 此相比仍稍偏低，但應是因為空氣阻力使得噴射距離變短所致。 
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         (二) 水流流率和吸管長度的關係 

               根據我們的實驗，水流流率對吸管長度沒有顯著關係，根據我們建立的 

                 模型，這是因為水流流率並不取決於吸管未充滿段的長度，而是和充滿段的 

                 位置相關。 

 

         (三) 水流流率和吸管入水深度的關係 

              綜合我們的實驗和理論，可以得到在角速率夠大的情況下，水流流率大約 

                和深度的平方根呈正比。 

 

         (四) 未滿模態模型的結述 

               水流在進入吸管後，邊緣的水流會因紊流而減速，然而中央水流不受影 

                響。接著水流場保持拋物面狀，直到臨界點---重力和離心力的平行管分量抵銷 

                才漸漸收束，而中央水流流速始終可以用旋轉座標系中的白努力方程式描述。 

     這樣的模型不能完全解出流場，但能讓我們準確的預測吸管水泵的流率及流 

               速。 

              

二、 水流呈未滿模態的條件 

       透過分析全滿模式下管口處壓力的最小值Pmin，若Pmin<P0則水流呈未滿模

態。經過計算，Pmin<P0之條件為r0/r>約0.14。此分析方式合乎實驗結果。 
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https://drive.google.com/file/d/1-KxZcgIHAx9oRfd_i1i0d84BT-XB2TTw/view?usp=drive_link


19 
 

附錄 

        此附錄旨在補充說明「參、」中(三)的管口壓力Pmin<P0之條件的推導。我們首先計算

在全滿狀態下的P1----管口中央壓力的表達式。在推導中，我利用連續方程式以及動量守恆，

還有中央流線滿足白努力方程式的條件： 

(圖18)(作者自行繪製)
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接著，為了解出管上端口之最小壓力𝑃𝑚𝑖𝑛，我考慮管口處之截面，因為其流線在滿水狀態 

平行吸管流動，所以科氏力、重力會與壓力梯度力平衡。因為要解出最小可能的壓力，所以

我考慮最大可能存在的科氏力，也就是用中央流線流速𝑣0計算出的科氏力。這樣一來，為了

平衡科氏力的壓力梯度力就會有相對𝑃1最大的變化，才得以解出最小可能的𝑃𝑚𝑖𝑛。 

透過以下的推導，我們最終解出𝑃𝑚𝑖𝑛 < 𝑃0的條件：𝑟0/𝑟 > 0.14(大約值) 

 

原始數據圖 

L r d \theta r_0  質量流率  r_0/r 

0.15 0.081 0.023 60 0.0065 81 76.7 (全滿) 0.08 

0.08 0.046 0.023 60 0.0065 81 39 

(半滿) 

0.141 

0.07 0.041 0.023 60 0.0065 81 39.4 0.159 

0.06 0.036 0.023 60 0.0065 81 34 0.181 

0.05 0.031 0.023 60 0.0065 81 41.4 0.21 

         

0.07 0.04 0.00472 60 0.0056 81 5.9 

(半滿) 

0.14 

0.07 0.04 0.00872 60 0.0056 81 22.4 0.14 

0.07 0.04 0.01272 60 0.0056 81 39.2 0.14 

0.07 0.04 0.01672 60 0.0056 81 50.5 0.14 

0.07 0.04 0.02172 60 0.0056 81 54.8 0.14 
         

         

0.12 0.063 0.03 60 0.0039 18.9 0 

(全滿) 

0.062 

0.12 0.063 0.03 60 0.0039 34.3 0.0699 0.062 

0.12 0.063 0.03 60 0.0039 35.9 0.0704 0.062 

0.12 0.063 0.03 60 0.0039 37.7 0.0662 0.062 

0.12 0.063 0.03 60 0.0039 41.9 0.0778 0.062 

0.12 0.063 0.03 60 0.0039 62 0.0792 0.062 

0.12 0.063 0.03 60 0.0039 83.7 0.0966 0.062 

         

0.07 0.04 0.019 60 0.006 150.7 0.0685 

(半滿) 

0.15 

0.07 0.04 0.019 60 0.006 79.3 0.0611 0.15 

0.07 0.04 0.019 60 0.006 100.5 0.0716 0.15 

0.07 0.04 0.019 60 0.006 83.7 0.0707 0.15 

0.07 0.04 0.019 60 0.006 25 0 0.15 

(表2)(作者自行紀錄) 
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旋轉角速率(RAD/S) 噴射距離(m) 噴射初速(m/s) 

70.7 0.56 2.33 

47.1 0.33 1.72 

51.4 0.35 1.78 

83.8 0.76 2.78 

40.0 0.22 1.34 

45.5 0.32 1.70 

𝐿 = 0.070𝑚 𝑔 = 9.81
𝑚

𝑠2 
 𝜃 = 60° ℎ0 = 0.015𝑚 𝑑0 = 0.02𝑚 

(表3)(作者自行紀錄) 

註：本實驗中的所有拍攝照片皆為使用紅米Redmi Note12 Pro+慢動作120fps錄影 



【評語】051810  

以旋轉 V型管抽離容器內水，探討該抽水裝置的抽水量，為

TYPT 競賽題目延伸。以 V 型管角度及旋轉速率為實驗參數，觀

測抽水量及抽水落地位置，做成吸管的管徑與旋轉半徑比大於一

定值時，水流因無法穩定地充滿整個吸管，離心泵中的水流將會

穩定的僅占據吸管的一部分。本作品內容已見於 2025 年國際科

展作品，並未揭露或理解新穎物理現象。作品使用手持電鑽提供

離心旋轉，較難調控轉速，建議使用可精確調控轉速的馬達，並

採用較小轉速及較小轉速間距，應可顯現新穎現象。 
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作者自行繪製 

 簡單離心水泵的未滿水流動模態                   



簡介 

 受到 2024 年 TYPT 題目「Pumping Straw」啟

發，要求以三段吸管構成的離心泵在旋轉下的抽水現

象。使吸管部分浸水並定速旋轉。我專門探索「未滿

水」特殊情況的存在條件與流場，結合白努力方程式與

穩定性分析，以簡潔的模型理解此模態的行為。 

(以上圖皆為作者自行拍攝) 

實驗目的 

為了解現象，我利用旋轉座標系建立「未滿模態模型」

以瞭解流場，並做以下實驗驗證之：                                                     

1. 𝑣對𝜔的關係(後更改為𝑅對𝜔的關係) 

2.  
𝑑𝑚
𝑑𝑡

 對 𝜔, 𝐿, 𝑑的關係 

3. 未滿模態存在的條件 

自變數：(旋轉角速率 𝜔, 吸管長度 𝐿, 吸管入水深度 𝑑) 

測量：(是否半滿, 水拋射離軸距離 𝑅,水流質量流率 
𝑑𝑚

𝑑𝑡
) 

常數：重力加速度 𝑔 = 9.81𝑚𝑠−2，吸管仰角 𝜃 = 60.0°    

      水密度 𝜌 = 997𝑘𝑔𝑚−3,手機拍攝幀數𝑓 = 120𝐻𝑧 

其他(在同組實驗中會保持)：吸管半徑𝑟0  

座標系統(和三角形吸管同平面)： 

  (離水面鉛直高度ℎ,離旋轉軸心距離𝑟) 

 

設備架設  

(上圖皆為作者自行拍攝) 

在水盆上方架設電鑽(帶動浸入水中的吸管旋轉)，在旁

邊架設手機(計時、判斷是否半滿)，在下方架設尺(測量

𝑣)或電子秤(測量𝑑𝑚/𝑑𝑡) 

 
1. TYPT-2024  

2. Reynolds number in tube  

3. Hagen poiseuille equation  

4.  Laplace pressure  

5.  本作品為原作者參加第 23 屆旺宏科學獎未獲獎(亦未公開)之作品的延伸版本 

研究方法 

測量應變變數 

透過手機觀察水流為半滿模式或是全滿模式 

(以上圖皆為作者自行拍攝繪製) 

如圖所示，每次實驗(2-3 秒)都會進行這樣的拍攝，確

認其為全滿還是半滿， 

測量抽水流速 

(作者自行繪製) 

  因為開口出水柱的分裂造成的混亂，我並沒有直接量

出射出的初速，而是用長尺測量吸管旋轉而噴出的水環

的半徑對𝜔作圖(𝑹 − 𝜔圖)，而再用理論推出的 v 導出

R，進行比較來確認理論的適用性。 

 

測量抽水流率 

以在測量時間中的∆𝑚/∆𝑡定義，其中 

    ∆𝑚 = 噴水前後的電子秤讀數總變化  

    ∆𝑡  = 噴水始末的時距(由手機錄影紀錄) 

並且我為了避免水位變化過大，(3秒以上的噴射可使得

水位變化約3𝑚𝑚)或者加減速的時間不可忽略，(約

0.08𝑠)限制一次實驗的噴射時間∆𝒕在𝟐 − 𝟑秒。 

 

測量及控制自變數 

旋轉角速率𝝎 

 以旋轉過程中手機錄影的每圈幀數測量。控制的方

法則是利用貼在電鑽加速按鈕上的一個凸起物確保旋轉

過程中的每圈幀數不會差異超過一幀，來得到角速率(約

在40 − 150rad/s)。 

 

吸管長度 𝑳 

製作時直接用直尺測量即可。 

 

入水深度𝒅 

用直尺測量，定為下端吸管相碰處與水面的距離。 

透過約束噴射時間，我可以將𝑑在過程中對時間的變化

視為線性，因此可以將噴射過程中𝑑視為噴射前後的平

均。 



 

 
 

理論模型 

隨著吸管的旋轉建立柱座標系並套用能量守恆式，得到在同一

流線上 

1

2
𝜌𝑣2 + 𝜌𝑔ℎ − 𝜌

𝑟2𝜔2

2
+ 𝑃 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

黏滯力、紊流、水的壓縮性被忽略。在黏滯力可忽略的流域我

利用此假設。我將流域分成四段進行理論分析，以下為其中一

側吸管的圖片。 

(作者自行繪製) 

充滿段：哈根-泊肅葉流、弱黏滯力 

 先分析可以直接得到解的此段，我將充滿段視為均勻的

hagen poiseuille 流(因為吸管很細、除黏滯力以外的其他力平

行管的分量應該在同一截面中被視為常數)，流場在吸管橫截面

上呈拋物面分布𝑣(𝑦) = 𝑣0(1 − (𝑦/𝑟0)2)，但因為黏滯力貢獻的

能量損耗仍然相當有限(𝑊/𝐾~1/𝑅𝑒 ∗ 𝑑/𝑟0 ≪ 1)，故白努力方程

式仍對中央流線有效。 

(作者自行繪製) 

遠方−下端開口：僅中央無紊流 

 在這之前的流線都滿足白努力方程式，但在下端開口中，

我考慮外圍流線速度需要耗散不可忽略黏滯力至和第二區域相

同(哈根-泊肅業流)，但假設中央流線不作受紊流影響，仍然保

持白努力方程式的正確性。 

 

臨界點 

 忽略表面張力，依據以下論述，可以證明在交界點上重

力、離心力、在臨界點上的平行吸管方向之合力為0。(接下來

提到合力就意指這幾個力，也就是除了壓力梯度力剩下的力) 

    一個剛剛經過電鑽加速後的水面水面很高，根據穩流假

設，可以發現在臨界點𝐶沿著平行吸管面正下方點𝐴的壓力小於

𝑃0。而這樣的邊界是「空穴不穩定」的，使得液面持續下降。

所以我們可以預期液面會下降直到合力為0。 

 

 

 

 

 

 據此和充滿段的條件，可以得到臨界點的位置，對應之截

面中央流線的速度𝑣0 

𝑣0 = √2𝑔𝑑 − (𝑔𝑡𝑎𝑛𝜃/𝜔)2 

面積分並乘以密度，導出質量流率 

𝑑𝑚/𝑑𝑡 = 𝜌𝜋𝑟0
2√2𝑔𝑑 − (𝑔𝑡𝑎𝑛𝜃/𝜔)2 

 

未滿段−上端出口 

 (更改作品說明書中的不嚴格分析)作品說明書使用了白努

力方程式得到以下的算式， 

𝑣 = √𝑟𝑚
2𝜔2 − 2𝑔ℎ𝑚 

然而這是旋轉座標系中的結果，變換回慣性座標系時我們要補

上一個和吸管所在平面正交的速度𝑟𝑚𝜔，並且考慮管口流入水的

平均耗散能量，才得到水平速度 

𝑣𝑥 = √𝑟𝑚
2𝜔2 + (𝑟𝑚

2𝜔2 − 2𝑔ℎ𝑚 −
𝑣0

2

2
)𝑐𝑜𝑠2𝜃 

，鉛直速度 

𝑣𝑦 = √𝑟𝑚
2𝜔2 − 2𝑔ℎ𝑚 −

𝑣0
2

2
𝑠𝑖𝑛𝜃 

再考慮入噴射出後高雷諾數下的空氣阻力 

𝐹 = −𝑘𝑣2 

可以利用程式數值解斜拋微分方程式，來計算出拋射距離𝑅。 

 

忽略的部分：臨界點附近，因為速度差改變導致的大量耗散，

以及在管口處的強烈耗散，使得我的模型不論採用多大的𝑘在應

對噴射速度時，都出現了嚴重但可以被解釋的偏差。儘管如

此，前面幾點的分析可以受到質量流率的檢驗，使得模型的正

確性不受顛覆。 

 

未滿模態發生的條件 

全滿模態不穩定。電鑽開始轉動起初水會充滿整管，再變

成半滿模式。故只有當全滿模式不穩定時，才可能使得水流變

成未滿模態。我分析射流縮聚的模型，得到吸管出口中央水流

的壓力，再考慮再整個管口處科氏力(為了盡量寬估不穩定性發

生的條件，採最大科氏力為整體的科氏力)和離心力與壓力的平

衡條件，計算出管口處可能存在之最低水壓𝑃𝑚𝑖𝑛。如前一點對

空穴穩定性的討論， 𝑃𝑚𝑖𝑛 > 𝑃0 (大氣壓力)才會使全滿模態穩

定，否則必然招致空氣的流入。在高轉速下的結論為：當

𝒓𝟎/𝒓 > 𝟎. 𝟏𝟒(大約值)，半滿模式出現。 

(rm, hm) 

𝜌𝑔 

 

 

V 

𝜌𝑟𝜔2

\𝑂𝑀𝐸𝐺𝐴

 

 

V 

下端管口 

作者自行拍攝繪製 



(皆為作者自行繪製) 

實驗結果(依序回應實驗目的，實線為理論預測，藍點為數據點，附上 B 類不確定度的誤差槓) 

(皆為作者自行繪製) 

討論 

1. 關於穩流的假設：本實驗的雷諾數𝑅𝑒 ∈ [860,4420]，絕大部分皆可以被看作層流。 

𝑅𝑒 =
𝜌𝑣𝐷

𝜇
 

也因此我們使用
𝑊

𝐾
=

1

𝑅𝑒

𝑑

𝐷
 

2. 關於中央無耗散的假說：管中央不受紊流影響為一個受到實驗驗證的假說。 

3. 僅考慮壓力梯度力和重力作功的穩流： 

表面張力壓不大(𝑑 ≫ √𝛾/𝜌𝑔)，予以忽略是合理的選擇。 

因為有旋度，科氏力場可能造成渦漩，但因為方向和吸管面垂直，不討論科氏力在建模上是好的近似。 

4. 關於實驗： 

吸管之形變可能影響結果，應使用更堅硬的材料。 

   本實驗可能無法使流場完全達到穩態，使得持續抽水並在水盆中補充水為更佳選擇。 

   在測量速度方面，應該對水進行染色，用影像追蹤的方式記錄管口初速為更加選擇。 

5. 拋射距離的誤差來源： 

我們由從上面的𝑅 − 𝜔關係圖看到，距離的誤差不單純只來源於一般期待的二次方空氣阻力，他可能是由於各種

原因的耗散，比如說管口的速度差要求的黏滯耗散，或著水滴形狀的不規則所增加的複雜度等。 

 

結論 

 我透過「下端開口有紊流處僅中央流線維持白努力方程式」的假設和「空穴不穩定性」對應的臨界點，算出流

場，並解釋了此水泵抽水時所觀察到的現象與測量到的流率，但流速部分的對耗散的分析不夠完備，但不影響整體

的分析。總之，實驗驗證了提出的未滿模態模型，並且此種分析手段事實上可以應用在很多不同的雙相流中。 

 

 

0.0127 

𝑅 − 𝜔關係 
𝑑𝑚/𝑑𝑡 − 𝜔關係 

𝑑𝑚/𝑑𝑡 − 𝑑關係 
𝑑𝑚/𝑑𝑡 − 𝐿關係 
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