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i  

得獎感言 
 

不經一番寒徹骨怎得梅花撲鼻香  
 

驀然回首，科展之路屬實不易。 

首先，真的非常感謝評審老師們在比賽過程中給予我們許多寶貴的建議與深

刻的提問。坦白說，在一開始接受審查的時候，看到教授嚴肅的表情，再加上其

他組作品的精彩與創意，其實一度以為我們的科展之路會停在這裡。沒想到最後

能站在這裡，不僅獲得肯定，還能拿下第一名。 

但這段旅程並不輕鬆，從準備全國科展經歷了兩個月幾乎沒有好好休息的日

子，雖然過程中有壓力、有疲憊，但也因為這些挑戰，讓我學會了如何在短時間

內整理思緒，如何把壓力轉化為前進的動力。今天能得獎，我們要感謝一路支持

我們的指導老師。比賽的結果固然重要，但更珍貴的是過程中我們對科學的熱情、

對未知的探索，以及一次次被挑戰激發出的成長。希望未來我們、學弟妹們都能

繼續懷抱這份熱情，勇敢追尋科學的夢想。 

  



ii  

 

頒獎典禮合照 

 

 
與指導老師合照 
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摘要 

  本研究探討 Lato-Lato 與物理機制相關的系統：在一根繩子的兩端各懸掛一顆球，並將繩

子的中點固定在一個能夠垂直振動的支點上。當支點以一定的頻率和振幅進行振動時，系統

最初表現為規律的單擺運動，但隨著振動條件的改變，球體間逐漸發生碰撞，並開始出現能

量累積現象，導致整個擺動幅度顯著增大。本研究從直觀的實驗觀察和嚴謹的數據分析兩個

角度入手，通過設計精密的實驗裝置和採集詳細的運動數據，深入探討這一現象背後的機理。

我們著重研究了碰撞過程中能量與動量的轉換，以及振動頻率、振幅、繩長與球重等參數如

何影響系統的運動狀態。最終，我們提出了調整支點振動相位以實現最佳能量傳遞效率的方

案，為未來相關工程應用提供一些新的思路與參考。 

壹、 實驗動機 

    每年過年其中一個組員都會回阿公家和家人一起過，而他的阿公因為身體原因有請外籍

勞工從旁照顧其起居。有一年過年，他看到阿姨正在玩著一個兩顆球的玩具，一問之下，才

知道這原來是一個叫 Lato-Lato 的玩具，在印尼當地可是很多小孩從小到大的玩具。他止不住

好奇的心跟她借來玩了一下，才發現說這個玩具要玩的好真的不太容易。因此，他就跟阿姨

要來一個，但他玩得沒有很好也不太會玩。隨著寒假結束，他也將這個玩具帶到實驗室和同

學分享。有一次我們在實驗室無所事事的時候，組員無意間用手拿著 Lato-Lato 並且亂甩，甩

的同時兩顆球竟順利的相撞起來，我們看到這個現象不禁開始好奇球跟手之間有什麼關係。

針對這個問題，我們到網路上研究了一下，發現將繩子的中點固定在一個能垂直振動的支點

上時，隨著支點以一定頻率與振幅進行振動，球會因此相互碰撞，最終使擺動幅度急劇增大。

而我們在思考要在什麼樣的情況下，Lato-Lato 才會盪起來並且盪到最高點。我們認為若能理

解球與支點上下震動之關係，就能在已知的情況下去分析球的震盪模式。然而 Lato-Lato 的運

動相當複雜，因此我們將對 Lato-Lato 進行理論建構與實驗設計。並找出描述該模式之運動方

程式。 
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貳、 實驗目的 

 

一、觀察單球體與雙球體的運動模式。 

二、建立Lato-Lato系統的運動模型與方程式。 

三、探討振動參數對能量累積的影響。 

四、比較單擺與碰撞模式的差異。 

五、分析運動同步性對能量傳遞的作用。 

 

參、 研究設備及器材 

1. 器材：塑膠球、尼龍繩、振盪器、擋板、紅點標籤、攝影器材支架、板子。 

2. 儀器：筆電(含 EXCEL、Python、Tracker、Vscode) 

手機（相機）、攝影器材。 

模擬軟體 COMSOL 

(以下照片為作者自行拍攝，軟體圖示擷取自應用程式) 

 

COMSOL 模擬 
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Lato-Lato 振盪器裝置圖 器材裝置圖 

 

  

內容包含：塑膠球、尼龍繩、振蕩器、 

紅點標籤、板子 

內容包含：Lato-Lato 振盪器、攝影器材及支

架 

肆、 研究過程及方法 

一、 理論與公式討論 

（一）簡易單擺 

  在討論 Lato-Lato，我們先以一般單擺進行討論，此模型可以被表示成一顆球連接著線，

線的另一端固定，無外力驅動下進行運動 

 

圖（一）簡易單擺示意圖(作者自行繪製) 

於 Lato-Lato 之中，球的位置會改變，因此在這裡用能量來描述運動行為 
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同時在無外部驅動力的情況下，球的運動方程式為 

 
   

   
 

 

 
       

 

（二）引入驅動力 

  驅動力（Driving Force）指在一個振盪系統中額外施加於物體或系統的外力或能量來源，用

來推動或維持系統的運動。它能克服系統本身的阻力或耗損，並改變原有的運動狀態。 

考慮支點上下移動造成的驅動力 

 
       

       
 

（三）驅動力於系統中的結合與應用 

  在探討完單擺的能量以及運動方程式後，為了使模型更貼近現實情況，我們希望能將驅

動力加入公式，進而考慮外部力帶給 Lato-Lato 的影響。 

1. 考慮驅動力後，不能只用一般單擺來表示，故在此最右項為考慮驅動力帶來的能量

影響： 

 

              
 

 
      ∫      

          

 

從左到右依序為位能、動能，而最右項即表示驅動力對系統做的功。 

 

2. 因此可知考慮驅動力後的運動方程式即為： 

 

   

   
 

    ̈ 

 
       

 

 ̈               
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與此同時，Lato-Lato 也與自然頻率息息相關，何謂自然頻率？自然頻率為在沒有外部驅動力

或阻尼的理想狀態下，系統固有的振動頻率。即使在有外部驅動的情況下，自然頻率仍然是

一個非常重要的參考值： 

 

   
 

  
√
 

 
 

 

（四）運動方程 

  經由上述對能量以及圓周運動的討論，我們可以將完整的模型建構出來，在此模型中，

Lato-Lato 中球的運動方程式可以表示成： 

 

   

   
  

        ̇ 

 
      

            
 

 
   (       )       

  

  
   

 

在上述等式中，公式左項可以分成三個部分討論：單擺運動、驅動力、阻尼項 

 

二、 研究架構 
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三、 實驗方法 

Lato-Lato 架設前置作業： 

1. 準備兩顆大小重量相同的塑膠球，並用等長尼龍繩將球連接於振盪器

上。 

2. 將板簧對稱放置於固定器上如圖（六）所示，後面置放擋板使 Lato-Lato

能在一個平面上撞擊運動 

3. 將球於同位置釋放並且互相撞擊一下後，開始啟動振蕩器，固定振蕩頻

率與週期，觀察塑膠球的運動。 

 

振盪器振盪操作： 

 

 

 

 

 

圖（三）Lato-Lato 振盪器操作流程圖(作者自行拍攝) 

圖（二）Lato-Lato 振盪器 

(作者自行拍攝) 
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Tracker 運動分析軟體操作說明： 

1. 點擊 Tracker 軟體左上角檔案，選擇影片檔案後即能輸入實驗影片。 

2. 將影片播放於軟體視窗，並確認是否流暢。 

3. 點擊上方工具列中的座標，為影片建立座標系。 

4. 點擊上方工具列中的質點，設立為質點 A。 

5. 按住 CTRL＋Shift 鍵，將質點移動到影片標示處。 

6. 按下視窗中的開始追蹤，此時右上角的散佈圖會開始記錄數據。 

7. 追蹤完畢後，選取右下角的數據並傳送至 Excel 做分析。 

 

 

 

 

Visual Studio Code 軟體之傅立葉分析與數值模擬操作與說明： 

1. 安裝 Python 環境於 Visual Studio Code 軟體中。 

2. 將傅立葉分析之程式碼輸入至程式窗中，並確認能否運行，如圖（八）。 

3. 將 Tracker 影片分析之數據整理好並儲存成 csv.檔。 

4. 在所需檔案和程式碼檔案放置於同一個資料夾，即完成輸入檔案。 

5. 按下程式運行鍵後，數據將以圖表形式輸出並紀錄實驗結果。 

6. 將步驟 2 之程式碼替換成數值模擬程式碼，重複步驟 4-6 即完成數值模擬。 

 

圖（四） Tracker 運動分析軟體介面(作者自行繪製) 
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圖（五）數值模擬與傅立葉轉換程式碼(作者自行繪製) 

 

研究(一) 探討單擺與 Lato-Lato 運動模式之關係 

實驗 1-1 單擺運動之初步觀察 

步驟 

(1) 用手固定兩顆球的釋放位置 

(2) 釋放球的同時開始錄影，兩顆球會相撞並且皆會慢慢停下 

(3) 將完整運動影片錄影後輸入至 Tracker 軟體，進行運動軌跡分析。 

(4) 運動分析完後將數據輸入至 Excel 軟體進行數據整理。 

(5) 將 Excel 檔案輸入 Visual Studio Code 軟體中。 

(6) 將分析結果以圖表形式輸出，完成實驗紀錄。 

結果與討論 

 

圖（六）無外部驅動力下球的 Y 方向位置與時間作圖(作者自行繪製) 
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而在圖表中我們可以得知： 

(1) 阻尼常數               

(2) 與此系統碰撞之中，兩顆塑膠球的碰撞為非彈性碰撞（恢復係數為 0.294），相關模擬需

考慮此條件。 

實驗 1-2 Lato-Lato 運動之初步觀察 

步驟 

(1) 用手來控制支點的上下移動。 

(2) 架設攝影器材並平行於實驗器材以進行錄影。 

(3) 將完整運動影片錄影後輸入至 Tracker 軟體，進行運動軌跡分析。 

(4) 運動分析完後將數據輸入至 Excel 軟體進行數據整理。 

(5) 將 Excel 檔案輸入 Visual Studio Code 軟體中。 

(6) 將分析結果以圖表形式輸出，完成實驗紀錄。 

 

 
圖（七）用手進行簡易 Lato-Lato 操作(作者自行拍攝) 
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結果與討論 

從數據中取 X 方向與 Y 方向位移對時間 t 作圖，如圖（十）所示： 

 

 

圖（八）、（九）初始碰撞之 X 方向位置、Y 方向位置對時間作圖 

 

 

 

 

 

 

圖（十）、（十一）於手上方開始碰撞之 X 方向位置、Y 方向位置對時間作圖 

(以上之圖皆為作者自行繪製) 

而在圖表中我們可以發現： 

(1) 當球開始穩定撞擊後（1.5 秒之後），兩顆球的 X 方向位置變化會有相反的趨勢。從手

開始移動到持續穩定上下移動的過程中，Y 方向位置變化則有相同的軌跡。 

(2) 從結果來看兩顆球的振幅（X 方向位移）會隨著時間推進而越來越大，開始發生能量堆

積，導致振幅越來越大。而兩顆球的 Y 方向位移與手的 Y 方向位移互為相反方向，當球

向下相撞時，手恰好往上拉。 

(3) 當手以振幅 10 cm 以及頻率 4 Hz 震蕩時，球將超過手的位置，並於上方互相撞擊。可從

圖（十一）可見 Y 方向位移的明顯變化 
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實驗 1-3 自然頻率與共振 

 經自然頻率之公式我們可以得知 Lato-Lato 之自然頻率： 

 

   
 

  
√
   

   
           

 

當頻率為 2 倍自然頻率時，會發生共振： 

 

              

 

研究(二) 實驗與模擬結果之比較 

實驗 2 運動方程式的驗證：藉數值模擬討論 

  在理論推導中我們將完整的模型建構出來，運動方程式如下列所示： 

 

   

   
  

        ̇ 

 
      

            
 

 
   (       )       

  

  
   

 

在上述等式中，公式右項可以分成三個部分討論：單擺運動、驅動力、阻尼項 

為了將運動方程式用於後續的研究進程，我們需要確認這個方程式中變因的正確性，因此我

們將這個公式寫進 COMSOL 中進行數值模擬。 

 

步驟 

(1) 將數值模擬之程式碼編寫於 COMSOL 軟體的程式窗，程式碼如附錄中所示。 

(2) 代入先前研究及觀察之參數與裝置參數，如下表（二）所示： 

(3) 將程式運算之結果輸出成 X 位移對時間作圖，作為理論圖形。 

(4) 將先前之實驗數據與理論圖形進行比對與擬合。 
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表（一） 上述實驗所得參數整理 

         f     

數值 56.0 g 8.0 (   1.542        3 (Hz) 10 (  ) 9.8 (    ) 

 

結果與討論 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖（十二）、（十三）理論推論出之運動軌跡圖(藉由 COMSOL 繪製) 

 

 

 

 

 

 

 

 

    在上圖的比較中，我們可以觀察到模擬結果與實驗數據的波形對應良好，兩者的波動出

現位置相同，且振幅與衰減趨勢一致，顯示理論模型能夠準確描述系統的運動行為。由此可

確定，理論推導出的運動方程式是合理的，並且能夠準確描述系統的運動行為。因此，我們

將進一步針對該運動方程式的係數進行調整，設立不同變因以進行更深入的實驗驗證。 

 

圖（十四）、（十五）實驗之運動軌跡圖(作者自行繪製) 
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研究(三) 針對震盪頻率、振幅、釋放角度探討 Lato-Lato 之可行性 

     在研究（二）中我們以COMSOL數值模擬發現推導之運動方程式可以準確符合Lato-Lato

之實驗數據，因此在研究（三）中，我們將針對運動方程式中所牽涉之變因進行實驗設計。 

實驗 3-1 探討改變震盪頻率對於運動軌跡的影響 

  我們發現在公式左項之單擺運動中，有一變因為支點頻率  ，而我們將以改變震盪器頻

率來改變支點頻率  ，並針對結果加以分析及討論。 

步驟 

(1) 將 Lato-Lato 放置於震盪器上，並將震盪器調至最低點。 

(2) 每改變一個頻率時確定兩球高度和離板距離相同，以確保每筆數據固定。 

(3) 架設好後改變震盪器頻率依序為 0.57, 1.66, 2.5, 2.7, 3, 4 Hz。 

(4) 啟動震盪器並使其上下震盪至少 20 秒，並以相機記錄完整運動影片。 

(5) 將完整運動影片錄影後輸入至 Tracker 軟體，進行運動軌跡分析。 

(6) 運動分析完後將數據輸入至 Excel 軟體進行數據整理。 

(7) 將分析結果輸出成圖表後與模擬結果一起比較。 

結果與討論 

下圖依序為 2 Hz, 5 Hz, 10 Hz。下兩顆球之位移對時間作圖： 

、  

圖（十六）不同震盪器頻率之 X-位移對時間作圖(作者自行繪製) 
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圖（十七）不同震盪器頻率之 Y-位移對時間作圖(作者自行繪製) 

 

 

而將上列數據進行傅立葉分析作圖如下： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖（十八）不同震盪器頻率之 X-位移之傅立葉分析圖       圖（十九）不同震盪器頻率之 Y-位移之傅立葉分析圖 

(以上之圖皆為作者自行繪製) 

 

 

 

 

所有變因的運動軌跡圖如下： 
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圖（二十）不同震盪器頻率之運動軌跡圖(作者自行繪製) 

 

在三種不同結果圖中我們可以發現： 

(1) X 方向對頻率變化較敏感：當震蕩頻率增加時，X 方向的運動變得更加混亂，顯示強迫

震盪可能導致非線性耦合效應。 

(2) (2 Hz) 運動較規律，中頻 (5 Hz) 開始出現調制，高頻 (10 Hz) 呈現非線性行為。 

(3) FFT 分析顯示主要頻率範圍約為 3~6 Hz，5 Hz 條件下的 FFT 峰值較高，顯示此頻率

可能接近系統的自然頻率(3.18 Hz)。  

(4) 高頻 (10 Hz) 下 FFT 峰值較弱，可能是因為此頻率超過系統共振頻率，無法有效激發

共振。 

 

實驗 3-2 探討改變震盪振幅對於運動軌跡的影響 

    我們發現在公式左項之單擺運動中，有一變因為支點振幅    。在實驗 

3-2 中我們將改變此變因並進行討論。 

 

步驟 

(1) 將 Lato-Lato 放置於震盪器上，並將震盪器調至最低點。 

(2) 每改變一個頻率時確定兩球高度和離板距離相同，以確保每筆數據固定。 

(3) 架設好後改變振蕩器的振幅：1 cm, 1.25 cm, 1.5 cm。 

(4) 固定震蕩頻率、初始釋放角度以及繩長。 
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(5) 啟動震盪器並使其上下震盪至少 20 秒，並以相機記錄完整運動影片。 

(6) 將完整運動影片錄影後輸入至 Tracker 軟體，進行運動軌跡分析。 

(7) 運動分析完後將數據輸入至 Excel 軟體進行數據整理。 

(8) 將分析結果輸出成圖表後與模擬結果一起比較。 

結果與討論 

下圖依序為初始角度 30, 45, 60, 75, 90º的位移對時間作圖： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖（二十一）不同震盪振幅之 X-位移對時間作圖(作者自行繪製) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖（二十二）不同震盪振幅之 Y-位移對時間作圖(作者自行繪製) 
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將上列數據進行傅立葉分析作圖如下： 

 

 

 

 

 

 

 

   圖（二十三）不同震盪器振幅之 X-位移之傅立葉分析圖       圖（二十四）不同震盪器振幅之 Y-位移之傅立葉分析圖 

(以上之圖皆為作者自行繪製) 

所有變因的運動軌跡圖如下： 

 

 

 

 

 

 

(以上之圖皆為作者自行繪製) 

在上圖中我們可以發現： 

(1) X 方向運動衰減快速，震幅變化主要影響初始擺幅，但不影響運動模式。  

(2) Y 方向運動較為穩定，不受震幅影響，擺盪模式由系統本身決定。  

(3) 若要讓兩球在上方碰撞，單純調整震幅可能效果有限，更重要的是調整驅動條件或初始

擺放位置。  

(4) X 方向的運動能量快速衰減，可能與阻尼或能量轉移到 Y 方向有關。  

(5) 震幅影響 X 方向的 FFT 能量分佈，但不影響主要頻率範圍，Y 方向則完全不受影響。 
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實驗 3-3 探討改變球初始釋放角度對於運動軌跡的影響 

    我們還發現公式中發現：兩球初始釋放角度(兩球初始能量)對於運動軌跡有影響，因此在

此實驗我會針對此變因並進行討論。 

步驟 

(1) 將 Lato-Lato 放置於震盪器上，並將震盪器調至最低點。 

(2) 每改變一個頻率時確定兩球高度和離板距離相同，以確保每筆數據固定。 

(3) 架設好後改變球初始釋放角度依序為 30, 45, 60, 75, 90º。 

(4) 啟動震盪器並使其上下震盪至少 20 秒，並以相機記錄完整運動影片。 

(5) 將完整運動影片錄影後輸入至 Tracker 軟體，進行運動軌跡分析。 

(6) 運動分析完後將數據輸入至 Excel 軟體進行數據整理。 

(7) 將分析結果輸出成圖表後與模擬結果一起比較。 

結果與討論 

下圖依序為初始角度 30, 45, 60, 75, 90º的位移對時間作圖： 

 

圖（二十五）不同初始角度之 X-位移對時間作圖(作者自行繪製) 
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圖（二十六）不同初始角度之 Y-位移對時間作圖(作者自行繪製) 

 

 

而將上列數據進行傅立葉分析作圖如下： 

 

 

 

 

 

 

 

圖（二十七）、（二十八）不同初始角度之 X-位移、Y-位移之傅立葉分析圖(作者自行繪製) 
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所有變因的運動軌跡圖如下(以下皆為作者自行繪製)： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

在圖中我們發現下列幾點： 

(1) X 方向運動對初始角度影響較大，初始角度增加會導致運動幅度增加，並可能產生更複

雜的運動模式。  

(2) Y 方向運動較為穩定，受初始角度影響較小，主要影響擺幅大小但不影響運動頻率。  

(3) FFT 分析顯示，X 方向運動的能量分佈會隨初始角度改變，但主要頻率仍然維持在 3~6 

Hz。  

(4) Y 方向的運動頻率幾乎不受初始角度影響，主要維持在 2~3 Hz，顯示其受擺盪機制主

導。 

實驗 3-4 探討改變球初始釋放角度、振盪器之頻率和振幅使兩顆球在上方碰撞 

    先前有提到當 Lato-Lato 處於特地情況下會在上方碰撞，我們希望藉由找尋於上方碰撞時

之特定情況，分析何變因對運動軌跡之影響最甚。 

步驟 

(1) 將 Lato-Lato 放置於震盪器上，並將震盪器調至最低點。 

(2) 每改變一個頻率時確定兩球高度和離板距離相同，以確保每筆數據固定。 

(3) 架設好後改變球初始釋放角度依序為 30, 45, 60, 75, 90º。 
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(4) 啟動震盪器並使其上下震盪至少 20 秒，並以相機記錄完整運動影片。 

(5) 將完整運動影片錄影後輸入至 Tracker 軟體，進行運動軌跡分析。 

(6) 運動分析完後將數據輸入至 Excel 軟體進行數據整理。 

(7) 將分析結果輸出成圖表後與模擬結果一起比較。 

 

結果與討論 

下圖為初特定的球初始釋放角度、振盪器之頻率和振幅之運動軌跡圖： 

 

 

 

(以上之圖皆為作者自行繪製) 

在圖中我們發現下列幾點： 

(1) 初始角度是影響最大的變因，直接決定球是否能夠到達頂部。 
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(2) 震盪頻率影響球的同步性，若頻率選擇適當，可提高碰撞機率。 

(3) 振幅影響擺動範圍，但影響程度相對較小，適當調整即可。 

→ 若要促進頂部碰撞，應優先選擇合適的初始角度，其次調整震盪頻率，最後微調振幅以最

佳化運動模式。 

伍、 討論 

研究(一) 探討單擺與 Lato-Lato 運動模式之關係 

一、實驗 1-1 中，與此系統碰撞之中，兩顆塑膠球的碰撞為非彈性碰撞（恢復係數為 0.294），

相關模擬需考慮此條件。 

二、從實驗 1-2 可知當球開始穩定撞擊後，兩顆球的 X 方向位置變化會有相反的趨勢。從手

開始移動到持續穩定上下移動的過程中，Y 方向位置變化則有相同的軌跡。 

三、從結果來看兩顆球的振幅（X 方向位移）會隨著時間推進而越來越大，開始發生能量堆

積，導致振幅越來越大。而兩顆球的 Y 方向位移與手的 Y 方向位移互為相反方向，當球

向下相撞時，手恰好往上拉。當手以振幅 10 cm 以及頻率 4 Hz 震蕩時，球將超過手的位

置，並於上方互相撞擊。 

研究(二) 實驗與模擬結果之比較 

一、 在上圖的比較中，我們可以觀察到模擬結果與實驗數據的波形對應良好，兩者的波動出

現位置相同，且振幅與衰減趨勢一致，顯示理論模型能夠準確描述系統的運動行為。 

二、 由此可確定，理論推導出的運動方程式是合理的，並且能夠準確描述系統的運動行為。

因此，我們將進一步針對該運動方程式的係數進行調整，設立不同變因以進行更深入的

實驗驗證。 

研究(三) 針對震盪頻率、振幅、釋放角度探討 Lato-Lato 之可行性 

一、從實驗 3-1 可知，X 方向對頻率變化較敏感，(2 Hz) 運動較規律，中頻 (5 Hz) 開始出現

調制，高頻 (10 Hz) 呈現非線性行為。FFT 分析顯示主要頻率範圍約為 3~6 Hz，5 Hz 條
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件下的 FFT 峰值較高，顯示此頻率可能接近系統的自然頻率(3.18 Hz)，高頻 (10 Hz) 下 

FFT 峰值較弱，可能是因為此頻率超過系統共振頻率，無法有效激發共振。 

二、從實驗 3-2 可知，X 方向運動衰減快速，震幅變化主要影響初始擺幅，但不影響運動模

式。Y 方向運動較為穩定，不受震幅影響，擺盪模式由系統本身決定。 X 方向的運動

能量快速衰減，可能與阻尼或能量轉移到 Y 方向有關。震幅影響 X 方向的 FFT 能量

分佈，但不影響主要頻率範圍，Y 方向則完全不受影響。 

三、從實驗 3-3 可知，X 方向運動對初始角度影響較大，初始角度增加會導致運動幅度增加，

並可能產生更複雜的運動模式。Y 方向運動較為穩定，受初始角度影響較小，主要影響

擺幅大小但不影響運動頻率。FFT 分析顯示，X 方向運動的能量分佈會隨初始角度改變，

但主要頻率仍然維持在 3~6 Hz。 Y 方向的運動頻率幾乎不受初始角度影響，主要維持

在 2~3 Hz，顯示其受擺盪機制主導。 

四、 我們發現，當驅動頻率接近 Lato-Lato 系統的 2 倍自然頻率時，運動幅度顯著增加，並

產生穩定的運動模式。然而，當驅動頻率超過系統的共振頻率時，運動變得不穩定，擺

動軌跡呈現無規則變化，顯示系統進入非線性區域。 

五、值得注意的是，在高頻驅動的情況下（如 10 Hz），實驗數據顯示振盪運動開始呈現非

線性行為，並且運動模式趨於混亂，而此現象在模擬結果中也有出現，顯示我們的理論

模型在一定範圍內可以描述非線性運動特性 

六、透過改變初始釋放角度，我們發現 X 方向運動對初始角度的變化較為敏感，而 Y 方向

運動相對穩定。當初始角度過大時，兩球在上方碰撞的機率增加，但同時運動模式變得

較難預測。此外，傅立葉分析顯示，X 方向的主要頻率分佈隨初始角度改變而變化，而 

Y 方向則幾乎不受影響，這與我們的理論推導結果一致。 
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陸、 結論 

一、在建設理論的過程中，我們第一步先採用單擺的系統進行討論在建設理論的過程中，我

們第一步先採用單擺的系統進行討論，同時也進行了在無外部驅動力下擺動的實驗得知

相關現象，如自然頻率、非彈性碰撞。之後加入驅動力、阻尼力的考量，在推導相關公

式後，模擬與實驗數值擬合後發現非常相似，因此推論出的公式具有一定參考價值。我

們推廣並建立了能描述 Lato-Lato 之運動方程式，於實驗數據中的整合也發現其極高的擬

合度，因此我們所設計的理論方程式對於描述該 Lato-Lato 運動模式是有很高的參考價

值。 

二、在初步觀察 Lato-Lato 運動情形時，我們發現了 X 方向位移、Y 方向，在理論推導中得

知，兩顆球的振幅（X 方向位移）會隨著時間推進而越來越大，開始發生能量堆積，導

致振幅越來越大。而兩顆球的 Y 方向位移與手的 Y 方向位移互為相反方向，當球向下相

撞時，手恰好往上拉。 

三、在針對推廣之運動方程式討論影響參數時，我們發現振盪器的震盪頻率、振幅都會影響

球的運動軌跡，在研究（三）的實驗中發現，改變球的初始釋放角度間接導致能量的變

化，因此影響運動軌跡最大 

四、在研究（三）中我們也做了改變震盪頻率、震盪振幅的相關實驗，在傅立葉分析圖中可

以得知，於特定的頻率範圍之中，改變震盪頻率的 FFT 峰值較弱，可能是因為此頻率超

過系統共振頻率，無法有效激發共振。改變震幅影響 X 方向的 FFT 能量分佈，但不影

響主要頻率範圍，Y 方向則完全不受影響。X 方向運動的能量分佈會隨初始角度改變，

但主要頻率仍然維持在 3~6 Hz，同時與兩倍自然頻率吻合。 

五、在進行與實際數值之比較中我們發現，由理論推出之理論值與實驗值之誤差為 2.3%，更

增加了運動方程式對於預測 Lato-Lato 運動軌跡之可能性。 
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柒、 展望 

一、在研究（一）和研究（二）中，我們設計了一個能精確描述 Lato-Lato 運動模式的運動方

程式，在數值模擬後也於研究（三）完成了剩餘變因之實驗討論。然而在實驗 3-4 中，

雖找出了不同變因影響的程度，但卻無法將其量化，因此我們希望能在未來實驗能夠將

其量化，並討論其他相關的參數與變因，使我們設計之運動方程式能夠更加完善。 

二、在實驗動機中我們提到了鐘擺式的真動方法(支點上下擺動使兩球高度漸增)。未來希望可

以嘗試新的方法改變兩球的運動模式，並找出其運動方程式。 

三、Lato-Lato 基於能量吸收與非線性振動控制的原理，我們可以設計一種隔震平台，減少外

界震動對高精密儀器的干擾。這項技術可應用於激光干涉儀、光學望遠鏡、質譜儀、原

子鐘及微位移傳感器等對震動敏感的設備中，有助於提升測量穩定性與精度。 

 

圖(二十九) 一種名為「Tornado」的遊戲方式 

(此圖取自 Playing lato–lato is difficult and this is why 文獻中) 
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附錄 

 

Visual Studio Code 傅立葉分析與數值模擬程式碼： 

 

 

 

 

 

 



【評語】051806  

題材新穎且貼近生活，成功將日常觀察轉化為嚴謹的物理研

究主題，展現學生極佳的問題意識。自製簡易彈射裝置，紀錄兩

端球的運動軌跡，能達實驗功效，以振幅擺長、振動頻率為實驗

參數，能以實驗量測配合運動模擬，探討模擬參數的合適性，內

容已完整，分析詳實。作品系統性探討頻率、振幅、初始角度等

變因，配合 Tracker 與 Python 進行資料擷取與傅立葉分析，

圖表豐富且清晰，實驗方法與分析工具運用純熟。清楚說明模型

擬合的準確性與誤差（2.3%），顯示對理論與實測間關係的科學

態度與求真精神。提出將 Lato-Lato 運動原理應用於隔震平台

等高精密儀器的防震裝置，展現跨領域思考與工程想像，為學生

科展的亮點，臨場表現佳，解說詳盡誠懇。 
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擺撞協奏曲 : 相位完美節奏
Lato Lato運動機制之研究



壹、摘要

本研究探討了一個傳統玩具 Lato-Lato 與物理機制相關的系統：在一根繩子的兩端各懸掛一顆球，並將繩子的中點固定在一個能夠

垂直振動的支點上。當支點以一定的頻率和振幅進行振動時，系統最初表現為規律的單擺運動，但隨著振動條件的改變，球體間

逐漸發生碰撞，並開始出現能量累積現象，導致整個擺動幅度顯著增大。本研究從實驗觀察和數據分析入手，通過設計精密的實

驗裝置和採集的運動數據，探討這一現象。我們著重研究了碰撞過程中能量與動量的轉換，以及振動頻率、振幅、繩長與球重等

參數如何影響系統的運動狀態。最終，我們提出了調整支點振動相位以實現最佳能量傳遞效率的方案，為未來相關工程應用提供

一些新的思路與參考。

貳、研究動機 參、研究目的

一、觀察單球體與雙球體的運動模式。

二、建立Lato-Lato系統的運動模型與方程式。

三、探討振動參數對能量累積的影響。

四、比較單擺與碰撞模式的差異。

五、分析運動同步性對能量傳遞的作用。

肆、研究過程及方法

某次組員無意間發現Lato-Lato這個玩具，當隨手亂甩時，兩顆

球竟能成功碰撞。查詢後得知，若將繩子中點固定於一個上下

振動的支點上，當支點以特定頻率與振幅震動時，球會碰撞且

擺幅增大。這使他們開始思考在何種條件下Lato-Lato才能成功

盪起並達到最大擺幅。由於其運動極為複雜，我們決定透過理

論與實驗來深入研究，並找出描述其運動方程式。

理論與公式討論

（一）簡易單擺

於Lato-Lato之中，球的位置會改變，因此在這裡用能量來

描述運動行為：

𝐸 = 𝑚𝑔𝐿(1 − cos𝜃) +
1

2
𝑚𝐿2𝜃2

同時在無外部驅動力的情況下，球的運動方程式為：

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
+
𝑔

𝐿
sin 𝜃 = 0

（二）引入驅動力

考慮支點上下移動造成的驅動力：

𝐹𝑚 = −𝑎0𝜔
2 cos𝜔𝑡

（三）驅動力於系統中的結合與應用

1. 考慮驅動力後，不能只用一般單擺來表示，

故在此最右項為考慮驅動力帶來的能量影響：

𝐸 = 𝑚𝑔𝐿 1 − cos𝜃 +
1

2
𝑚𝐿2𝜃2 +න(−𝑚𝑎0𝜔

2 cos𝜔𝑡)𝑑𝑦

2. 因此可知考慮驅動力後的運動方程式即為：

ሷ𝑦𝑝 = −𝐴𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡𝜔𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡
2 cos ቁ(𝜔𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡𝑡

（五）運動方程

 經由對能量以及圓周運動的討論，我們將完整的模型建構

出來。此模型中，球的運動方程式可以表示成：

在上述等式中，公式左項可以分成三個部分討論：單擺運動、

驅動力、阻尼項

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
+
(𝑔 + ሷ𝑦)

𝐿
sin 𝜃 = 0

（四）自然頻率

自然頻率為在沒有外部驅動力或阻尼的理想狀態下，系
統固有的振動頻率：

𝑓0 =
1

2𝜋

𝑔

𝐿

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
+ (

𝑔 cos 𝜃 + 𝐿 ሶ𝜃2

𝐿
) sin 𝜃 −

𝐴𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡𝜔𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡
2

𝐿
cos 𝜔𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡𝑡 sin 𝜃 + 𝑏

𝑑𝜃

𝑑𝑡
= 0

研究架構

實驗方法

振盪器振盪操作：

1. Tracker：

     設定座標系：點選工具列「座標」，建立坐標系

     建立質點：點選「質點」→ 設立為質點 A

     標記追蹤點：按住 Ctrl + Shift，將質點對準影片目標

     輸出分析：完成後選取右下角數據，匯出至 Excel 進行分析

1. 準備兩顆大小重量相同的塑膠球，並用等長尼龍繩將球

連接於振盪器上。

2. 將板簧對稱放置於固定器上如下右圖所示，後面置放擋

板使Lato-Lato能在一個平面上撞擊運動

3. 將球於同位置釋放並且互相撞擊一下後，開始啟動振蕩

器，固定振蕩頻率與週期，觀察塑膠球的運動。

（一）Lato-Lato 裝置說明

（二）分析軟體與工具

2. Visual Studio Code軟體之傅立葉分析：

     將Tracker影片分析之數據整理好並儲存成csv.檔

     檔案和程式碼檔案放於同一個資料夾，即完成輸入檔案

按下程式運行鍵後，數據將以圖表形式輸出並紀錄實驗結果



xx

𝑥 𝑡 = 𝐴−0.771𝑡 cos 𝜔𝑡 + 𝜙  

𝜃 𝑡 = 𝜃0𝑒−𝛾𝑡cos(𝜔𝑡 + 𝜙) 

1. 阻尼常數𝑏 = 1.542 (1/ 𝑠)

2. 與此系統碰撞之中，兩顆塑膠球的碰撞為非彈性碰撞

（恢復係數為0.294），相關模擬需考慮此條件。

實驗1-1 單擺運動之初步觀察

𝛾 =
𝑏

2
=

0.771

2
  

𝑏 = 1.542 (1/ 𝑠)

實驗1-2 Lato-Lato運動之初步觀察

初始碰撞之X方向位置、Y方向位置對時間作圖

於手上方開始碰撞之X方向位置、Y方向位置對時間作圖

1. 當球開始穩定撞擊後（1.5秒之後），兩顆球的X方向位置

變化會有相反的趨勢。從手開始移動到持續穩定上下移動

的過程中，Y方向位置變化則有相同的軌跡。

2. 從結果來看兩顆球的振幅（X方向位移）會隨著時間推進而

越來越大，開始發生能量堆積，導致振幅越來越大。而兩

顆球的Y方向位移與手的Y方向位移互為相反方向，當球向

下相撞時，手恰好往上拉。

3. 當手以振幅10 cm以及頻率4 Hz震蕩時，球將超過手的位置，

並於上方互相撞擊。可從圖（十一）可見Y方向位移的明顯

變化

實驗1-3 自然頻率與共振

1. 經自然頻率之公式我們可以得知Lato-Lato 之自然頻率：

2. 當頻率為2倍自然頻率時，會發生共振：

𝑓0 =
1

2𝜋

9.8

0.1
= 1.575(𝐻𝑧)

)2𝑓0 = 3.151(Hz

實驗2-1 方程式的驗證：藉數值模擬討論

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
+ (

𝑔 cos 𝜃 + 𝐿 ሶ𝜃2

𝐿
) sin 𝜃 −

𝐴𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡𝜔𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡
2

𝐿
cos 𝜔𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡𝑡 sin 𝜃 + 𝑏

𝑑𝜃

𝑑𝑡
= 0

在上述等式中，公式右項可以分成三個部分討論：單擺運動、驅動力、阻尼項

上圖比較中，可觀察到模擬結果與實驗數據的波形對應良好，兩者的波動出

現位置相同，且振幅衰減趨勢一致，顯示理論模型能準確描述其運動行為。

因此，理論推導出的運動方程式是合理的。我們將進一步對該運動方程式的

係數調整，設立不同變因以進行更深入的實驗驗證。

實驗3-1 探討改變震盪頻率對於運動軌跡的影響

1. X方向對頻率變化較敏感：當震蕩頻率增加時，X方向的運動變得更加混

亂，顯示強迫震盪可能導致非線性耦合效應。

2. (2 Hz) 運動較規律，中頻 (5 Hz) 開始出現調制，高頻 (10 Hz) 呈現非線性

行為。

3. FFT 分析顯示主要頻率範圍約為 3~6 Hz，5 Hz 條件下的 FFT 峰值較高，

顯示此頻率可能接近系統的自然頻率(3.18 Hz)。

4. 高頻 (10 Hz) 下 FFT 峰值較弱，可能是因為此頻率超過系統共振頻率，無

法有效激發共振。

研究(一) 探討單擺與Lato-Lato運動模式之關係

研究(三) 針對震盪頻率、振幅、釋放角度探討Lato-Lato之可行性

研究(二) 實驗與模擬結果之比較



實驗3-2探討改變震盪振幅對於運動軌跡的影響

1. X 方向運動衰減快速，震幅變化主要影響初始擺幅，但

不影響運動模式。 

2. Y 方向運動較為穩定，不受震幅影響，擺盪模式由系統

本身決定。 

3. 若要讓兩球在上方碰撞，單純調整震幅可能效果有限，

更重要的是調整驅動條件或初始擺放位置。 

4. X 方向的運動能量快速衰減，可能與阻尼或能量轉移到

Y 方向有關。 

5. 震幅影響 X 方向的 FFT 能量分佈，但不影響主要頻率範

圍，Y 方向則完全不受影響。

實驗3-3 探討改變球初始釋放角度對於運動軌跡的影響

1. X 方向運動對初始角度影響較大，初始角度增加會導致

運動幅度增加，並可能產生更複雜的運動模式。 

2. Y 方向運動較為穩定，受初始角度影響較小，主要影響

擺幅大小但不影響運動頻率。 

4. FFT 分析顯示，X 方向運動的能量分佈會隨初始角度改

變，但主要頻率仍然維持在 3~6 Hz。 

5. Y 方向的運動頻率幾乎不受初始角度影響，主要維持在

2~3 Hz，顯示其受擺盪機制主導。

實驗3-4探討改變球初始釋放角度、振盪器之頻率和振幅
使兩顆球在上方碰撞

1. 初始角度是影響最大的變因，直接決定球是否能到達頂部。

2. 震盪頻率影響球的同步性，若頻率選擇適當，可提高碰撞機

率。

3. 振幅影響擺動範圍，但影響程度相對較小，適當調整即可。

→ 若要促進頂部碰撞，應優先選擇合適的初始角度，其次調整

震盪頻率，最後微調振幅以最佳化運動模式。

1. 在建設理論的過程中，我們第一步先採用單擺的系統進行討論在建設

理論的過程中，我們第一步先採用單擺的系統進行討論，同時也進行

了在無外部驅動力下擺動的實驗得知相關現象，如自然頻率、非彈性

碰撞。之後加入驅動力、阻尼力的考量，在推導相關公式後，模擬與

實驗數值擬合後發現非常相似，因此推論出的公式具有一定參考價值。

我們推廣並建立了能描述Lato-Lato之運動方程式，於實驗數據中的整

合也發現其極高的擬合度，因此我們所設計的理論方程式對於描述該

Lato-Lato運動模式是有很高的參考價值。

2. 在初步觀察Lato-Lato運動情形時，我們發現了X方向位移、Y方向，在

理論推導中得知，兩顆球的振幅（X方向位移）會隨著時間推進而越來

越大，開始發生能量堆積，導致振幅越來越大。而兩顆球的Y方向位移

與手的Y方向位移互為相反方向，當球向下相撞時，手恰好往上拉。

3. 在針對推廣之運動方程式討論影響參數時，我們發現振盪器的震盪頻

率、振幅都會影響球的運動軌跡，在研究（三）的實驗中發現，改變

球的初始釋放角度間接導致能量的變化，因此影響運動軌跡最大

4. 在研究（三）中我們也做了改變震盪頻率、震盪振幅的相關實驗，在

傅立葉分析圖中可以得知，於特定的頻率範圍之中，改變震盪頻率的

FFT 峰值較弱，可能是因為此頻率超過系統共振頻率，無法有效激發

共振。改變震幅影響 X 方向的 FFT 能量分佈，但不影響主要頻率範圍，

Y 方向則完全不受影響。X 方向運動的能量分佈會隨初始角度改變，但

主要頻率仍然維持在 3~6 Hz，同時與兩倍自然頻率吻合。
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伍、結論

5. 在進行與實際數值之比較中我們發現，由理論推出

之理論值與實驗值之誤差為2.3%，更增加了運動方程

式對於預測Lato-Lato運動軌跡之可能性。
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