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得獎感言 
 

在複雜之中尋找單純的真理 
 

我研究的靈感，來自一道在數學競賽中遇到的幾何題：如果我們僅知道正多

邊形外圍諸多三角形的面積，是否有可能反推出這個多邊形的邊長與總面積？初

看之下，這似乎只是單純的幾何計算，但深入思考後，我發現它背後藏有豐富且

複雜的數學結構。 

我開始思索，是否可以結合幾何與代數，從更高的視角審視這個問題。後來，

我建立了一套「幾何—代數雙向轉換模型」，從具象圖形建構出代數數列，再轉

化為高次方程式。透過這個模型，我觀察到一個現象：若方程式存在最大的正實

根，便能對應一組唯一的多邊形結構；反之，特定形狀的多邊形也對應該高次方

程式之根。 

這段研究歷時一年半。從最初的面積推導、比例轉換、數列遞迴、高次方程

式的建構與驗證，到後來發展出含代數對稱與排列組合概念的理論體系，我甚至

自創了一套符號系統，以簡化推導過程。這段歷程不只是數學技巧的淬鍊，更是

對思維與耐力的挑戰。 

研究過程中，我運用各種工具與策略：面積組合法、數學歸納法、遞迴轉換、

高次方程求解、三角函數與幾何變換等，並搭配 GeoGebra 軟體將抽象理論視覺

化，驗證其可行性。這些實作讓我深刻體會：「幾何與代數的雙向轉換」常是破

解複雜問題的關鍵策略。 

在這段歷程中，我衷心感謝我的科展指導老師李宜展老師。在這一年半的專

題研究中，他始終以支持與陪伴相隨；每當我遭遇挫折，他總以鼓勵化解我的猶

疑，並細心協助我檢驗研究論述的邏輯與嚴謹。正因有他穩固的支持與對我能力

的信任，我才能在一次次推翻與重建的循環中，始終保持向前的勇氣與動力。 
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最讓我難忘的一刻，是我毅然放棄高中畢業旅行，選擇前往清華大學向卓士

堯教授請益。當時，這份專題已在中區科展獲得第一名，並取得全國賽資格。同

儕歡慶段考結束、準備出遊之際，我獨自踏上求解之路。其實，我與卓教授素未

謀面，只是從師長口中得知，幾年前有位學長也曾向他請益。於是我抱著一試的

心情寫信給教授，沒想到他爽快地答應了，令我十分感動。 

雖然我們僅進行了四次的討論，卓教授耐心陪伴及啟發我思考，讓我在邏輯

與直覺之間摸索出脈絡，在幾近卡關之際重新找回信心。正是在那幾次的深入對

話後，我進一步釐清了高次未定係數方程式中實根與幾何結構之間的對應關係，

並將抽象構想具體化。 

回顧這段歷程，我最大的收穫不僅是數學理論上的突破，更是心境的昇華：

當問題變得困難時，我是否仍願意堅持思考；當方向看似無解時，我是否能以創

意重新出發。這份專題帶給我最深的學習，不在於解題技巧，而是「面對未知時

的勇氣」與「不懼困難的堅定」。 
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前往清華大學向卓士堯教授請益 

 

與科展指導教師李宜展老師合影 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

於全國科展時與自己的展版合影 
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多邊共舞，四方連心 

摘要 

    本研究探討在正 n 邊形及圓內接多邊形構形中，若已知外圍三角形面積，是否可反推原

構形的邊長與面積。研究建立一套幾何與代數互相轉換的流程，透過面積比例推導遞迴數列，

進而構建高次方程，並提出新符號 𝑇𝑃
𝑄 及 𝑈𝑛𝑞

𝑝 表示不相鄰乘積和，以簡化代數結構。進一步運

用數學歸納法與極值邏輯，成功證明：當高次方程式具有正實根時，其最大正實根必定對應

唯一的多邊形限定構形；反之，若多邊形限定構形存在，也可唯一對應於高次方程式之最大

正實根。此研究不僅提供幾何反推的系統化解法，也為代數方程的幾何詮釋建立明確模型，

具備理論價值與推廣潛力。 
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壹、 前言 

一、 研究動機 

    2021 年 APMO初試中有一道有趣的題目：給定一個平行四邊形（如圖 1），已

知外圍三角形 △ 𝐴𝐵𝐸、△ 𝐴𝐷𝐹、△ 𝐶𝐸𝐹 的面積分別為 3、6、7，那麼中間 

 △ 𝐴𝐹𝐸 的面積為多少？ 

    當時看到老師的解法是用代數設邊長，再解聯立方程式，但是我覺得稍嫌繁

瑣，遂想了「面積組合法」提出另解。後因老師請我們發想專題研究的主題，於

是我由此題出發，嘗試將其推廣至 𝑛 邊形；然而「面積組合法」雖然簡潔，但只

適用於正四邊形及平行四邊形，於是我又再想了第三個方法，利用「面積和線段

比例不斷堆疊」的概念破題，此法具備一般性，並能推廣至正 n邊形以及圓內接

n邊形。 

二、 研究目的 

     本研究探討： 

(一) 有一未知面積之正 𝑛 邊形，在內嵌 𝑛 − 1邊形的情況中，如果外圍諸多三 

角形面積皆已知，則此正 n邊形的總面積 𝑺𝒏是多少？ 

（圖 2A為當 𝑛 = 6 的示意圖） 

(二) 有一未知面積之圓內接 𝑛 邊形，在內嵌𝑛 − 1邊形的情況中，如果外圍諸 

多三角形面積皆已知，則此圓內接 n邊形的總面積 𝑺𝒏 是多少。 

（圖 2B 為當 𝑛 = 5 的示意圖）  

(註)：原本之研究動機欲求內嵌 𝑛 − 1 邊形之面積，然因外圍諸多三角形面積 

    皆已知，因此命題等價於欲求 𝑛 邊形的總面積 𝑆𝑛。 
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貳、 研究設備及器材 

    紙、筆、GeoGebra 電腦程式 

參、 研究過程或方法 

一、名詞介紹： 

    (一) 𝑆𝑛：正 𝑛 邊形的面積 

    (二) 𝑆：內嵌 𝑛 − 1 邊形的面積 

    (三) △XYZ：三角形 XYZ的面積 

    (四) 指定點：正 𝑛 邊形和 𝑛 − 1 邊形的共用頂點 

               （圖 3 之 𝑃1） 

    (五) 𝐾𝑛：
△𝑃1𝑃2𝑃3

𝑆𝑛
 （即正 𝑛 邊形相鄰兩邊所圍成之三角形面積 

                     與正 𝑛 邊形總面積 𝑆𝑛 之比值）（如圖 3） 

二、初始題目解法探究： 

(一) 原解 : 代數聯立方程法 

令外圍三角形面積： 

△ ADF = 𝐴1 , △ 𝐶𝐹𝐸 = 𝐴2 , △𝐴𝐵𝐸 = 𝐴3 , △ 𝐴𝐹𝐸 = S 

（如圖 4） 

    我們設 
𝐷𝐹

𝐶𝐹
= 𝑥，

𝐶𝐸

𝐵𝐸
= 𝑦： 

專注於 △ 𝐴𝐷𝐹與 △ 𝐶𝐹𝐸，如果以 𝐷𝐹、𝐹𝐶 當作底，

則 A、E到 𝐶𝐷 的距離就是高，而這兩個高之比等於 
𝐵𝐶

𝐶𝐸
 ， 

因此： 

𝐴1
𝐴2
=
△ 𝐴𝐷𝐹

△ 𝐶𝐹𝐸
= 
𝐷𝐹

𝐶𝐹
×
𝐵𝐶

𝐶𝐸
= 𝑥 ×

𝑦 + 1

𝑦
⇒ 𝑥 =

𝐴1𝑦

𝐴2(𝑦 + 1)
……(1) 

接著我們看 △ 𝐶𝐹𝐸和 △ 𝐴𝐵𝐸，同理，得到： 

𝐴2
𝐴3
=
△ 𝐶𝐹𝐸

△ 𝐴𝐵𝐸 
=
𝐶𝐸

𝐵𝐸
×
𝐶𝐹

𝐴𝐵
= 𝑦 ×

1

𝑥 + 1
⇒ 𝑦 =

𝐴2
𝐴3
(𝑥 + 1)…… (2) 

(1) 代入 (2)，推得： 

𝑦 =
𝐴2
𝐴3
(𝑥 + 1) =

𝐴2
𝐴3
(

𝐴1𝑦

𝐴2(𝑦 + 1)
+ 1) 

   ⇒ 𝐴3𝑦(𝑦 + 1) = 𝐴2(𝑦 + 1) + 𝐴1𝑦 

⇒ 𝐴3𝑦
2 + (𝐴3 − 𝐴1 − 𝐴2)𝑦 − 𝐴2 = 0 
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⇒ 𝑦 =
𝐴1+𝐴2−𝐴3±√(𝐴1+𝐴2−𝐴3)2+4𝐴2𝐴3

2𝐴3
 (負不合) 

又 △ 𝐴𝐵𝐸 ×
𝐵𝐶

𝐵𝐸
= 𝐴3 × (𝑦 + 1) = 𝐴3 ×

𝐴1+𝐴2+𝐴3+√(𝐴1+𝐴2−𝐴3)2+4𝐴2𝐴3

2𝐴3
=

𝐴1+𝐴2+𝐴3+𝑆

2
 

經化簡整理可得 𝑆 = √(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3)2 − 4𝐴1 𝐴3 

(二) 另解 1：面積組合法 

令 𝐴𝐵 = 𝐿1 ，𝐵𝐸 = 𝐿2， 𝐴𝐷 = 𝐿3， 𝐷𝐹 = 𝐿4，𝑠𝑖𝑛 ∠𝐴𝐵𝐶 = 𝑟 （如圖 5） 

首先，整個平行四邊形面積應為 𝐿1𝐿3𝑟，如果將每一個三角形翻轉成相對應之平行

四邊形再扣掉重複的面積 𝐿2𝐿4r 即得到總面積，我們把它寫成算式： 

2(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3) −  𝐿2𝐿4r  = 𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 + 𝑆 

⇒ 𝐿2𝐿4r = 𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 − 𝑆  ……(1) 

 

接下來把已知條件列出 

{

   𝐿1𝐿3r  =   𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 + 𝑆 ……(2)

 𝐿1𝐿2r  = 2△ 𝐴𝐵𝐸 = 2𝐴3          ……(3)

 𝐿3𝐿4r  = 2△ 𝐴𝐷𝐹 = 2𝐴1           ……(4)
  

 

易知 (3) × (4) = (1) × (2) 

因此：4 𝐴1 𝐴3 = (𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 − 𝑆) (𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 + 𝑆) 

⇒  4 𝐴1 𝐴3 =  (𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3)
2 −  𝑆2 

⇒ 𝑆2 = (𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3)
2 − 4 𝐴1 𝐴3 

⇒ S = √(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3)2 − 4𝐴1 𝐴3 

(三) 另解 2：面積轉換比例線段法 

    本解法的精髓在於利用梯形和三角形的面積比例建構一條 S的方程式，設 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  

到 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  的距離為ℎ。梯形 ABCF面積為 
h(𝐴𝐵̅̅ ̅̅ +𝐹𝐶̅̅ ̅̅ )

2
，其值為 𝐴2 + 𝐴3 + 𝑆（如圖 6）。接

著 △ 𝐴𝐷𝐹 的面積為 ℎ ×
𝐷𝐹̅̅ ̅̅

2
，其值為 𝐴1，我們知道 △ 𝐴𝐷𝐹 和梯形 ABCF面積比等

於 

𝐴1 : (𝐴2 + 𝐴3 + 𝑆) ，進而推得 𝐷𝐹̅̅ ̅̅  : 𝐹𝐶̅̅̅̅  為 2𝐴1 : (𝐴2 + 𝐴3 + 𝑆 − 𝐴1)， 

故 𝐶𝐹̅̅ ̅̅  : 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  為 (𝐴2 + 𝐴3 + 𝑆 − 𝐴1) ∶ (𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 + 𝑆) ，利用此法亦推得 𝐵𝐸̅̅ ̅̅  : 𝐸𝐶̅̅ ̅̅   

為 2𝐴3 : (𝐴1 + 𝐴2 + 𝑆 − 𝐴3)，𝐶𝐸̅̅ ̅̅  : 𝐶𝐵̅̅ ̅̅ = (𝐴1 + 𝐴2 + S − 𝐴3) ∶ (𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 + 𝑆)  
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最後再由 △ CFE × 𝐶𝐷̅̅ ̅̅

𝐶𝐹̅̅ ̅̅
×
𝐶𝐵̅̅ ̅̅

𝐶𝐸
 = 

𝐴1+𝐴2+𝐴3+𝑆 

2
  

⇒ 𝐴2 ×
𝐴1+𝐴2 +𝐴3+S

 𝐴2+𝐴3+S−𝐴1
×
𝐴1+𝐴2+𝐴3+S

 𝐴1+𝐴2+S−𝐴3
= 

𝑨𝟏+𝑨𝟐+𝑨𝟑+𝐒

𝟐
 

⇒ 2𝐴2(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 + S) = (𝐴2 + 𝐴3 + S − 𝐴1)(𝐴1 + 𝐴2 + S − 𝐴3) 

⇒ 2𝐴2𝑆 + 2𝐴2(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3)

= 𝑆2 + 2𝐴2𝑆 + (𝐴2 + 𝐴3 − 𝐴1)(𝐴1 + 𝐴2 − 𝐴3) 

⇒ 𝑆2 = 2𝐴2(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3) − (𝐴2 + 𝐴3 − 𝐴1)(𝐴1 + 𝐴2 − 𝐴3) 

 

觀察到 𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 重複出現 ，令 (𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3) = 𝑄 

𝑆2 = 2𝐴2𝑄 − (𝑄 − 2𝐴1)(𝑄 − 2𝐴3) 

  = 2𝐴2𝑄 − (𝑄2 − 2𝐴1𝑄 − 2𝐴3𝑄 + 4𝐴1𝐴3) = −𝑄2 + 2𝑄2 − 4𝐴1𝐴3 

⇒ 𝑆 = √(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3)2 − 4𝐴1 𝐴3 

 

 (四) 另解 3：從三角形面積迭代轉換為總面積法 

⇒ 從另解 2 得到之啟發（如圖 7） 

2𝐴1 ×
𝐶𝐷̅̅ ̅̅

𝐷𝐹̅̅ ̅̅
 = 𝐴1+𝐴2+𝐴3 + 𝑆 

         
𝐷𝐹̅̅ ̅̅

𝐶𝐷̅̅ ̅̅
=

2𝐴1
(A1+A2+ A3+ S)

⇒ 
𝐶𝐹̅̅̅̅

𝐶𝐷̅̅ ̅̅
= 1 −

𝐷𝐹̅̅ ̅̅

𝐶𝐷̅̅ ̅̅
 

= 1 −
2𝐴1

(A1+A2+A3 + S)
=
−𝐴1+𝐴2+ 𝐴3+ 𝑆

𝐴1+𝐴2+𝐴3 + 𝑆
 

2𝐴2 ×
𝐶𝐷̅̅ ̅̅

𝐶𝐹̅̅ ̅̅
×
𝐵𝐶̅̅ ̅̅

𝐶𝐸̅̅ ̅̅
 = (𝐴1+𝐴2+𝐴3 + 𝑆) 

⇒ 
𝐶𝐸̅̅ ̅̅

𝐵𝐶̅̅ ̅̅
=

𝐶𝐷̅̅ ̅̅

𝐶𝐹̅̅ ̅̅
× 𝐴2 ×

2

𝐴1+𝐴2+𝐴3+𝑆
=

𝐴1+𝐴2+𝐴3+𝑆

(−𝐴1+𝐴2+𝐴3+𝑆)
× 𝐴2 ×

2

𝐴1+𝐴2+𝐴3+𝑆
=

2𝐴2

−𝐴1+𝐴2+𝐴3+𝑆
 

⇒ 
𝐵𝐸̅̅ ̅̅

𝐵𝐶̅̅ ̅̅
= 1 −

𝐶𝐸̅̅ ̅̅

𝐵𝐶̅̅ ̅̅
=

−𝐴1−𝐴2+𝐴3+𝑆

(−𝐴1+𝐴2+𝐴3+𝑆)
 

2𝐴3 ×
𝐵𝐶̅̅ ̅̅

𝐵𝐸̅̅ ̅̅
= 𝐴1+𝐴2+𝐴3 + 𝑆 

2𝐴3 ×
−𝐴1+𝐴2+𝐴3 + 𝑆
−𝐴1 − 𝐴2+𝐴3+ 𝑆

= 𝐴1+𝐴2+𝐴3+ 𝑆 

我們同樣令 𝐴1+ 𝐴2 + 𝐴3 = 𝑄 

則 2𝐴3(𝑆 + 𝑄 − 2𝐴1) = (𝑆 − 𝑄 + 2𝐴3)(𝑄 + 𝑆) 

𝑆2 − 𝑄2 = −4𝐴1𝐴3  

𝑆 = √(𝐴1+ 𝐴2 + 𝐴3)2 − 4𝐴1𝐴3 
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三、一般化的導向 

既然平行四邊形及正方形解得出來，我思考五邊形、六邊形，甚至 n邊形是否亦能

解得出來，然而想要一般化就必須做些限制，考量到沒有平行奇數邊形的存在，我將此

題延伸為正 n邊形中內嵌 𝑛 − 1 邊形，若知道外圍諸多三角形的面積，則嘗試推導正 n

邊形的總面積𝑆𝑛。接著給出更精細的定義及條件： 

如圖 8：一個正 n邊形內嵌𝑛 − 1邊形，指定點為 𝑃1，逆時針方向的頂點命名為

 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4,… 𝑃𝑛 , 而𝑛 − 1邊形的頂點從指定點開始逆時針方向依序為 𝑄1, 𝑄2, 𝑄3, 

𝑄4,…𝑄(𝑛−2)。若外圍的三角形面積由指定點 𝑃1 開始，逆時針依序為 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 

𝐴4,…𝐴(𝑛−1)，則正 n邊形的總面積 𝑆𝑛 為多少？ 

 

解決本題前，我們需要求得一個關鍵數值 𝑲𝒏 ，𝐾𝑛 是正 n邊形中相鄰兩邊所形成的

三角形之面積與 𝑆𝑛 的比值，我們先簡化題目，由於四邊形太單純，拿較複雜的五邊形實

驗（如圖 9）： 

∠𝐴𝑂𝐵 = 𝜃 ，𝐴𝑂 = 𝑅 ⇒ ∠𝐴𝐵𝐶 = 180 − 𝜃   且  △ 𝐴𝑂𝐵 =
1

2
𝑅2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 

∵  𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 = 2𝑅 𝑠𝑖𝑛
𝜃

2
 

∴ △ 𝐴𝐵𝐶 =
1

2
(2𝑅 𝑠𝑖𝑛

𝜃

2
)2 𝑠𝑖𝑛(180 − 𝜃) 

𝐾5 =
△ 𝐴𝐵𝐶

5 △ 𝐴𝑂𝐵
 

  =
1

2
(2𝑅 𝑠𝑖𝑛

𝜃

2
)
2
𝑠𝑖𝑛(180−𝜃)

5×
1

2
𝑅2 𝑠𝑖𝑛 𝜃

=
4

5
(𝑠𝑖𝑛

𝜃

2
)
2
 

 

而其中所有會變的符號就只有 n ，也就是邊數，因此 𝑲𝒏 的公式為： 

𝑲𝒏 =
𝟒

𝒏
(𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝒏
)
𝟐
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且由前述定義 𝑆𝑛𝐾𝑛 為正 n邊形由相鄰兩邊圍成之三角形面積，由於給定正 n邊形之邊

數 n之後，𝐾𝑛 即可求出，故原命題我們欲求 𝑺𝒏 等價於求出 𝑺𝒏𝑲𝒏 的值（根） 

 

解決了 𝐾𝑛 的問題，現在開始推導公式：  

雖然四邊形十分容易，但為了看出連貫性，依然推導一次（如圖 10）：  

 

𝑆4𝐾4 × 
𝑃2𝑄1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃3𝑃2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 = 𝐴1⇒ 

𝑃2𝑄1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃3𝑃2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 = 

 𝐴1 

𝑆4𝐾4
 ⇒ 

𝑃3𝑄1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃3𝑃2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 = 
 𝑆4𝐾4−𝐴1

𝑆4𝐾4
 

𝑆4𝐾4 × 
𝑃3𝑄1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃3𝑃2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 ×

𝑃3𝑄2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃3𝑃4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 = 𝐴2⇒ 

𝑃3𝑄2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃3𝑃4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 = 

 𝐴2

𝑆4𝐾4
× 

 𝑆4𝐾4

𝑆4𝐾4−𝐴1
 = 

 𝐴2

𝑆4𝐾4−𝐴1
  

⇒ 
𝑃4𝑄2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃3𝑃4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 = 

𝑆4𝐾4−𝐴1−𝐴2

𝑆4𝐾4−𝐴1
 

𝑆4𝐾4 ×
𝑃4𝑄2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃3𝑃4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 = 𝐴3 ⇒ 𝑆4𝐾4 ×

𝑆4𝐾4−𝐴1−𝐴2

𝑆4𝐾4−𝐴1
 = 𝐴3 

⇒  (𝑺𝟒𝑲𝟒)
𝟐 – (𝑨𝟏 + 𝑨𝟐 + 𝑨𝟑) 𝑺𝟒𝑲𝟒 + 𝑨𝟏𝑨𝟑 = 𝟎 

 

我們不把根寫出來，因為在邊長數目增加的情況下，方程式 (𝑆𝑛𝐾𝑛) 的次數也會增加，

而五次方以上方程式的根並無公式解，故先以方程式表示。 

接下來是正五邊形的推導（如圖 11）：推導過程：仿照四邊形的模式 

𝑆5𝐾5 × 
𝑃2𝑄1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃2𝑃3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 = 𝐴1 ⇒ 

𝑃2𝑄1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃2𝑃3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

 𝐴1 

𝑆5𝐾5
 ⇒ 

𝑃3𝑄1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃2𝑃3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 = 
 𝑆5𝐾5−𝐴1

𝑆5𝐾5
 

𝑆5𝐾5 × 
𝑃3𝑄1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃2𝑃3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
×
𝑃3𝑄2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃3𝑃4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 = 𝐴2 ⇒ 

𝑃4𝑄2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃3𝑃4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 =

𝑆5𝐾5−𝐴1−𝐴2

𝑆5𝐾5−𝐴1
 

𝑆5𝐾5 × (
𝑃4𝑄2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃3𝑃4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
) × (

𝑃4𝑄3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃4𝑃5̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
) = 𝐴3 ⇒ 𝑆5𝐾5 × (

𝑆5𝐾5−𝐴1−𝐴2 

𝑆5𝐾5−𝐴1
) × (

𝑃4𝑄3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃4𝑃5̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
) = 𝐴3 

⇒ 
𝑃5𝑄3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃4𝑃5̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 = 

𝑆5𝐾5(𝑆5𝐾5−𝐴1−𝐴2)−(𝑆5𝐾5−𝐴1)(𝐴3)

𝑆5𝐾5(𝑆5𝐾5−𝐴1−𝐴2)
 

𝑆5𝐾5 × (
𝑃5𝑄3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃4𝑃5̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
)= 𝑆5𝐾5 × (

𝑆5𝐾5(𝑆5𝐾5−𝐴1−𝐴2)−(𝑆5𝐾5−𝐴1)(𝐴3)

𝑆5𝐾5(𝑆5𝐾5−𝐴1−𝐴2)
) = 𝐴4 

⇒ (𝑺𝟓𝑲𝟓)
𝟐 –  (𝑨𝟏 + 𝑨𝟐 + 𝑨𝟑 + 𝑨𝟒) 𝑺𝟓𝑲𝟓 + 𝑨𝟏𝑨𝟑 + 𝑨𝟏𝑨𝟒 + 𝑨𝟐𝑨𝟒 = 0 
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不難發現，其實各個邊的邊長比例形式 （
𝑃2𝑄1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃2𝑃3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 、

𝑃3𝑄2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃3𝑃4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 、

𝑃4𝑄3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃4𝑃5̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 …）中 ，後項與前項似乎存在

特定之關係，我們觀察六邊形的情況以獲取更多資訊推論（如圖 12）。 

 

𝑆6𝐾6 × 
𝑃2𝑄1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃2𝑃3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 = 𝐴1 ⇒ 

𝑃2𝑄1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃2𝑃3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 = 

 𝐴1 

𝑆6𝐾6
 ⇒ 

𝑃3𝑄1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃2𝑃3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 = 
 𝑆6𝐾6−𝐴1

𝑆6𝐾6
 

𝑆6𝐾6 ×
𝑃3𝑄1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃2𝑃3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
× 

𝑃3𝑄2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃3𝑃4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 = 𝐴2  

⇒ 
𝑃4𝑄2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃3𝑃4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 =

𝑆6𝐾6−𝐴1−𝐴2

𝑆6𝐾6−𝐴1
 

𝑆6𝐾6 ×(
𝑃4𝑄2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃3𝑃4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
)(
𝑃4𝑄3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃4𝑃5̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
)= 𝐴3  

⇒ 𝑆6𝐾6 × (
𝑆6𝐾6−𝐴1−𝐴2 

𝑆6𝐾6−𝐴1
) (

𝑃4𝑄3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃4𝑃5̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
) = 𝐴3 ⇒ 

𝑃4𝑄3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃4𝑃5̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

(𝑆6𝐾6−𝐴1)(𝐴3)

𝑆6𝐾6(𝑆6𝐾6−𝐴1−𝐴2)
 

𝑃5𝑄3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃4𝑃5̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 = 

𝑆6𝐾6(𝑆6𝐾6−𝐴1−𝐴2)−(𝑆6𝐾6−𝐴1)(𝐴3)

𝑆6𝐾6(𝑆6𝐾6−𝐴1−𝐴2)
 

𝑆6𝐾6 ×(
𝑃5𝑄3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃4𝑃5̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
)(
𝑃5𝑄4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃5𝑃6̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
) = 𝑆6𝐾6 × (

𝑆6𝐾6(𝑆6𝐾6−𝐴1−𝐴2)−(𝑆6𝐾6−𝐴1)(𝐴3)

𝑆6𝐾6(𝑆6𝐾6−𝐴1−𝐴2)
) (

𝑃5𝑄4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃5𝑃6̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
) = 𝐴4 

⇒
𝑃5𝑄4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑃5𝑃6̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝑆6𝐾6(𝑆6𝐾6 − 𝐴1−𝐴2)(𝐴4)

𝑆6𝐾6[𝑆6𝐾6(𝑆6𝐾6 − 𝐴1−𝐴2) − (𝑆6𝐾6 − 𝐴1)(𝐴3)]
 

(
𝑃6𝑄4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃5𝑃6̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
) = 

 𝑆6𝐾6[𝑆6𝐾6(𝑆6𝐾6−𝐴1−𝐴2)−(𝑆6𝐾6−𝐴1)(𝐴3)]−𝑆6𝐾6(𝑆6𝐾6−𝐴1−𝐴2)𝐴4

𝑆6𝐾6[𝑆6𝐾6(𝑆6𝐾6−𝐴1−𝐴2)−(𝑆6𝐾6−𝐴1)(𝐴3)]
 

𝑆6𝐾6 ×(
𝑃6𝑄4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃5𝑃6̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
) = 𝐴5，令 𝑆6𝐾6 = 𝑥， 

 

則其三次方程式如下： 

 

(𝒙)𝟑 − (𝑨𝟏 + 𝑨𝟐 + 𝑨𝟑+𝑨𝟒 + 𝑨𝟓) (𝒙)
𝟐 + (𝐀𝟏𝐀𝟑 + 𝐀𝟏𝐀𝟒 + 𝐀𝟏𝐀𝟓+𝐀𝟐𝐀𝟒+𝐀𝟐𝐀𝟓+𝐀𝟑𝐀𝟓) (𝒙) − 𝐀𝟏𝐀𝟑𝑨𝟓 = 0 

 

經由觀察，剛剛提到的「後項與前項之關係」可以用數列來表示： 

建立一個新數列 𝒓，其由各個邊長的線段比例所構成： 

 

𝑟1 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 … 𝑟𝑛−2 

𝐴1
𝑆𝑛𝐾𝑛

=
𝑃2𝑄1

𝑃2𝑃3
 

𝑃3𝑄2

𝑃3𝑃4
 

𝑃4𝑄3

𝑃4𝑃5
 

𝑃5𝑄4

𝑃5𝑃6
 

𝑃6𝑄5

𝑃6𝑃7
 
… 𝑃𝑛−1𝑄𝑛−2

𝑃𝑛−1𝑃𝑛
= 1−

𝐴𝑛−1
𝑆𝑛𝐾𝑛

 

 

也就是說，只要知道此數列的最後一項， 

就可以藉由 𝒓𝒏−𝟐 =
𝑷𝒏−𝟏𝑸𝒏−𝟐

𝑷𝒏−𝟏𝑷𝒏
= 𝟏 −

𝑨𝒏−𝟏

𝑺𝒏𝑲𝒏
 這條關係式得出方程式了。 
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而此數列存在遞迴式如下： 

 {
𝒓𝟏 =

 𝑨𝟏

𝑺𝒏𝑲𝒏

𝒓𝒎+𝟏 =
𝑨𝒎+𝟏

𝑺𝒏𝑲𝒏(𝟏−𝒓𝒎)

 

 

由於遞迴式存在倒數，我們分奇項偶項觀察。 

(一) 奇數項的情形： 

𝑟1 =
 𝐴1

𝑆𝑛𝐾𝑛
 , 

𝑟3 =
𝑆𝑛𝐾𝑛𝐴3−𝐴1𝐴3

(𝑆𝑛𝐾𝑛)
2−(𝐴1+𝐴2)𝑆𝑛𝐾𝑛

 , 

𝑟5 =
(𝑆𝑛𝐾𝑛)

2𝐴5 − (𝑆𝑛𝐾𝑛)(𝐴1𝐴5 + 𝐴2𝐴5 + 𝐴3𝐴5) + 𝐴1𝐴3𝐴5
(𝑆𝑛𝐾𝑛)

3 − (𝑆𝑛𝐾𝑛)
2(𝐴1 +⋯+ 𝐴4) + (𝑆𝑛𝐾𝑛)(𝐴1𝐴3 + 𝐴1𝐴4 + 𝐴2𝐴4)

 

𝑟7 =
(𝑆𝑛𝐾𝑛)

3𝐴7 − (𝑆𝑛𝐾𝑛)
2(𝐴1𝐴7 + 𝐴2𝐴7 + 𝐴3𝐴7 + 𝐴4𝐴7 + 𝐴5𝐴7) + 𝑆𝑛𝐾𝑛(𝐴1𝐴3𝐴7 + 𝐴1𝐴4𝐴7 + 𝐴1𝐴5𝐴7 + 𝐴2𝐴4𝐴7 + 𝐴2𝐴5𝐴7 + 𝐴3𝐴5𝐴7) − 𝐴1𝐴3𝐴5𝐴7

(𝑆𝑛𝐾𝑛)4 − (𝑆𝑛𝐾𝑛)3(𝐴1 +⋯+ 𝐴6) + (𝑆𝑛𝐾𝑛)2(𝐴1𝐴3 + 𝐴1𝐴4 + 𝐴1𝐴5 + 𝐴1𝐴6 + 𝐴2𝐴4 + 𝐴2𝐴5 + 𝐴2𝐴6 + 𝐴3𝐴5 + 𝐴3𝐴6 + 𝐴4𝐴6) − 𝑆𝑛𝐾𝑛(𝐴1𝐴3𝐴5 + 𝐴1𝐴3𝐴6 + 𝐴1𝐴4𝐴6 + 𝐴2𝐴4𝐴6)
 

 

發現到 

(𝐴1𝐴3 + 𝐴1𝐴4 + 𝐴2𝐴4) 

(𝐴1𝐴5 + 𝐴2𝐴5 + 𝐴3𝐴5) 

(𝐴1𝐴3𝐴5 + 𝐴1𝐴3𝐴6 + 𝐴1𝐴4𝐴6 + 𝐴2𝐴4𝐴6) 

(𝐴1𝐴3𝐴7 + 𝐴1𝐴4𝐴7 + 𝐴1𝐴5𝐴7 + 𝐴2𝐴4𝐴7 + 𝐴2𝐴5𝐴7 + 𝐴3𝐴5𝐴7) 

 

等不好處理，因此我們引進一個新符號 𝑻𝑷
𝑸 , 𝑷 ≤

𝑸+𝟏

𝟐
， 

而其意義為 𝑨𝟏, 𝑨𝟐…𝑨𝑸中取 P個互不相鄰的項相乘，其所有組合之和， 

舉個例子： 

𝑇2
4 = 𝐴1𝐴3 + 𝐴1𝐴4 + 𝐴2𝐴4， 

𝑇3
6=𝐴1𝐴3𝐴5+𝐴1𝐴3𝐴6 + 𝐴1𝐴4𝐴6 + 𝐴2𝐴4𝐴6 

𝑇4
8=𝐴1𝐴3𝐴5𝐴7+𝐴1𝐴3𝐴5𝐴8 + 𝐴1𝐴3𝐴6𝐴8 + 𝐴1𝐴4𝐴6𝐴8 + 𝐴2𝐴4𝐴6𝐴8 

有了這個符號，可將上述項簡化和遞推： 

𝑟1 =
 𝐴1

𝑆𝑛𝐾𝑛
 , 

𝑟3 =
𝑆𝑛𝐾𝑛𝐴3−𝑇2

3

(𝑆𝑛𝐾𝑛)
2−(𝑇1

2)𝑆𝑛𝐾𝑛
 , 

𝑟5 =
(𝑆𝑛𝐾𝑛)

2𝐴5 − (𝑆𝑛𝐾𝑛)(𝑇2
5 − 𝑇2

4) + 𝑇3
5

(𝑆𝑛𝐾𝑛)
3 − (𝑆𝑛𝐾𝑛)

2(𝑇1
4) + (𝑆𝑛𝐾𝑛)(𝑇2

4)
 

𝑟7 =
(𝑆𝑛𝐾𝑛)

3𝐴7 − (𝑆𝑛𝐾𝑛)
2(𝑇2

7 − 𝑇2
6) + 𝑆𝑛𝐾𝑛(𝑇3

7 − 𝑇3
6) − 𝑇4

7

(𝑆𝑛𝐾𝑛)
4 − (𝑆𝑛𝐾𝑛)

3(𝑇1
6) + (𝑆𝑛𝐾𝑛)

2(𝑇2
6) − 𝑆𝑛𝐾𝑛(𝑇3

6)
 

經由觀察和歸納，我們可以猜出 𝒓𝒎 的表示式可能如下：𝒎 < 𝒏,𝒎 ∈ 𝑵， 
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此時 𝒎 為奇數 

𝑟𝑚 =

(𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+1
2

−1𝐴𝑚 − (𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+1
2

−2(𝑇2
𝑚 − 𝑇2

𝑚−1) + ⋯∓ (𝑆𝑛𝐾𝑛)
1 (𝑇𝑚−1

2

𝑚 − 𝑇𝑚−1
2

𝑚−1) ± 𝑇𝑚+1
2

𝑚

(𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+1
2 − (𝑆𝑛𝐾𝑛)

𝑚+1
2

−1(𝑇1
𝑚−1) + ⋯∓ (𝑆𝑛𝐾𝑛)

2 (𝑇𝑚−3
2

𝑚−1) ± (𝑆𝑛𝐾𝑛)𝑇𝑚−1
2

𝑚−1

 

我們使用數學歸納法證明，因此把 𝑟𝑚+2 的可能形式寫出來 

𝑟𝑚+2 =

(𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+3
2

−1𝐴𝑚+2 − (𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+3
2

−2(𝑇2
𝑚+2 − 𝑇2

𝑚+1) + ⋯± (𝑆𝑛𝐾𝑛)
1 (𝑇𝑚+1

2

𝑚+2 − 𝑇𝑚+1
2

𝑚+1) ∓ 𝑇𝑚+3
2

𝑚+2

(𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+3
2 − (𝑆𝑛𝐾𝑛)

𝑚+3
2

−1(𝑇1
𝑚+1) + ⋯± (𝑆𝑛𝐾𝑛)

2 (𝑇𝑚−1
2

𝑚+1) ∓ (𝑆𝑛𝐾𝑛)𝑇𝑚+1
2

𝑚+1

 

利用遞迴式把奇數項的關係寫出來 

𝑟𝑚+2 =
𝐴𝑚+2 − 𝐴𝑚+2𝑟𝑚

𝑆𝑛𝐾𝑛 − 𝑆𝑛𝐾𝑛𝑟𝑚 − 𝐴2
 

我們只需將 𝑟𝑚+2 的預測值帶入此式子檢驗是否成立就能證明了。 

直接展開如下： 

𝐴𝑚+2 − 𝐴𝑚+2

(𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+1
2

−1𝐴𝑚 − (𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+1
2

−2(𝑇2
𝑚 − 𝑇2

𝑚−1) + ⋯∓ (𝑆𝑛𝐾𝑛)
1 (𝑇𝑚−1

2

𝑚 − 𝑇𝑚−1
2

𝑚−1) ± 𝑇𝑚+1
2

𝑚

(𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+1
2 − (𝑆𝑛𝐾𝑛)

𝑚+1
2

−1(𝑇1
𝑚−1) + ⋯∓ (𝑆𝑛𝐾𝑛)

1 (𝑇𝑚−3
2

𝑚−1) ± (𝑆𝑛𝐾𝑛)𝑇𝑚−1
2

𝑚−1

𝑆𝑛𝐾𝑛 − 𝑆𝑛𝐾𝑛

(𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+1
2

−1𝐴𝑚 − (𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+1
2

−2(𝑇2
𝑚 − 𝑇2

𝑚−1) + ⋯∓ (𝑆𝑛𝐾𝑛)
1 (𝑇𝑚−1

2

𝑚 − 𝑇𝑚−1
2

𝑚−1) ± 𝑇𝑚+1
2

𝑚

(𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+1
2 − (𝑆𝑛𝐾𝑛)

𝑚+1
2

−1(𝑇1
𝑚−1) + ⋯∓ (𝑆𝑛𝐾𝑛)

1 (𝑇𝑚−3
2

𝑚−1) ± (𝑆𝑛𝐾𝑛)𝑇𝑚−1
2

𝑚−1

− 𝐴𝑚+1

 

把分母乘開得： 

 

(𝐴𝑚+2) [(𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+1
2 − (𝑆𝑛𝐾𝑛)

𝑚+1
2

−1(𝑇1
𝑚−1) + ⋯∓ (𝑆𝑛𝐾𝑛)

1 (𝑇𝑚−3
2

𝑚−1) ± (𝑆𝑛𝐾𝑛)𝑇𝑚−1
2

𝑚−1 − ((𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+1
2

−1𝐴𝑚 − (𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+1
2

−2(𝑇2
𝑚 − 𝑇2

𝑚−1) + ⋯∓ (𝑆𝑛𝐾𝑛)
1 (𝑇𝑚−1

2

𝑚 − 𝑇𝑚−1
2

𝑚−1) ± 𝑇𝑚+1
2

𝑚 )]

(𝑆𝑛𝐾𝑛 − 𝐴𝑚+1) [(𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+1
2 − (𝑆𝑛𝐾𝑛)

𝑚+1
2

−1(𝑇1
𝑚−1) + ⋯∓ (𝑆𝑛𝐾𝑛)1 (𝑇𝑚−3

2

𝑚−1) ± (𝑆𝑛𝐾𝑛)𝑇𝑚−1
2

𝑚−1] − (𝑆𝑛𝐾𝑛) [(𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+1
2

−1𝐴𝑚 − (𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+1
2

−2(𝑇2
𝑚 − 𝑇2

𝑚−1) +⋯∓ (𝑆𝑛𝐾𝑛)1 (𝑇𝑚−1
2

𝑚 − 𝑇𝑚−1
2

𝑚−1) ± 𝑇𝑚+1
2

𝑚 ]
 

= 𝑟𝑚+2 =

(𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+3
2

−1𝐴𝑚+2 − (𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+3
2

−2(𝑇2
𝑚+2 − 𝑇2

𝑚+1) + ⋯± (𝑆𝑛𝐾𝑛)
1 (𝑇𝑚+1

2

𝑚+2 − 𝑇𝑚+1
2

𝑚+1) ∓ 𝑇𝑚+3
2

𝑚+2

(𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+3
2 − (𝑆𝑛𝐾𝑛)

𝑚+3
2

−1(𝑇1
𝑚+1) + ⋯± (𝑆𝑛𝐾𝑛)1 (𝑇𝑚−1

2

𝑚+1) ∓ (𝑆𝑛𝐾𝑛)𝑇𝑚+1
2

𝑚+1
 

 

和預測的值一樣，因此奇數項公式證完了。 

𝑟𝑚+2 =

(𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+3
2

−1𝐴𝑚+2 − (𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+3
2

−2(𝑇2
𝑚+2 − 𝑇2

𝑚+1) + ⋯± (𝑆𝑛𝐾𝑛)
1 (𝑇𝑚+1

2

𝑚+2 − 𝑇𝑚+1
2

𝑚+1) ∓ 𝑇𝑚+3
2

𝑚+2

(𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+3
2 − (𝑆𝑛𝐾𝑛)

𝑚+3
2

−1(𝑇1
𝑚+1) + ⋯± (𝑆𝑛𝐾𝑛)

1 (𝑇𝑚−1
2

𝑚+1) ∓ (𝑆𝑛𝐾𝑛)𝑇𝑚+1
2

𝑚+1

 

代入遞迴式 ∶  𝑟𝑚+1 =
𝐴𝑚+1

𝑆𝑛𝐾𝑛(1−𝑟𝑚)
，同理我們求得 

(二) 偶數項的情形： 

𝑟𝑚+1

=

(𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+1
2

−1𝐴𝑚+1 − (𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+1
2

−2(𝑇2
𝑚+1 − 𝑇2

𝑚) + ⋯± (𝑆𝑛𝐾𝑛)
1 (𝑇𝑚−1

2

𝑚+1 − 𝑇𝑚−1
2

𝑚 ) ∓ (𝑇𝑚+1
2

𝑚+1 − 𝑇𝑚+1
2

𝑚 )

(𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+1
2 − (𝑆𝑛𝐾𝑛)

𝑚+1
2

−1(𝑇1
𝑚) + ⋯± (𝑆𝑛𝐾𝑛)

1 (𝑇𝑚−1
2

𝑚 ) ∓ 𝑇𝑚+1
2

𝑚
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   代入最初公式，𝒓𝒏−𝟐 =
𝑷𝒏−𝟐𝑸𝒏−𝟐

𝑷𝒏−𝟏𝑷𝒏
= 𝟏 −

𝑨𝒏−𝟏

𝑺𝒏𝑲𝒏
⇒ 𝟏 − 𝒓𝒏−𝟐 =

𝑨𝒏−𝟏

𝑺𝒏𝑲𝒏
，m代入𝒏 − 𝟑， 

[(𝑺𝒏𝑲𝒏)
𝒏−𝟐
𝟐 − (𝑺𝒏𝑲𝒏)

𝒏−𝟐
𝟐
−𝟏(𝑻𝟏

𝒏−𝟑) + ⋯± (𝑺𝒏𝑲𝒏)
𝟏 (𝑻𝒏−𝟒

𝟐

𝒏−𝟑) ∓ 𝑻𝒏−𝟐
𝟐

𝒏−𝟑] − [(𝑺𝒏𝑲𝒏)
𝒏−𝟐
𝟐
−𝟏𝑨𝒏−𝟐 − (𝑺𝒏𝑲𝒏)

𝒏−𝟐
𝟐
−𝟐(𝑻𝟐

𝒏−𝟐 − 𝑻𝟐
𝒏−𝟑) +⋯± (𝑺𝒏𝑲𝒏)

𝟏 (𝑻𝒏−𝟒
𝟐

𝒏−𝟐 − 𝑻𝒏−𝟒
𝟐

𝒏−𝟑) ∓ (𝑻𝒏−𝟐
𝟐

𝒏−𝟐 − 𝑻𝒏−𝟐
𝟐

𝒏−𝟑)]

(𝑺𝒏𝑲𝒏)
𝒏−𝟐
𝟐 − (𝑺𝒏𝑲𝒏)

𝒏−𝟐
𝟐
−𝟏(𝑻𝟏

𝒏−𝟑) +⋯± (𝑺𝒏𝑲𝒏)𝟏 (𝑻𝒏−𝟒
𝟐

𝒏−𝟑) ∓ 𝑻𝒏−𝟐
𝟐

𝒏−𝟑

=
𝑨𝒏−𝟏
𝑺𝒏𝑲𝒏

 

⇒ (𝑺𝒏𝑲𝒏)
𝒏
𝟐 − (𝑺𝒏𝑲𝒏)

𝒏
𝟐
−𝟏(𝑻𝟏

𝒏−𝟐) + (𝑺𝒏𝑲𝒏)
𝒏
𝟐
−𝟐(𝑻𝟐

𝒏−𝟐) −⋯∓ 𝑺𝒏𝑲𝒏(𝑻𝒏−𝟐
𝟐

𝒏−𝟑) = 𝑨𝒏−𝟏(𝑺𝒏𝑲𝒏)
𝒏−𝟐
𝟐 − (𝑺𝒏𝑲𝒏)

𝒏−𝟐
𝟐
−𝟏(𝑻𝟏

𝒏−𝟏 − 𝑻𝟏
𝒏−𝟐) + (𝑺𝒏𝑲𝒏)

𝒏−𝟐
𝟐
−𝟐(𝑻𝟐

𝒏−𝟏 − 𝑻𝟐
𝒏−𝟐) − ⋯∓ 𝑨𝒏−𝟏(𝑻𝒏−𝟐

𝟐

𝒏−𝟑) 

移項之後我們就得到方程式的形態如下： 

當 n為奇數的情況： 

    (𝑺𝒏𝑲𝒏)
𝒏−𝟏

𝟐 − 𝑻𝟏
𝒏−𝟏(𝑺𝒏𝑲𝒏)

𝒏−𝟑

𝟐 +𝑻𝟐
𝒏−𝟏(𝑺𝒏𝑲𝒏)

𝒏−𝟓

𝟐 − 𝑻𝟑
𝒏−𝟏(𝑺𝒏𝑲𝒏)

𝒏−𝟕

𝟐 …+(−𝟏)
𝒏−𝟏

𝟐 𝑻𝒏−𝟏
𝟐

𝒏  = 0 

當 n為偶數的情況：  

    (𝑺𝒏𝑲𝒏)
𝒏

𝟐 − 𝑻𝟏
𝒏−𝟏(𝑺𝒏𝑲𝒏)

𝒏−𝟐

𝟐 +𝑻𝟐
𝒏−𝟏(𝑺𝒏𝑲𝒏)

𝒏−𝟒

𝟐 − 𝑻𝟑
𝒏−𝟏(𝑺𝒏𝑲𝒏)

𝒏−𝟔

𝟐 …+(−𝟏)
𝒏

𝟐𝑻𝒏
𝟐

𝒏−𝟏 = 0 

※我們可以使用高斯符號將其歸納為以下公式，並將 𝑺𝒏𝑲𝒏 以 𝒙 表示： 

(𝒙)
[
𝒏
𝟐
]
− 𝑻𝟏

𝒏−𝟏(𝒙)
[
𝒏
𝟐
]−𝟏

+𝑻𝟐
𝒏−𝟏(𝒙)

[
𝒏
𝟐
]−𝟏

− 𝑻𝟑
𝒏−𝟏(𝒙)

[
𝒏
𝟐
]−𝟑
…+(−𝟏)[

𝒏

𝟐
]
𝑻
[
𝒏
𝟐
]

𝒏−𝟏 = 0 

由於上面的高次方程式結構相當複雜，為了再度驗證上面這個方程式的正確性，我們以

GeoGebra 程式進行繪圖，證明其在正七邊形（如圖 13）與正八邊形（如圖 14）的例子

下亦可以成立。 

正七邊形： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐴1 𝐴2 𝐴3 𝐴4 𝐴5 

0.8 0.32 0.45 0.34 0.27 

𝐴6 S S 的第一根 S 的第二根 S 的第三根 

1.08 11.27 1.06 8.23 11.27 

 

如圖 13 及上表，在正七邊形的方程式為（𝑆7𝐾7）的 3次方程式（𝑺𝟕 = 

𝐴1+𝐴2+𝐴3+𝐴4+𝐴5+𝐴6+ S），以GeoGebra 程式運算出來的根（S）有三個值，其中最大的

正實根（S的第三根），為滿足給定已知面積 𝐴1、𝐴2、𝐴3、𝐴4、𝐴5、𝐴6 的正七邊形

（內嵌六邊形構形）的面積 S。 
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正八邊形： 

 
 

𝐴1 𝐴2 𝐴3 𝐴4 𝐴5 𝐴6 

1.01 0.24 0.48 1.58 0.66 0.84 

𝐴7 S S 的第一根 S 的第二根 S 的第三根 S 的第四根 

1.43 37.22 -5.32 9.44 18.79 37.22 

 

    如圖 14 及上表，在正八邊形的方程式為（𝑆8𝐾8）的 4次方程式（𝑺𝟖 = 

𝐴1+𝐴2+𝐴3+𝐴4+𝐴5+𝐴6+𝐴7+ S），以GeoGebra 程式運算出來的根（S）有四個值，其中最

大的正實根（S的第四根），為滿足給定已知面積 𝐴1、𝐴2、𝐴3、𝐴4、𝐴5、𝐴6、𝐴7 的正

八邊形（內嵌七邊形構形）的面積 S。 

    然而知道方程式後，我們只知道它是其中的根，但不知道它是哪個根，因此透過這

個結論無法知道 𝒙 是多少，我們會在『討論（Discussion）段落』來探討它是哪個根。 

 

四、嘗試探討更一般化的圓內接 n邊形 

命題：一圓內接 n邊形，若各點、面積接續前部分正多邊形的命名法則，自指定點

逆時針的「邊長比」依序為 𝑳𝟏 ∶ 𝑳𝟐 ∶ 𝑳𝟑 ∶ 𝑳𝟒… ∶ 𝑳𝒏，此圓內接 n邊形的總面積 𝑺𝒏 

為多少？ 

我們會運用餘弦定理、正弦定理來破題 

(一) 先探討較單純的圓內接四邊形情況：  

若四邊形外圍三角形的面積分別為 𝐴1、𝐴2、𝐴3（如圖 15）， 

且各邊長分別為 𝐿1𝑡、𝐿2𝑡、𝐿3𝑡、𝐿4𝑡 ，則 △ 𝑃1𝑄1𝑄2 的面積 𝑆 為多少？  

〔註〕𝐴1、𝐴2、𝐴3 為已知；𝐿1、𝐿2、𝐿3、𝐿4 為已知，然而「t 為未知」。待求

滿足結構條件的四邊形 𝑃1𝑃2𝑃3𝑃4 以及 △ 𝑃1𝑄1𝑄2 之面積。 

解：雖然在非正多邊形的情況下 𝐾𝑛 不是定值，但我們還是能使用 𝐾𝑛 的概念

進行解題。 
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    令包含 𝐴𝑖 的三角形與總面積 𝑆4 的比值為 𝐾𝑖 ，其中𝑖為介於1至𝑛 − 1的

正整數，透過三角函數基本定理 𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 𝑠𝑖𝑛(𝜋 − 𝜃) ， 

△ 𝑃1𝑃2𝑃3 = 
1

2
 𝐿1𝐿2𝑡

2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 即能推斷兩相對三角形之面積比為邊長乘積比，即 

△ 𝑃1𝑃2𝑃3 ∶ △ 𝑃1𝑃4𝑃3 = 𝐿1𝐿2 ∶ 𝐿3𝐿4；△ 𝑃2𝑃1𝑃4 ∶ △ 𝑃2𝑃3𝑃4 = 𝐿1𝐿4 ∶ 𝐿2𝐿3， 

因此 𝑲𝒊 就求出來了： 

    𝑲𝟏 = 
𝑳𝟏𝑳𝟐

𝑳𝟏𝑳𝟐+𝑳𝟑𝑳𝟒
 、𝑲𝟐 =

𝑳𝟐𝑳𝟑

𝑳𝟐𝑳𝟑+𝑳𝟏𝑳𝟒
 、𝑲𝟑 =

𝑳𝟑𝑳𝟒

𝑳𝟏𝑳𝟐+𝑳𝟑𝑳𝟒
   

再根據我們之前的作法 : 

𝑆4𝐾1 × 
𝑃2𝑄1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃2𝑃3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 = 𝐴1  

⇒  
𝑃2𝑄1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃2𝑃3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
  = 

 𝐴1 

𝑆4𝐾1
  ⇒ 

𝑃3𝑄1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃2𝑃3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
  = 

 𝑆4𝐾1−𝐴1

𝑆4𝐾1
 

𝑆4𝐾2 ×
𝑃3𝑄1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃2𝑃3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
× 

𝑃3𝑄2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃3𝑃4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 = 𝐴2  

⇒  
𝑃3𝑄2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃3𝑃4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 =

𝐴2

𝑆4𝐾2
×

𝑆4𝐾1 

𝑆4𝐾1−𝐴1
 

⇒ 
𝑃4𝑄2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃3𝑃4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
= 1 −

𝐴2𝐾1

𝐾2(𝑆4𝐾1−𝐴1)
=

(𝑆4𝐾1−𝐴1)𝐾2−𝐴2𝐾1

(𝑆4𝐾1−𝐴1)𝐾2
 

𝑆4𝐾3 ×
𝑃4𝑄2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃3𝑃4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 = 𝐴3 ⇒  

𝐾2(𝑆4𝐾1−𝐴1)−𝐴2𝐾1

𝐾2(𝑆4𝐾1−𝐴1)
 = 

𝐴3

𝑆4𝐾3
 

⇒ 𝑆4𝐾3𝐾2(𝑆4𝐾1 − 𝐴1) − 𝑆4𝐾3𝐴2𝐾1 = 𝐴3𝐾2(𝑆4𝐾1 − 𝐴1) 

⇒ 𝑲𝟏𝑲𝟐𝑲𝟑(𝑺𝟒)
𝟐 − (𝑲𝟐𝑲𝟑𝑨𝟏 +𝑲𝟏𝑲𝟑𝑨𝟐 +𝑲𝟏𝑲𝟐𝑨𝟑) 𝑺𝟒 + 𝑲𝟐𝑨𝟏𝑨𝟑 = 0 

 

我們可以發現，此方程式的形態與前述正四邊形的方程式形態十分類似 （參

第 7頁），只不過在正四邊形的特例中，𝐾1 = 𝐾2 = 𝐾3 = 𝐾4 =
1

2
 ，並且我們使用

相同的解題程序 （使用 𝐾𝑖 的概念，並以面積比例迭代法轉換成方程式以求其根）

得到了這樣一條式子。 

    在圓內接四邊形的情況，若四個邊長均為「已知」，則因為存在「婆羅摩笈

多公式」，故我們可以輕易解得圓內接四邊形 𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟑𝑷𝟒  之面積，再由其減去 

(𝑨𝟏 + 𝑨𝟐 + 𝑨𝟑) 即可求出中間 S 的面積，故本命題變為過度簡單而沒有解決意

義 ，因此我們假設在圓內接四邊形的情況，僅已知「四個邊長的相對比例為 𝑳𝟏 ∶

𝑳𝟐 ∶ 𝑳𝟑 ∶ 𝑳𝟒」，而不知其明確之數值，也就是允許此四邊形可以在邊長比例固定

的情況放大和縮小，於此條件下來探討初始問題。 

    我們假設四邊形 𝑃1𝑃2𝑃3𝑃4 的邊長分別為 𝐿1𝑡、𝐿2𝑡、𝐿3𝑡、𝐿4𝑡  （如圖 15） ，

其中 𝐿1、𝐿2、𝐿3、𝐿4 為已知，但是 t 未知，而外圍三角形面積仍為 𝐴1、𝐴2、

𝐴3，求 △ 𝑃1𝑄1𝑄2 的面積 𝑆。 
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由於 𝐾1 = 
𝐿1𝐿2

𝐿1𝐿2+𝐿3𝐿4
 、𝐾2 =

𝐿2𝐿3

𝐿2𝐿3+𝐿1𝐿4
 、𝐾3 =

𝐿3𝐿4

𝐿1𝐿2+𝐿3𝐿4
  ，故 𝐾1、𝐾2、𝐾3 

均為已知，且 𝐴1、𝐴2、𝐴3 亦為已知，因此我們仿照正四邊形的解法，可以

解得 𝑺𝟒： 

    𝐾1𝐾2𝐾3(𝑺𝟒)
2 − (𝐾2𝐾3𝐴1 + 𝐾1𝐾3𝐴2 + 𝐾1𝐾2𝐴3) 𝑺𝟒 + 𝐾2𝐴1𝐴3 = 0 

    然而知道方程式後，我們只知道它是其中的根，但不知道它是哪個根，因

此透過這個結論無法知道 𝑺𝟒 是多少，我們會在『討論（Discussion）段落』

來探討它是哪個根。 

(二) 在圓內接五邊形的情況： 

在圓內接五邊形的情況，由於目前沒有已知由邊長

推得五邊形面積的公式解，考量到我本身的能力，在

現階段恐怕也沒辦法解決這個當代數學的未解之

謎，因此我打算先探討「已知」此五邊形「指定點的

頂角 𝜽」以及「五邊的邊長比（亦即已知 𝑳𝟏 ∶ 𝑳𝟐 ∶ 𝑳𝟑 ∶

𝑳𝟒 ∶ 𝑳𝟓）」這個單純化的情況 ；這對應前面「圓內接

正多邊形」的情況，也就是「已知多邊形邊長的比例條件（對應於在正多邊形

的各邊長比例皆為 1）」加上「已知其中一個多邊形的頂角角度 [對應於在正多

邊形的頂角皆為（𝝅 −
𝟐𝝅

𝒏
）」 ，我們來探討中間所內嵌的四邊形面積 𝑺 ，以及此

圓內接五邊形的總面積 𝑺𝟓。 

[註：𝑆5 = 𝑆 + 𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4 ] 

在圓內接五邊形的 𝑆5 以及 𝐾1, 𝐾2, 𝐾3, 𝐾4 解法如下： 

令五邊長分別為 𝑳𝟏𝒕、𝑳𝟐𝒕、𝑳𝟑𝒕、𝑳𝟒𝒕、𝑳𝟓𝒕（如圖 16） 

            我們假設半徑為 R，𝑷𝟐𝑷𝟓 = 𝒙： 

             

            看 ∆𝑷𝟐𝑷𝟏𝑷𝟓，據餘弦定理可以得到 𝒙 之關係式： 

𝒙𝟐 = (𝑳𝟏𝒕)
𝟐 + (𝑳𝟓𝒕)

𝟐 − 𝟐(𝑳𝟏𝒕)(𝑳𝟓𝒕) 𝒄𝒐𝒔 𝜽 = 𝒕
𝟐(𝑳𝟏

𝟐 + 𝑳𝟓
𝟐 − 𝟐𝑳𝟏𝑳𝟓 𝒄𝒐𝒔𝜽) 

 

再利用正弦定理即得：  

𝟒𝑹𝟐 =
𝒙𝟐

(𝒔𝒊𝒏𝜽)𝟐
⇒ 𝑹𝟐 =

(𝑳𝟏𝒕)
𝟐 + (𝑳𝟓𝒕)

𝟐 − 𝟐(𝑳𝟏𝒕)(𝑳𝟓𝒕) 𝒄𝒐𝒔 𝜽

𝟒(𝒔𝒊𝒏𝜽)𝟐
 

⇒ 𝑹 =
𝒕

𝟐 𝒔𝒊𝒏𝜽
× √𝑳𝟏

𝟐 + 𝑳𝟓
𝟐 − 𝟐𝑳𝟏𝑳𝟓 𝒄𝒐𝒔𝜽 

 

如圖 17 ，設 ∠𝑷𝟒𝑶𝑷𝟓 = 𝜽𝟒、∠𝑷𝟓𝑶𝑷𝟏 = 𝜽𝟓 ，因為已經求出 R ，因此我們可以透

過餘弦定理知道 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝟒 與 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝟓 的值： 

𝒄𝒐𝒔𝜽𝟒 =
𝟐𝑹𝟐−(𝑳𝟒𝒕)

𝟐

𝟐𝑹𝟐
，𝒄𝒐𝒔𝜽𝟓 =

𝟐𝑹𝟐−(𝑳𝟓𝒕)
𝟐

𝟐𝑹𝟐
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我們欲求 𝑲𝟒，必須知道 △𝑷𝟏𝑷𝟒𝑷𝟓 的面積和整個圓內接五邊形的面積 𝑺𝟓。  

1. △ 𝑷𝟏𝑷𝟒𝑷𝟓的面積： 

關鍵在於求出 ∠𝑷𝟏𝑷𝟓𝑷𝟒的 sin值，又 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝟒 、𝒄𝒐𝒔𝜽𝟓 均已求得，可以藉由和

角公式和倍角公式求出： 

∠𝑷𝟏𝑷𝟑𝑷𝟒 = 𝝅 − ∠𝑷𝟏𝑷𝟓𝑷𝟒 =
𝟏

𝟐
(𝜽𝟒 + 𝜽𝟓) 

⇒ ∠𝑷𝟏𝑷𝟓𝑷𝟒 = 𝝅 −
𝟏

𝟐
(𝜽𝟒 + 𝜽𝟓) 

𝒔𝒊𝒏∠𝑷𝟏𝑷𝟓𝑷𝟒 = 𝒔𝒊𝒏(𝝅 −
𝟏

𝟐
(𝜽𝟒 + 𝜽𝟓)) = 𝒔𝒊𝒏

𝟏

𝟐
(𝜽𝟒 + 𝜽𝟓)

= √
𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝜽𝟒 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝟓 + 𝒔𝒊𝒏𝜽𝟒 𝒔𝒊𝒏𝜽𝟓

𝟐
 

因此 △ 𝑷𝟏𝑷𝟒𝑷𝟓 =
𝟏

𝟐
𝒕𝟐𝑳𝟒𝑳𝟓 𝒔𝒊𝒏 ∠𝑷𝟏𝑷𝟓𝑷𝟒 =

𝟏

𝟐
𝒕𝟐𝑳𝟒𝑳𝟓√

𝟏−𝒄𝒐𝒔 𝜽𝟒 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝟓+𝒔𝒊𝒏 𝜽𝟒 𝒔𝒊𝒏 𝜽𝟓

𝟐
 

我們將其歸納（如圖 17）： 

 

當 𝒂 為 1, 2, 3 時： 

△𝑷𝒂𝑷𝒂+𝟏𝑷𝒂+𝟐 =
𝟏

𝟐
𝒕𝟐𝑳𝒂𝑳𝒂+𝟏 × √

𝟏 − 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝒂+𝟏 + 𝒔𝒊𝒏 𝜽𝒂 𝒔𝒊𝒏 𝜽𝒂+𝟏

𝟐
 

 

並且： 

△𝑷𝟒𝑷𝟓𝑷𝟏 =
𝟏

𝟐
𝒕𝟐𝑳𝟒𝑳𝟓 ×√

𝟏 − 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝟒 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝟓 + 𝒔𝒊𝒏 𝜽𝟒 𝒔𝒊𝒏 𝜽𝟓

𝟐
 

 

2. 圓內接五邊形總面積 𝑺𝟓： 

由前面已知： 

𝑹𝟐 = 𝒕𝟐 × [
(𝑳𝟏)

𝟐 + (𝑳𝟓)
𝟐 − 𝟐(𝑳𝟏)(𝑳𝟓) 𝒄𝒐𝒔 𝜽

𝟒(𝒔𝒊𝒏𝜽)𝟐
] 

又 𝑳𝟏、𝑳𝟓、𝜽 皆為已知，故令 

故令 𝒛 = [
(𝑳𝟏)

𝟐 + (𝑳𝟓)
𝟐 − 𝟐(𝑳𝟏)(𝑳𝟓) 𝒄𝒐𝒔 𝜽

𝟒(𝒔𝒊𝒏𝜽)𝟐
] 

可知 z 亦為已知之數（可藉由上式求得），且 𝑹𝟐 = 𝒕𝟐 × 𝒛 

總面積 𝑆5  可以藉由各個以圓心為頂點的三角形面積之和（即 𝑱𝟏 + 𝑱𝟐 + 𝑱𝟑 +

𝑱𝟒 + 𝑱𝟓）而得到（如圖 18）。 
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而每一個以圓心為頂點的三角形面積 𝑱𝒊（i 為 1、2、3、4、5）如下： 

𝑱𝒊 =
𝟏

𝟐
𝑹𝟐 𝒔𝒊𝒏𝜽𝒊 =

𝟏

𝟐
(𝒕𝟐𝒛) 𝒔𝒊𝒏𝜽𝒊 =

𝒛

𝟐
(𝒕𝟐) 𝒔𝒊𝒏𝜽𝒊

=
𝒛

𝟐
(𝒕𝟐)√𝟏 − (𝒄𝒐𝒔𝜽𝒊)

𝟐

=
𝒛

𝟐
(𝒕𝟐)√

𝑳𝒊
𝟐(𝟒𝒛 − 𝑳𝒊

𝟐)

𝟒𝒛𝟐

=
𝟏

𝟒
× 𝒕𝟐 × √𝑳𝒊

𝟐(𝟒𝒛 − 𝑳𝒊
𝟐) 

故 𝑺𝟓 = ∑
𝟏

𝟒
× 𝒕𝟐 × √𝑳𝒊𝟐(𝟒𝒛 − 𝑳𝒊

𝟐)
𝟓
𝒊=𝟏  

又 𝒄𝒐𝒔𝜽𝒊 = 𝟏 −
(𝑳𝒊𝒕)

𝟐

𝟐𝑹𝟐
= 𝟏 −

(𝑳𝒊𝒕)
𝟐

𝟐𝒕𝟐𝒛
= 𝟏 −

𝑳𝒊
𝟐

𝟐𝒛
 

 ⇒ 𝒔𝒊𝒏𝜽𝒊 = √𝟏 − (𝒄𝒐𝒔𝜽𝒊)𝟐 = √
𝑳𝒊
𝟐(𝟒𝒛 − 𝑳𝒊

𝟐)

𝟒𝒛𝟐
 

故知所有的 𝐬𝐢𝐧𝜽𝒊、𝐜𝐨𝐬 𝜽𝒊 皆為已知之數 

3. 圓內接五邊形 𝑲𝒂 之公式：我們剛好可以消掉上下兩式的 𝒕
𝟐 

 

當 𝒂 為 1, 2, 3 時： 

𝐾𝑎 =
△ 𝑃𝑎𝑃𝑎+1𝑃𝑎+2

𝑆5
=
𝑳𝒂𝑳𝒂+𝟏 ×√𝟏 − 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝒂+𝟏 + 𝒔𝒊𝒏 𝜽𝒂 𝒔𝒊𝒏 𝜽𝒂+𝟏

∑
𝟏

√𝟐
× √𝑳𝒊

𝟐(𝟒𝒛 − 𝑳𝒊
𝟐)𝟓

𝒊=𝟏

 

 

並且： 

𝐾4 =
△ 𝑃4𝑃5𝑃1

𝑆5
=
𝑳𝟒𝑳𝟓 × √𝟏 − 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝟒 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝟓 + 𝒔𝒊𝒏 𝜽𝟒 𝒔𝒊𝒏 𝜽𝟓

∑
𝟏

√𝟐
× √𝑳𝒊

𝟐(𝟒𝒛 − 𝑳𝒊
𝟐)𝟓

𝒊=𝟏

 

故知 𝑲𝟏、𝑲𝟐、𝑲𝟑、𝑲𝟒 皆可求得（為已知數） 

有了 𝐾𝑎 之公式之後，即可算出圓內接五邊形之總面積 𝑆5，仿照之前正五

邊形的方法（如圖 19）： 

 

𝑆5𝐾1 × 
𝑃2𝑄1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃2𝑃3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 = 𝐴1 ⇒ 

𝑃2𝑄1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃2𝑃3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 = 

 𝐴1 

𝑆5𝐾1
 ⇒  

𝑃3𝑄1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃2𝑃3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
  = 

 𝑆5𝐾1−𝐴1

𝑆5𝐾1
 

𝑆5𝐾2 × 
𝑃3𝑄1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃2𝑃3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
× 

𝑃3𝑄2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃3𝑃4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 = 𝐴2  
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⇒ 
𝑃4𝑄2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃3𝑃4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 = 

(𝑆5𝐾1−𝐴1)𝐾2−𝐴2𝐾1

(𝑆5𝐾1−𝐴1)𝐾2
 

𝑆5𝐾3 × (
𝑃4𝑄2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃3𝑃4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
)(
𝑃4𝑄3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃4𝑃5̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
) = 𝐴3 ⇒ 𝑆5𝐾3 × (

(𝑆5𝐾1−𝐴1)𝐾2−𝐴2𝐾1 

(𝑆5𝐾1−𝐴1)𝐾2
) (

𝑃4𝑄3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃4𝑃5̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
) = 𝐴3 

⇒ 
𝑃5𝑄3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃4𝑃5̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
  = 

𝑆5𝐾3(𝑆5𝐾1𝐾2−𝐴1𝐾2−𝐴2𝐾1)−𝐴3𝐾2(𝑆5𝐾1−𝐴1)

𝑆5𝐾3(𝑆5𝐾1𝐾2−𝐴1𝐾2−𝐴2𝐾1)
 

𝑆5𝐾4 × (
𝑃5𝑄3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑃4𝑃5̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
) = 𝑆5𝐾4 × 

𝑆5𝐾3(𝑆5𝐾1𝐾2−𝐴1𝐾2−𝐴2𝐾1)−𝐴3𝐾2(𝑆5𝐾1−𝐴1)

𝑆5𝐾3(𝑆5𝐾1𝐾2−𝐴1𝐾2−𝐴2𝐾1)
 = 𝐴4 

𝐾1𝐾2𝐾3𝐾4(𝑆5)
2–(𝐾2𝐾3𝐾4𝐴1 + 𝐾1𝐾3𝐾4𝐴2 + 𝐾1𝐾2𝐾4𝐴3+𝐾1𝐾2𝐾3𝐴4) 𝑆5 

+ (𝐾2𝐾4𝐴1𝐴3 + 𝐾2𝐾3𝐴1𝐴4 + 𝐾1𝐾3𝐴2𝐴4) = 0 

 

我們發現，此方程式的形態與前述正五邊形的方程式形態十分類似（參第 7

頁）， 

註：正五邊形的方程式如下： 

(𝑆5𝐾5)
2– (𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4) 𝑆5𝐾5 + (𝐴1𝐴3 + 𝐴1𝐴4 + 𝐴2𝐴4) = 0 

只不過在正五邊形的特例中，𝐾1 = 𝐾2 = 𝐾3 = 𝐾4 = 𝐾5 =
4

5
(𝑠𝑖𝑛 36𝑜)2 ，並且我

們使用相同的解題程序（使用𝐾𝑎的觀念，並以面積比例迭代法轉換成方程式

以求其根），而這個解題程序套用在更多邊數的圓內接多邊形亦可適用。 

 

摘要如下： 

(1) 求 n邊形的外接圓半徑 R，其一般式為： 

𝑹𝟐 =
(𝑳𝟏𝒕)

𝟐 + (𝑳𝒏𝒕)
𝟐 − 𝟐(𝑳𝟏𝒕)(𝑳𝒏𝒕) 𝒄𝒐𝒔 𝜽

𝟒(𝒔𝒊𝒏𝜽)𝟐
 

〔註：𝜃 為「指定點的頂角」，𝐿1、𝐿2、. . .、𝐿𝑛 為已知，t 為未知〕 

令 𝒛 =
(𝑳𝟏)

𝟐+(𝑳𝒏)
𝟐−𝟐(𝑳𝟏)(𝑳𝒏) 𝒄𝒐𝒔𝜽

𝟒(𝒔𝒊𝒏𝜽)𝟐
，則 z可求出，且 𝑹𝟐 = 𝒛𝒕𝟐 

 

(2) 求各個由 n邊形相鄰兩邊所圍成的三角形面積，其一般式為： 

當 𝟏 ≤ 𝒂 ≤ (𝒏 − 𝟐) 時： 

△𝑷𝒂𝑷𝒂+𝟏𝑷𝒂+𝟐 =
𝟏

𝟐
𝒕𝟐𝑳𝒂𝑳𝒂+𝟏 × √

𝟏−𝒄𝒐𝒔 𝜽𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝒂+𝟏+𝒔𝒊𝒏 𝜽𝒂 𝒔𝒊𝒏 𝜽𝒂+𝟏

𝟐
 

 並且 

△𝑷𝒏−𝟏𝑷𝒏𝑷𝟏 =
𝟏

𝟐
𝒕𝟐𝑳𝒏−𝟏𝑳𝒏 × √

𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝜽𝒏−𝟏 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝒏 + 𝒔𝒊𝒏𝜽𝒏−𝟏 𝒔𝒊𝒏𝜽𝒏
𝟐

 

 

(3) 求圓內接 n邊形的總面積 𝑺𝒏 ，使用的方法為「加總各個以圓心為頂點

的三角形面積」其一般式為： 

（即 𝑱𝟏 + 𝑱𝟐 + 𝑱𝟑 +⋯…+ 𝑱𝒏） 
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𝑱𝒊 =
𝒕𝟐

𝟒
×√𝑳𝒊

𝟐(𝟒𝒛 − 𝑳𝒊
𝟐) ，故 𝑺𝒏 = ∑

𝒕𝟐

𝟒
×√𝑳𝒊

𝟐(𝟒𝒛 − 𝑳𝒊
𝟐)𝒏

𝒊=𝟏  

 

 (4) 求出所有的 𝐜𝐨𝐬 𝜽𝒊、 𝐬𝐢𝐧𝜽𝒊，其一般式為： 

𝒄𝒐𝒔 𝜽𝒊 = 𝟏 −
𝑳𝒊
𝟐

𝟐𝒛
 

𝒔𝒊𝒏𝜽𝒊 = √
𝑳𝒊
𝟐(𝟒𝒛 − 𝑳𝒊

𝟐)

𝟒𝒛𝟐
 

 

 (5) 求出所有的 𝑲𝒂，其一般式為： 

當 𝒂 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … , 𝒏 − 𝟐 時： 

𝐾𝑎 =
△ 𝑃𝑎𝑃𝑎+1𝑃𝑎+2

𝑆𝑛
=
𝑳𝒂𝑳𝒂+𝟏 ×√𝟏 − 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝒂+𝟏 + 𝒔𝒊𝒏 𝜽𝒂 𝒔𝒊𝒏 𝜽𝒂+𝟏

∑
𝟏

√𝟐
× √𝑳𝒊

𝟐(𝟒𝒛 − 𝑳𝒊
𝟐)𝒏

𝒊=𝟏

 

 並且  

𝐾𝑛−1 =
△ 𝑃𝑛−1𝑃𝑛𝑃1

𝑆𝑛
=
𝑳𝒏−𝟏𝑳𝒏 × √𝟏 − 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝒏−𝟏 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝒏 + 𝒔𝒊𝒏 𝜽𝒏−𝟏 𝒔𝒊𝒏 𝜽𝒏

∑
𝟏

√𝟐
× √𝑳𝒊

𝟐(𝟒𝒛 − 𝑳𝒊
𝟐)𝒏

𝒊=𝟏

 

 

 (6) 以「面積比例迭代法轉換成方程式」以求其根： 

若此高次方程式存在實數根，則可找到「唯一一個」符合我們設定之

圓內接 n邊形，且內嵌 n-1 邊形，以符合外圍諸多三角形面積為給定

之面積（𝐴1、𝐴2、𝐴3、. . . 𝐴𝑛−1）。若此高次方程式存在多個實數

根；則「最大的實數根」為符合條件設定之圓內接 n邊形；而其餘存

在的實根，皆為「變形 n邊形」的情況。 

 

        (三) 圓內接 n邊形公式的推導 

            我使用與先前類似的𝑅𝑛概念，進行推導運算。而其有著遞迴規律如下： 

                      

{
 

 𝑅1 =
𝐴1
𝑆𝑛𝐾1

𝑅𝑚+1 =
𝐴𝑚+1

𝑆𝑛𝐾𝑚+1(1 − 𝑅𝑚)

 

            一樣列出幾項以便觀察及歸納 

𝑅1 =
 𝐴1

𝑆𝑛𝐾1
 , 

𝑅3 =
𝑆𝑛𝐾1𝐾2𝐴3−𝐴1𝐾2𝐴3

𝐾1𝐾2𝐾3𝑆𝑛
2−(𝐴1𝐾2𝐾3+𝐴2𝐾1𝐾3)𝑆𝑛

 , 
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𝑅5 =
𝐾1𝐾2𝐾3𝐾4(𝑆𝑛)

2𝐴5 − (𝑆𝑛)(𝐾2𝐾3𝐾4𝐴1𝐴5 + 𝐾1𝐾3𝐾4𝐴2𝐴5 +𝐾1𝐾2𝐾4𝐴3𝐴5) + 𝐾2𝐾4𝐴1𝐴3𝐴5
𝐾1𝐾2𝐾3𝐾4𝐾5(𝑆𝑛)

3 − (𝑆𝑛)
2(𝐾2𝐾3𝐾4𝐾5𝐴1 +⋯+𝐾1𝐾2𝐾3𝐾5𝐴4) + (𝑆𝑛)(𝐾2𝐾4𝐾5𝐴1𝐴3 + 𝐾2𝐾3𝐾5𝐴1𝐴4 +𝐾1𝐾3𝐾5𝐴2𝐴4)

 

    相同的，我依然發現許多不好運算的項，故仿前述創建一個新符號 𝑼𝒏𝒒
𝒑，

其所代表的意義為，自 
𝐴1

𝐾1
 到 

𝐴𝑃

𝐾𝑃
 中任取 𝑞 個互不相鄰的項相乘後，再乘上

∏ 𝐾𝑖
𝑛
𝑖=1 ，最後取其所有組合之和，例如： 

𝑈63
5 = 𝐾2𝐾4𝐾6𝐴1𝐴3𝐴5 

𝑈31
2 = 𝐴1𝐾2𝐾3 + 𝐾1𝐴2𝐾3 

                      𝑈52
4 = 𝐾2𝐾4𝐾5𝐴1𝐴3 + 𝐾2𝐾3𝐾5𝐴1𝐴4 + 𝐾1𝐾3𝐾5𝐴2𝐴4 

將其簡化為以下： 

𝑅1 =
 𝐴1

𝑆𝑛𝐾1
 , 

𝑅3 =
𝑆𝑛𝐾1𝐾2𝐴3−𝑈32

3

𝐾1𝐾2𝐾3(𝑆𝑛)
2−(𝑈31

2)𝑆𝑛𝐾𝑛
 , 

𝑅5 =
𝐾1𝐾2𝐾3𝐾4(𝑆𝑛)

2𝐴5 − (𝑆𝑛)(𝑈52
5 − 𝑈52

4) + 𝑈53
5

𝐾1𝐾2𝐾3𝐾4𝐾5(𝑆𝑛)
3 − (𝑆𝑛)

2(𝑈51
4) + (𝑆𝑛)(𝑈52

4)
 

 

    經由觀察和歸納，我們可以猜出 𝑹𝒎 的表示式可能如下： 

𝒎 < 𝒏,𝒎 ∈ 𝑵，此時 𝒎 為奇數 

𝑹𝒎 =

(𝑈𝑚1
𝑚 −𝑈𝑚1

𝑚−1)(𝑆𝑛)
𝑚+1
2 −1 − (𝑈𝑚2

𝑚 − 𝑈𝑚2
𝑚−1)(𝑆𝑛)

𝑚+1
2 −3 +⋯∓ (𝑈𝑚𝑚−1

2

𝑚 −𝑈𝑚𝑚−1
2

𝑚−1) (𝑆𝑛)
1 ±𝑈𝑚𝑚+1

2

𝑚

𝑈𝑚0
𝑚(𝑆𝑛)

𝑚+1
2 − 𝑈𝑚1

𝑚−1(𝑆𝑛)
𝑚+1
2 −1 +⋯∓ 𝑈𝑚𝑚−3

2

𝑚−1(𝑆𝑛)
2 ±𝑈𝑚𝑚−1

2

𝑚−1(𝑆𝑛)
1

 

類似的，我們可以猜測出 𝑹𝒎+𝟐的型態，進而使用數學歸納法證明 

𝑹𝒎+𝟐 =

(𝑈𝑚+21
𝑚+2 −𝑈𝑚+21

𝑚+1)(𝑆𝑛)
𝑚+3
2 −1 − (𝑈𝑚+22

𝑚+2 − 𝑈𝑚+22
𝑚+1)(𝑆𝑛)

𝑚+3
2 −3 +⋯∓ (𝑈𝑚+2𝑚−1

2

𝑚+2 −𝑈𝑚+2𝑚−1
2

𝑚+1) (𝑆𝑛)
1 ±𝑈𝑚+2𝑚+1

2

𝑚+2

𝑈𝑚+20
𝑚+2(𝑆𝑛)

𝑚+3
2 −𝑈𝑚+21

𝑚+1(𝑆𝑛)
𝑚+3
2 −1 +⋯∓𝑈𝑚+2𝑚−1

2

𝑚+1(𝑆𝑛)
2 ±𝑈𝑚+2𝑚+1

2

𝑚+1(𝑆𝑛)
1

 

並且有著以下關係式： 

𝑹𝒎+𝟐 =
𝑲𝒎+𝟏𝑨𝒎+𝟐(𝟏 − 𝑹𝒎)

𝑺𝒏𝑲𝒎+𝟐𝑲𝒎+𝟏(𝟏 − 𝑹𝒎) − 𝑲𝒎+𝟐𝑨𝒎+𝟏
 

直接帶入檢驗： 

𝑹𝒎+𝟐 =

𝑲𝒎+𝟏𝑨𝒎+𝟐(𝟏 −
(𝑈𝑚1

𝑚 −𝑈𝑚1
𝑚−1)(𝑆𝑛)

𝑚+1
2

−1 − (𝑈𝑚2
𝑚 − 𝑈𝑚2

𝑚−1)(𝑆𝑛)
𝑚+1
2

−3 +⋯∓ (𝑈𝑚𝑚−1
2

𝑚 − 𝑈𝑚𝑚−1
2

𝑚−1) (𝑆𝑛)
1 ±𝑈𝑚𝑚+1

2

𝑚

𝑈𝑚0
𝑚(𝑆𝑛)

𝑚+1
2 −𝑈𝑚1

𝑚−1(𝑆𝑛)
𝑚+1
2

−1 +⋯∓𝑈𝑚𝑚−3
2

𝑚−1(𝑆𝑛)2 ± 𝑈𝑚𝑚−1
2

𝑚−1(𝑆𝑛)1
)

𝑺𝒏𝑲𝒎+𝟐𝑲𝒎+𝟏(𝟏 −
(𝑈𝑚1

𝑚 −𝑈𝑚1
𝑚−1)(𝑆𝑛)

𝑚+1
2

−1 − (𝑈𝑚2
𝑚 −𝑈𝑚2

𝑚−1)(𝑆𝑛)
𝑚+1
2

−3 +⋯∓ (𝑈𝑚𝑚−1
2

𝑚 −𝑈𝑚𝑚−1
2

𝑚−1) (𝑆𝑛)1 ± 𝑈𝑚𝑚+1
2

𝑚

𝑈𝑚0
𝑚(𝑆𝑛)

𝑚+1
2 − 𝑈𝑚1

𝑚−1(𝑆𝑛)
𝑚+1
2

−1 +⋯∓𝑈𝑚𝑚−3
2

𝑚−1(𝑆𝑛)
2 ± 𝑈𝑚𝑚−1

2

𝑚−1(𝑆𝑛)
1

) −𝑲𝒎+𝟐𝑨𝒎+𝟏

 

=

𝑲𝒎+𝟏𝑨𝒎+𝟐 (𝑈𝑚0
𝑚(𝑆𝑛)

𝑚+1
2 −𝑈𝑚1

𝑚(𝑆𝑛)
𝑚+1
2

−1 +⋯± 𝑈𝑚𝑚−1
2

𝑚 (𝑆𝑛)
1 ∓𝑈𝑚𝑚+1

2

𝑚 )

𝑺𝒏𝑲𝒎+𝟐𝑲𝒎+𝟏 (𝑈𝑚0
𝑚(𝑆𝑛)

𝑚+1
2 − 𝑈𝑚1

𝑚(𝑆𝑛)
𝑚+1
2

−1 +⋯±𝑈𝑚𝑚−1
2

𝑚 (𝑆𝑛)1 ∓ 𝑈𝑚𝑚+1
2

𝑚 ) − 𝑲𝒎+𝟐𝑨𝒎+𝟏 (𝑈𝑚0
𝑚(𝑆𝑛)

𝑚+1
2 −𝑈𝑚1

𝑚−1(𝑆𝑛)
𝑚+1
2

−1 +⋯∓𝑈𝑚𝑚−3
2

𝑚−1(𝑆𝑛)2 ± 𝑈𝑚𝑚−1
2

𝑚−1(𝑆𝑛)1)
 

=

(𝑈𝑚+21
𝑚+2

−𝑈𝑚+21
𝑚+1

) (𝑆𝑛)
𝑚+3
2
−1
− (𝑈𝑚+22

𝑚+2
−𝑈𝑚+22

𝑚+1
) (𝑆𝑛)

𝑚+3
2
−3
+⋯∓ (𝑈𝑚+2𝑚−1

2

𝑚+2
−𝑈𝑚+2𝑚−1

2

𝑚+1
)(𝑆𝑛)

1
±𝑈𝑚+2𝑚+1

2

𝑚+2

𝑈𝑚+20
𝑚+2(𝑆𝑛)

𝑚+3
2 −𝑈𝑚+21

𝑚+1
(𝑆𝑛)

𝑚+3
2
−1
+⋯∓𝑈𝑚+2𝑚−1

2

𝑚+1
(𝑆𝑛)

2
±𝑈𝑚+2𝑚+1

2

𝑚+1
(𝑆𝑛)

1
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最後將前述證得的 𝑹𝒎，令 m = n − 2，代入關係式：𝑺𝒏𝑲𝒏 ×  𝑹𝒏−𝟐 = 𝑺𝒏𝑲𝒏 −

𝑨𝒏−𝟏，得出方程式 

𝑼𝒏𝟎
𝒏−𝟏(𝒙)[

𝒏

𝟐
] − 𝑼𝒏𝟏

𝒏−𝟏(𝒙)[
𝒏

𝟐
]−𝟏 + 𝑼𝒏𝟐

𝒏−𝟏(𝒙)[
𝒏

𝟐
]−𝟏 − 𝑼𝒏𝟑

𝒏−𝟏(𝒙)[
𝒏

𝟐
]−𝟑…+(−𝟏)[

𝒏

𝟐
]𝑼𝒏[𝒏

𝟐
]

𝒏−𝟏 = 0 

研究成果總結 

一、正𝒏邊形內嵌𝒏 − 𝟏邊形的構形 

(一) 𝑲𝒏 =
𝟒

𝒏
(𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝒏
)
𝟐
 

(二) 若已知外圍所有三角形之面積分別為𝐴1、𝐴2、𝐴3、 … 𝐴𝑛−1 ，則欲求符合命 

    題構形之正 n邊形總面積 𝑆𝑛，可先由以下公式求出 𝑥（= 𝑆𝑛𝐾𝑛）： 

 (𝒙)[
𝒏
𝟐
] −𝑻𝟏

𝒏−𝟏(𝒙)[
𝒏
𝟐
]−𝟏+𝑻𝟐

𝒏−𝟏(𝒙)
[
𝒏
𝟐
]−𝟏
− 𝑻𝟑

𝒏−𝟏(𝒙)
[
𝒏
𝟐
]−𝟑
…+(−𝟏)[

𝒏

𝟐
]𝑻
[
𝒏
𝟐
]

𝒏−𝟏 = 0 

  若此方程式具有實根並存在「原始構形」（即所有三角形皆位於正多邊形中的初

始設定），則最大的正實根，為符合命題構形之正 n邊形總面積 𝑺𝒏 乘以 𝑲𝒏 

        (三) 將 𝑥 除以 𝐾𝑛，再減去 ∑ 𝐴𝑝
𝑛−1
𝑝=1 ，即得中間內嵌𝑛 − 1邊形之面積 𝑆 

 

二、圓內接𝒏邊形的情況（亦為內嵌𝒏 − 𝟏邊形的構形）: 

(一) 若已知此 n邊形之邊長比為 𝑳𝟏 ∶ 𝑳𝟐 ∶ 𝑳𝟑 ∶ …  ∶ 𝑳𝒏，且指定點的頂角 

   （即 ∠𝑷𝟐𝑷𝟏𝑷𝒏）為 𝜽，則 𝑲𝒂 的一般式為： 

 

            當 𝒂 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … , 𝒏 − 𝟐 時： 

𝐾𝑎 =
△ 𝑃𝑎𝑃𝑎+1𝑃𝑎+2

𝑆𝑛
=
𝑳𝒂𝑳𝒂+𝟏 ×√𝟏 − 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝒂+𝟏 + 𝒔𝒊𝒏 𝜽𝒂 𝒔𝒊𝒏 𝜽𝒂+𝟏

∑
𝟏

√𝟐
× √𝑳𝒊

𝟐(𝟒𝒛 − 𝑳𝒊
𝟐)𝒏

𝒊=𝟏

 

 並且： 

𝐾𝑛−1 =
△ 𝑃𝑛−1𝑃𝑛𝑃1

𝑆𝑛
=
𝑳𝒏−𝟏𝑳𝒏 × √𝟏 − 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝒏−𝟏 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝒏 + 𝒔𝒊𝒏 𝜽𝒏−𝟏 𝒔𝒊𝒏 𝜽𝒏

∑
𝟏

√𝟐
× √𝑳𝒊

𝟐(𝟒𝒛 − 𝑳𝒊
𝟐)𝒏

𝒊=𝟏

 

 

其中，𝒛 =
(𝑳𝟏)

𝟐+(𝑳𝒏)
𝟐−𝟐(𝑳𝟏)(𝑳𝒏) 𝒄𝒐𝒔𝜽

𝟒(𝒔𝒊𝒏𝜽)𝟐
 

𝒄𝒐𝒔𝜽𝒊 = 𝟏 −
𝑳𝒊
𝟐

𝟐𝒛
 

𝒔𝒊𝒏𝜽𝒊 = √
𝑳𝒊
𝟐(𝟒𝒛 − 𝑳𝒊

𝟐)

𝟒𝒛𝟐
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(二) 以「面積比例迭代法轉換成方程式」以求其根，若此方程式具有實數根，並

且存在「原始構形」，則最大之實數根為符合命題構形之圓內接 n邊形面積 𝑺𝒏。 

  

   若已知外圍所有三角形之面積分別為 𝐴1、𝐴2、𝐴3 … 𝐴𝑛−1，則欲求符合命題 

   構形之圓內接 n邊形總面積 𝑆𝑛，可由以下公式求出：  

𝑼𝒏𝟎
𝒏−𝟏(𝒙)[

𝒏

𝟐
] − 𝑼𝒏𝟏

𝒏−𝟏(𝒙)[
𝒏

𝟐
]−𝟏 + 𝑼𝒏𝟐

𝒏−𝟏(𝒙)[
𝒏

𝟐
]−𝟏 − 𝑼𝒏𝟑

𝒏−𝟏(𝒙)[
𝒏

𝟐
]−𝟑…+(−𝟏)[

𝒏

𝟐
]𝑼𝒏[𝒏

𝟐
]

𝒏−𝟏 = 0 

肆、 討論 

一、 根的意義與性質探討： 

首先，根據我們在正 n 邊形的前三個電腦繪圖，簡單的猜測它大概是最大根，那

要證明這個，我打算考慮各個根所代表的意義，看看是否能夠用幾何方式證出來 。 

 

    我們從前述的研究已推導出以(𝑆𝑛𝐾𝑛) 為變數的高次方程式，這意著著(𝑆𝑛𝐾𝑛)

存在多組解，也就是這個正 n 邊形存在著多種邊長的可能性，然而這些根的意義

到底為何？ 

    我們知道二次以上的方程式，不一定存在著實數根，但是在我們限定的條件

規則之下(也就是 Q 點必須座落在相鄰兩 P 點之間的線段內，以圍出一個內接正

𝑛 − 1邊形的構形) ，如果此構形對應多個正實數根，則可藉由以下的推導，得出 

盾的結論，茲說明如下 :   

以正五邊形為例，假設有兩個不同邊長的正五邊形均符合我們命題中設定的

構形，一大一小，大的邊長為 L ，小的邊長為M （如圖 20 ；Ｌ> M） ，因為 𝑨𝟏,𝑨𝟐,𝑨𝟑,𝑨𝟒 

的大小固定，我們可以推論出； 

𝐴 < 𝑎, 𝐵 > 𝑏, 𝐶 < 𝑐, 𝐷 > 𝑑, 𝐸 < 𝑒, 𝐹 > 𝑓 ⇒ 𝐿 < 𝑀， 盾！ 

 

※ 故我們可得到以下的推論：在維持如上述限定條件之構形下，只能存在一個正實

數根。 

※ 至於在其餘正 n邊形的論證方式亦同上述。 
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然而某些情況之下，方程式的確可以存在著兩個正實數根，那這又該如何解

釋呢？我們的假說是：可藉由改變原限定條件之構形（也就是允許 Q點座落在相

鄰兩 P點的線段外），而產生另一個「較小」的正實數根。以下我們將以四邊形與

五邊形為例進行探討，用兩種不同的方式進行闡述： 

⚫ 實例一以正四邊形為例：改變構形之後，中間△𝑷𝟏𝑸𝟏𝑸𝟐的面積 S變負數； 

⚫ 實例二以正五邊形為例：以 𝑆5𝐾5 與 𝐴1 及 𝐴4 的大小關係來說明，若 𝑨𝟏 大

於 𝑺𝟓𝑲𝟓，則 𝑨𝟒 必定小於 𝑺𝟓𝑲𝟓，且此情況可畫出變形之構形。 

並以實際的例子 （以 GeoGebra 程式繪圖：實例一為正四邊形的例子、實例二則為

正五邊形的例子）來支持我們的假說——也就是若這個高次方程式存在著多個正

實根，並且『初始限定構形(亦即𝑛邊形內接 𝑛 − 1 邊形)』存在，則前述之『高次

方程式』之最大正實根，為滿足此『初始限定構形』的唯一解。 

 

茲詳細說明如下： 

 

(一) 實例一： 

參照我的四邊形公式（第 7頁），(𝑆4𝐾4)
2 − (𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3) 𝑆4𝐾4 + 𝐴1𝐴3 =

0，我們把 𝑆4 用 (𝑆 + 𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3) 代入，𝐾4 用 
4

4
(sin

𝜋

4
)2 代入，可得出

 𝑆2 = (𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3)
2 − 4𝐴1𝐴3，發現到 𝑆 有兩組解，一正一負，顯然我們取

正根！但是 𝑺 的負數解 (−√(𝑨𝟏 + 𝑨𝟐 + 𝑨𝟑)𝟐 − 𝟒𝑨𝟏𝑨𝟑) 又是如何產生的呢？ 

    首先公式變數為 𝑆𝑛𝐾𝑛，我們把 𝐾𝑛 除掉變為 𝑆𝑛，再使用 𝑆𝑛 減去外圍各三

角形的面積總和，得到中間 n-1 邊形的面積 𝑆，假設 𝑆𝑛 比各三角形面積的總和

還小的話即能得到負數，但是這種情況能產生嗎？想到這裡我們返璞歸真，使

用最基本的代數解法求邊長： 

令邊長為 L（如圖 21），推得 𝑃2𝑄1 = 
2𝐴1

𝐿
 ， 

又 𝑃2𝑃3 − 𝑃2𝑄1 = 𝑃3𝑄1 

⇒  𝑃3𝑄1 =
𝐿2−2𝐴1

𝐿
 ，進一步推得  𝑃3𝑄2 = 

2𝐴2𝐿

𝐿2−2𝐴1
 ，又

知道 𝑃3𝑃4 − 𝑃3𝑄2 = 𝑃4𝑄2 ，因此推得 

  𝑃4𝑄2 = 
𝐿3−2𝐴1𝐿−2𝐴2𝐿

𝐿2−2𝐴1
 ， 

根據三角形公式得到 𝑃1𝑃4 = 𝐿 = 
2𝐴3

𝑃4𝑄2
=

(𝐿2−2𝐴1)2𝐴3

𝐿3−2𝐴1𝐿−2𝐴2𝐿
 ，交叉相乘後我們得到 𝐿 

的四次方程式 𝐿4 − 2(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3)𝐿
2 + 4𝐴1𝐴3 = 0，推得以下： 

𝑳𝟐 =
𝟐(𝑨𝟏+𝑨𝟐+𝑨𝟑)±√𝟒(𝑨𝟏+𝑨𝟐+𝑨𝟑)𝟐−𝟏𝟔𝑨𝟏𝑨𝟑

𝟐
 ，  



23 
 

若 𝑳𝟐 的值為實數，則易知上述兩值： 

2(𝐴1+𝐴2+𝐴3)+√4(𝐴1+𝐴2+𝐴3)2−16𝐴1𝐴3

2
 與 

2(𝐴1+𝐴2+𝐴3)−√4(𝐴1+𝐴2+𝐴3)2−16𝐴1𝐴3

2
 皆為正實

數，令上述中較大的值為 𝐴，較小的值為 𝐴′，則 𝐴 和 𝐴′ 分別代表大正方形與

小正方形之面積，我們以較小的  𝐴′ 減去 (𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3)（也就是外圍三角形

的面積和）可得到內嵌三角形的面積 𝑺 = −√(𝑨𝟏 + 𝑨𝟐 + 𝑨𝟑)𝟐 − 𝟒𝑨𝟏𝑨𝟑 

因此我們藉由上述的推導，得知了 𝑺 的負數解之幾何意義。 

而關於 𝐴 與 𝐴′ 兩個正實數所代表的正方形構形，我們以GeoGebra 程式繪圖驗

證如下（如圖 22）： 

 邊長 L 𝑺 𝐴1 𝐴2 𝐴3 

正四邊形A 3 3.51 1.83 1.23 2.42 

正四邊形 B 1.40 -3.51 1.83 1.23 2.42 

由上圖及表，我們可以得知： 

（1） 以幾何意義探討 ，在維持「內嵌𝑛 − 1邊形的構形」下，只能存在一個正

實數根。 

（2） 然而以代數方程探討之，以正四邊形為例，可以存在兩個正實數根， 

其中多出來的那一個根，為「改變內嵌𝑛 − 1邊形的構形」，縮小而產生的

「較小正四邊形」 ，然而此「變形結構」並非我們原先想探討的「內嵌正

n-1 邊形」結構。 

 

(二) 實例二： 

我們再以正五邊形為例，探討「方程式根的意義」，由於正五邊形的面積無法

像前面正四邊形以「𝐿2」來簡單進行表述，所以我們使用了另一種方式論述。 

我們設邊長為 L ，再設外接圓半徑為 R，相鄰兩邊圍出的三角形面積為 G

（亦即之前所設的𝑆5𝐾5）， （如圖 23）易知 
𝐿

sin36°
= 2𝑅，推得 

 𝑆5 = 5 ×△ 𝑂𝑃1𝑃2 =
1

2
× 𝑅2 × sin 72° × 5 =

5

4
×
cos36°

sin36°
× 𝐿2，  
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我們還有以下關係式: 

𝐴1: 𝐺 = 𝑃2𝑄1 ∶ 𝐿           … (1) 

𝐴2: 𝐺 = 𝑃3𝑄1 × 𝑃3𝑄2 ∶ 𝐿
2    … (2) 

𝐴3: 𝐺 = 𝑃4𝑄2  × 𝑃4𝑄3 ∶ 𝐿
2     … (3) 

𝐴4: 𝐺 = 𝑃5𝑄3: 𝐿            … (4) 

𝑃2𝑄1 =
𝐿

𝐺
𝐴1 ⇒ 𝑃3𝑄1 =  𝐿 − 𝑃2𝑄1 = 𝐿 (1 −

𝐴1

𝐺
) 同理 𝑃4𝑄3 = 𝐿(1 −

𝐴4

𝐺
) 

又 {
  𝑃3𝑄2  =

𝐿2

𝐺 
 × 𝐴2 ×  

1

𝑃3𝑄1

 𝑃4𝑄2  =
𝐿2

𝐺 
 × 𝐴3 ×  

1

𝑃4𝑄3

 

∴  𝐿 =  𝑃3𝑄2 +  𝑃4𝑄2 

    =
𝐿2

𝐺
(

𝐴2

𝐿(1 −
𝐴1
𝐺 )

+
𝐴3

𝐿(1 −
𝐴4
𝐺 )
) 

⇒    𝟏 = 𝑨𝟐

𝑮−𝑨𝟏
+

𝑨𝟑

𝑮−𝑨𝟒
   … (5) 

我們希望能解出 G，再由 G推導出 L（G = 
1

2
× 𝐿2 × sin 72°） 

由 (5) ⇒ 𝐺2 − (𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4)𝐺 + (𝐴1𝐴3 + 𝐴1𝐴4 + 𝐴2𝐴4) =0 

𝐺 =
(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4) ± √(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4)2 − 4(𝐴1𝐴3 + 𝐴1𝐴4 + 𝐴2𝐴4)

2
 

𝐺 = 𝐿2 × sin 36° × cos 36° 

 

易知，以如上 G的解之形態，可能可以出現 2個正實根的情形，故 L亦可能

有兩個正實根值，也就是說可能出現 2種正 5邊形的邊長，我們觀察到在第 

(5) 式中  𝟏 =
𝑨𝟐

𝑮−𝑨𝟏
+

𝑨𝟑

𝑮−𝑨𝟒
，  

  如果我們允許存在如上述四邊形例子中可改變構形的情況，也就是 𝐴1 >

𝐺 的情況，由第 (5) 式可知道 𝐴4 便必須小於 𝐺，我們以GeoGebra 程式驗證

如下（如圖 24） 
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    邊長 L 𝑺 𝐴1 𝐴2 𝐴3 𝐴4 

正五邊形A 4 15.12 6.65 0.50 2.13 3.13 

正五邊形 B 3.18 4.96 6.65 0.50 2.13 3.13 

 

    由上圖及表可知：以正五邊形為例，可以存在兩個正實數根，其中多出來

的那個根為「改變內嵌 n-1 邊形的構形」，縮小而產生的「較小正五邊形」，此

一結論與前述四邊形相同，然而此「變形結構」並非我們原先想探討的「內嵌

正𝑛 − 1邊形」結構。 

二、 在一般化的圓內接 n邊形情況： 

我們仿照正四邊形的解法，可以解得 𝑺𝟒 可以出現兩個正實數根，也就是一大一小

的圓內接相似四邊形，其中小的四邊形為「變形結構」，以 GeoGebra 繪出圖示如

下（如圖 25）: 

 

 半徑 R 𝑺𝟒 𝐴1 𝐴2 𝐴3 

圓內接四邊形 A 5 46.9 5.2 10.5 14.5 

圓內接四邊形 B 1.9 6.6 5.2 10.5 14.5 

 

故知在一般化的圓內接 n邊形情況，其根的意義與性質，與在正 n邊形的情況

相同——也就是若這個高次方程式存在著多個正實根，則最大的正實根，為滿

足我們限定條件之構形的唯一解。 

 

※ 總結以上的討論：不管在「正 n邊形」或是「一般化的圓內接 n邊形」的情況，

若我們的『初始限定構形（亦即 n邊形內嵌正 n-1 邊形之構形）』存在，則前述之

高次方程式的最大正實根，為滿足此『初始限定構形』之唯一解。也就是說：「限

定構形存在」是「高次方程式之最大正實根為滿足此限定構形的唯一解」的「充

分條件」。 



26 
 

三、 對於方程式正實根存在性及「限定構形存在」與「高次方程式之最

大正實根為滿足此限定構形的唯一解」的關係之探討 

     由上述結論我們已經知道「限定構形存在」是「高次方程式之最大正實根為滿

足此限定構形的唯一解」的「充分條件」 。我不想想要探討「若高次方程式有最大正

實根，則必存在對應的限定構形，而該最大正實根是此構形的唯一解」是否成立？ 

（註：以下過程令 𝜃為正多邊形內角， 
1

2
sin 𝜃 = 𝑚 ，設立 𝑚𝑎𝑖 = 𝐴𝑖 以便計算） 

    破解此問題必須得先了解如何區分「限定構形」以及「變形構型」，觀察圖

形，發現若使用如圖 26的方式命名每個已知三角形的邊長，並令正多邊形邊長為 

𝑙，於限定構型下， 𝒍𝒊 都小於 𝒍 ；若是變形構形，部分 𝒍𝒊 會大於 𝒍（如圖 27）。故透

過這個性質可區分限定構形及變形構型。 

首先， 𝑙𝑖 可利用三角形面積公式求出，得到以下關係式。 

 

𝑙 × 𝑙1 = 𝑎1、(𝑙 − 𝑙1)𝑙2 = 𝑎2、(𝑙 − 𝑙2)𝑙3 = 𝑎3 

 

進而推廣到其遞迴式： 

(𝑙 − 𝑙𝑛−1)𝑙𝑛 = 𝑎𝑛 

 

我們希望證明 𝑙 於限定構形的前提下大於 𝑙𝑖 ，不妨直接用𝑙 −  𝑙𝑖的正負號判別，我

們可列出下式： 

𝒍−𝒍𝟏 =
𝒍𝟐 − 𝒂𝟏

𝒍
 

𝒍−𝒍𝟐 = 𝒍 −
𝒂𝟐

𝒍−
𝒂𝟏
𝒍

=
𝒍𝟑−(𝒂𝟏+𝒂𝟐)𝒍

𝒍𝟐−𝒂𝟏
 

𝒍−𝒍𝟑 = 𝒍 −
𝒂𝟑

𝒍 −
𝒂𝟐

𝒍 −
𝒂𝟏
𝒍

=
𝒍𝟒 − (𝒂𝟏 + 𝒂𝟐 + 𝒂𝟑)𝒍

𝟐 + 𝒂𝟏𝒂𝟑
𝒍𝟑 − (𝒂𝟏 + 𝒂𝟐)𝒍
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若定義 𝒕𝑷
𝑸 代表 𝒂𝟏, 𝒂𝟐…𝒂𝑸中取 P個互不相鄰的項相乘，其所有組合之和 

再定義 𝒈𝒏(𝒙) =  𝒙 −
𝒂𝒏

𝒙−
𝒂𝒏−𝟏
𝒙−

…

𝒙−
𝒂𝟏
𝒙

= 𝒙 −
𝒂𝒏

𝒈𝒏−𝟏(𝒙)
 

及  𝒇𝒏(𝒙) = (𝒙)
𝒏 − 𝒕𝟏

𝒏−𝟏(𝒙)𝒏−𝟐+𝒕𝟐
𝒏−𝟏(𝒙)𝒏−𝟒…± 𝒕

[
𝒏−𝟏

𝟐
]

𝒏−𝟏 ，則有利化簡型態，因此： 

𝑔1(𝑥) =
𝑥2 − 𝑎1
𝑥

=
𝑓2(𝑥)

𝑓1(𝑥)
 

𝑔2(𝑥) = 𝑥 −
𝑎2

𝑥 −
𝑎1
𝑥

=
𝑥3 − (𝑎1 + 𝑎2)𝑥

𝑥2 − 𝑎1
=
𝑓3(𝑥)

𝑓2(𝑥)
 

𝑔3(𝑥) = 𝑥 −
𝑎3

𝑥 −
𝑎2

𝑥 −
𝑎1
𝑥

=
𝑥4 − (𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3)𝑥

2 + 𝑎1𝑎3
𝑥3 − (𝑎1 + 𝑎2)𝑥

=
𝑓4(𝑥)

𝑓3(𝑥)
 

        並且 𝒍 為𝒇𝒏(𝒙) = 𝟎 之根。 

        我提出遞推形式的猜測： 𝒈𝒊(𝒙) =
𝒇𝒊+𝟏(𝒙)

𝒇𝒊(𝒙)
 ，並使用數學歸納法證明。 

觀察前幾項都成立，假設 𝑔𝑛−1(𝑥) =
𝑓𝑛(𝑥)

𝑓𝑛−1(𝑥)
  成立，目標欲證 𝑔𝑛(𝑥) =

𝑓𝑛+1(𝑥)

𝑓𝑛(𝑥)
 

將 𝑔𝑛−1(𝑥) =
𝑓𝑛(𝑥)

𝑓𝑛−1(𝑥)
 代入：若 𝑔𝑛(𝑥) = 𝑥 −

𝑎𝑛

𝑔𝑛−1(𝑥)
= 𝑥 −

𝑎𝑛
𝑓𝑛(𝑥)

𝑓𝑛−1(𝑥)
 
=

𝑓𝑛+1(𝑥)

𝑓𝑛(𝑥)
 ， 

則將兩式交叉相乘後得到 𝒈𝒏(𝒙) =
𝒇𝒏+𝟏(𝒙)

𝒇𝒏(𝒙)
 ⇔  𝒇𝒏+𝟏(𝒙) = 𝒙𝒇𝒏(𝒙) − 𝒂𝒏𝒇𝒏−𝟏(𝒙) 

易知 𝒕𝒒
𝒑+𝟏

− 𝒕𝒒
𝒑
= 𝒂𝒑+𝟏𝒕𝒒−𝟏

𝒑−𝟏
，因此若直接將其係數展開比對，可以直接證得其正確

性，如下所示： 

𝒇𝒏+𝟏(𝒙) = (𝒙)
𝒏+𝟏 − 𝒕𝟏

𝒏(𝒙)𝒏−𝟏+ 𝒕𝟐
𝒏(𝒙)𝒏−𝟑… 

𝒙𝒇𝒏(𝒙) = (𝒙)
𝒏+𝟏 − 𝒕𝟏

𝒏−𝟏(𝒙)𝒏−𝟏+ 𝒕𝟐
𝒏−𝟏(𝒙)𝒏−𝟑… 

𝒂𝒏𝒇𝒏−𝟏(𝒙) = 𝒂𝒏(𝒙)
𝒏−𝟏 − 𝒂𝒏𝒕𝟏

𝒏−𝟐(𝒙)𝒏−𝟑+𝒂𝒏𝒕𝟐
𝒏−𝟐(𝒙)𝒏−𝟓… 

⇒ 𝒇𝒏+𝟏(𝒙) = 𝒙𝒇𝒏(𝒙) − 𝒂𝒏𝒇𝒏−𝟏(𝒙) ⇔ 𝒈𝒏(𝒙) =
𝒇𝒏+𝟏(𝒙)

𝒇𝒏(𝒙)
 

我希望能夠證出來 𝒍 > 𝒍𝒊 (𝟎 < 𝒊 < 𝒏 − 𝟏, 𝒊 ∈ 𝑵)（其為限定構形之性質），等價證 

 𝒈𝒊(𝒙) =
𝒇𝒊+𝟏(𝒙)

𝒇𝒊(𝒙)
> 𝟎，從分析函數性質開始起手，因為 𝒍 為𝒇𝒏(𝒙) = 𝟎 的最大根，由

於 𝒇𝒏(𝒙) 函數領導係數為 1，因此當 𝒙 → +∞, 𝒇(𝒙) → +∞，我們能藉由觀察

𝒇𝒊(𝒙) = 𝟎 最大根的關係來破題。若𝑓𝑖(𝑥) = 0有實根，令 𝑥𝑖  為 𝑓𝑖(𝑥) = 0 的最大根 

𝑓1(𝑥) = 𝑥 ⇒ 𝑥1 = 0 

𝑓2(𝑥) = 𝑥
2 − 𝑎1 ⇒ 𝑥2 = √𝑎1 

𝑓3(𝑥) = 𝑥3 − (𝑎1 + 𝑎2)𝑥 ⇒ 𝑥3 = √𝑎1 + 𝑎2 

易知 𝟎 = 𝒙𝟏 < 𝒙𝟐 < 𝒙𝟑，猜測 𝒙𝒊 應該遞增，若能證出 𝟎 = 𝒙𝟏 < 𝒙𝟐 < 𝒙𝟑 < ⋯ < 𝒍 

可利用此結果搭配 𝒙 → +∞, 𝒇(𝒙) → +∞ 以及中間值定理 
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知道 𝒇𝒊(𝒍) > 𝟎 ⇒ 𝒈𝒊(𝒍) > 𝟎 來完成欲證之題目。 

        證明 𝒇𝒊(𝒙) = 𝟎 有實根，且 𝟎 = 𝒙𝟏 < 𝒙𝟐 < 𝒙𝟑 < ⋯ < 𝒍 

𝑓1(𝑥) = 𝑥 ⇒  𝑥1 = 0，𝑓2(𝑥) = 𝑥
2 − 𝑎1  ⇒  𝑥2 = √𝑎1 

易知 𝑥1 < 𝑥2…，假設 0 = 𝑥1 < 𝑥2 <…< 𝑥𝑚，欲證 𝑓𝑚+1(𝑥)有實根且 𝑥𝑚 < 𝑥𝑚+1 

根據遞迴式 𝒇𝒎+𝟏(𝒙𝒎) = 𝒙𝒎𝒇𝒎(𝒙𝒎) − 𝒂𝒎𝒇𝒎−𝟏(𝒙𝒎) 

已知 𝒙𝒎𝒇𝒎(𝒙𝒎) = 𝟎，假設 𝒇𝒎−𝟏(𝒙𝒎) = 𝟎 ，推得 𝒙𝒎和 𝒙𝒎−𝟏 同為 𝒇𝒎−𝟏(𝒙) = 𝟎 的根， 

並且 𝒙𝒎 > 𝒙𝒎−𝟏，這和 𝒙𝒎−𝟏為 𝒇𝒎−𝟏(𝒙) = 𝟎 之最大根 盾，因此 𝒇𝒎−𝟏(𝒙𝒎) ≠ 𝟎 

假設  𝒇𝒎−𝟏(𝒙𝒎) < 𝟎 , 根據中間值定理  𝒇𝒎−𝟏(𝒙) = 𝟎 將出現比 𝒙𝒎 還大的根，而 𝒙𝒎 >

𝒙𝒎−𝟏，因此 盾（如圖 28）。 

 

故知 𝒇𝒎−𝟏(𝒙𝒎) > 𝟎，推得 𝒇𝒎+𝟏(𝒙𝒎) < 𝟎，也就是 𝒇𝒎+𝟏(𝒙) = 𝟎 存在比 𝒙𝒎大的根，因此 

𝒙𝒎 < 𝒙𝒎+𝟏，進而 𝟎 = 𝒙𝟏 < 𝒙𝟐 <…< 𝒍 ，因此 𝒇𝒊(𝒍) > 𝟎 ⇒ 𝒈𝒊(𝒙) =
𝒇𝒊+𝟏(𝒙)

𝒇𝒊(𝒙)
> 𝟎 

但是若要證明它是具有幾何意義的，我們還須證 𝒍𝒊 > 𝟎 

因為 𝒈𝒊(𝒍) = 𝒍 − 𝒍𝒊，若能證出 𝒈𝒊(𝒍) < 𝒍 則可以解決問題： 

依據關係式 𝑔𝑖(𝑙) =
𝑓𝑖+1(𝑙)

𝑓𝑖(𝑙)
 

又 𝑓𝑖+1(𝑙) = 𝑙𝑓𝑖(𝑙) − 𝑎𝑖𝑓𝑖−1(𝑙)，因此 𝑓𝑖+1(𝑙) − 𝑙𝑓𝑖(𝑙) = −𝑎𝑖𝑓𝑖−1(𝑙) ， 

仿照前面的方法可知， 𝑓𝑖−1(𝑙) > 0 ⇒  𝑓𝑖+1(𝑙) < 𝑙𝑓𝑖(𝑙) ⇒
𝑔𝑖(𝑙)

𝑙
=

 𝑓𝑖+1(𝑙)

𝑙𝑓𝑖(𝑙)
< 1 ⇒ 𝑔𝑖(𝑙) < 𝑙 
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四、 最後一塊拚圖！ 

上面我們僅確保了 𝒍𝒊 小於邊長 𝒍 ，雖然大部分情

況成立，可是當出現下右圖情況時便會失真——

顯然 𝒍𝒊 皆小於等於邊長 𝒍，但是這是一個變形構形

（如圖 29）。 

 

因此我們必須得同時確保當邊長為方程式的最大

根時外圍三角形的另一邊也會小於 𝒍，題目等價

於證明下圖情形時 𝒅𝒊 < 𝒍（如圖 30）。 

 

由於圖形的結構對稱性，我們僅需重新定義一些符

號以及函數意義即可證明其正確性 

1. 𝑔𝑚(𝑥) =  𝑥 −
𝑎𝑛+1−𝑚

𝑥−
𝑎𝑛+1−𝑚+1
𝑥−

…

𝑥−
𝑎𝑛+1−1

𝑥

= 𝑥 −
𝑎𝑛+1−𝑚

𝑔𝑚−1(𝑥)
 

2.  𝑡𝑃
𝑄  代表 𝑎𝑛, 𝑎𝑛−1…𝑎𝑛+1−𝑄中取 P個互不相鄰

的項相乘，其所有組合之和 

(如：𝑡2
3 = 𝑎𝑛𝑎𝑛−2、𝑡3

5 = 𝑎𝑛𝑎𝑛−2𝑎𝑛−4) 

3. 𝑓𝑛(𝑥) = (𝑥)
𝑛 − 𝑡1

𝑛−1(𝑥)𝑛−2+𝑡2
𝑛−1(𝑥)𝑛−4… 

4. 𝑡𝑞
𝑝+1 − 𝑡𝑞

𝑝 = 𝑎𝑛−𝑝 𝑡𝑞−1
𝑝−1 

5. 𝑓𝑚+1(𝑥𝑚) = 𝑥𝑚𝑓𝑚(𝑥𝑚) − 𝑎𝑛+1−𝑚𝑓𝑚−1(𝑥𝑚) 

 

由於以上運算結果皆與證 𝒍𝒊 < 𝒍 時相同，故 𝒅𝒊 < 𝒍 也會成立。因此， 

我們證出 𝒇𝒊(𝒙) = 𝟎 有實根且 𝟎 = 𝒙𝟏 < 𝒙𝟐 < 𝒙𝟑 < ⋯ < 𝒍，並且給定任意

𝑨𝟏…𝑨𝒏，限定構形「必然存在」且唯一，且此構形的邊長為𝒇𝒏(𝒙) = 𝟎 的最大正實

根。 

五、 總結論： 

「高次方程式具有最大正實根」時，必定存在一個對應的限定構形，使該最大正實

根為其唯一解；同時，「限定構形存在」亦可作為該唯一對應關係的充分條件。 

伍、 結論與研究反思 

本研究源自一道 APMO初選題，最初解法涉及較為複雜的「代數聯立方程」，後來我

嘗試運用更為簡潔的「面積組合法」尋找替代解法，並進一步探索一般化的「正 n邊形內

嵌 n−1邊形結構」。在解決正 n邊形面積問題的過程中，我運用了「面積比例轉換迭代」

的方法，並引入關鍵概念「𝐾𝑛」，創建了「線段比例數列」，該數列具有「遞迴性質

（𝑟𝑚+1 =
𝐴𝑚+1

𝑆𝑛𝐾𝑛(1−𝑟𝑚)
）」。從首項（

𝐴1

𝑆𝑛𝐾𝑛
）出發，經過不斷迭代，直至其末項等於 1 −

𝐴𝑛−1

𝑆𝑛𝐾𝑛
，
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最終推導出 𝑆𝑛𝐾𝑛 的方程式，成功將「幾何結構問題」轉換為「高次方程式求解問題」。 

在研究過程中，為了找出將正 n邊形面積轉換為高次方程式的「一般式」，我觀察到 

𝑆𝑛𝐾𝑛 的高次方程式中，各次數項的係數呈現「循環對稱性」並蘊含「排列組合概念」。因

此，我創建 𝑇𝑃
𝑄 表示法，成功簡化了繁雜的迭代式，並發現 𝑇𝑃

𝑄 具有可運算的特質，並且

成功的結合數學歸納法證明方程式的通用式。然而，在求解高次方程式的過程中，由於其

可能存在多個實數根，我一度遇到瓶頸。為了解決此問題，我利用 GeoGebra繪圖軟體將

高次方程式的根「具象化」，並回歸該方程式「根的幾何結構意義」，最終證明了「正 n邊

形內嵌 n−1邊形結構」的實數根具有「唯一性」。此外，我進一步探索該方程式可能產生

「其他實數根」的幾何結構，亦即透過「縮小正 n邊形」來形成「變形結構」。最後，我

再次利用 GeoGebra繪圖軟體將該「變形結構」具象化。 

進一步地，我將本研究推廣至更一般化的圓內接「非正 n邊形結構」。由於變數繁

多，我將研究命題限縮於「已知圓內接 n邊形各邊長比」以及「已知指定點的頂角」，並

利用餘弦定理與正弦定理求解圓內接 n邊形的 𝐾𝑎 一般式。後續則可運用前述正 n邊形的

「面積比例轉換迭代」策略進行解題、同時仿前述創建 𝑼𝒏𝒒
𝒑 表示法，來將複雜的圓內接多

邊形公式轉化為漂亮的代數型態，以便使用數學歸納法來進行證明。最後，我論證了：

「限定構形存在」與「高次方程式存在最大正實根」互為「充要條件」。 

在研究過程中，我深刻體會到，若欲解決複雜的代數式問題，應嘗試以明確的圖形與

實際數值將其具象化；反之，當面對抽象的幾何問題時，則可藉由具體的代數式將其轉化

為簡潔的方程式求解。例如，在本研究中，針對繁瑣的高次方程式，我透過幾何意義探討

其根的性質；而在解析複雜的多邊形邊長關係時，則運用方程式求解。因此，我認為困難

的數學問題可以透過「代數與幾何的相互轉換」來找到突破點。此外，當研究陷入瓶頸

時，應暫停思考，並藉由實驗進行驗證。例如，在本研究中，我利用 GeoGebra繪圖軟體

將高次方程式具象化，進而探討其根的意義與面積關係。 

在本研究中，我充分運用了目前所掌握的數學解題工具，並靈活轉換應用，包括：遞

迴數列迭代轉換為高次方程式、排列組合與數學歸納法、高次方程式求解與根的性質探

討，以及 GeoGebra繪圖軟體的實驗與假設驗證。這對我而言是一段極為寶貴的研究經

驗，因為我成功整合並運用了所有已知知識，逐步拆解這個未知的難題，深刻體會到「渾

身解『數』」的樂趣！ 

未來的研究可以從以下兩個方面深入展開：首先，從正 n 邊形出發，依據裁切每個

頂點處一個三角形（該三角形的一邊與頂角所對之邊平行）的操作，構造出一個具有對邊

平行與中心對稱性的 2n 邊形。接著，可以推導這類半正規多邊形的面積公式及其內部遞

迴關係，進一步探討如何在原有正多邊形面積比例轉換方法的基礎上，利用裁切比例參數

進行調整，使公式能適用於這一更為複雜的結構。其次，可針對此新構造多邊形的幾何特

性展開研究，分析對邊平行性與中心對稱性如何影響邊長比例、內角分布及面積分割，並

探討其是否存在與正多邊形相似的內在規律，以助於深化我們對半正規多邊形幾何性質的

理解。 

陸、 參考文獻資料 

高中數學課本第一冊數學歸納法、第二冊排列組合、第三冊和角公式倍角公式 



【評語】050417  

本作品探討在正 n邊形及圓內接多邊形構形中，若已知外圍

三角形面積，反推原內部構形的邊長與面積。方法主要是透過面

積比例推導遞迴關係，進而構建高次方程式，藉由方程式的推導

進而得到幾何的推論。整體而言有紮實的數學結果，且結構清

晰，有動機且探索過程完整清楚,是相當好的作品。 
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多邊共舞，四方連心



2021 年 APMO 初試中有一道題目：給定一個平行四邊形，已知外圍三角形 △
𝐴𝐵𝐸、 △ 𝐴𝐷𝐹、 △ 𝐶𝐸𝐹 的面積分別為 3、6、7，那麼中間 △ 𝐴𝐹𝐸 的面積為多少？
我思考：是否能用幾何直觀的方式來解構這個問題？有沒有辦法將這個問題一般化？

一、有一未知面積之正 n 邊形，在內嵌 n-1 邊形的情況中，如果外圍
諸多三角形面積皆已知，則此正 n 邊形的總面積 𝑆𝑛 是多少？
二、有一未知面積之圓內接 n 邊形，在內嵌 n-1 邊形的情況中，如果
外圍諸多三角形面積皆已知，則此圓內接 n 邊形的總面積  𝑆𝑛  是多少？

紙、筆、GeoGebra 電腦程式

以正五邊形為例進行推導：

當推廣到正 n 邊形時，仿照上述方法一樣可建立新數列 𝒓，其由各個邊長的線段比例所構成：

𝑟1 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 … 𝑟𝑛−2

𝐴1

𝑆𝑛𝐾𝑛
=

𝑃2𝑄1

𝑃2𝑃3

𝑃3𝑄2

𝑃3𝑃4

𝑃4𝑄3

𝑃4𝑃5

𝑃5𝑄4

𝑃5𝑃6

𝑃6𝑄5

𝑃6𝑃7

…
𝑃𝑛−1𝑄𝑛−2

𝑃𝑛−1𝑃𝑛

= 1 −
𝐴𝑛−1

𝑆𝑛𝐾𝑛

本研究探討在正n邊形及圓內接多邊形構形中，若已知外圍三角形面積，是否可反推原構形的邊長與面
積。研究建立一套幾何與代數互相轉換的流程，透過面積比例推導遞迴數列，進而構建高次方程，並
提出新符號 𝑇𝑃

𝑄
 及 𝑈𝑛𝑞

𝑝 表示不相鄰乘積和，以簡化代數結構。進一步運用數學歸納法與極值邏輯，成功

證明：當高次方程式具有正實根時，其最大正實根必定對應唯一的多邊形限定構形；反之，若多邊形
限定構形存在，也可唯一對應於高次方程式之最大正實根。此研究不僅提供幾何反推的系統化解法，
也為代數方程的幾何詮釋建立明確模型，具備理論價值與推廣潛力。

𝑺𝒏：正 n 邊形的面積

𝑺：內嵌 n-1 邊形的面積

𝑲𝒏 =
𝟒

𝒏
(𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝒏
)

𝟐

貳、研究動機

壹、摘要

參、研究目的

肆、研究設備與器材

伍、研究過程、方法、結果與討論

二、正 n 邊形面積問題的推導

一、引進 𝑲𝒏 的概念 指定點 (P1)：正 n 邊
形和 n−1 邊形的共用頂
點

𝒓𝟏 =
 𝑨𝟏

𝑺𝒏𝑲𝒏

(𝟏 − 𝒓𝒎)𝒓𝒎+𝟏 =
 𝑨𝒎+𝟏

𝑺𝒏𝑲𝒏

由 𝒓𝟏 依下列遞迴式，逐步迭代至末項 𝒓𝒏−𝟐，再藉由 𝒓𝒏−𝟐 =
𝑷𝒏−𝟏𝑸𝒏−𝟐

𝑷𝒏−𝟏𝑷𝒏
= 𝟏 −

𝑨𝒏−𝟏

𝑺𝒏𝑲𝒏
 這條關係式得出方程式

此數列存在遞迴式： 由此遞迴式存在倒數，故奇偶的形態不同，我們先觀察奇數項

𝑟3 =
𝑆𝑛𝐾𝑛𝐴3−𝐴1𝐴3

(𝑆𝑛𝐾𝑛)2−(𝐴1+𝐴2)𝑆𝑛𝐾𝑛
 

𝑟5 =
(𝑆𝑛𝐾𝑛)2𝐴5 − 𝑆𝑛𝐾𝑛 𝐴1𝐴5 + 𝐴2𝐴5 + 𝐴3𝐴5 + 𝐴1𝐴3𝐴5

(𝑆𝑛𝐾𝑛)3− 𝑆𝑛𝐾𝑛
2 𝐴1 + ⋯ + 𝐴4 + (𝑆𝑛𝐾𝑛)(𝐴1𝐴3 + 𝐴1𝐴4 + 𝐴2𝐴4)

我創建新符號 𝑻𝑷
𝑸

 , 而其意義為 𝑨𝟏 … 𝑨𝑸 中，

取 P 個互不相鄰的項相乘，其所有組合之和

𝑟3 =
𝑆𝑛𝐾𝑛𝐴3−𝑇2

3

(𝑆𝑛𝐾𝑛)2−(𝑇1
2)𝑆𝑛𝐾𝑛

 ,

𝑟5 =
(𝑆𝑛𝐾𝑛)2𝐴5 − 𝑆𝑛𝐾𝑛 𝑻𝟐

𝟓 − 𝑻𝟐
𝟒 + 𝑻𝟑

𝟓

(𝑆𝑛𝐾𝑛)3− 𝑆𝑛𝐾𝑛
2 𝑇1

4 + (𝑆𝑛𝐾𝑛)(𝑻𝟐
𝟒)

𝑟𝑚 =
(𝑆𝑛𝐾𝑛)

𝑚+1
2

−1
𝐴𝑚−(𝑆𝑛𝐾𝑛)

𝑚+1
2

−2
𝑇2

𝑚−𝑇2
𝑚−1 +⋯∓(𝑆𝑛𝐾𝑛)1 𝑇𝑚−1

2

𝑚 −𝑇𝑚−1
2

𝑚−1 ±𝑇𝑚+1
2

𝑚

(𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+1

2 −(𝑆𝑛𝐾𝑛)
𝑚+1

2
−1

𝑇1
𝑚−1 +⋯∓(𝑆𝑛𝐾𝑛)2 𝑇𝑚−3

2

𝑚−1 ±(𝑆𝑛𝐾𝑛)𝑇𝑚−1
2

𝑚−1

我推測 rm 的型態如右：
接著便可以使用數學歸納法，
配合遞迴關係式，進行證明

不
易
觀
察

容
易
觀
察

最後將前述證得的 𝑟𝑚，令 m = n − 2，代入關係式：1 − 𝒓𝒏−𝟐 =
𝑨𝒏−𝟏

𝑺𝒏𝒌𝒏
，得出方程式。

設 K 為正 n 邊形由相鄰兩邊圍成之三角形面積

𝑺𝒏 為正 n 邊形的總面積

𝑲𝒏 =
𝑲

𝑺𝒏
即 𝑺𝒏𝑲𝒏 = K

由於給定正 n 邊形之邊數 n 之後，
𝑲𝒏 可由右方公式求得：

故原命題我們欲求 𝑺𝒏 等價於求出 𝑺𝒏𝑲𝒏 的值（根）

可得 𝑺𝟓𝑲𝟓
𝟐 − 𝑨𝟏 + 𝑨𝟐 + 𝑨𝟑 + 𝑨𝟒 𝑺𝟓𝑲𝟓 + 𝑨𝟏𝑨𝟑 + 𝑨𝟏𝑨𝟒 + 𝑨𝟐𝑨𝟒 = 𝟎 

由於 𝐾5 為已知（即 𝐾5 =
4

5
(sin

𝜋

5
)2） 故可進一步求得 𝑆5

𝐴1

𝑆5𝐾5
= 𝒓𝟏  − 1

𝐴2

𝑆5𝐾5
= 1 − 𝑟1 𝑟2  ⇒  𝒓𝟐 =

𝐴2

𝑆5𝐾5(1 − 𝒓𝟏)
 − (2)

𝐴3

𝑆5𝐾5
= 1 − 𝑟2  𝑟3 ⇒  𝒓𝟑 =

𝐴3

𝑆5𝐾5 1 − 𝒓𝟐
 − 3

由 1  代入 2 ， 2  再代入 3

解得方程式的根 𝑆5𝐾5 之後

𝒓𝟑 = 𝟏 −
𝑨𝟒

𝑺𝟓𝑲𝟓
 − 4

最後由 3 = (4)
圖片來源：作者親自繪製

圖片來源：作者親自繪製

圖片來源：作者親自繪製

圖片來源：作者親自繪製

(𝒎 ≤ 𝒏 − 𝟐)
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三、圓內接 𝒏 邊形面積問題的推導

命題：一圓內接 n 邊形，各點、面積接續前述正多邊形的命名法則，若給定逆時針
方向之「邊長比」依序為 𝑳𝟏 ∶ 𝑳𝟐 ∶ 𝑳𝟑 ∶ … ∶ 𝑳𝒏 (則指定點的頂角 𝜽 亦可唯一確定)，
且外圍各個三角形面積亦為已知，求此圓內接 n 邊形的總面積 𝑺𝒏 為多少？

※解題策略：先求得由相鄰邊圍成三角形之面積 → 再求得總面積 → 將兩數值相除即得 𝑲𝒊

(𝒙)
𝒏

𝟐 − 𝑻𝟏
𝒏−𝟏(𝒙)

𝒏

𝟐
−𝟏

+ 𝑻𝟐
𝒏−𝟏 (𝒙)

𝒏

𝟐
−𝟐

− 𝑻𝟑
𝒏−𝟏(𝒙)

𝒏

𝟐
−𝟑

… ± 𝑻 𝒏

𝟐

𝒏−𝟏 = 0

根的意義與性質探討

根據電腦繪圖的觀察，我猜測真正符合命題的根可能是最大根。我嘗試以根的幾何意義，進行論證與探討。
經由觀察面積和邊長的關係，可推出以下性質：

然而在一些情況中，方程式的確可以存在多個實數根；我猜測能夠藉由改變構形產生一個較小的根，來對應不同的
中心 n-1 邊形面積值，我利用以下實例說明：

正五邊形 邊長 L 𝑺 𝐴1 𝐴2 𝐴3 𝐴4

A 4 15.12 6.65 0.50 2.13 3.13

B 3.18 4.96 6.65 0.50 2.13 3.13

以正五邊形為例，假設有兩個不同邊長的正五邊形均符合我命題中設定的構形，一大一小，
大的邊長為 L，小的邊長為 M，因為 𝑨𝟏,𝑨𝟐,𝑨𝟑,𝑨𝟒 的大小固定，於是可以推導出：

𝐴 < 𝑎, 𝐵 > 𝑏, 𝐶 < 𝑐, 𝐷 > 𝑑, 𝐸 < 𝑒, 𝐹 > 𝑓 ⇒ 𝐿 < 𝑀，矛盾！

由於當 n 為奇數與偶數時，方程式的次方形式略有差異，故以高斯記號加以統整，並將 𝑺𝒏𝑲𝒏 以 𝒙表示，導出以下一般化方程式：

然而高次方程式可能存在多個實數根，因此我接下來將探討根的意義與性質，找出真正符合命題的根（解）

求得此方程式的根 𝒙 (即 𝑺𝒏𝑲𝒏)，因 𝑲𝒏 為已知，即可得 𝑺𝒏

※ 故在維持 n-1 邊形內嵌於正 n 邊形中的構形中，僅存在一個真正符合命題的根

由於圓內接四邊形過於單純，可視為特例，故我從圓內接五邊形開始探討，以便歸納：

故知其中一解為 𝑲 > 𝑨𝟏 且 𝑲 > 𝑨𝟒

而另可存在 𝑨𝟏> 𝑲 而 𝑨𝟒 < 𝑲 的解

設相鄰兩邊圍出的
三角形面積為 𝐾

以正五邊形為例

先從二次方程式解出 K 之後
再由 K 與 L 之關係式解得 L

化簡得 𝟏 =
𝑨𝟐

𝑲−𝑨𝟏
+

𝑨𝟑

𝑲−𝑨𝟒

𝑲 =
𝟏

𝟐
×  𝑳𝟐  ×  (𝒔𝒊𝒏

𝟐𝝅

𝟓
)

故知方程式其他的根乃藉由改變構形縮小而產生

故最後可推得 𝑲𝒂 的一般化表示式為：
當 𝒂 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … , 𝒏 − 𝟐 時：

𝐾𝑎 =
△𝑃𝑎𝑃𝑎+1𝑃𝑎+2

𝑆𝑛
=

𝑳𝒂𝑳𝒂+𝟏× 𝟏−𝒄𝒐𝒔 𝜽𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝒂+𝟏+𝒔𝒊𝒏 𝜽𝒂 𝒔𝒊𝒏 𝜽𝒂+𝟏

σ𝒊=𝟏
𝒏 𝟏

𝟐
× 𝑳𝒊

𝟐(𝟒𝒛−𝑳𝒊
𝟐)

𝐾𝑛−1 =
△𝑃𝑛−1𝑃𝑛𝑃1

𝑆𝑛
=

𝑳𝒏−𝟏𝑳𝒏× 𝟏−𝒄𝒐𝒔 𝜽𝒏−𝟏 𝒄𝒐𝒔 𝜽𝒏+𝒔𝒊𝒏 𝜽𝒏−𝟏 𝒔𝒊𝒏 𝜽𝒏

σ𝒊=𝟏
𝒏 𝟏

𝟐
× 𝑳𝒊

𝟐(𝟒𝒛−𝑳𝒊
𝟐)

有了 𝑲𝒂 後，仿照正多邊形的方法，我亦歸納出下列以 𝑺𝒏 為變數 𝒙 的方程式，為了簡化式子以及證明其正確性，

我創建新符號 𝑼𝒏𝒒
𝒑 ：自

𝑨𝟏

𝑲𝟏
 到

𝑨𝑷

𝑲𝑷
 中任取 q 個互不相鄰的項相乘後，再乘上 ς𝒊=𝟏

𝒏 𝑲𝒊，最後取其所有組合之和，

得到方程式：
𝑼𝒏𝟎

𝒏−𝟏(𝒙)
𝒏

𝟐 − 𝑼𝒏𝟏
𝒏−𝟏(𝒙)

𝒏

𝟐
−𝟏

+ 𝑼𝒏𝟐
𝒏−𝟏(𝒙)

𝒏

𝟐
−𝟐

− 𝑼𝒏𝟑
𝒏−𝟏(𝒙)

𝒏

𝟐
−𝟑

… +(−𝟏)
𝒏

𝟐 𝑼𝒏 𝒏

𝟐

𝒏−𝟏 = 0
仿之前的技巧以
數學歸納法證明

同樣的，此方程式之最大正實根對應於：符合 n-1 邊形內嵌於正 n 邊形之構形

同前面在正 n 邊形的論述，可以靠著改變構形來產生較小的根，右圖為以圓內接四邊形
為例產生之「變形結構」圖示：

圓內接四邊形 半徑 R 𝑺𝟒 𝐴1 𝐴2 𝐴3

A 5 46.9 5.2 10.5 14.5

B 1.9 6.6 5.2 10.5 14.5

不管在「正 n 邊形」或是「一般化的圓內接 n 邊形」的情況，若命題的『初
始限定構形（亦即 n 邊形內嵌 n-1 邊形之構形）』存在，則前述之高次方程
式的最大正實根，為滿足此『初始限定構形』之唯一解。

探討「若方程式有最大正實根，則必存在對應的限定構形，而該最大正實根是此構形的唯一解」是否成立？

並且

也就是說「限定構形存在」是「方程式最大正實根為滿足此限定構形的唯一解」的「充分條件」

總結以上的討論：

破解此問題必須得先了解如何區分「限定構形」以及「變形構形」，觀察圖形，發現若使用如左圖的方式命名每個
已知三角形的邊長，並令正多邊形邊長為 𝑙，於限定構形下 𝒍𝒊 都小於 𝒍 ；若是變形構形，部分 𝒍𝒊 會大於 𝒍

易知 𝑙𝑖 具有關係式：

𝑙 ×  𝑙1 = 𝑎1

𝑙 − 𝑙1  𝑙2 = 𝑎2

𝑙 − 𝑙2  𝑙3 = 𝑎3

𝒍−𝒍𝟏 =
𝒍𝟐 − 𝒂𝟏

𝒍

𝒍−𝒍𝟐 = 𝒍 −
𝒂𝟐

𝒍 −
𝒂𝟏
𝒍

 =
𝒍𝟑 − 𝒂𝟏 + 𝒂𝟐 𝒍

𝒍𝟐 − 𝒂𝟏

𝒍−𝒍𝟑 = 𝒍 −
𝒂𝟑

𝒍 −
𝒂𝟐

𝒍 −
𝒂𝟏
𝒍

 =
𝒍𝟒 − 𝒂𝟏 + 𝒂𝟐 + 𝒂𝟑 𝒍𝟐 + 𝒂𝟏𝒂𝟑

𝒍𝟑 − 𝒂𝟏 + 𝒂𝟐 𝒍

令 𝜽 為正多邊形內角，
1

2
 sin 𝜃 = 𝑚 ，設立 𝑚𝑎𝑖 = 𝐴𝑖 以便計算

圖片來源：作者親自繪製

圖片來源：作者親自繪製

圖片來源：作者親自繪製

圖片來源：作者親自繪製

圖片來源：作者親自繪製

圖片來源：作者親自繪製

( 亦即
𝑨𝒊

𝒎
= 𝒂𝒊 )第一頁中的 𝑺𝒏𝑲𝒏 = 𝑚 𝒍𝟐 

欲證明限定構形存在，必須證得以下兩件事情

(一) 𝒍𝒏−𝟏 = 𝒍 以確保構形封閉

(二) 𝒍 > 𝒍𝒊 𝒊 < 𝒏 − 𝟏, 𝒊 ∈ 𝑵 以確保圖形不外張且 𝒍 − 𝒍𝒏−𝟐 𝒍𝒏−𝟏 = 𝒂𝒏−𝟏



3. 𝑓𝑛 𝑥 = (𝑥)𝑛 − 𝑡1
𝑛−1(𝑥)𝑛−2 +𝑡2

𝑛−1 (𝑥)𝑛−4 …

在本研究中，我深刻體會到：「複雜的代數問題可透過幾何圖像具象化求解，而抽象的幾何結構亦可藉由代數
方程式條理化地分析。」這種「代數與幾何的雙向轉換」思維，成為我突破瓶頸的關鍵策略。無論是以面積比
例遞迴建構高次方程，還是以 GeoGebra 輔助觀察根的幾何意義，我皆透過圖形與代數交錯應用的方式，重新詮
釋多邊形結構背後的數學本質，也展現出數學在邏輯推演與圖像思考之間的和諧與優雅。

陸、結語

柒、參考資料
高中數學課本：數學歸納法、 排列組合、正弦定理、餘弦定理、和角公式與倍角公式、中間值定理

(二) 𝒍 > 𝒍𝒊 的證明：由於已知 𝒍 − 𝒍𝒊 =
𝒇𝒊+𝟏 𝒍

𝒇𝒊 𝒍
，故希望證出 𝒇𝒛 𝒍 > 𝟎 𝒛 ∈ 𝑵,對所有 𝒛 ≤ 𝒏 − 1 皆成立

由於 𝒇𝒊 𝒙 函數領導係數為 1，因此當 𝒙 → +∞，𝒇𝒊 𝒙 → +∞

由於圖形結構對稱性，此敘述也會成立，我們作如下的假設

1. 𝑙 − 𝑑𝑖 =  𝑥 −
𝑎𝑛+1−𝑖

𝑥 −
𝑎𝑛+1−𝑖+1

𝑥 −
…

𝑥 −
𝑎𝑛+1−1

𝑥

= 𝑥 −
𝑎𝑛+1−𝑖

𝑙 − 𝑑𝑖−1

5. 𝑓𝑖+1 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖𝑓𝑖 𝑥𝑖 − 𝑎𝑛+1−𝑖𝑓𝑖−1(𝑥𝑖)

有了這些假設後，仿照
之前的方法，也能得到
相同的結果。

條件：設 𝒉𝒊(𝒙) = (𝒙)
𝒊

𝟐 − 𝑻𝟏
𝒊−𝟏(𝒙)

𝒊

𝟐
−𝟏

+ 𝑻𝟐
𝒊−𝟏 (𝒙)

𝒊

𝟐
−𝟐

− 𝑻𝟑
𝒊−𝟏(𝒙)

𝒊

𝟐
−𝟑

… ± 𝑻 𝒊

𝟐

𝒊−𝟏 = 0

觀察下列繁分式化簡後之型態，我們發現若定義 𝒇𝒊 𝒙 = (𝒙)𝒊 − 𝒕𝟏
𝒊−𝟏(𝒙)𝒊−𝟐 + 𝒕𝟐

𝒊−𝟏 (𝒙)𝒊−𝟒 … ± 𝒕 𝒊

𝟐

𝒊−𝟏𝒙
𝒏

𝟐
−

𝒏

𝟐

𝒍−𝒍𝟏 = 𝒍 −
𝒂𝟏

𝒍
=

𝒍𝟐 − 𝒂𝟏

𝒍

𝒍−𝒍𝟐 = 𝒍 −
𝒂𝟐

𝒍 −
𝒂𝟏
𝒍

 =
𝒍𝟑 − 𝒂𝟏 + 𝒂𝟐 𝒍

𝒍𝟐 − 𝒂𝟏

𝒍−𝒍𝟑 = 𝒍 −
𝒂𝟑

𝒍 −
𝒂𝟐

𝒍 −
𝒂𝟏
𝒍

 =
𝒍𝟒 − 𝒂𝟏 + 𝒂𝟐 + 𝒂𝟑 𝒍𝟐 + 𝒂𝟏𝒂𝟑

𝒍𝟑 − 𝒂𝟏 + 𝒂𝟐 𝒍

𝒍−𝒍𝟏 =
𝒇𝟐 𝒍

𝒇𝟏 𝒍

𝒍−𝒍𝟐 =
𝒇𝟑 𝒍

𝒇𝟐 𝒍

𝒍−𝒍𝟑 =
𝒇𝟒 𝒍

𝒇𝟑 𝒍

上面我們僅確保了 𝒍𝒊 小於邊長 𝒍 ，雖然大部分情況成立，可是當出現右圖
情況時便會失真 — 顯然 𝒍𝒊 皆小於等於邊長 𝒍，但是這是一個變形構形！

因此我們必須得同時確保當邊長為方程式的最大根時外圍三角形的
另一邊也會小於 𝒍，題目等價於證明下圖情形時 𝒅𝒊 < 𝒍。

4. 𝑡𝑞
𝑝+1

− 𝑡𝑞
𝑝

= 𝑎𝑛−𝑝 𝑡𝑞−1
𝑝−1

總結：「高次方程式具有最大正實根」時，必定存在一個對應的限定構形，

使該最大正實根為其唯一解；同時「限定構形存在」亦可作為該唯一對應

關係的充分條件。

2. 𝑡𝑃
𝑄

 代表 𝑎𝑛, 𝑎𝑛−1 … 𝑎𝑛+1−𝑄 中取 P 個互不相鄰的項相乘，

其所有組合之和（如：𝑡2
3 = 𝑎𝑛𝑎𝑛−2、𝑡3

5 = 𝑎𝑛𝑎𝑛−2𝑎𝑛−4）

圖片來源：作者親自繪製

圖片來源：作者親自繪製

(一) 𝒍𝒏−𝟏= 𝒍 之導證：

則可進一步將 𝒍 −𝒍𝒊 以更簡潔的函數迭代表示如下，且呼應前面正 n 邊形的迭代條件及方程式型態

圖片來源：作者親自繪製

欲證： 𝒇𝒊 𝒙 = 𝟎 有正實根，且 𝟎 = 𝒙𝟏 < 𝒙𝟐 < 𝒙𝟑 < ⋯ < 𝒙𝒊

⟹ 由數學歸納法，已知 0 = 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3，假設 𝒌 = 𝒊 − 𝟏、

𝒌 = 𝒊 時均成立，因此 𝒇𝒊−𝟏(𝒙𝒊) > 0 且 𝒇𝒊 𝒙𝒊  = 0，

由於 𝒇𝒊+𝟏 𝒙𝒊 = 𝒙𝒊𝒇𝒊 𝒙𝒊 − 𝒂𝒊𝒇𝒊−𝟏(𝒙𝒊)，故知 𝒇𝒊+𝟏 𝒙𝒊  < 0

由中間值定理得知 𝒇𝒊+𝟏 𝒙  = 0 存在正實根，並且 𝒙𝒊 < 𝒙𝒊+𝟏

因此證得 𝒌 = 𝒊 + 𝟏 時亦成立。

因 𝑺𝒏𝑲𝒏 (亦即 𝐦 𝒍𝟐) 為 𝒉𝒏(𝒙) = 𝟎 之最大根，故 𝒍 為 𝒇𝒏 𝒙 = 𝟎 之最大根 (即 𝒍 = 𝒙𝒏 )

⇒ 𝑙 − 𝑙𝑖 =
 𝑓𝑖+1 𝑙

𝑓𝑖 𝑙
=

𝒍𝒇𝒊 𝒍 −𝒂𝒊𝒇𝒊−𝟏 𝒍

𝑓𝑖 𝑙
= 𝑙 − 𝑎𝑖 ×

 𝑓𝑖−1 𝑙

𝑓𝑖 𝑙
< 𝑙，得證！

𝑓𝑖+1 𝑥

𝑓𝑖 𝑥
= 𝑥 −

𝑎𝑖

𝑓𝑖 𝑥
𝑓𝑖−1 𝑥

若 𝒇𝒊 𝒙 = 𝟎 有實根，令 𝒙𝒊 為 𝒇𝒊 𝒙 = 𝟎 的最大根，我們觀察左圖圖形

若 𝒙𝒊 > 𝒙𝒊−𝟏，則可知 𝒇𝒊−𝟏(𝒙𝒊) 恆大於零。同理，若能證出 𝒍 > 𝒙𝒊 則可

知 𝒇𝒊(𝒍) 恆大於零，我們先觀察 𝒇𝒊 𝒙 = 𝟎 最大根的關係來破題。

易知 0 = 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3，猜測

𝒙𝒊 應該遞增，而 𝒙𝒊 若遞增，

恰可推得 𝒙𝒊 < 𝒙𝒏 （即 𝒍）

移項展開

𝑓1 𝑥 = 0 ⟹ 𝑥1 = 0
𝑓2 𝑥 = 0 ⟹ 𝑥2 = 𝑎1

𝑓3 𝑥 = 0 ⟹ 𝑥3 = 𝑎1 + 𝑎2

𝑓𝑖+1 𝑥

𝑓𝑖 𝑥
= 𝑥 −

𝑎𝑖

𝑓𝑖 𝑥
𝑓𝑖−1 𝑥

𝒇𝒊+𝟏 𝒙𝒊 = 𝒙𝒊𝒇𝒊 𝒙𝒊 − 𝒂𝒊𝒇𝒊−𝟏(𝒙𝒊)

0 > 0< 0

ℎ5 𝑥 = 𝑥2 − 𝑇1
4𝑥 + 𝑇2

4

 𝑓5 𝑥 = 𝑥5 − 𝑡1
4𝑥3 + 𝑡2

4𝑥

ℎ6 𝑥 = 𝑥3 − 𝑇1
5𝑥2 + 𝑇2

5𝑥 − 𝑇3
5

 𝑓6 𝑥 = 𝑥6 − 𝑡1
5𝑥4 + 𝑡2

5𝑥2 − 𝑡3
5

𝑇𝑃
𝑄

= 𝑚𝑃𝑡𝑃
𝑄

∵ 𝑓𝑖+1(𝑥)函數之領導係數為1，當𝑥 → ∞，𝑓i+1(𝑥) → ∞
根據中間值定理， 𝑓i+1(𝑥) = 0存在證時根，並且𝑥i+1 > 𝑥i故由數學歸納法得𝑘 = 𝑖 + 1亦成立
因此 𝟎 = 𝒙𝟏 < 𝒙𝟐 < 𝒙𝟑 < ⋯ < 𝒙𝒏

我以數學歸納法證出

 𝒍 − 𝒍𝒊 =
𝒇𝒊+𝟏 𝒍

𝒇𝒊 𝒍

並可知每一個 𝒉𝒊 𝒙 = 𝟎 的根 𝑷 可拆成兩個平方根 ±
𝑷

𝒎
，作為 𝒇𝒊 𝒙 = 𝟎 的根

因此若 𝒉𝒏 𝒙 = 𝟎 存在正實根 𝑺𝒏𝑲𝒏，則必可找到相對應的正實根
𝑺𝒏𝑲𝒏

𝒎
，使得 𝒇𝒏

𝑺𝒏𝑲𝒏

𝒎
= 𝟎

令
𝑺𝒏𝑲𝒏

𝒎
= 𝒍，則 𝒇𝒏 𝒍 = 𝟎 ⇒  𝒍 − 𝒍𝒏−𝟏 =

𝒇𝒏 𝒍

𝒇𝒏−𝟏 𝒍
= 𝟎 ⇒ 𝒍𝒏−𝟏 = 𝒍

但是若證明其具有幾何意義，還須證 𝒍𝒊 > 𝟎。 若能證出 𝒍 − 𝒍𝒊 < 𝒍 則可以解決問題

因為 𝒇𝒊+𝟏 𝒍 = 𝒍𝒇𝒊 𝒍 − 𝒂𝒊𝒇𝒊−𝟏(𝒍)，由前述可知 𝑓𝑖−1 𝑙 > 0 ，𝑓𝑖 𝑙 > 0，𝑓𝑖+1 𝑙 > 0

(𝒊 ≤ 𝒏 − 𝟏)

若 𝒇𝒊 𝒙 = 𝟎 有實根，令 𝒙𝒊 為 𝒇𝒊 𝒙 = 𝟎 的最大根，我們觀察左圖圖形
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