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分角曲線之探討 

摘要 

本研究探討給定平面任意三點 , ,A B O，滿足 OPB APO   的點P軌跡為何？有

什麼性質？我們主要運用複數解析求出曲線方程式，再運用其對觀察到的曲線性質進

行證明，我們亦在作品中給出一些幾何解釋。之後我們更進一步更改兩角度之間的關

係(如成倍數關係、差為定值等)，得到了豐碩的成果。最終還發現此軌跡與其他曲線間

的關聯，並說明了背後的幾何本質。 

壹、 前言 

一、 研究動機 

某次解 2022 年 TMO 的第五題，依題目指示作圖後，我們注意到對於圖中的

, ,A B C三點，分別將其連向 , ,P J Q (即圖一中的籃、綠、紅線)，分別形成的兩個角角

度相等(即圖一中綠色的兩個角相等、藍色的兩個角相等、紅色的兩個角相等)。我們不

禁好奇所有像 , ,A B C這樣，與 , ,P J Q連線後成等角的點，形成的軌跡是什麼。 

  

圖一、TMO 2022 P5 的作圖與處理 



- 2 - 

二、 研究問題的陳述與轉化 

給定平面上任意三點 , ,A O B，我們

希望找出所有符合 BAPO OP  的P點

(如圖二)。這相當於「找到P點，使得O

點在 APB 的內角平分線上(本篇所提到

的角平分線並非狹義的角平分射線，而

是包含其延長線，一條完整的直線)」。

基於對稱性，之後我們也將討論「使得O點在 APB 的外角平分線上」的P點軌跡，

並發現一併考慮兩者時，P點的軌跡將是一個連續的曲線。 

為了進一步的討論，我們先明確角度的定義： ABC 表示從射線BA


逆時針轉向

BC


的有向角，量值屬於[0,2 ) 。在之後我們會證明O點在 APB 的內角或外角平分線

上的充要條件分別為 OOPB AP  和 AOPB PO    ，兩者可合記為

 modOPB APO   ，我們進一步省略後面 mod 部分，成為 OOPB AP  。 

三、 研究目的 

(一)  原始問題：給定平面上三點 , ,A O B，研究滿足條件 OPB APO  的P點軌跡 

(我們稱為「分角曲線」)及其性質。 

(二)  推廣一：給定平面上三點 1 2, , ,A O O B，研究滿足條件 1 2O PB APO  的P點軌跡(我們

稱為「分離分角曲線」)及其性質。(也就是將O點拆成兩個點 1 2,O O ) 

(三)  推廣二：給定平面上三點 , ,A O B，以及固定角度 ，研究滿足條件

OPB APO    的P點軌跡(我們稱為「偏移分角曲線」)及其性質。 

(也就是讓兩角度差為定值， 0  時即為分角曲線) 

(四)  推廣三：給定平面上三點 , ,A O B，以及固定整數 n，研究滿足條件 OPB n APO   的

P點軌跡(我們稱為「 n倍分角曲線」)及其性質。(也就是讓兩個角度成倍數關係) 

(五)  研究上述曲線和其他曲線之間的關係 

   

  

圖二、符合條件的 點 

圖三、原始題目的推廣 (左)分離 (中)偏移 (右) n倍(此處 2n  ) 
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四、 文獻探討 

(一)  斜環索線(參考資料[2]~[8]) 

〔Definition 1-1〕斜環索線(Oblique Strophoid) 

(整理自參考資料[2],[12]) 

給定固定直線 l (方便起見，稱其為基準線)、 

l上定點O (節點) l外定點 A (焦點)，設B為 l上動點， 

以B為圓心，半徑OB做圓，交 AB


於 ,M N兩點， 

則 ,M N的軌跡稱為「斜環索線」。(圖四) 

 

 

 
 

簡單應用解析幾何的方法，容易得出另一個等價的定義： 

〔Definition 1-2〕斜環索線(Oblique Strophoid)(整理自參考資料[2],[6],[8]) 

斜環索線為由以下方程式所決定的曲線(此處 ,a b並非圖一中的 ,a b )： 

1. 直角坐標：   2 2x y ax by xy    

2. 直角坐標的參數方程：
2

2 2
( , ) ,

( 1)( ) ( 1)( )

k k
x y

k a bk k ak b

 
      

 

3. 極坐標：
 

sin(2 )

2 cos sin
r

a b


 




  

節點為 (0,0)O 、焦點為 2 2 2 2
,

2( ) 2( )

b a
A

aba b


 


 
 

、基準線 : 0l ax by  。 

 
〔Property 1-1〕自交(參考資料[6]) 

斜環索線於節點自交，且此點的兩切線相互垂直。 

 
〔Property 1-2〕反演(參考資料[3],[4],[6]) 

斜環索線對於焦點反演仍為斜環索線，對節點反演則為等軸雙曲線。 

 
〔Property 1-3〕漸近線 

一般情形下斜環索線有一與 l平行的漸近線ax by c   

 
參考資料並無給出詳細證明，性質 1-1 將會在內文說明，性質 1-2 套用反演的坐

標變換化簡即可得，性質 1-3 從略。  

圖四、斜環索線 
(圖自參考資料[8], p.131) 
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(二)  等角差線與 n倍等角差線(參考資料[9]~[13]) 

〔Definition 2〕 n倍等角差線 (擷取自參考資料[12]) 

B在直角坐標中的原點 (0,0) ，C在直角坐標中的原點 ( ,0)l ，分別做過B和C的兩條直

線 1L 和 2L ，並設直線交點 A。初始狀態為 1 : tanL y x 以及 2 : 0L y  。 2L 以順時針

轉動， 1L 逆時針方向以 2L 旋轉速度的 n倍轉動，直到下一個初始狀態，則兩直線交點 A

點的移動軌跡為n倍等角差線 ,
l
n ，如果 1l  可以簡寫成 ,n ，當 1n  時可記作 l

 ，即

等角差線。 

 
貳、 研究設備及器材 

電腦、Geogebra(數學軟體)、Maxima(數學軟體)、紙、筆、ChatGPT、Grok 3 

 

參、 研究過程或方法 

一、 使用 Geogebra 進行初步觀察 

我們先用 Geogebra 以幾何方式畫出滿足 OPB APO  的P點軌跡。前面提到這

相當於「O點在 APB 的角平分線上」，這讓我們想到圓的切線性質，因而發想了以

下的作圖方法。 

在畫布上點出 , ,A O B，以 A為圓

心，任意半徑作一圓。上取一動點

K，連接 AK


，以，O為圓心，作與 AK


相切的圓，設切點為H ，過B作的

兩條切線 L、 L，設切點為 ,Y Y，連

OY 、OY。作 AK


與 L、 L之交點P、

P，如右圖五。由圓的切線性質可知圖

中的 ,P P分別在 APB 的內角與外角平

分線上，因此 ,P P即為兩個符合條件的

點。此時，使用 Geogebra 的軌跡功能，

做出K於上移動一周下P與 P的軌

跡，即為所求。(如下一頁的圖六) 

  

圖五、用Geogebra進行初步觀察 
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圖六、紅色曲線即為軌跡 

(分角曲線) 

二、 角平分線的性質 

我們先前提到角平分線有以下性質 

〔Property 2〕角平分線的角度性質 

一點O在 APB 的內角平分線上 OPB APO   

一點O在 APB 的外角平分線上 OPB APO     

 
關於內角平分線的敘述顯然成立(圖七)。外角平分線

部分，如圖八(a)，粉紅色者為 OPB (有向角： PO


逆時針

轉向PB


掃過的角度)、藍色者為 APO 。由於紅色線為外

角平分線，我們可將 APO 中的 BPO 部分換掉，如圖八

(b)，便能看出 AOPB PO   。由於以下只是其中一

種情形，在某些情況下，將會有 AOPB PO   。 

 
若以無向角(角度無方向性，量值一律取 0 ~ 180 者)的觀點，以上性質似乎能寫成

更直覺的形式： 

一點O在 APB 的內角平分線上 (無向角) OPB APO   

一點O在 APB 的外角平分線上 (無向角) OPB APO     

 
但若考慮無向角，在某些極端條件將出現問題，且在往後的延伸研究也較不方便，我

們將在「伍、討論」中詳細討論之。 

三、 分角曲線 

(一)  記號、定義 

為了往後的討論，我們先約定以下記號和定義。 

〔Definition 3〕有向角的等價類 

定義 2n    ，其中 [0,2 )  、 n。如： 03 7 4       

  

圖七、內角平分線 圖八、外角平分線 

(a) (b) 
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上方的定義在四則運算中顯然是 Well Defined 的，將 2n    理解為

 2 mod 2n     即可。 

〔Definition 4〕有向面積 

[ ]ABC 指 ABC△ 之有向面積，若 , ,A B C為逆時針排列則取正值，反之取負值。 

 

〔Property 3〕(Well known) s
1

[ n
2

i] ABCABC BA BC    

 
〔Definition 5〕(有向)弧 

給定圓O上兩點 ,A B，AB代表自 A沿著圓逆時針走到B所描出的曲線，其度數等於此

弧對到的圓心角(有向角) AOB 。 

 
〔Definition 6〕分角點與分角曲線 

給定二維平面上三點 , ,A O B，若有一點P滿足以下二者其中之一： 

1. 內角情形：O在 APB 的內分角線上( OPB APO  ) 

2. 外角情形：O在 APB 的外分角線上( OPB APO    ) 

(兩者合記為 OPB APO  ) 

則稱P為一個O對 ,A B的分角點。所有O對 ,A B的分角點形成O對 ,A B的分角曲線，記

做 ( , , )A B O ，且稱O為分角曲線的節點。 

 
(二)  引理 

在進入討論之前，我們需要證明以下兩個引理。 

〔Lemma 1〕角度的和分 

 平面上有Y和 1 2 1, ,, nX XX  共 2n (n )個點，則 

1 1 1 1 12 2 3 3 4
1

n

n n n k k
k

X X X X X X X XYX Y Y Y YX YX X  


            

特殊化，有 0XYX X YX    ，或 XYX X YX     。 

 
〔Lemma 2〕圓周角性質 

給定一圓與其上兩相異點 ,A C，則對於圓上任異於 ,A C之點B， 2AC ABC  ；反

之，給定兩相異點 ,A C，所有滿足 (0, )ABC     之B點軌跡為使得 2AC  之圓。 

 
Lemma 1 為有向角的基本性質，可由廣義角之定義(旋轉)簡單推論而得。Lemma 2

為狹義圓周角性質的推廣，可理解為圓周角性質的有向角的版本。此引理的前半部分
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可分情形討論，用外角定理證明(就如證明狹義的圓周角性質時所做的一樣)，後半部分

可用同一法證得，在此不詳述。 

(三)  特殊情形討論 

在進入一般性的討論前，我們先觀察幾個易於理解的特例。 

1. , ,A O B三點共線( ,A B不共點) 

(1) OA OB ： 

易知軌跡為「 AB


(角度皆為 0  )與 AB中垂線(中垂線性質)」(圖九)。 

(2) OA OB ： 

和前者同理， AB


為曲線的一部分。除此之外，若 P AB


，由內、外分比性質

知滿足條件之P點的充要條件為
PA OA

k
PB OB

  為定值( 1k  )，這些P的軌跡為一阿波

羅圓(以OO為直徑，其中 ,O O分別為滿足 : :1PA PB k 的 ,A B的內、外分點)。綜合

兩者，此情形下的軌跡為「 AB


與以OO為直徑的阿波羅圓」(圖十)。 

2. O於 AB中垂線上，且O AB


： 

AB中垂線上任一點必滿足條件(中垂線性

質)，又由圓周角性質知 AOB△ 外接圓上任一點皆

滿足條件，因而軌跡為「 AOB△ 外接圓與 AB中垂

線」。 

事實上，前述的「1.(1) , ,A O B三點共線、

OA OB (O於 ,A B中垂線上，但O AB


)(圖九情

形)」亦可被歸至此類，可看作是 AOB△ 外接圓半

徑變成無窮大，因而成為 AB


。 

  

圖九、 三點共線且  

圖十一、 於 中垂線上 

圖十、 三點共線且  
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3. ,A B共點： 

由定義， 2 0 0 mod
2

A B

OPB APO BPO OPB OPB
             

 
。 

一如既往， ( )BO AO
 

上的點皆符合條件。此外還

有以 BO為直徑的圓(因 0 mod
2

OPB
    

 

3
0

2
OPB OPB     所對到的弧為半圓)。

因此此情形下整體的軌跡為「 ( )BO AO
 

和以 BO

為直徑的圓」(圖十二)。 

另外，此情形也可看成是在前一種情形 

(圖十一)中，取 A B 的極限的結果。 

(四)  一般情形之通解 

1. 軌跡方程式 

對於一般性情形，我們使用解析幾何

方式求解軌跡。 

給定平面上三點 , ,A O B，以O為原點

建立複數坐標系，設 ( ), ( ), ( 0)A a B b O o  。

令 ( )P z 為一個O對 ,A B的分角點，則在內

角情形( OPB APO  )時有 arg arg
b z o z

o z a z

 


 
(左式表示 PB


與 PO


的夾角， 

即 OPB ，同理右式為 APO )，因此
2( )

( )( )

o z
o za z

b z a z b z
o z

 




  


    ； 

類似的，在外角情形下有
2( )

( )( )

o z

a z b z


 
 。注意到

2

0
( )

( )( )

o z

a z b z


 

 僅當 z o ，即

O與P重合，綜合以上我們有
2( )

,
(

,
)(

,
)

o a b
o z

z
a z b z





  ，即 

  
2( )

Im 0,
( )( )

, ,b
o z

z
a z

o
b z

a
 

   
 <1> 

此即軌跡方程式。 

  

圖十二、 共點 

圖十三、複數解析 
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接著我們進一步將其轉換為極坐標方程式與直角坐標方程式，以利進一步研

究。一複數為實數的充要條件為此數與其共軛複數相等，因此 

2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

o z o z o z

a z b z a z b z a z b z

o z

a z b z

   


  
 

 


  
 ，以 0o  代入並交叉

相乘得到    2 2 2 2(( ) )z ba b ab a zz z z zb a      。假設 iz re  (即令 [ , ]P r  )，進

一步乘開化簡有
2 2 2 2(( ) )a bbz a b za zb zz az     ，值得注意的是 2( )zz 被消掉了，

因為 2r zz ，這將導致極坐標中 r 的最高次項 4r 項消失。接著，我們將 iz re  代入

可得 2 2 3 2 2 3( ) ( )i i i ia ae e b e bbr a b er a rr        ，將兩邊的 2r 消去( 0P O r   )

得到
2 2( ) ( )i i i ia ae e be ab a b r b re        。注意到等號兩端為共軛複數，因而 

   22 Im 2 Im ( )i iabe a b re    (共軛複數相減得兩倍虛部)，進而有 

  
2Im( )

Im ( )

i

i
r

b e

abe

a








  <2> 

假設 1 2,i ia re b r e   (即令 1 2[ , ], [ , ]A r B r  )，代入化簡最終可以得到 

 1 2

1 2

sin( 2 )

sin( ) sin( )

r r
r
r r

  
   

 


  
 <3> 

欲求直角座標，可假設 , ,x y x ya a a i b b b i z x yi       

(即令 ( , ), ( , ), ( , )x y x yA a a B b b P x y )代入<1>式展開即可(我們使用數學軟體 Maxima 幫我

們完成繁雜的運算)，最終結果為： 

 3 2 2 3 2 2 0ax bx y axy by cx dxy cy        <4-1> 

或 

 2 2 2 2( )( ) ( ) 0x y ax by c x y dxy       <4-2> 

其中 

 

( )

2( )

y y

x x

x y y x

x x y y

a a b

b a b

c a b a b

d a b a b

  


 
  
   

 <5> 

我們還有一個先決條件是 , ,P A B O ，所以理論上應該將上述方程式中此三點去

除才是 ( , , )A B O (O對 ,A B的分角曲線)。但由於此三處為可去不連續點(由<4>式是

連續曲線可知不連續點的種類為「可去」)，為了方便接下來的討論，我們將此三點

加回分角曲線中一併考慮。(幾何上的意義為：在 , ,A B O附近亦可為分角點) 
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2. 軌跡方程的幾何意義：面積和 

將<3>式分母移項得到 

 1 22 1sin( ) )sin( ) sin(( ) ( )rr rrrr          <6> 

此式揭示了軌跡方程的另一種幾何意義：以OP


為對稱軸，作B之對稱點 B，則有

][ ] [ ]POA BB OP OA   [ ，如下方圖十四，圖中 + / − 號表示有向面積的正負號。 

(五)  分角曲線之性質 

1. 圖形特徵 

以上，我們已求出分角曲線的方程式，並以有向面積之和解釋其幾何意義。 

接著，我們來看幾個分角曲線的性質。 

(1) 基礎性質 

〔Property 4-1〕對稱性： ( , , ) ( , , )A B O B A O    
 
〔Property 4-2〕 ( , , ), ,A B AO B O  
 
〔Property 4-3〕分角曲線自交於節點 
 

性質 4-1 可由分角點的定義看出：由於 OPB APO OPB APO     

BPO OPA OPA BPO    ，因此 ( , , ) ( , , )P A B O P B A O   ；性質 4-2

是由於我們先前將 , ,A B O三個可去不連續點加入分角曲線中一併考慮的直接結果。

性質 4-3 則是由分角曲線圖形觀察出的結果，以下證明： 
 

觀察<3>式： 1 2

1 2

sin( 2 )

sin( ) sin( )

r r
r
r r

  
   

 


  
，當 0r 時，  sin 2 0    

 2 ,k k       ，化簡得
2 2

k
        

 
，即在以O為圓心，半徑

0r 的圓和 ( , , )A B O 有 4 個交點，因此O為一個 ( , , )A B O 的自交點，得證。 

  

圖十四、有向面積相加 

+ = 
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另外，可以注意到在 0r 時， 的解形成公差為
2


的數列，因此在 (0,0)O 處

的兩切線將互相垂直。(見圖十五，綠色實線為 J點處的兩切線) 

 
(2) 漸近線 

從分角曲線的圖形(圖十五中)可見其似

乎有一漸近線，我們試證明並求出。 

觀察<3>式：

1 2

1 2

sin( 2 )

sin( ) sin( )

r r
r
r r

  
   

 


  
，其中

1 2[ , ], [ , ], [ , ]A r B r P r   。令

1 2

1 2

sin( ) sin( )1
( )

sin( 2 )

r r
f

r r r

   
  

  
 

 
，則當

r  時， ( ) 0f   ，令 ( ) 0f   ，可解得

漸近線之斜角 0  

(將 0  代入 1 2 sin( 2 )r r     易驗證在一般情形下  
0

1 2lim sin( 2 ) 0r r
 

  


   ，

即 ( )f  之分子、分母不會同時趨近於 0，因而不用擔心不定式的情況)，其滿足 

1 2
0

1 2

i
t

sin s n

cos c
a

os
n

r r

r r

 
 





，此即漸近線之斜率m，換為直角座標則有
y

x x

yam
b

a b





，

即O與 ,A B中點M 連線(圖十五中藍色虛線)之斜率(因此漸近線平行於OM )。 

令漸近線為 0sin( )r p   (直線的極坐標方程)，其中 0 為漸近線之斜角。 

我們需要求出 p : 
0 0 0

0 0
0

0

lim lim lim
( )

sin( ) cos( ) 1
sin( )

( ) ( )

L H

p r
f f f     

    
  



  
   

 


 
， 

倒數第二個等號運用了羅必達法則。 

計算得
   

 
1 0 2 0

0
1 2 0

cos c s
(

sin
)

2

or r
f

r r

   


  
 

  
 

，代入可得漸近線方程： 

 
 

   
1 2 0

0
1 0 2 0

sin
sin

2
( )

cos cos

r r
r

r r

  
 

   
 

  
 

 <7> 

最後，為求出 y軸截距，令
2

  代入漸近線方程， 

可解得 y軸截距為
 

   
1 2 0

1 0 2 0 0

sin 1

cos cos cos( )

2r r
c

r r

  
    








 

。 

圖十五、分角曲線的特徵 
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2. 曲線方程式結構 

(1) 具有<4-1>結構的方程式之圖形皆為分角曲線 

我們先前論證了節點為 (0,0)O 的分角曲線的直角坐標方程式的形式如下：  

 3 2 2 3 2 2 0ax bx y axy by cx dxy cy        <4-1> 

那是否所有形式如上的方程式，圖形皆為分角曲線呢？換言之，我們好奇是否 

, , ,a b c d ， ,A B ，使得 3 2 2 3 2 2( , , ) 0: ax bx y axy by cx dxy cyA B O        。回憶

<5>式，是在已知 ( , ), ( , )x y x yA a a B b b 下，以 , , ,x y x ya a b b 表示出 , , ,a b c d 四個係數，現

在我們要反其道而行，在已知 , , ,a b c d [註]下，將 , , ,x y x ya a b b 視為未知數求解，找出對

應的 ( , ), ( , )x y x yA a a B b b 。使用 Maxima 軟體可解出四組解，由於 ( , ), ( , )x y x yA a a B b b 是

對稱的，我們只需要考慮以下兩組解(另兩組僅是所有的 ( , )x ya a 、 ( , )x yb b 互換)： 

 

 

 

2

2

2

2

4

4

4

4

x

y

x

y

a

Z

b

Z Z b

i Z Z a

Z b

i Z Z a

a

b


 




 

 

 

 





 



 

 <8> 

 

 

2

2

2

2

4

4

4

4

x

y

x

y

Z

Z
a

Z b

i Z Z a

b

i

a

Z
b

b
Z Z a


 




 

 

 

 

 

 







 <9> 

其中 Z 為 2 2 22 4 2Z d ci b abi a   之一根。 

可以發現<8>這一組解恆為實數，因此無論給定的係數 , , ,a b c d 為何，均能找到

對應的 ( , ), ( , )x y x yA a a B b b 使得 3 2 2 3 2 2( , , ) 0: ax bx y axy by cx dxy cyA B O        。 

[註]：其實給定曲線時只知道 , , ,a b c d 的比例。代入相同比例，不同數值的 , , ,a b c d

時將解出不同的 , , ,x y x ya a b b (因<5>式對 , , ,x y x ya a b b 並不是齊次的) 

(2) 分角曲線與斜環索線等價 

參考資料[7]中指出我們的分角曲線(當然，分角曲線的名字是我們自己取的，

在參考資料中並沒有出現)其實就是斜環索線，但此資料的論證不嚴謹，採用的方

法也與我們不同，因此我們將以我們自己的觀點解釋此一事實。 

將<3>式順時針旋轉
2

  
 (即進行    的變換)，則

1 2 1 2

1 2
1 2

sin( 2 ) sin( 2 )

sin( ) sin( )
sin sin

2 2

r r r r
r r
r r

r r

   
       

  
 

            
  






，化簡有 
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2 1

sin(2 )
1 1

sin sin
2 2

r

r r
  


 


         

   

，此與 Definition 1-2 提及的斜環索線極座標

方程式(
 

sin(2 )

2 cos sin
r

a b


 




)有一樣的形式(將前者的分母利用和差角公式展開後

即為後者)。 

(六)  三點+節點定分角曲線 

由於<4-1>式中沒有常數項且只有四種係數，因此在一般情形下，給定非原點的

相異三點 1 1 1 2 2 2 3 3 3( , ), ( , ), ( , )A x y A x y A x y ，將可唯一決定通過此三點且以原點為節點的

分角曲線。藉由參考文獻[16]提到的方法，可得出此曲線即為下式。 

 

3 2 3 2 2 2

3 2 3 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 2 3 2 2 2

2 2 2 2 2 2 22

3

2 2

3
3 2 3 2 2 2

3 3 3 33 3 33

0

x xy y x y x y xy

x x y y x y x y x y

x x y y x y x y x y

x x y y x y x y x y

  
  


  
  

 <10> 

我們分情形討論後發現「 1 2 3, , ,A A A O四點共線」是唯一的特例，此時將無法決

定唯一的分角曲線(詳細的討論過程過於繁雜，在此從略)。而由於我們將節點設為原

點，因此在一般情形下，還需給定節點方能決定分角曲線。 

〔Lemma 3〕四點決定一分角曲線 

給定相異四點 1 2 3, , ,A A A O，其中 1 2 3, , ,A A A O四點不共線，則可決定唯一的以O為節點的

分角曲線，其通過 1 2 3, ,A A A 。 

 
(七)  決定分角曲線之 , ,A B O三點唯一性探討 

在前一部份我們論證了「具有<4-1>結構的方程式之圖形皆為分角曲線」，且在

註解中提到與其對應的 ,A B並不唯一。由 Property 4-2，這些 ,A B都會在給定的那條分

角曲線上，我們進一步猜測「對於曲線上任意(非O )一點 A，都有與其對應的B，讓

此曲線即為 ( , , )A B O 」。換言之，我們猜測在給定曲線(即給定 , , ,a b c d 的比例)、 A

點(即給定 ,x ya a )下， )( ,x yB b b 皆有解。由於 , , ,a b c d 成比例，我們令

0 0 0 0 0( , , , ) ( , , , ) ,a b c d a b c d t t  ，若 0,x ya a  ，由<5>式的第 1、2 行移項可解出

0

0

y y

x x

b a t a

b b t a

  


 
，代入第 3、4 行可分別解得

2 2

0 0 0 0

2 2( )
,

2( )
x y y x

y x y x

a a a a
t t
b a a a c a a b a d


 

    
，

此二者應相等，交叉相乘整理後可得 0
2 2

0
2 2

0 0( )( ) ( ) 0x y x y x y x ya a a a b a c a a d a a      ，
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即 ( ),x yA a a 在給定曲線 0
2 2

0
2

0 0
2( )( ) ( ) 0x y a x b y c x y d xy      上。 

因此當 0,x ya a  時， )( ,x yB b b 有解的充要條件為 ( ),x yA a a 在給定曲線上。 ,x ya a 中有 0

時做法類似，如此，便證明了我們的猜測。 

另外，我們提出了一個以幾何方式找出其他生成同一條分角曲線之點的方法。由

於若給定 ( , , ) { , , }P A B O A B O  ，取 , ( , , )A B A B O  ，使得 B PB APA    ，則有

OPB OPB BPB APO A PA A PO            ，因而 ( , , )P A B O   。因此我們

猜測除了P，對其他所有在 ( , , )A B O 上的點，也都在 ( , , )A B O   上，反過來也成立

(即 ( , , ) ( , , )A B O A B O    )。我們以 Lemma 3 對此猜測(以下 Theorem)給出證明。 

〔Theorem〕 

給定 ( , , ) { , , }P A B O A B O  ，取 , ( , , )A B A B O  ，使得 B PB APA    ， 

則在一般情形下 ( , , ) ( , , )A B O A B O    。 

 
證明：不妨令O為原點從上述討論已知K為

( , , )A B O 和 ( , , )A B O   上共同的點，如此，因為

, , ( , , )A B P A B O   ，所以 , ,A B P  所決定的分角曲

線為 ADC( , , )P Q J 。同時 , , ( , , )A B P A B O     ，因

而 , ,A B P  所決定的分角曲線為 ( , , )A B O   。由

Lemma 3， , ,A B P  三點決定唯一的分角曲線，因

此在一般情形下必然有 ( , , ) ( , , )A B O A B O    。 

四、 分離分角曲線 

(一)  定義 

〔Definition 7〕分離分角點與分離分角曲線 

給定二維平面上四點 1 2, , ,A B O O ，若有一點P滿足

1 2O APB OP  或 1 2O APOPB     

(合記為 1 2O APB OP  )，則稱P為一個 1 2,O O 對 ,A B

的分離分角點。所有 1 2,O O 對 ,A B的分離分角點形成

1 2,O O 對 ,A B的分離分角曲線，記作 1 2( , , , )A B O O ，

且稱 1 2,O O 依序為分離分角曲線的第一、第二節點。 

 
  

圖十六、幾何方法找其他

 

圖十七、分離分角點 
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(二)  由分角曲線生成的特殊情形 

1. 退化為分角曲線的情形(參考上頁圖十六) 

由分角曲線唯一性的討論中我們知道若有 ( , , ) ( , , )A B O A B O    ，則對於其上

任一點P，都有 PB OPB B PO APO OPA AB PA            ，因而

( , , ),P A AB B   ，即 ( , , ) ( , , ),A O A AB B B    。另一方面，若 ( , , ),P A AB B   ，

則有 OPB OPB B PB A PO APA APO           ，因而 ( , , )AP B O ，即

,,( , , ) ( , )AA B B A B O     。綜合以上兩點，有 ,,( , , ) ( , )AA B B A B O     。 

(三)  一般情形下之分離分角曲線 

1. 軌跡之求解 

同求解分角曲線時使用之複數作法，將<3>式略作修改可得 

 

2

1 2 1 2

1

( )( ) ( )( )
Im 0

( )( ) ( )( )

o z
o z o z o z o za z

b z a z b z a z b z
o z


              



  <11> 

不妨設 1 2( , ), ( , ), (1,1), ( 1, 1)x y x yA a a B b b O O   ，令 ( , )P x y 代入<11>式展開得 

 3 2 2 3 2 2 2 2 0ax bx y axy by cx dxy cy bx ay d           <12> 

其中 

 

( )

2

2( )

y y

x x

x y y x

x x y y

a a b

b a b

c a b a b

d a b a b

  
  
   
   

 <13> 

和<5>式類似，故同理所有上述形式之三次曲線皆為分離分角曲線。具體的 ,A B可由

「將<8>式中所有 c以 2c 取代」之修正式給出。和之前一樣，我們將 1 2, , ,A B O O 這

四個可去不連續點加回分離分角曲線一併討論。以下為幾張分離分角曲線的圖片。 

  

圖十八、幾張分離分角曲線之圖片 
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2. 性質 

和分角曲線類似，分離分角曲線有以下性質： 

〔Property 5-1〕對稱性： 1 2 1 2 2 1( , , ) ( , , ) ( , , ), , ,AO OA B O O B OA B O     
 
〔Property 5-2〕 1 2 1 2, , ( , , ), ,A B O A B OO O   
 

五、 偏移分角曲線 

(一)  定義 

〔Definition 8〕偏移分角點與偏移分角曲線 

給定二維平面上三點 , ,A O B、一常數 [0,2 )  ，若有一點P滿足 OPB APO     

(內角情形)或 OPB APO       (外角情形)(兩者合記為 OPB APO    )，則稱

P為一個O對 ,A B的偏移ω分角點。所有O對 ,A B的偏移ω分角點形成O對 ,A B的偏移ω

分角曲線，記做 ( , , ; )A B O  ，且稱O為偏移分角曲線的節點。 

 
(二)  軌跡方程 

令 ( ), ( ), ( )A a B b P z ，將<1>式改寫，得 

 
2( )

Im 0
( )( )

iz

b

o
e

a z z
 

  




 <14> 

為軌跡方程。運用求解分角曲線方程式時相同

的做法可以得到偏移分角曲線的方程式。 

1. 極坐標形式 

 1 1
2

2 2sin(( ) sin( ))) ( ) sins () i (nr r rr r rr                   <15> 

較分角曲線的極座標方程式(<6>式)類似，而和先前不同，此處 2r 項並未被消去。當

0   時，最高次項 2r 項被消去，退化為分角曲線。 

2. 直角坐標形式 

最終可解得 

 2 2 2 323 2 2 2s 0in( )( ) ax bx y axy by cx dxy yy cx          <16> 

其中 

 

     
     

     
        

cos sin

sin cos

sin cos

2 2 sin 2 cos

y y x x

y y x x

x x y y x y y x

x y y x x x y y

a q

b q q

c q p q

p p q

p p

p p

p q p q q

q q

q

p

d p p

 

 

 

 

   

   


  


  





 


 <17> 

圖十九、偏移分角點， 

圖中紅色曲線為偏移分角曲線 
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較分角曲線多出來的齊次四次方項，即對應到極坐標方程式中的 2r 項。而和以往一

樣，我們將 , ,A B O這三個可去不連續點加回偏移分角曲線一併討論。 

(三)  軌跡型態、性質 

1. 軌跡型態 

(1) 特殊情形討論：共點 

a. ,,A O B O 共點 

套用偏移分角點之定義，有 OPB APO    ，若 ,A O共點，則前式化為

APB   ；若 ,B O共點，則化為 APB BPA       (可見在此情形下 ,A B

是對稱的)，故 ( , , ; )A B O  為滿足 2AB  的圓 (圓周角性質)。 

b. ,A B共點 

套用偏移分角點之定義，有
2

(mod )
2

OPB APO OPB
 

      ，因而

此時軌跡為兩圓，分別滿足OB  與OB     (圓周角性質)。 

(2) 圖形封閉性 

使用 Geogebra 觀察發現僅在退化為分角曲線之情形( 0   )時，軌跡才為開

放的，其餘情形下軌跡為封閉的。而圖形之樣態有如兩個「環」，整理如下表： 

表一、兩個環 
 

   

兩環分離 
B所在小環 

被包在 A所在大環 

A所在小環 

被包在B所在大環 

  

圖二十、 共點 圖二十一、 共點 
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偏移分角曲線的封閉性，我們證明如下： 

令 sin  ，當 n 0si   時，<15>式可視為 r 的二次方程式，由公式解可得 

2

2

4b
r

b c


 
 ，其中

1 2

1 2

sin( ) sin( )

sin(( ) ( ) ))

b r r

c r r

     
    

      
     

 皆有界，且 為

非零常數，因此 r有界。又顯然圖形連續(因微小變化時， r也是微小變化)，且

每隔 2 就會回到同一個點(圖形有週期性)。以上便說明了圖形是封閉有界的。 

對於偏移分角曲線有界，我們有另一個直觀的幾何解釋，當P離 , ,A B O很遠

時， OPB 和 APO 都會趨近於 0，因此在一定的距離之外， OPB 和 APO 之差

必然會小於，進而不可能有偏移分角點的存在。 

(3) 圖形隨變動連續變化 

固定 , ,A B O，使自 0 開始變動，偏移分角曲線的圖形將從兩開放端逐漸捲

曲，成為大環包小環或兩環分離的其中一種情形，在某角度後過渡成為另一種情

形，直到  時，曲線再度化為分角曲線。 

 

  

圖二十二、圖形隨 變動連續變化 
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(4) 分界點與臨界角 

從前面可看出當變動時，會有一個角度

為「大環包小環」與「兩環分離」情形的分界

(如圖二十二中，此臨界角度 75.43  )，我們好

奇這個分界點為何？假設這個臨界角度為，

在此臨界角度時，軌跡應恰好為兩圓(而其中一

圓為 ABO△ 外接圓)。以圖十三為說明，即處

於臨界角度時，箭頭所指處應接合。我們以

「 ABO△ 外接圓上任一點皆為偏移分角點」 

的條件出發，求此分界點。根據條件，對於 ABO△ 外接圓上任一點P都有

OPB APO     ，因而應有 

 
 

2

OB AO  
 <18> 

此即臨界角，其中 ,OB AO為 ABO△ 外接圓上的弧。 

2. 軌跡性質 

(1) 曲線族、平面分割 

由定義，有以下顯而易見之性質： 

〔Property 6〕偏移分角曲線與平面分割 

對於給定三相異定點 , ,A B O，整個平面除 , ,A B O外可被不同的偏移分角曲線之曲線

族(其中 [0, )  )分割，即平面上除 , ,A B O的任一點P都恰好在某條 , ,A B O所生成之偏

移分角曲線上。 

 
六、 n 倍分角曲線 

(一)  定義 

〔Definition 9〕n 倍分角點 

給定二維平面上三點 , ,A B O、一常數n，若有一點P滿足 OPB n APO   (內角情

形)或 OPB n APO      (外角情形)(兩者合記為 OPB n APO   )，則稱P為一個O對

,A B的 n 倍分角點。所有O對 ,A B的 n 倍分角點形成O對 ,A B的 n 倍分角曲線，記作

( ; , , )n A B O 。 

 
  

圖二十三、接近臨界角度 
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(二)  軌跡通式 

用類似的方法，將<1>式改寫為 

 
1( )

Im 0
( ) ( )

n

n

z

b

o

a z z

 
  




 <19> 

將 , ,a b o代入展開可得 ( ; , , )n A B O 之通式： 

 2 2 (2 1) 2 1

1

2 2

0 0

( 1) ( 1) 0
2 2 1

n k k k n k k k

n n

k k

n n
f h l g h l

k k
   

   
      

 

   
         

   <20> 

其中

2 2

2 2

( ) ( )

( ) ( )

x y

x y

x y

x y

f b y b x

g x y xb yb

h x y xa ya

l a y a x

 


   


   
  

。我們針對最高次項分析，得出一般情形下<20>式為

,x y的二元 2 1n 次方程式。當 ( , ) ( , )y yx xb b n a a  (即OB nOA 
 

)時最高項消去，退化

為 2n次，此時 f nl  ，代入<19>式可發現每一項皆有 l這個因式，因此此時曲線為

直線 0x ya y a x  與另外一個二元 2 1n 次曲線構成。 

(三)  特殊情形： ,A B共點 

我們一樣考慮 ,A B共點時的特殊情形。由 A B 套用定義，有 OPA n APO  

0 )( 1) 0 (m d
1

on APO A O
n

P


   


 
2

0, , , , (mod )
1 1 1

n
APO

n n n

     
  

， 

和偏移分角曲線中 ,A B共點的類似情形， ( ; , , )n A B O 為n個圓 

(對應到上式中
2

, , ,
1 1 1

n

n n n

  


  
)與OA


(對應到上式中 0)。(下圖二十四) 

  

圖二十四、不同 下， 共點的情形 



- 21 - 

(四)  曲線特性 

(1) 漸近線 

我們仿照參考資料[10] p.86 的作法，將<20>同除以 2 1nx  ，設
y

t
x

 ，在 x 時，

可只考慮最高次項，即求和符號中只考慮 0k  的項， 

因此得    2 01
n

x y x yt b t b na t na    ，即漸近線斜率為
y y

x x

b na
t
b na





。然而我們未

能如之前求出漸近線的截距，因此我們僅知道漸近線應平行於圖十四中綠色線)。

在先前提到的退化情形中，前述斜率的分子、分母同時為 0，但觀察圖形應仍有漸

近線。將因子 x yl a y a x  除掉，針對剩下的 2 1n 次方程式應用相同的做法，可求

出其垂直於 0x ya y a x  。 

 
(2) 圖形型態：繞圈 

我們發現高倍分角曲線其圖形隨 n之變化有一定規律，有如在「繞圈」， 

且 n越大則越多圈。如下圖二十七中， 3n  時，從最右端沿著曲線走，將繞 3 圈，

5n  時則繞 5 圈。同理，所繞圈數恰和n相等。而圖二十七中亦可看到，對於左、

中圖，過 ,O B的環在過 ,A O的環外；作為對比的是右圖，圖中過 ,O B的環被包在過

,A O的環中。(就如偏移分角曲線時封閉曲線的兩種情形) 

這部分我們僅發現現象，尚未找到方法證明。  

圖二十五、漸近線斜率 圖二十六、退化情形 

圖二十七、 、  
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(五)  負整數倍分角曲線 

我們好奇若將n的定義推廣至負整數將如何，這相當於 

( 1)

( 1)

n

nA

OPB APO

OPB APO n APO

PB OPA

  
   




  
 

即P為 A對 ,O B之 ( 1)n  倍分角點。幾何上這是顯然的，因為B朝反方向繞回去。 

〔Property 7〕負整數倍分角曲線 

若 n為負整數( 1n   )，則 ( ; , , ) ( ( 1); , , )n A B O n O B A    。 

 
(六)  偏移 n倍分角曲線的臨界角之推廣 

若我們考慮 OPB n APO      (n )，

則對於固定三點 , ,A B O，也會存在如<18>式中

的臨界角，使得當  時，P的軌跡包含

ABO△ 之外接圓，意即<18>式可推廣至 n倍之

情形。 

    
2

2

OB nAO
OB nAO   

     <21> 

其中 ,OB AO為 ABO△ 外接圓上的弧。 

和之前類似，此時會是「過 ,O B的環在過

,A O的環外」和「圖中過 ,O B的環被包在過

,A O的環中」兩種情形的分界。 

  

 

圖二十八、 倍時的臨界角 
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七、 對角曲線與偏移對角曲線 

(一)  問題的導出與曲線型態 

類似分角點，我們想過連接 ,AO BO ，改考慮 OBP PAO  的P點形成的軌跡。 

〔Definition 10〕對角點與對角曲線 

給定二維平面上三點 , ,A B O，若有一點P滿足 OBP PAO  ，則稱P為一個 ,A B對O

的對角點。所有 ,A B對O的對角點形成 ,A B對O的對角曲線，記做 ( , , )A B O ，且稱O

為對角曲線的節點。 

 
類似的，我們有偏移對角點和偏移對角曲線(或n倍對角曲線，記作 ( ; , , )n A B O ) 

〔Definition 11〕偏移對角點與偏移對角曲線 

給定二維平面上三點 , ,A B O，一常數 [0, 2 )  ，若有一點P滿足 OBP PAO    ，

則稱P為一個 ,A B對O的偏移 對角點。所有 ,A B對O的偏移 對角點形成 ,A B對O的

偏移 對角曲線，記做 ( , , ; )A B O  ，且稱O為偏移 對角曲線的節點。 

 
容易用直角座標中的直線夾角公式證明對角曲線是等軸雙曲線，且等軸雙曲線的

中心為 ,A B中點 (圖二十九，C為 ,A B中點)。對於偏移對角曲線，我們可在幾何上將

其轉化為對角曲線。見圖三十，紅色曲線為 ( , , ; )A B O  ，取 AO


上一點O使得

OBO    ，O為一定點，如此便可見 ( , , ; ) ( , , )A B O A B O    ，即偏移對角曲線

可對應到一對角曲線，因而也是以 ,A B中點為中心點的等軸雙曲線。 

  

圖二十九、對角曲線 圖三十、偏移對角曲線幾何轉換 
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我們也發現這其實是等軸雙曲線的一個性質，也就是以下性質 

〔Property 8〕等軸雙曲線的性質 

對於任意一個等軸雙曲線，取對稱於中心點C的兩點 ,A B，則對於此雙曲線上任另外兩

點 ,O P，都有 OBP PAO  。 

 
這個性質一樣可以簡單的用直線夾角公式證明。 

(二)  分角曲線系列與對角曲線系列的關係 

一開始提到的分角曲線和最後的對角曲線似乎毫無關聯，但其實冥冥之中是有聯

繫的！我們發現「分角曲線」系列和「對角曲線」系列對以O為圓心的圓反演後互為

對方！為了進一步的說明，我們先定義以下記號： 

〔Notation 1〕反演：物件P對單位圓的反演變換記作 ( )P 。 

 
給定平面上三點 , ,A B O，且不妨設O為原點。我們發現了 

 ( , , ) ( , , )A B O A B O     ，其中 ( ), ( )A A B B     ；甚至比他更強的結論也成

立，例如  ( , , ); ( , , ; )A B O A B O      或  ( ; , , ) ( ; , , )n A B O n A B O     ，起初我

們認為這很不可思議，但其實這是反演性質的直接結果。我們先證明以下引理： 

〔Lemma 5〕(Well know)反演的相似性質 

給定非單位圓上兩點 ,A B、O為原點，作 ( ), ( )A A B B     ，則 ~ OB AOAB  △△ 。 

 
證明： O 為共用角、由反演定義有 OO OP QP O Q    ，由 SAS 相似性質得證。 

這樣，我們就能來說明為何分角曲線和對角曲線有反演之間的關係了。見圖三十

二，分別對 , ,A P O和 , ,P B O應用上述引理，可得 ,P OPB P BOAPO OA         ，

也就是頂端的兩個角在反演後會被傳送到側邊，此即任何推廣下的分角曲線和對角曲

線反演後為對方的原因。  

圖三十一、反演的相似性質 圖三十一、反演與角度傳送 



- 25 - 

 

肆、 研究結果 

一、分角曲線 

〔Theorem 1〕分角曲線 

令 , ,A B O的直角坐標與極坐標分別為 ( ), ( ), (0,0, , )x y x ybB b OaA a 、

1 2[ ], [ ], [0,0], ,A r B r O  ，則O對 ,A B的分角曲線( ( , , )A B O )為 

極坐標方程式： 1 2

1 2

sin( 2 )

sin( ) sin( )

r r
r
r r

  
   

 


  
。 

直角坐標方程式： 2 2 2 2( )( ) ( ) 0x y ax by c x y dxy      ，其中

( )

2( )

y y

x x

x y y x

x x y y

a a b

b a b

c a b a b

d a b a b

  


 
  
   

 

 
〔Theorem 2〕分角曲線之漸近線 

承 Theorem 1 之記號， ( , , )A B O 有漸近線 

 
   
1 2 0

0
1 0 2 0

sin
sin

2
( )

cos cos

r r
r

r r

  
 

   
 

  
 

，或直角坐標之形式 y mx c  ，其中 

 
   
1 2 01 2

0
1 2 1 0 2 0 0 )

2
tan ,

sinsin sin 1

cos cos cos cos cos(
y y

x x

ar r
m

r r ra

b r r
c

b r

   
      

 



  


 

  
。 

此漸近線平行於O與 ,A B中點的連線。 

 
〔Theorem 3〕三次曲線與分角曲線 

方程式形如 2 2 2 2( )( ) ( ) 0x y ax by c x y dxy      者，其圖形皆為分角曲線。 

 
〔Theorem 4〕三次曲線與分角曲線 

給定 ( , , ) { , , }P A B O A B O  ，取 , ( , , )A B A B O  ，使得 B PB APA    ， 

則在一般情形下 ( , , ) ( , , )A B O A B O    。 

 
二、分離分角曲線 

〔Theorem 5〕分離分角曲線之特殊情形 

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , , )A B O A B O A B O A B O A B B A              
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〔Theorem 6〕分離分角曲線 

令 1 2, , ,A B O O 的直角坐標分別為 1 2( ), ( ), ),, ,, ( 1( ,1 1 1)x y x yA Baa b Ob O   ， 

則 1 2,O O 對 ,A B的分離分角曲線( 1 2( , , , )A B O O )為 

3 2 2 3 2 2 2 2 0ax bx y axy by cx dxy cy bx ay d          ，其中

( )

2

2( )

y y

x x

x y y x

x x y y

a a b

b a b

c a b a b

d a b a b

  


 
   
   

 

 
〔Theorem 7〕三次曲線與分離分角曲線 

方程式形如 3 2 2 3 2 2 2 2 0ax bx y axy by cx dxy cy bx ay d          ， 

其圖形皆為分離分角曲線。 

  
三、偏移分角曲線 

〔Theorem 8〕偏移分角曲線 

令 , ,A B O的直角坐標與極坐標分別為 ( ), ( ), (0,0, , )x y x ybB b OaA a 、

1 2[ ], [ ], [0,0], ,A r B r O  ，並給定一實數 [0,2 )  ， 

則O對 ,A B的偏移 分角曲線( ( , , ; )A B O  )為 

2 2 2 2 2 2 2sin ( ) ( )( ) ( ) 0x y x y ax by c x y dxy         ， 

其中

     
     

     
        

cos sin

sin cos

sin cos

2 2 sin 2 cos

y y x x

y y x x

x x y y x y y x

x y y x x x y y

a q

b q q

c q p q

p p q

p p

p p

p q p q q

q q

q

p

d p p

 

 

 

 

   

   


  


  





 


。 

且偏移分角曲線上的一點 [ , ]P r  符合 

1 1
2

2 2sin(( ) sin( ))) ( ) sins () i (nr r rr r rr                  。 

 

〔Theorem 9〕偏移分角曲線的封閉性 

承Theorem 8之記號，除了退化情形( 0   )，偏移分角曲線皆封閉有界。 

 
〔Theorem 10〕偏移分角曲線的臨界角 

承Theorem 8之記號， ( , , ; )A B O  的臨界角
 

2

OB AO 


，且臨界情形時 ABC△ 的外接

圓為偏移分角曲線的一部分。  
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四、 n倍分角曲線 

〔Theorem 11〕 n倍分角曲線 

令 , ,A B O的直角坐標與極坐標分別為 ( ), ( ), (0,0, , )x y x ybB b OaA a ，並給定n， 

則O對 ,A B的 n 倍分角曲線( ( ; , , )n A B O )為 

 2 2 (2 1) 2 1

1

2 2

0 0

( 1) ( 1) 0
2 2 1

n k k k n k k k

n n

k k

n n
f h l g h l

k k
   

   
      

 

   
         

  ，其中

2 2

2 2

( ) ( )

( ) ( )

x y

x y

x y

x y

f b y b x

g x y xb yb

h x y xa ya

l a y a x

 


   


   
  

，次數為 2 1n 次，當OB nOA 
 

時最高項消去，退化為 2n

次，此時曲線包含 0x ya y a x  此一直線，和另外一個二元 2 1n 次的曲線。 

 
〔Theorem 12〕 n倍分角曲線之漸近線 

承Theorem 11之記號，未退化情形下， n倍分角曲線的漸近線斜率為
y y

x x

b na
t
b na





。 

 
五、分角曲線與對角曲線 

〔Theorem 13〕分角曲線與對角曲線反演後互為對方 

分角曲線系列與對角曲線系列反演後互為對方，如  ( , , ) ( , , )A B O A B O     、

 ( , , ); ( , , ; )A B O A B O      、  ( ; , , ) ( ; , , )n A B O n A B O     等等。 

其中 ( ), ( )A A B B     。 

  
伍、 討論 

一、使用有向角的原因 

見圖三十二， AB


上的任意一點 P顯然都符合

(無向角) OP B APO    (皆為圖中綠色角)，但 AB


卻不是我們要的軌跡(O並未在 AP B  的角平分線

上)，因此我們使用有向角避開這些例外。第二個原

因是有向角讓我們能將幾何角度進行抽象化的代數

運算(其實在複數的幅角便隱藏著有向角的概念)，

再表達推廣(如偏移、n倍)的條件時也較容易。 
圖三十二、無向角的例外 
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二、分角曲線終極推廣 

整合以上討論的所有內容， 1 2OPB n APO    的P點軌跡由 

 1 2( )( )
Im 0

( () )

n
i

n

j j
e

p z

z z

q z



 

  

 
  <b>  

給出，但一次變數過多，已超出我們的研究實力。不過據我們在 Geogebra 的觀察，其

將同時具有先前探討的各種之性質，包括隨著 n的增長繞圈圈數變多、 影響曲線彎曲

程度等等。 

三、對角曲線與等角差線 

由於我們在參加台大數學營時，自他人口中聽聞此與李永約幾年前在數學傳播期刊

上所提出之「等角差線」，意外發現這和我們正在研究的「對角曲線」是等價的。且等

角差線相關的研究也已被詳細研究，為別校學長的科展題目(那時尚未公開)(參考資料

[13])，探討 n倍等角差線的各種性質，因此我們關於對角點的研究便就此止步。 

四、未來展望 

(一)  以幾何方式解釋為何分角曲線為斜環索線。 

(二)  求出n倍分角曲線的漸近線、並證明我們對其曲線型態的觀察。 

(三)  對各種分角曲線的退化情形進行系統性的分類與整理。 

(四)  求出偏移分角曲線上的點到原點距離的上界。 

(五)  證明偏移分角曲線( ( , , ; )A B O  )對 ABO△ 外接圓反演後仍為偏移分角曲線，並深入

研究特殊情形與其性質。 

陸、 結論 

一、我們求出了分角曲線的方程式，為一個二元三次曲線(斜環索線)，並且一般情形下有一

條漸近線，還發現具相同形式之二元三次曲線皆可對應到分角曲線。 

二、對於分離分角曲線，我們先運用分角曲線唯一性的討論結果進行轉化，得出在特殊情形

下分離分角曲線具有分角曲線之型態。之後也有求出其軌跡方程式，為一個二元三次曲

線。類似的，有相同形式之二元三次曲線皆可對應到一分離分角曲線。 

三、我們求出了偏移分角曲線的方程式，為一個二元四次曲線，並探討其型態與性質，且除

了退化情形，圖形皆封閉有界。 

四、我們求出了 n倍分角曲線的方程式，次數為 2 1n 次。我們觀察其形態並求出漸近線斜

率。 

五、我們發現分角曲線系列和對角曲線系列反演後互為對方。  
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【評語】050416  

本作品從以下問題出發：給定平面三點 A、O、B，問所有滿

足∠APO=∠OPB的所有 P點所形成的圖形。作者藉由平面點的極

座標公式證明該圖形為斜環索線，即一等軸雙曲線以線上的點為

中心做反演所得到的圖形。反之，給定斜環索線，作者也可以找

到 A、O、B 使得 P點所形成的圖形是該斜環索線。這一部分的工

作主要是由方程式的係數去加以觀察，是有些繁瑣但不算是太困

難。以相同手法，作者也可以解決當題目改為 ∠APO=∠OPB+ω，

以及∠APO=n∠OPB，其中ω是定角、n 是整數的情形。作者分別

用解析幾何及極座標來分析這些問題，最後也提出反演變換來給

出一些幾何解釋。整體而言，作品的結論還算有趣。 
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分角曲線之探討



摘要
本研究探討給定平面任意三點 ，滿足 的點 軌跡為何？有什麼性質？

我們主要運用複數解析求出曲線方程式，再運用其對觀察到的曲線性質進行證明，我們亦在作
品中給出一些幾何解釋。之後我們更進一步更改兩角度之間的關係(如成倍數關係、差為定值
等)，得到了豐碩的成果。最終還發現此軌跡與其他曲線間的關聯，並說明了背後的幾何本質。

, ,A B O  OPB APO∠ ≡ ∠  P

角度定義

圖一、有向角

1. 本研究考慮的角度皆為有向角，量值屬於區間(0,2π]
2. 對於不在區間(0,2π]內的角度量值，定義

，即直接將其視作在區間內的同界角。
例：

 2nθ π θ+ =

730 350 10° ° °= − =
n∈

問題陳述與轉化
給定平面任意三點 ，起初我們想研究所有滿足 的點 (如圖二)的軌跡。

然而用一些角平分線的幾何性質在GGB作圖後發現畫出來的軌跡多出了一段，在曲線的那一段
上並不符合 。經過我們的觀察發現原先的 可視為 在 的內角平
分線上，而多出來的那一段上的點 則符合 在 的外角平分線上，此對應到我們有向角
的定義便有 。為了軌跡的完整性，我們改為一併考慮此二種情形，並且將其
合記為 ，進一步簡記為 。我們稱這條 點的軌跡為分角曲線。

, ,A B O OPB APO∠ = ∠  P

OPB APO∠ = ∠ OPB APO∠ = ∠ O APB∠
 P O APB∠

OPB APO π∠ = ∠ ±
( )modOPB APO π∠ ≡ ∠ OPB APO∠ ≡ ∠  P

圖二、符合條件的 P 點 圖三、O 在外角平分線上 圖四、分角曲線

特殊情形觀察

圖五、特殊情形 (a)(b) A, B, O共線 (c) O在 中垂線上 (d) A = BAB

(a) (b) (c) (d)

研究過程、方法與結果

(一) 曲線方程式

分角曲線( )一 OPB APO∠ ≡ ∠

圖六、坐標假設

如圖六建立複數坐標系，由角度的關係可得

1 2

1 2

sin( 2 )
sin( ) sin( )

r rr
r r

α β θ
α θ β θ

+ −
=

− + −

2( )
( )( )

  
o

o p
a p
b p

p

p
a p b p

o

−
−
−
−

−
= ∈

− −
 ，進一步可得出曲線方程式的

極坐標形式： 或 1 22 1sin( ) )sin( ) sin(( ) ( )rr r rrr α θθβ θ θα β− +− −+ =−

][ ] [ ]POA BB OP OA′ + ′= [作 對 的對稱點 ，則可發現如下幾何意義：B PO B′

圖七、曲線方程式極坐標的幾何意義

+ =



圖八、多組A, B, O

圖九、分離分角曲線

可以進一步將其轉換為直角坐標形式： ，

分離分角曲線( )二 1 2O PB APO∠ ≡ ∠

 3 2 2 3 2 2 0ax bx y axy by cx dxy cy+ + + + + − =

2( )

y y

x x

x y y x

y y x x

a

b

a b
b a
c a b

b
a b

d aba

=


=
 =


− −

= −

+



+

曲線——斜環索線是等價的。我們已推論得分角曲線的直角坐標方程式形式皆如上式，而
其實，所有形如上式的方程式，它的圖形也都是分角曲線，我們只需根據四個係數a, b, c, d，
依照他與 的關係反推出對應的A、B點即可。, , ,x y x ya a b b

(二) 圖形特徵

其中 ， 。從方程式的形式來看，我們發現分角曲線和一個既有的

1. 互換後曲線不變( 有對稱性)。
2. 在曲線上。
3. 在曲線與自身的交叉點上，且此處的兩切線相互垂直。
4. 有漸近線(用極坐標方程式推導)

極坐標方程式為：
其中 為斜角，滿足斜率

而 為漸近線與原點O的有向距離

(若O在直線下方半平面則k為正，反之為負)(亦有幾何意義)

, ,A B O
,A B

O

,A B

0sin( )r kθ θ =−
1 2

0
1 2

sin sin
cos cos

tan y y

x x

ar rm
r r a

b
b

α βθ
α β
+

= = =
++

+
0θ

( )
( ) ( )
1 2 0

1 0 2 0

sin
cos s

2
co

r r
r r

k
α β θ

α θ β θ
+ −

= −
− −+

圖七、分角曲線圖形特徵
(三) A, B, O 與分角曲線的多對一關係

給定一分角曲線只能確定係數a, b, c, d的「比例」，若我們使用不同
一組的(a, b, c, d)，依照其與 的關係求解出的 將有所
不同。也就是給定的A, B, O與其所決定的分角曲線是多對一的。

圖八中由A, B, O決定的分角曲線與由A', B', O所決定的分角曲線相同。

, , ,x y x ya a b b ( , , , )x y x ya a b b

(二) 特殊情形(一) 定義

將原先的O點拆開成兩點
，使 。1 2,O O

1 2O PB APO∠ ≡ ∠
若A, B, O與 決定的分

角曲線相同，則 的分離
分角曲線將退化為分角曲線，就
是由A, B, O決定的那一條。(圖八)

, ,A B O′ ′
, , ,A B B A′ ′

(三) 曲線方程式

採用類似的作法，可以求出分離分角曲線的直角坐標方程
式如下，和分角曲線類似，這裡假設 。

其中 。類似的，具此形式者皆為分離分角曲線。

1 2(1,1), ( 1, 1)O O − −
3 2 2 3 2 2 2 2 0ax bx y axy by cx dxy cy bx ay d+ + + + + − − − − =

( )

2
2( )

y y

x x

x y y x

x x y y

a a b
b a b
c a b a b
d a b a b

= − +


= +
 − = +
 = − −

偏移分角曲線( )三 OPB APO ω∠ ≡ ∠ +

(一) 定義

將分角曲線的兩角相等改
為考慮兩角之差為一定值ω。
(當ω = 0即分角曲線)

圖十、偏移分角曲線(ω = 60°)

(二) 曲線方程式

運用相同的複數作法，可以得到偏移分角曲線的極坐標
方程式如下，當ω = 0時退化回分角曲線。

進一步有直角座標方程式：

其中 。

 1 1
2

2 2sin(( ) sin( ))) ( ) sins () i (nr r rr r rr θω ω ωα θ α β ωβ θ θ− + − − − −= +− − −

 2 2 2 323 2 2 2s 0in( )( ) ax bx y axy by cx dxy yy cxω + + + + + −+ + =
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
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y y x x

y y x x

x x y y x y y x

x y y x x x y y

a b

b b b

c b a b

a a b
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a
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a b a b
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 = + +

 = + +


= − +


= + −

−

+

− −

−

(三) 曲線的封閉性與圖形的連續變化

圖十一、偏移分角曲線連續變化

當 時會達到「臨界情形」

，此時偏移分角曲線成為「兩圓形」，其
中一者為 外接圓。(圖十一)

除了退化成分角曲線的情形外
，偏移分角曲線都是封閉的，且固
定A, B, O時，曲線隨著ω連續變化。

 ( )1
2

OB AOω φ ≡ −=

ABO△

( , ), ( , )x y x yA a a B b b



。分析知其次數基本上為2n + 1次。當 ，

也就是 時，將退化為2n次(當n = 1時就是O為 中點，退化為兩直線的情形)。

結論

(一) 定義

n倍分角曲線( )四 OPB n APO∠ ≡ ∠

將分角曲線的兩角相等改為考慮兩角成
倍數關係(n倍，當n = 1即為分角曲線)。

圖十二、n倍分角曲線(n = 2)

(二) 曲線方程式

使用一樣的複數做法，得出曲線方程式：

其中

 
2 2 (2 1) 2 1

1
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
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 
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(三) 曲線型態

曲線的圖形有如在繞圈，n是多少就繞多少圈(圖十四、十五)。而一般情形下有漸近

線，斜率為 ，截距未知(圖十六)。

圖十三、退化情形 圖十四、繞圈(n = 3) 圖十五、繞圈(n = 4) 圖十六、漸近線

(偏移)對角曲線( )五 ( )OBP PAO ω∠ ≡ ∠ +

(一) 定義

改成考慮A和B張開的
，這兩個對面的角相等(或差為定值)。

(二) 曲線
使用直角坐標解析與直線夾

角公式可得軌跡為等軸雙曲線，
其中心為 中點。而偏移對角曲
線能在幾何上對應回對角曲線。

(三) 與分角曲線的關係

(偏移)分角曲線經以O為圓心的圓反演後即
為(偏移)對角曲線。原因是處於頂端的角度經
反演會被傳送到兩側(圖十九)。順著相同的邏
輯，若類似的定義n倍對角曲線，其反演後亦為
n倍分角曲線。
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