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摘要 

本研究的概念來自於 110 學年度學測數學的選填題，我們先固定原題的部分變因，探討

單一方向並改變單一旋轉角度對圖形特性的影響，並試著求出角數、路徑長、面積等通式；

接著嘗試多增加一個旋轉角度形成不同旋轉角度組合和不同方向的旋轉角度組合對圖形特性

的影響；最後還試著改變移動距離，找出兩種移動距離組合在旋轉一圈內形成封閉圖形的特

性。我們發現一圈內相同旋轉角度組合依規則分割和填補，會形成面積有固定比例的正多邊

形；一圈內不論順、逆時針旋轉角度組合，周長和面積公式皆相同；兩圈以上的順、逆時針

旋轉角度組合皆會產生多種類型，需要針對各類型分開考慮。 

壹、前言 

一、研究動機 

  我們在尋找研究題目時，對於《110 學年度學測數學的選填題 F》頗有興趣，原題為：｢

如圖 1，機器人在地面上從一點 P 出發，按照以下規則移動：先朝某方向前進一公尺後，依

前進方向逆時針旋轉 45°；朝新方向前進一公尺後，依前進方向順時針旋轉 90°；再朝新方向

前進一公尺後，依前進方向逆時針旋轉 45°；再朝新方向前進一公尺後，依前進方向順時針

旋轉 90°，……，以此類推。已知機器人移動的路徑會形成一個封閉區域，則此封閉區域的

面積為?」我們發現此問題和三角比及正餘弦定理有關，並好奇如果改變機器人的移動距

離、旋轉角度會形成什麼樣的圖形，以及所形成圖形的面積、周長和移動軌跡是否會與移動

距離和旋轉角度有關。 

二、 研究目的 

根據廣義角的定義，若𝜃為正，則逆時針旋轉；反之當𝜃為負，則順時針旋轉。 

圖 1、原題目附圖 

(圖片來源：110 數學學測選填題) 圖 2、題目條件所形成的圖形 

(圖片來源：作者自製) 
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依據機器人不同的旋轉方式進行以下探討： 

(一)單一旋轉角度(𝟎 < 𝜽 < 𝝅)、單一方向 

先將原題條件簡化為固定移動距離、將旋轉兩個角度減為旋轉一個固定角度。 

1.  𝜃 × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∈ 𝑁，探討旋轉角度與封閉圖形邊數、周長、面積的關係。 

2.  𝜃 × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∉ 𝑁，探討旋轉角度與移動軌跡、封閉圖形周長、面積的關係。 

(二)兩個旋轉角度組合(𝟎 < 𝜽𝟏 < 𝝅, 𝟎 < 𝜽𝟐 < 𝝅, 𝜽 𝟏 ≠ 𝜽𝟐)、單一方向 

固定移動距離、兩個旋轉角度為相同旋轉方向。 

1.  (𝜃1 + 𝜃2) × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∈ 𝑁，探討旋轉角度與封閉圖形邊數、周長、面積的關係。 

2.  (𝜃1 + 𝜃2) × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∉ 𝑁，探討旋轉角度與移動軌跡、封閉圖形周長、面積的關係。 

(三)兩個旋轉角度組合(−𝝅 < 𝜽𝟏 < 𝟎, 𝟎 < 𝜽𝟐 < 𝝅, |𝜽𝟏| < |𝜽𝟐|)、不同方向 

固定移動距離、兩個旋轉角度為不同旋轉方向。 

1.  (𝜃1 + 𝜃2) × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∈ 𝑁，探討旋轉角度與封閉圖形邊數、周長、面積的關係。 

2.  (𝜃1 + 𝜃2) × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∉ 𝑁，探討旋轉角度與移動軌跡、封閉圖形周長、面積的關係。 

(四)兩個移動距離組合(𝑡1, 𝑡2)、單一旋轉角度(𝟎 < 𝜽 < 𝝅)  

改變移動距離、旋轉一個固定角度。 

1.  2𝜃 × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∈ 𝑁，探討移動距離與封閉圖形邊數、周長、面積的關係。 

貳、研究設備及器材 

紙、筆、平板、電腦、Python、GeoGebra 

參、研究過程或方法 

一、單一旋轉角度、單一方向(𝟎 < 𝜽 < 𝝅) 

(一) 旋轉 θ(弳)，𝜃 × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∈ 𝑁 (正多邊形)： 
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圖 3、𝜃 =
π

4
、𝑡 = 1 所形成的封閉圖形 

(圖片來源：作者自製) 

設機器人每次向前移動𝑡單位(即A𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑡)、旋轉𝜃(弳)， 

以𝜃 =
π

4
、𝑡 = 1(圖 3)為例，移動軌跡會形成正八邊形。可知機器人的移動路徑 

會形成封閉的正多邊形，則此封閉正多邊形的幾何性質如下： 

1. 邊數：由多邊形外角和為 2𝜋，可知正八邊形的邊數為
2𝜋
π
4

= 8 

⟹ 正𝑛邊形的邊數 𝑛：
2𝜋

𝜃
。 

2. 周長：邊數乘以邊長，可知正八邊形的周長為 1 ∙
2𝜋
π
4

= 8 

⟹ 正𝑛邊形的周長：𝑡 ∙
2𝜋

𝜃
。 

3. 面積：以圖 4 為例，作正八邊形的內切圓𝑂，將各頂點和𝑂相連，可將正八邊 

形分為 8 個三角形計算面積， 

在∆𝑂𝐵𝐶中，∠𝑂𝐵𝐶 = ∠𝑂𝐶𝐵 =
π −

π
4

2
=

3π

8
∠𝐵𝑂𝐶 = π − 2 ∙

3π

8
=

π

4
 

由正弦定理可知 
1

sin
π
4

=
𝐶𝑂̅̅ ̅̅

sin
3π
8  

=
𝐶𝑂̅̅ ̅̅

cos
π
8 

 

⟹ 𝐵𝑂̅̅ ̅̅ = 𝐶𝑂̅̅ ̅̅ =
1

sin
π
4 

∙ √
1 + cos

π
4 

2
 

∆𝐵𝑂𝐶 =
1

2
∙

12

sin2 π
4  

∙
1 + cos

π
4

  

2
∙ sin

π

4
=

12 [(1 + cos
π
4) ] 

4sin
π
4 

=
√2 + 1 

4
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⟹ 正八邊形的面積：8 ∙ ∆𝐵𝑂𝐶 =
2π
π
4 

∙
√2 + 1 

4
= 2(√2 + 1)。 

 

一般化  以任意旋轉角度𝜃(0 < 𝜃 < 𝜋)推導面積公式： 

在∆𝑂𝐵𝐶中，∠𝑂𝐵𝐶 = ∠𝑂𝐶𝐵 =
π − 𝜃

2
，∠𝐵𝑂𝐶 = 180° − 2 ∙

π − 𝜃

2
= 𝜃 

由正弦定理可知
𝑡

sin𝜃 
=

𝐵𝑂̅̅ ̅̅

sin (
π − 𝜃

2
) 

=
𝐵𝑂̅̅ ̅̅

cos 
𝜃
2

 
 

⟹ 𝐵𝑂̅̅ ̅̅ = 𝐶𝑂̅̅ ̅̅ =
𝑡

sin𝜃 
∙ √

1 + cos𝜃 

2
 

∆𝐵𝑂𝐶 =
1

2
∙

𝑡2

sin2𝜃 
∙

1 + cos 𝜃 

2
∙ sin 𝜃 =

𝑡2(1 + cos 𝜃 )

4 ∙ sin 𝜃 
 

⟹ 正𝑛邊形的面積：
π

𝜃
∙

𝑡2(1 + cos 𝜃 )

2 ∙ sin 𝜃 
=

𝑡2π(1 + cos 𝜃 )

2𝜃 ∙ sin 𝜃 
。 

(二)旋轉 θ(弳)(𝜃 × 𝑛 = 2𝜋，n ∉ N，𝜃 =
𝑞

𝑝
π，(𝑞, 𝑝) = 1，𝑝, 𝑞 ∈ 𝑁) 

以每次旋轉 𝜃 =
4𝜋

5
、𝑡 = 1 為例，機器人的移動軌跡會形成正五角星(圖 5)：  

圖 4、𝜃 =
π

4
、𝑡 = 1 所形成的封閉圖形 

(圖片來源：作者自製) 
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設機器人每次向前移動 𝑡 (即A𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑡)、轉動 𝜃(弳)  

1. 角數：因𝜃 × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∉ 𝑁，無法在旋轉一圈(2𝜋弳)內形成封閉圖形，而會在旋轉 

[4,2]

2
= 2 圈形成封閉圖形，故正五角星的角數 m：[4,2] ×

5

4
= 5 

⟹ 正𝑚角星的角數 𝑚 = [𝑞, 2] ×
𝑝

𝑞
 。 

2. 移動路徑長：每次移動長度乘以角數，故路徑長 = [4,2] ×
5

4
× 1 = 5 

⟹ 正𝑚角星路徑長 = 𝑚 × 𝑡 。 

3. 周長：以圖 6 為例，設 E𝐹̅̅̅̅ = 𝐵𝐹̅̅ ̅̅ = 𝑎、OB̅̅ ̅̅ = 𝑟、B𝐸̅̅ ̅̅ = 𝑥 

將正五角星的周長分為五個部分，每個部份是由兩條長度為 𝑎 的線段構成， 

在∆𝑂𝐶𝐵中，∠𝐶𝑂𝐵 =
2𝜋

[4,2] ×
5
4

×
[4,2]

2
=

4𝜋

5
，∠𝑂𝐶𝐵 =

𝜋 −
4𝜋
5

2
=

𝜋

10
 

圖 5、𝜃 =
4𝜋

5
、𝑡 = 1 所形成的封閉圖形 

(圖片來源：作者自製) 

圖 6、圖 5 連接頂點後所形成的圖形 

(圖片來源：作者自製) 
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由正弦定理可知 
1

sin ∠𝐶𝑂𝐵
=

𝑟

sin ∠𝑂𝐶𝐵
⟹ 𝑟 =

sin
𝜋

10

sin
4𝜋
5

 

在∆𝑂𝐵𝐸中，∠𝐵𝑂𝐸 =
2𝜋

5
，∠𝑂𝐵𝐸 =

𝜋 −
2𝜋
5

2
=

3𝜋

10
 

由正弦定理可知
𝑟

sin ∠𝑂𝐵𝐸
=

𝑥

sin ∠𝐵𝑂𝐸
 

⟹ 𝑥 =

sin
𝜋

10

sin
4𝜋
5

× sin
2𝜋
5

sin
3𝜋
10

=
sin

𝜋
10 ∙ sin

2𝜋
5

sin
4𝜋
5 ∙ sin

3𝜋
10

 

在∆𝐵𝐹𝐸中，∠𝐹𝐸𝐵 =

4𝜋
5

−
2𝜋
5

2
=

𝜋

5
，∠𝐵𝐹𝐸 = 𝜋 −

𝜋

5
× 2 =

3𝜋

5
 

由正弦定理可知
𝑥

sin ∠𝐵𝐹𝐸
=

𝑎

sin ∠𝐹𝐸𝐵
 

⟹ 𝑎 =

sin
𝜋

10 ∙ sin
2𝜋
5

sin
4𝜋
5

∙ sin
3𝜋
10

× sin
𝜋
5

sin
3𝜋
5

=
sin

𝜋
10 ∙ sin

2𝜋
5

∙ sin
𝜋
5

sin
4𝜋
5 ∙ sin

3𝜋
10 ∙ sin

3𝜋
5

 

故周長為：2𝑎 ∙ 𝑚 =
2𝑚 ∙ sin

𝜋
10 ∙ sin

2𝜋
5

∙ sin
𝜋
5

sin
4𝜋
5 ∙ sin

3𝜋
10 ∙ sin

3𝜋
5

。 

一般化  以任意旋轉角度𝜃(弳)推導周長公式： 

在∆𝑂𝐶𝐵中，∠𝐶𝑂𝐵 = 𝜃，∠𝑂𝐶𝐵 =
𝜋 − 𝜃

2
 

由正弦定理可知
𝑡

sin ∠𝐶𝑂𝐵
=

𝑟

sin ∠𝑂𝐶𝐵
⟹ 𝑟 =

𝑡

2 ∙ 𝑠𝑖𝑛 
𝜃
2

 
 

在∆𝑂𝐵𝐸中，∠𝐵𝑂𝐸 =
2𝜋

𝑚
，∠𝑂𝐵𝐸 =

𝜋 −
2𝜋
𝑚

2
 

由正弦定理可知
𝑟

sin ∠𝑂𝐵𝐸
=

𝑥

sin ∠𝐵𝑂𝐸
 

⟹ 𝑥 =

𝑡

2 ∙ 𝑠𝑖𝑛 
𝜃
2 

× sin
2𝜋
𝑚

sin
𝜋 −

2𝜋
𝑚

2

=
𝑡 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
𝑚) 

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃
2) 
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在∆𝐵𝐹𝐸中，∠𝐹𝐸𝐵 =
𝜃 −

2𝜋
𝑚

2
，∠𝐵𝐹𝐸 = 𝜋 − (𝜃 −

2𝜋

𝑚
) 

由正弦定理可知
𝑥

sin ∠𝐵𝐹𝐸
=

𝑎

sin ∠𝐹𝐸𝐵
 

⟹ 𝑎 =

𝑡 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋
𝑚) 

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃
2) 

× sin
𝜃 −

2𝜋
𝑚

2

sin [𝜋 − (𝜃 −
2𝜋
𝑚 )]

=
𝑡 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
𝑚) 

2 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (
𝜃
2) ∙ 𝑐𝑜𝑠 (

𝜃
2 −

𝜋
𝑚)  

 

⟹ 正𝑚角星的周長 = 2𝑎 ∙ 𝑚 =
𝑚 ∙ 𝑡 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
𝑚) 

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃
2) ∙ 𝑐𝑜𝑠 (

𝜃
2 −

𝜋
𝑚)  

。 

4. 面積：如圖 6，將正五角星的五個頂角兩兩相連，形成一個正五邊形𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸，再把五個頂

點和點𝑂相連，可將正五邊形𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸分成五個相等的等腰三角形，其腰長為𝑟，也將正五角

星的面積分為五個部分，每一部份的面積為∆𝐵𝑂𝐸 − ∆𝐵𝐹𝐸。 

一般化   以任意旋轉角度𝜃(弳)推導面積公式可得： 

面積 =
1

2
∙ (𝑟 ∙ 𝑟 ∙ 𝑠𝑖𝑛 ∠𝐵𝑂𝐸 − 𝑎 ∙ 𝑎 ∙ 𝑠𝑖𝑛 ∠𝐵𝐹𝐸 ) ∙ 𝑚 

=
𝑚

2
[(

𝑡

2 ∙ 𝑠𝑖𝑛 
𝜃
2 

)

2

∙ sin
2𝜋

𝑚
− (

𝑡 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋
𝑛) 

2 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (
𝜃
2) ∙ 𝑐𝑜𝑠 (

𝜃
2 −

𝜋
𝑛)  

)

2

∙ sin [𝜋 − (𝜃 −
2𝜋

𝑚
)]] 

=
𝑚

2
∙ (

𝑡

2 ∙ 𝑠𝑖𝑛 
𝜃
2 

)

2

∙ [𝑠𝑖𝑛 (
2𝜋

𝑚
) −

sin2(
𝜋
𝑚) 

cos2(
𝜃
2 −

𝜋
𝑚) 

∙ 𝑠𝑖𝑛 (𝜃 −
2𝜋

𝑚
)  ] 

⟹ 正𝑚角星的面積 =
𝑚

2
∙ (

𝑡

2 ∙ 𝑠𝑖𝑛 
𝜃
2 

)

2

∙ [sin (
2𝜋

𝑚
) −

sin2(
𝜋
𝑚) 

cos2(
𝜃
2 −

𝜋
𝑚) 

∙ sin (𝜃 −
2𝜋

𝑚
) ]。 

5. 性質探討： 

封閉圖形(多角星)及 m 個頂角兩兩相連所形成的外接正多邊形之間的面積關係： 

如圖 6，各頂點和中心點𝑂可相圖形分為𝑚個部分，透過多角星的其中一部份計算即可得此面積比

，𝑚角星的其中一部份面積(∆𝐵𝑂𝐸 − ∆𝐵𝐹𝐸)：外部多邊形的其中一部份(∆𝐵𝑂𝐸) 

=
1

2
∙ (

𝑡

2 ∙ 𝑠𝑖𝑛 
𝜃
2 

)

2

∙ [sin (
2𝜋

𝑚
) −

sin2(
𝜋
𝑚

) 

cos2(
𝜃
2 −

𝜋
𝑚) 

∙ sin (𝜃 −
2𝜋

𝑚
) ] ：

1

2
∙ (

𝑡

2 ∙ 𝑠𝑖𝑛 
𝜃
2 

)

2

∙ sin (
2𝜋

𝑚
) 
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= [sin (
2𝜋

𝑚
) ∙ cos2 (

𝜃

2
−

𝜋

𝑚
) − sin2 (

𝜋

𝑚
) ∙ sin (𝜃 −

2𝜋

𝑚
) ]： sin (

2𝜋

𝑚
) ∙ cos2(

𝜃

2
−

𝜋

𝑚
) 

⟹ 正 m 角星和外部正 m 邊形面積比 

= [sin (
2𝜋

𝑚
) ∙ cos2 (

𝜃

2
−

𝜋

𝑚
) − sin2 (

𝜋

𝑚
) ∙ sin (𝜃 −

2𝜋

𝑚
) ]： sin (

2𝜋

𝑚
) ∙ cos2(

𝜃

2
−

𝜋

𝑚
) 

= [1 −
sin2(

𝜋
𝑚) ∙ sin (𝜃 −

2𝜋
𝑚 ) 

sin
2𝜋
𝑚 ∙ cos2(

𝜃
2 −

𝜋
𝑚) 

 ]：1 = [1 −
sin2(

𝜋
𝑚) ∙ 2sin (

𝜃
2 −

𝜋
𝑚) cos (

𝜃
2 −

𝜋
𝑚) 

2 sin
𝜋
𝑚 cos

𝜋
𝑚 ∙ cos2(

𝜃
2 −

𝜋
𝑚) 

 ] ：1 

= [1 −
sin(

𝜋
𝑚) ∙ sin (

𝜃
2 −

𝜋
𝑚) 

cos
𝜋
𝑚 ∙ cos(

𝜃
2 −

𝜋
𝑚)

 ]：1 = [1 − tan(
𝜋

𝑚
) ∙ tan (

𝜃

2
−

𝜋

𝑚
)]：1 

 

二、兩個旋轉角度組合(𝟎 < 𝜽𝟏 < 𝝅, 𝟎 < 𝜽𝟐 < 𝝅, 𝜽 𝟏 ≠ 𝜽𝟐)、單一方向 

(一)旋轉角度組合(𝜃1 + 𝜃2)且(𝜃1 + 𝜃2) × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∈ 𝑁： 

設機器人每次向前移動𝑡單位(即𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑡)、交替旋轉𝜃1、𝜃2(0 < 𝜃1 < 𝜋, 0 < 𝜃2 <

𝜋, 𝜃 1 ≠ 𝜃2) 

以𝜃1 =
𝜋

4
、𝜃2 =

𝜋

12
、𝑡 = 1 為例(圖 7)，可知機器人的移動路徑會 

形成封閉圖形，則此封閉圖形的幾何性質如下： 

1. 邊數：由多邊形外角和為 2𝜋，可知此封閉圖形的邊數為
2𝜋

(
𝜋
4 +

𝜋
12)

× 2 = 12 

⟹ 封閉圖形的邊數：
4𝜋

(𝜃1 + 𝜃2)
 

圖 8、連接圖 7 每個相鄰旋轉𝜃1的點所形成的圖形 

(圖片來源：作者自製) 

圖 7、𝜃1 =
𝜋

4
、𝜃2 =

𝜋

12
、𝑡 = 1 所形成的封閉圖形 

(圖片來源：作者自製) 
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2. 周長：邊數乘以邊長，可知此封閉圖形的周長為 1 ∙
2𝜋

(
π
4 +

π
12)

× 2 = 12 

⟹ 封閉圖形的周長：𝑡 ∙
4𝜋

(𝜃1 + 𝜃2)
 

3. 面積： 

如圖 8，將此封閉圖形的每個相鄰旋轉𝜃1的點連接，將此封閉圖形分割成一個六邊形外接六

個全等三角形， 

又其中六邊形內角皆為𝜋 −

𝜋
12
2

−

𝜋
12
2

−
𝜋

4
=

2𝜋

3
，且六邊等長，得此六邊形為正六邊形： 

在∆𝐵𝐶𝐷中，∠𝐵𝐶𝐷 = π −
π

12
=

11π

12
 

由正弦定理可知∆𝐵𝐶𝐷 =
1

2
∙ 12 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (

11π

12
) =

1

2
𝑠𝑖𝑛 (

π

12
) 

得圖形中六個全等三角形總面積為 3 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (
11π

12
) 

又由餘弦定理可知𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 2 = 2 ∙ 12 − 2 ∙ 12 𝑐𝑜𝑠 (
11π

12
)  = 2 + 2 𝑐𝑜𝑠 (

π

12
) 

再根據研究目的(一)的正多邊形公式， 

得封閉圖形中的六邊形面積為
2π

(
π
4 +

π
12)

∙
(2 ∙ 12 − 2 ∙ 12cos (

11π
12 ) [1 + 𝑐𝑜𝑠 (

π
3)] 

4 sin (
π
3)

 

= 2√3 [1 +  𝑐𝑜𝑠 (
π

12
)] 

⟹ 此封閉圖形面積:  

2√3 [1 + cos (
π

12
)] + 3sin (

π

12
) 

一般化以任意旋轉角度𝜃1(弳)和𝜃2(弳)推導公式: 

在∆𝐵𝐶𝐷中，∠𝐵𝐶𝐷 = π − 𝜃2 

由正弦定理可知∆𝐵𝐶𝐷 =
1

2
∙ t2 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (𝜃2) 

得圖形中六個全等三角形總面積為
2π

(𝜃1 + 𝜃2)
∙

1

2
∙ t2 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (𝜃2)  =

πt2

(𝜃1 + 𝜃2)
∙ 𝑠𝑖𝑛 (𝜃2) 

又由餘弦定理可知𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 2 = 2t2 − 2t2 𝑐𝑜𝑠 (π − 𝜃2) 

再根據研究目的(一)的正多邊形公式，得封閉圖形中的六邊形面積為 
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2π

(𝜃1 + 𝜃2)
∙

(2t2 − 2t2 𝑐𝑜𝑠 (π − 𝜃2)[1 + 𝑐𝑜𝑠 (𝜃1 + 𝜃2)] 

4 sin(𝜃1 + 𝜃2)
=

πt2[1 + 𝑐𝑜𝑠 (𝜃2)][1 + 𝑐𝑜𝑠 (𝜃1 + 𝜃2)] 

(𝜃1 + 𝜃2) ∙ sin(𝜃1 + 𝜃2)
 

⟹ 此封閉圖形面積:  

2π

(𝜃1 + 𝜃2)
{

(2t2 + 2t2 𝑐𝑜𝑠 (𝜃2)[1 + 𝑐𝑜𝑠 (𝜃1 + 𝜃2)] 

4 sin(𝜃1 + 𝜃2)
+

1

2
∙ t2 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜃2)}

=
πt2

(𝜃1 + 𝜃2)
∙

1 + 𝑐𝑜𝑠 (𝜃1) + 𝑐𝑜𝑠 (𝜃2) + 𝑐𝑜𝑠 (𝜃1 + 𝜃2) 

sin(𝜃1 + 𝜃2)
 

 

(二)旋轉角度組合(𝜃1 + 𝜃2)且(𝜃1 + 𝜃2) × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∉ 𝑁， 𝜃1 + 𝜃2 =
𝑞

𝑝
π， 

(𝑞, 𝑝) = 1，𝑝, 𝑞 ∈ 𝑁 

設機器人每次向前移動𝑡單位、交替旋轉𝜃1、𝜃2(0 < 𝜃1 < 𝜋, 0 < 𝜃2 < 𝜋, 𝜃 1 > 𝜃2)可知

機器人的移動路徑會形成一個封閉圖形(多角星)。因為角度組合不同，透過觀察發現有三種

不同類型的圖形，並可以兩種不同算式求其角數、移動路徑長、周長與面積，依照以下方式

判別： 

Ⅰ. 設此多角星 (圖 9，以𝜃1 =
5𝜋

18
、𝜃2 =

𝜋

6
、t = 1 為例) 最外圍相鄰兩頂點(B, J)和圓心相連 

所圍成的角為𝛼 (∠BOJ)，A、B 兩點和圓心此圖形的中心點𝑂相連所圍成的角度大小 

為𝛽 (∠AOB)，若
𝛽

𝛼
為角數 m 的正因數 (

𝛽
𝛼 |𝑚)，則所形成的圖形中，轉動 𝜃1構成的頂點 

與中心點𝑂的距離比轉動𝜃2構成的頂點與𝑂的距離遠，且兩個頂點𝐵、𝐾和𝑂會三點共線，符 

合此條件的圖形外圍只會由一種角度的頂點組成，此類圖形為第○1 類，若 α、β 的關係不符 

合此情況 (
𝛽
𝛼 |𝑚)則進行判別Ⅱ。 

Ⅱ. 取多角星 (圖 10，以𝜃1 =
5𝜋

9
、𝜃2 =

7𝜋

36
、t = 1 為例) 中兩條接連旋轉𝜃1和𝜃2之間的移動 

線段(圖 10 中的𝐷𝐸̅̅ ̅̅ 和𝐼𝐽̅)，兩線段的交點𝑅和圖形的中心點𝑂之間的距離為ℓ1，旋轉𝜃2時 

所形成的頂點和𝑂的距離為ℓ2(𝑂𝑃̅̅ ̅̅ )，若ℓ1 > ℓ2，則所形成圖形為第○2 類(圖 10)，外圍只會 

由一種角度的頂點組成，若ℓ1 < ℓ2， 則圖形為第○3 類(圖 11)，圖形最外圍會由兩種角度的

頂點組成。 
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其中ℓ1及ℓ2可透過圖 12 中的邊角關係計算， 

𝑂𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑟，𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑡，∠𝑂𝐶𝐷 =
𝜋 − 𝜃2

2
，∠𝐶𝑂𝐷 =

θ1 + θ2

2
 

由正弦定理可知，在∆𝐶𝑂𝐷中，
𝑡

sin ∠𝐶𝑂𝐷
=

𝑟

sin ∠𝑂𝐶𝐷
 

𝑟 =
𝑡 ∙ 𝑠𝑖𝑛 ∠𝑂𝐶𝐷 

𝑠𝑖𝑛 ∠𝐶𝑂𝐷
=

𝑡 ∙ 𝑠𝑖𝑛
𝜋 − 𝜃2

2

𝑠𝑖𝑛(
θ1 + θ2

2 ) 
=

𝑡 ∙ 𝑐𝑜𝑠
𝜃2
2

𝑠𝑖𝑛(
θ1 + θ2

2 ) 
=

𝑡

𝑠𝑖𝑛 
𝜃1
2 + cos

𝜃1
2 ∙ tan

𝜃2
2  

 

在∆𝑂𝑅𝐷中，𝑂𝑅̅̅ ̅̅ = ℓ1，∠𝑅𝐷𝑂 =
𝜋 − 𝜃1

2
，∠𝑂𝑅𝐷 =

𝜋 + 𝜃1

2
−

𝜋

𝑚
 

由正弦定理可知，
ℓ1

𝑠𝑖𝑛∠𝑅𝐷𝑂
=

𝑟

𝑠𝑖𝑛∠𝑂𝑅𝐷
 

圖 12、𝜃1 =
5𝜋

9
、𝜃2 =

7𝜋

36
、𝑡 = 1 所形成的封閉圖形 

(圖片來源：作者自製) 

圖 9、第○1 類 

(圖片來源：作者自製) 

圖 10、第○2 類 

(圖片來源：作者自製) 

圖 11、第○3 類 

(圖片來源：作者自製) 
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可得 ℓ1 =
𝑟 ∙ sin ∠𝑅𝐷𝑂

𝑠𝑖𝑛∠𝑂𝑅𝐷
=

𝑟 ∙ cos
θ1
2

cos(
π
m −

θ1
2 )

=
𝑡 ∙ cos

θ1
2

cos(
π
m −

θ1
2 )(sin 

𝜃1
2 + cos

𝜃1
2 ∙ tan

𝜃2
2 ) 

 

               =
𝑡

(cos
π
m + tan

θ1
2 ∙ sin

π
m)(sin 

𝜃1
2 + cos

𝜃1
2 ∙ tan

𝜃2
2 )

 

又在∆𝐼𝑂𝐻中，𝑂𝐼̅̅ ̅ = ℓ2、𝐼𝐻̅̅̅̅ = 𝑡，∠𝐼𝐻𝑂 =
𝜋 − 𝜃1

2
，∠𝐼𝑂𝐻 =

𝜃1 + 𝜃2

2
 

由正弦定理可知，
ℓ2

𝑠𝑖𝑛∠𝐼𝐻𝑂
=

𝑡

𝑠𝑖𝑛∠𝐼𝑂𝐻
， 

ℓ2 =
𝑡 ∙ sin ∠𝐼𝑂𝐻

𝑠𝑖𝑛∠𝑂𝐼𝐷
=

𝑡 ∙ cos
𝜃1
2

sin
𝜃1 + 𝜃2

2

=
𝑡

tan
𝜃1
2

∙ cos
𝜃2
2

+ sin
𝜃2
2

 

第○1 . ○2 類因最外圍都是由一種旋轉角度的頂點組合而成，故可用相同方式計算其周長、面

積，計算方式如下： 

1. 角數：因(𝜃1 + 𝜃2) × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∉ 𝑁，𝜃1 + 𝜃2 =
𝑞

𝑝
π，(𝑞, 𝑝) = 1，𝑝, 𝑞 ∈ 𝑁，無法在旋轉一 

圈(2𝜋)內形成封閉圖形，而會在旋轉
[𝑞, 2]

2
圈形成封閉圖形，故角數𝑚 = [𝑞, 2] ×

𝑝

𝑞
 

2. 移動路徑長：每次移動長度乘以角數，故路徑長 = 𝑚 × 𝑡 

3. 周長：設圖 12 中，𝑂𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑟，𝑅𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑎 

在∆𝑂𝑅𝐷中，∠𝑂𝑅𝐷 =
π

2
− (

π

m
−

θ1

2
)，∠𝑅𝑂𝐷 =

𝜋

𝑚
， 

由正弦定理可知
𝑟

sin ∠𝑂𝑅𝐷
=

𝑎

sin ∠𝑅𝑂𝐷
 

𝑎 =
𝑟 ∙ 𝑠𝑖𝑛 ∠𝐷𝑂𝑅 

𝑠𝑖𝑛 ∠𝑂𝑅𝐷
=

𝑡

𝑠𝑖𝑛
𝜃1
2 + cos

𝜃1
2 ∙ tan

𝜃2
2  

∙
sin

𝜋
𝑚

sin(
π
2 − (

π
m −

θ1
2 ))

 

=
𝑡 ∙ sin

𝜋
𝑚

cos (
𝜋
𝑚 −

θ1
2 ) ∙ (sin

𝜃1
2 + cos

𝜃1
2 ∙ tan

𝜃2
2 ) 

 

=
𝑡

(cos
𝜃1
2

∙ cot
𝜋
𝑚

+ sin
𝜃1
2

) ∙ (sin
𝜃1
2

+ cos
𝜃1
2

∙ tan
𝜃2
2

)
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故周長：2𝑎 ∙ 𝑚 =
2𝑚𝑡

(cos
𝜃1
2

∙ cot
𝜋
𝑚

+ sin
𝜃1
2

) ∙ (sin
𝜃1
2

+ cos
𝜃1
2

∙ tan
𝜃2
2

)
 

4. 面積： 

將圖中每個旋轉𝜃1的頂點和中心點𝑂相連，會將圖分成𝑚個部分，每個部分可由兩個面積相 

等的三角形組成，以圖 12 為例，𝐷𝑂̅̅ ̅̅ 和𝐽𝑂̅̅ ̅構成的部分中，將𝑅和中心點𝑂相連，可將此部分 

再分為兩塊三角形(∆𝐷𝑂𝑅及∆𝐽𝑂𝑅)，故圖形面積為： 

(∆𝐷𝑂𝑅 + ∆𝐽𝑂𝑅) × 𝑚 = ∆𝐷𝑂𝑅 × 2𝑚 = ∆𝐽𝑂𝑅 × 2𝑚 =
1

2
∙ r ∙ ℓ1 ∙ sin ∠𝐷𝑂𝑅 × 2𝑚 

=
1

2
×

𝑡

sin 
𝜃1
2 + cos

𝜃1
2 ∙ tan

𝜃2
2  

×
𝑡

(cos
π
m + tan

θ1
2 ∙ sin

π
m)(sin 

𝜃1
2 + cos

𝜃1
2 ∙ tan

𝜃2
2 )

× sin
𝜋

𝑚
× 2𝑚 

=
𝑚𝑡2

(sin
𝜃1

2
+ cos

𝜃1

2
∙ tan

𝜃2

2
)

2

∙ (cot
π
m

+ tan
θ1

2
)

 

第○3 類因最外圍是由兩種角度組合而成，其周長、面積計算方式如下： 

1. 角數：因(𝜃1 + 𝜃2) × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∉ 𝑁，𝜃1 + 𝜃2 =
𝑞

𝑝
π，(𝑞, 𝑝) = 1，𝑝, 𝑞 ∈ 𝑁， 

無法在旋轉一圈(2𝜋)內形成封閉圖形，而會在旋轉
[𝑞, 2]

2
圈形成封閉圖形且因外圍會形成兩 

種角度，會形成兩種角度，故角數為：[𝑞, 2] ×
𝑝

𝑞
× 2 = 2𝑚。 

2. 移動路徑長：每次移動長度乘以角數，故路徑長 = 2𝑚 × 𝑡。 

3. 周長：將圖形最外圍分為 2m 個部分，每部分由兩條線段構成，將兩線段相加再乘上角數

(2m)為周長。 



14 

 

設圖 13 中，𝑂𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑟1，𝑂𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑟2 

在∆𝐴𝑂𝐵中，∠𝑂𝐴𝐵 =
𝜋 − 𝜃2

2
 ，∠𝑂𝐵𝐴 =

𝜋 − 𝜃1

2
 ，∠𝐴𝑂𝐵 =

𝜃1 + 𝜃2

2
 

由正弦定理可知 
𝑡

sin ∠𝐴𝑂𝐵
=

𝑟1

sin ∠𝑂𝐴𝐵
=

𝑟2

sin ∠𝑂𝐵𝐴
 

⟹ 𝑟1 = 𝑡 ∙
sin ∠𝑂𝐴𝐵

sin ∠𝐴𝑂𝐵
=

𝑡

sin
𝜃1
2 + cos

𝜃1
2 ∙ tan

𝜃2
2

，𝑟2 =
𝑡

cos
𝜃2
2 ∙ tan

𝜃1
2 + sin

𝜃2
2

 

在∆𝐹𝑂𝐿中，∠𝑂𝐿𝐹 =
1

2
(2𝜋 −

2𝜋

2𝑚
−

𝜋 − 𝜃1

2
−

𝜋 − 𝜃2

2
) =

𝜋

2
−

𝜋

2𝑚
+

𝜃1 + 𝜃2

4
  

∠𝐹𝑂𝐿 = 𝜋 −
𝜋 − 𝜃1

2
− (

𝜋

2
−

𝜋

2𝑚
+

𝜃1 + 𝜃2

4
) =

𝜋

2𝑚
+

𝜃1 − 𝜃2

4
 

令𝐹𝐿̅̅̅̅ = 𝑎，𝐶𝐿̅̅̅̅ = 𝑏 

由正弦定理可知
𝑟1

sin ∠𝑂𝐿𝐹
=

𝑎

sin ∠𝐹𝑂𝐿
 

⟹ 𝑎 =
𝑟1 ∙ sin ∠𝐹𝑂𝐿

sin ∠𝑂𝐿𝐹
=

𝑟1 ∙ sin (
𝜋

2𝑚 +
𝜃1 − 𝜃2

4 )

cos (
𝜋

2𝑚 −
𝜃1 + 𝜃2

4 )
=

𝑡 ∙ sin (
𝜋

2𝑚 +
𝜃1 − 𝜃2

4 )

(sin
𝜃1
2 + cos

𝜃1
2 ∙ tan

𝜃2
2 ) ∙ cos (

𝜋
2𝑚 −

𝜃1 + 𝜃2
4 )

 

在∆𝐶𝑂𝐿中，∠𝑂𝐿𝐶 =
𝜋

2
−

𝜋

2𝑚
+

𝜃1 + 𝜃2

4
  ∠𝐶𝑂𝐿 =

𝜋

𝑚
− ∠𝐹𝑂𝐿 =

𝜋

2𝑚
+

𝜃2 − 𝜃1

4
  

由正弦定理可知 
𝑟2

sin ∠𝑂𝐿𝐶
=

𝑏

sin ∠𝐶𝑂𝐿
 

圖 13、𝜃1 =
29𝜋

45
、𝜃2 =

5𝜋

9
、𝑡 = 1 所形成的封閉圖形  

(圖片來源：作者自製) 
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⟹ 𝑏 =
𝑡 ∙ sin (

𝜋
2𝑚 +

𝜃2 − 𝜃1
4 )

(sin
𝜃2
2 + cos

𝜃2
2 ∙ tan

𝜃1
2 ) ∙ cos (

𝜋
2𝑚 −

𝜃1 + 𝜃2
4 )

 

故周長 = (𝐹𝐿̅̅̅̅ + 𝐶𝐿̅̅̅̅ ) × 2𝑚 = (𝑎 + 𝑏) × 2𝑚 

= [
𝑡 ∙ sin (

𝜋
2𝑚

+
𝜃1 − 𝜃2

4
)

(sin
𝜃1
2 + cos

𝜃1
2 ∙ tan

𝜃2
2 ) ∙ cos (

𝜋
2𝑚 −

𝜃1 + 𝜃2
4 )

+
𝑡 ∙ sin (

𝜋
2𝑚 +

𝜃2 − 𝜃1
4 )

(sin
𝜃2
2 + cos

𝜃2
2 ∙ tan

𝜃1
2 ) ∙ cos (

𝜋
2𝑚 −

𝜃1 + 𝜃2
4 )

] × 2𝑚 

4. 面積：將圖形分為 2𝑚個部分，每個部份由兩個三角形組成，可得出圖形面積 

= (∆𝐹𝑂𝐿 + ∆𝐶𝑂𝐿) × 2𝑚 =
1

2
∙ 2𝑚 × (𝑟1 ∙ 𝑎 ∙ sin ∠𝐿𝐹𝑂 + 𝑟1 ∙ 𝑏 ∙ sin ∠𝐿𝐶𝑂) 

= 𝑚𝑟1 × (𝑎 ∙ sin ∠𝐿𝐹𝑂 + 𝑏 ∙ sin ∠𝐿𝐶𝑂) 

∠𝐿𝐹0 =
𝜋 − 𝜃1

2
，∠𝐿𝐶𝑂 =

𝜋 − 𝜃2

2
 

面積 = 𝑚 ∙
𝑡

sin
𝜃1
2 + cos

𝜃1
2 ∙ tan

𝜃2
2

∙ [
𝑡 ∙ sin (

𝜋
2𝑚 +

𝜃1 − 𝜃2
4 ) ∙ cos

𝜃1
2

(sin
𝜃1
2 + cos

𝜃1
2 ∙ tan

𝜃2
2 ) ∙ cos (

𝜋
2𝑚 −

𝜃1 + 𝜃2
4 )

+
𝑡 ∙ sin (

𝜋
2𝑚 +

𝜃2 − 𝜃1
4 ) ∙ cos

𝜃2
2

(sin
𝜃2
2 + cos

𝜃2
2 ∙ tan

𝜃1
2 ) ∙ cos (

𝜋
2𝑚 −

𝜃1 + 𝜃2
4 )

] 

 

三、兩個旋轉角度組合(−𝝅 < 𝜽𝟏 < 𝟎, 𝟎 < 𝜽𝟐 < 𝝅, |𝜽𝟏| < |𝜽𝟐|)、不同方向 

(一)旋轉角度組合(𝜃1 + 𝜃2)且(𝜃1 + 𝜃2) × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∈ 𝑁： 

           設機器人每次向前移動𝑡單位(即𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑡)、交替旋轉𝜃1、𝜃2(−𝜋 < 𝜃1 < 0, 0 < 𝜃2 <

𝜋, |𝜃1| < |𝜃2|) 

以𝜃1 = −
𝜋

6
、𝜃2 =

2𝜋

3
、𝑡 = 1(圖 14)為例。可知機器人的移動 

路徑會形成封閉圖形，則此封閉圖形的幾何性質如下： 

1. 邊數：旋轉一圈的弧度為 2𝜋，可知此封閉圖形的邊數為
2𝜋

(−
𝜋
6 +

2𝜋
3 )

× 2 = 8 
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1. 邊數：旋轉一圈的弧度為 2𝜋，可知此封閉圖形的邊數為
2𝜋

(−
𝜋
6 +

2𝜋
3 )

× 2 = 8 

⟹ 封閉圖形的邊數：
4𝜋

(𝜃1 + 𝜃2)
。 

2. 周長：邊數乘以邊長，可知此封閉圖形的周長為 1 ∙
2𝜋

(−
𝜋
6

+
2𝜋
3

)
× 2 = 8 

⟹ 封閉圖形的邊數：𝑡 ∙
4𝜋

(𝜃1 + 𝜃2)
 

3. 面積： 

如圖 15，將此封閉圖形的每個相鄰旋轉𝜃1的頂點連接，將此封閉圖形分割成一個四邊形外 

接四個全等三角形，又其中四邊形外角皆為 π + (−
π

6
) +

2π

3
=

3π

2
，且四邊等長 

，得此四邊形為正方形： 

在∆𝐵𝐶𝐷中，∠𝐵𝐶𝐷 = π −
2π

3
=

π

3
 

由正弦定理可知∆𝐵𝐶𝐷 =
1

2
∙ 12 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (

π

3
) =

√3

4
 

得圖形中四個全等三角形總面積為√3 

又由餘弦定理可知𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 2 = 2 ∙ 12 − 2 ∙ 12 𝑐𝑜𝑠 (
π

3
)  = 1 

圖 14、 𝜃1 = −
𝜋

6
、𝜃2 =

2𝜋

3
、𝑡 = 1 所形成的封閉圖形  

(圖片來源：作者自製) 
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再根據研究目的(一)的正多邊形公式， 

得封閉圖形中的四邊形面積為
2π

(−
π
6 +

2π
3 )

∙
1 ∙ [1 + 𝑐𝑜𝑠 (

π
2)] 

4 sin (
π
2)

=
[1 + 𝑐𝑜𝑠 (

π
2)] 

sin (
π
2)

 

⟹ 此封閉圖形面積:  

[1 + 𝑐𝑜𝑠 (
π
2)] 

sin (
π
2)

+ √3 = 1 + √3 

一般化 以任意旋轉角度𝜃1(弳)和𝜃2(弳)推導公式： 

在∆𝐵𝐶𝐷中，𝐵𝐶𝐷 = π − 𝜃2 

由正弦定理可知∆𝐵𝐶𝐷 =
1

2
∙ t2 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (π − 𝜃2) =

t2

2
∙ 𝑠𝑖𝑛 (𝜃2) 

得圖形中四個全等三角形總面積為
2π

(𝜃1 + 𝜃2)
∙

1

2
∙ t2 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (π − 𝜃2) =

πt2

(𝜃1 + 𝜃2)
∙ 𝑠𝑖𝑛 (𝜃2) 

又由餘弦定理可知 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ ̅2 = 2t2 − 2t2 𝑐𝑜𝑠 (π − 𝜃2) = 2t2(1 + 𝑐𝑜𝑠𝜃2) 

再根據研究目的(一)的正多邊形公式，得封閉圖形中的四邊形面積為 

2π

(𝜃1 + 𝜃2)
∙

(2t2 − 2t2 𝑐𝑜𝑠 (π − 𝜃2)[1 + 𝑐𝑜𝑠 (𝜃1 + 𝜃2)] 

4 sin(𝜃1 + 𝜃2)
=

πt2[1 + 𝑐𝑜𝑠𝜃2][1 + 𝑐𝑜𝑠 (𝜃1 + 𝜃2)] 

(𝜃1 + 𝜃2) ∙ sin(𝜃1 + 𝜃2)
 

⟹ 此封閉圖形面積:  

2π

(𝜃1 + 𝜃2)
{

(2t2 + 2t2 𝑐𝑜𝑠 (𝜃2)[1 + 𝑐𝑜𝑠 (𝜃1 + 𝜃2)] 

4 sin(𝜃1 + 𝜃2)
+

1

2
∙ t2 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜃2)}

=
πt2

(𝜃1 + 𝜃2)
∙

1 + cos 𝜃1 + cos𝜃2 + 𝑐𝑜𝑠 (𝜃1 + 𝜃2) 

sin(𝜃1 + 𝜃2)
 

圖 15、連接圖 14 的旋轉𝜃1頂點所形成的圖形 

(圖片來源：作者自製) 
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4.性質探討： 

如圖 16，分別將此封閉圖形的每個相鄰旋轉𝜃1 (= −
𝜋

6
) 、𝜃2 (=

2𝜋

3
) 的頂點連接，令此封閉 

圖形外接圖形 ACEG 且內嵌圖形 BDFH，又兩圖形分別與封閉圖形劃分出四個全等三角形，圖 

形 ACEG 和圖形 BDFH 皆為正方形。 

根據研究目的(一)的正多邊形面積公式：
𝑡2π(1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃 )

2𝜃 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝜃 
 

得□ACEG 和□BDFH 面積比=□ACEG 和□BDFH 的邊長平方比 

= (2 − 2𝑐𝑜𝑠
5π

6
) : (2 − 2𝑐𝑜𝑠

π

3
) = (1 − 𝑐𝑜𝑠

5π

6
) : (1 − 𝑐𝑜𝑠

π

3
) 

⟹ 將此封閉圖形的每個相鄰旋轉θ1、θ2的點連接，所形成的外接圖形和內嵌圖形的面積比

= [1 − 𝑐𝑜𝑠(π + θ1)]：[1 − 𝑐𝑜𝑠(π − θ2)] = (1 + 𝑐𝑜𝑠θ1)：(1 + 𝑐𝑜𝑠θ2) 

(二)旋轉角度組合(𝜃1 + 𝜃2)且(𝜃1 + 𝜃2) × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∉ 𝑁， 𝜃1 + 𝜃2 =
𝑞

𝑝
π， 

(𝑞, 𝑝) = 1，𝑝, 𝑞 ∈ 𝑁 

圖 16、連接圖 15 的旋轉𝜃2頂點所形成的圖形 

(圖片來源：作者自製) 
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圖 17、𝜃1 =
−4𝜋

45
、𝜃2 =

8𝜋

9
、𝑡 = 1 所形成的封閉圖形 

(圖片來源：作者自製) 

圖 18 、連接圖 17 每個旋轉θ2的頂點和圖形的中心點 R 

(圖片來源：作者自製) 

         設機器人每次向前移動𝑡單位(即𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑡)、交替旋轉𝜃1、𝜃2(−𝜋 < 𝜃1 < 0, 0 < 𝜃2 <

𝜋, |𝜃1| < |𝜃2|) 

以𝜃1 =
−4𝜋

45
、𝜃2 =

8𝜋

9
、𝑡 = 1 為例(圖 17)，可知機器人的移動路徑會形成封 

閉圖形，則此封閉圖形的幾何性質如下： 

1. 角數：因(𝜃1 + 𝜃2) × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∉ 𝑁，無法在旋轉一圈(2𝜋)內形成封閉圖形 

，而會在旋轉
[𝑞, 2]

2
圈形成封閉圖形，故依此規則所形成的 m 角星的角數為 

𝑚：[𝑞, 2] ×
𝑝

𝑞
 

2. 移動路徑長：每次移動長度乘以角數的 2 倍，故路徑長 = 2𝑚 × 𝑡 

3.周長： 

因為
[𝑞, 2]

2
所得值的奇偶不同，會形成兩種不同類型的圖形，可以兩種方式求其周長 
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圖 19、𝜃1 =
−𝜋

12
、𝜃2 =

5𝜋

6
、𝑡 = 1 連接每個旋轉θ2的頂點和圖形的中心點 S  

(圖片來源：作者自製) 

Ι. 若
[𝑞, 2]

2
的值為偶數： 

連接圖 17 中每個旋轉θ2的頂點和圖形的中心點 R(圖 18) 

在∆𝐸𝑅𝐷和∆𝐸𝑅𝑇中， 

∠𝐸𝐷𝑅 =
2𝜋 − (π + 𝜃1)

2 
=

𝜋 − 𝜃1

2 
，∠𝐸𝐷𝑅 = 𝜋 −

𝜋 − 𝜃1

2 
−

𝜋 − 𝜃2

2 
=

𝜃1 + 𝜃2

2 
 

在∆𝐸𝑅𝐷中，由正弦定理可知
𝐸𝑅̅̅ ̅̅

𝑠𝑖𝑛 [𝜋 − (
π + 𝜃1

2 )]
=

𝐷𝐸̅̅ ̅̅

𝑠𝑖𝑛 (
2𝜋
𝑚 ) 

 

𝐸𝑅̅̅ ̅̅ =
𝑡 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (

π − 𝜃1
2 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) 
=

𝑡 cos (
𝜃1
2 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) 
 

在∆𝐸𝑅𝑇中，由正弦定理可知
𝐸𝑅̅̅ ̅̅

𝑠𝑖𝑛 ( 𝜋 −
𝜋

𝑚  −
π − 𝜃2

2 )
=

𝐸𝑇̅̅ ̅̅

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

𝑚 ) 
 

𝐸𝑇̅̅ ̅̅ =
𝑡 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (

π − 𝜃1
2 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) 
∙

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

𝑚 )

𝑠𝑖𝑛 [𝜋 − (
𝜋

𝑚 ) − (
π − 𝜃2

2 )]
=

𝑡 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (
π − 𝜃1

2 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) 
∙

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

𝑚 )

cos (
𝜋

𝑚 −
𝜃2
2 )

=
𝑡 cos (

𝜃1
2 ) ∙ 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
𝑚 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 )  ∙ cos (
𝜋

𝑚 −
𝜃2
2 )

 

則多角星周長為 𝐸𝑇̅̅ ̅̅ × 2𝑚 

⟹
𝑡 cos (

𝜃1
2

) ∙ 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

𝑚 
)

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) ∙ cos (
𝜋

𝑚 −
𝜃2
2 )

∙ 2m =
2𝑚𝑡 cos (

𝜃1
2

) ∙ 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

𝑚 
)

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) ∙ cos (
𝜋

𝑚 −
𝜃2
2 )

 

 

Ⅱ. 若
[𝑞, 2]

2
的值為奇數： 
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以𝜃1 =
−𝜋

12
、𝜃2 =

5𝜋

6
、𝑡 = 1 為例，連接每個旋轉θ2的頂點和圖形的中心點 S(圖 19) 

在∆𝑂𝑃𝑄和∆0𝑅𝑄中， 

∠𝑂𝑃𝑄 =
2𝜋 − (π + 𝜃1)

2 
=

𝜋 − 𝜃1

2 
，∠𝑂𝑄𝑃 = 𝜋 −

𝜋 − 𝜃1

2 
−

𝜋 − 𝜃2

2 
=

𝜃1 + 𝜃2

2 
 

在∆𝑂𝑃𝑄中，由正弦定理可知
𝑂𝑄̅̅ ̅̅

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋 − 𝜃1

2 )
=

𝑡

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) 
 

𝑂𝑄̅̅ ̅̅ =
𝑡 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋 − 𝜃1
2 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) 
=

𝑡 cos (
𝜃1
2 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) 
 

在∆0𝑅𝑄中，由正弦定理可知
𝑂𝑄̅̅ ̅̅

𝑠𝑖𝑛 ( 𝜋 −
𝜋

𝑚 
 −

π − 𝜃2
2

)
=

𝑂𝑅̅̅ ̅̅

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

𝑚 ) 
 

𝑂𝑅̅̅ ̅̅ =
𝑂𝑄̅̅ ̅̅

𝑠𝑖𝑛 ( 𝜋 −
𝜋

𝑚  −
π − 𝜃2

2 )
∙ 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

𝑚 
) =

𝑡 cos (
𝜃1
2 ) ∙ 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
𝑚 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) ∙ cos (
𝜋

𝑚 −
𝜃2
2 )

 

則多角星周長為𝑂𝑅̅̅ ̅̅ × 2𝑚 

⟹
𝑡 cos (

𝜃1
2 ) ∙ 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
𝑚 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) ∙ cos (
𝜋

𝑚 −
𝜃2
2 )

∙ 2m =
2𝑚𝑡 cos (

𝜃1
2 ) ∙ 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
𝑚 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) ∙ cos (
𝜋

𝑚 −
𝜃2
2 )

 

4. 面積：因為
[𝑞, 2]

2
所得值的奇偶不同，會形成兩種不同類型的圖形，可以兩種 

方式求其面積： 

Ι. 若
[𝑞, 2]

2
的值為偶數：(圖 18) 

在∆𝐸𝑅𝐷和∆𝐸𝑅𝑇中， 

∠𝐸𝐷𝑅 =
2𝜋 − (π + 𝜃1)

2 
=

𝜋 − 𝜃1

2 
，∠𝐸𝐷𝑅 = 𝜋 −

𝜋 − 𝜃1

2 
−

𝜋 − 𝜃2

2 
=

𝜃1 + 𝜃2

2 
 

在∆𝐸𝑅𝐷中，由正弦定理可知
𝐸𝑅̅̅ ̅̅

𝑠𝑖𝑛 [𝜋 − (
π + 𝜃1

2 )]
=

𝐷𝐸̅̅ ̅̅

𝑠𝑖𝑛 (
2𝜋
𝑚 ) 

 

𝐸𝑅̅̅ ̅̅ =
𝑡 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (

π − 𝜃1
2 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2
) 

=
𝑡 cos (

𝜃1
2 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2
) 
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在∆𝐸𝑅𝑇中，由正弦定理可知
𝐸𝑅̅̅ ̅̅

𝑠𝑖𝑛 ( 𝜋 −
𝜋

𝑚  −
π − 𝜃2

2 )
=

𝐸𝑇̅̅ ̅̅

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

𝑚 
) 

 

𝐸𝑇̅̅ ̅̅ =
𝑡 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (

π − 𝜃1
2 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) 
∙

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

𝑚 )

𝑠𝑖𝑛 [𝜋 − (
𝜋

𝑚 ) − (
π − 𝜃2

2 )]
=

𝑡 cos (
𝜃1
2 ) ∙ 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
𝑚 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) ∙ cos (
𝜋

𝑚 −
𝜃2
2 )

 

得∆𝐸𝑅𝑇的面積為 

1

2
∙ 𝐸𝑇̅̅ ̅̅ ∙ 𝐸𝑅̅̅ ̅̅ ∙ 𝑠𝑖𝑛 (

π − 𝜃2

2
)  =

1

2
∙

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

𝑚 )

cos (
𝜋

𝑚 −
𝜃2
2 )

∙
𝑡 cos (

𝜃1
2 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) 
∙

𝑡 cos (
𝜃1
2 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) 
∙ cos (

𝜃2

2
) 

=
𝑡2

2
∙

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

𝑚 
)

cos (
𝜋

𝑚 −
𝜃2
2 )

∙ [
cos (

𝜃1
2

)

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) 
]

2

∙ cos (
𝜃2

2
) 

又封閉圖形的面積是由 2m 個與∆𝐸𝑅𝑇全等的三角形所構成 

故此圖形面積為： 

𝑡2

2
∙

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

𝑚 )

cos (
𝜋

𝑚 −
𝜃2
2 )

∙ [
cos (

𝜃1
2 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) 
]

2

∙ cos (
𝜃2

2
) ∙ 2m

= m𝑡2 ∙
𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
𝑚 )

cos (
𝜋

𝑚 −
𝜃2
2 )

∙ [
cos (

𝜃1
2 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) 
]

2

∙ cos (
𝜃2

2
) 

Ⅱ. 若
[𝑞, 2]

2
的值為奇數：(圖 19) 

在∆𝑂𝑃𝑄和∆0𝑅𝑄中， 

∠𝑂𝑃𝑄 =
2𝜋 − (π + 𝜃1)

2 
=

𝜋 − 𝜃1

2 
，∠𝑂𝑄𝑃 = 𝜋 −

𝜋 − 𝜃1

2 
−

𝜋 − 𝜃2

2 
=

𝜃1 + 𝜃2

2 
 

在∆𝑂𝑃𝑄中，由正弦定理可知
𝑂𝑄̅̅ ̅̅

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋 − 𝜃1

2 
)

=
𝑡

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2
) 

 

𝑂𝑄̅̅ ̅̅ =
𝑡 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋 − 𝜃1
2 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) 
=

𝑡 cos (
𝜃1
2 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) 
 

在∆0𝑅𝑄中，由正弦定理可知
𝑂𝑄̅̅ ̅̅

𝑠𝑖𝑛 ( 𝜋 −
𝜋

𝑚 
 −

π − 𝜃2
2

)
=

𝑂𝑅̅̅ ̅̅

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

𝑚 ) 
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圖 19、𝜃 =
π

3
、𝑡1 = 1、𝑡2 = 2 所形成的封閉圖形 

(圖片來源：作者自製) 

𝑂𝑅̅̅ ̅̅ =
𝑂𝑄̅̅ ̅̅

𝑠𝑖𝑛 ( 𝜋 −
𝜋

𝑚  −
π − 𝜃2

2 )
∙ 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

𝑚 
) =

𝑡 cos (
𝜃1
2 ) ∙ 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
𝑚 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) ∙ cos (
𝜋

𝑚 −
𝜃2
2 )

 

得∆0𝑅𝑄的面積為 

1

2
∙ 𝑂𝑅̅̅ ̅̅ ∙ 𝑂𝑄̅̅ ̅̅ ∙ 𝑠𝑖𝑛 (

π − 𝜃2

2
)  

=
1

2
∙

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

𝑚 )

cos (
𝜋

𝑚 −
𝜃2
2 )

∙
𝑡 cos (

𝜃1
2 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) 
∙

𝑡 cos (
𝜃1
2 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) 
∙ cos (

𝜃2

2
) 

=
𝑡2

2
∙

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

𝑚 )

cos (
𝜋

𝑚 −
𝜃2
2 )

∙ [
cos (

𝜃1
2 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) 
]

2

∙ cos (
𝜃2

2
) 

又封閉圖形是由 2m 個與∆0𝑅𝑄全等的三角形所構成 

故此圖形面積為 

𝑡2

2
∙

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

𝑚 
)

cos (
𝜋

𝑚 −
𝜃2
2 )

∙ [
cos (

𝜃1
2

)

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) 
]

2

∙ cos (
𝜃2

2
) ∙ 2m 

= m𝑡2 ∙
𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
𝑚 )

cos (
𝜋

𝑚 −
𝜃2
2 )

∙ [
cos (

𝜃1
2 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) 
]

2

∙ cos (
𝜃2

2
) 

⟹ 不論是哪種所得面積一般式皆為： 

m𝑡2 ∙
𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
𝑚 ) ∙ cos (

𝜃2
2 )

cos (
𝜋

𝑚 −
𝜃2
2 )

∙ [
cos (

𝜃1
2 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) 
]

2

 

四、兩個移動距離組合(𝑡1, 𝑡2)、單一旋轉角度(𝟎 < 𝜽 < 𝝅) 

(一) 旋轉 θ(弳)，2𝜃 × 𝑛 = 2𝜋，交替移動 𝑡1和𝑡2，𝑡1、𝑡2 > 0、𝑛 ∈ 𝑁： 

設機器人交替移動 𝑡1、𝑡2單位、旋轉𝜃(弳)， 
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以𝜃 =
π

3
、𝑡1 = 1、𝑡2 = 2(圖 19)為例，此封閉正多邊形的幾何性質如下： 

1. 邊數：由多邊形外角和為 2𝜋，可知此封閉圖形的邊數為
2𝜋

(
π
3 +

π
3)

× 2 = 6 

⟹ 封閉圖形的邊數：
2𝜋

𝜃
 

2. 周長：邊數乘以邊長，可知此封閉圖形的周長為
2𝜋

(
π
3 +

π
3)

× (2 + 1) = 9 

⟹ 封閉圖形的周長：(𝑡1 + 𝑡2) ∙
𝜋

𝜃
 

3. 面積： 

如圖 20，將此封閉圖形的間隔旋轉點相連接，將此封閉圖形分割成一個三角形外接三個 

全等三角形，又其中中央三角形內角皆為𝜋 − (
𝜋

3
+

𝜋

3
) =

𝜋

3
， 

且三邊等長，得此中央三角形為正三角形： 

根據面積公式，單個外圍三角形面積為 
1

2
× 1 × 2 × 𝑠𝑖𝑛 (𝜋 −

𝜋

3
) =  

√3

2
 

得外圍三個全等三角形面積和：
2π

(
𝜋
3 +

𝜋
3)

×
√3

2
=

3√3

2
 

再根據研究目的(一)的正多邊形公式，得中央三角形面積為 

2π

(
𝜋
3 +

𝜋
3)

×
(1 + cos

2𝜋
3 ) (5 + 2 × 2 cos

𝜋
3)

4𝑠𝑖𝑛
2𝜋
3

=
7√3

4
 

⟹ 此封閉圖形面積：
7√3

4
+

3√3

2
=

13√3

4
 

圖 20、連接圖 19 的間隔旋轉點所形成的圖形 

(圖片來源：作者自製) 
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一般化以任意旋轉角度𝜃(弳)、移動距離𝑡1和𝑡2 推導公式： 

根據面積公式，單個外圍三角形面積為 
1

2
× 𝑡1 × 𝑡2 × 𝑠𝑖𝑛 (𝜋 − 𝜃) =

𝑡1 × 𝑡2

2
× 𝑠𝑖𝑛𝜃 

可推得外圍所有全等三角形面積和：
2π

2𝜃
×

𝑡1 × 𝑡2

2
× 𝑠𝑖𝑛𝜃 =

(𝑡1 × 𝑡2)π

2𝜃
× 𝑠𝑖𝑛𝜃 

再根據研究目的(一)的正多邊形公式，中央正多邊形面積為： 

2π

2𝜃
×

(1 + cos 2𝜃)(𝑡1
2 + 𝑡2

2 + 2 × 𝑡1 × 𝑡2 × cos 𝜃)

4𝑠𝑖𝑛2𝜃
 

=
π

4𝜃
×

(1 + cos 2𝜃)(𝑡1
2 + 𝑡2

2 + 2𝑡1𝑡2 cos 𝜃)

𝑠𝑖𝑛2𝜃
 

⟹ 此封閉圖形面積： 

(𝑡1 × 𝑡2)π

2𝜃
× 𝑠𝑖𝑛𝜃 +

π

4𝜃
×

(1 + cos 2𝜃)(𝑡1
2 + 𝑡2

2 + 2𝑡1𝑡2 cos 𝜃)

𝑠𝑖𝑛2𝜃
 

=
π

4𝜃
[2𝑡1𝑡2𝑠𝑖𝑛𝜃 +

(1 + cos 2𝜃)(𝑡1
2 + 𝑡2

2 + 2𝑡1𝑡2 cos 𝜃)

𝑠𝑖𝑛2𝜃
] 

 

肆、研究結果 

一、單一旋轉角度、單一方向 

 
𝜃 × 𝑛 = 2𝜋， 

𝑛 ∈ 𝑁 (正多邊形) 

𝜃 × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∉ 𝑁(正多角星形) 

𝜃1 + 𝜃2 =
𝑞

𝑝
π，(𝑞, 𝑝) = 1，𝑝, 𝑞 ∈ 𝑁 

邊/角數 𝑛 =
2𝜋

𝜃
 𝑚 = [𝑞, 2] ×

𝑝

𝑞
 

路徑長 𝑡 ∙ 𝑛 𝑡 ∙ 𝑚 

周長 𝑡 ∙ 𝑛 
𝑚 ∙ 𝑡 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
𝑚

) 

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃
2

) ∙ 𝑐𝑜𝑠 (
𝜃
2

−
𝜋
𝑚

)  
 

面積 𝑛 ∙
𝑡2(1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃 )

4 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝜃 
 

𝑚

2
∙ (

𝑡

2 ∙ 𝑠𝑖𝑛 
𝜃
2 

)

2

∙ [𝑠𝑖𝑛 (
2𝜋

𝑚
) −

sin2(
𝜋
𝑚) 

cos2(
𝜃
2 −

𝜋
𝑚) 

∙ 𝑠𝑖𝑛 (𝜃 −
2𝜋

𝑚
)  ] 

表格一 (作者自製) 

二、兩個旋轉角度組合、單一方向 

 (𝜃1 + 𝜃2) × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∈ 𝑁 
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邊/角數 
4𝜋

(𝜃1 + 𝜃2)
 

路徑長 𝑡 ∙
4𝜋

(𝜃1 + 𝜃2)
 

周長 𝑡 ∙
4𝜋

(𝜃1 + 𝜃2)
 

面積 
πt2

(𝜃1 + 𝜃2)
∙

1 + 𝑐𝑜𝑠𝜃1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃2 + 𝑐𝑜𝑠 (𝜃1 + 𝜃2) 

sin(𝜃1 + 𝜃2)
 

 
(𝜃1 + 𝜃2) × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∉ 𝑁(第Ⅰ類) 

𝜃1 + 𝜃2 =
𝑞

𝑝
π，(𝑞, 𝑝) = 1，𝑝, 𝑞 ∈ 𝑁 

邊/角數 𝑚 = [𝑞, 2] ×
𝑝

𝑞
 

路徑長 𝑡 ∙ [𝑞, 2] ×
𝑝

𝑞
 

周長 
2𝑚𝑡

(cos
𝜃1
2 ∙ cot

𝜋
𝑚 + sin

𝜃1
2 ) ∙ (sin

𝜃1
2 + cos

𝜃1
2 ∙ tan

𝜃2
2 )

 

面積 
𝑚𝑡2

(sin
𝜃1

2 + cos
𝜃1

2 ∙ tan
𝜃2

2 )
2

∙ (cot
π
m + tan

θ1

2 )

 

 
(𝜃1 + 𝜃2) × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∉ 𝑁 (第Ⅱ類) 

𝜃1 + 𝜃2 =
𝑞

𝑝
π，(𝑞, 𝑝) = 1，𝑝, 𝑞 ∈ 𝑁 

邊/角數 2𝑚 = [𝑞, 2] ×
𝑝

𝑞
× 2 

路徑長 𝑡 ∙ 2𝑚 

周長 

[
𝑡 ∙ sin (

𝜋
2𝑚 +

𝜃1 − 𝜃2
4 )

(sin
𝜃1
2

+ cos
𝜃1
2

∙ tan
𝜃2
2

) ∙ cos (
𝜋

2𝑚
−

𝜃1 + 𝜃2
4

)

+
𝑡 ∙ sin (

𝜋
2𝑚 +

𝜃2 − 𝜃1
4 )

(sin
𝜃2
2

+ cos
𝜃2
2

∙ tan
𝜃1
2

) ∙ cos (
𝜋

2𝑚
−

𝜃1 + 𝜃2
4

)
] × 2𝑚 

面積 

𝑚 ∙
𝑡

sin
𝜃1
2 + cos

𝜃1
2 ∙ tan

𝜃2
2

∙ [
𝑡 ∙ sin (

𝜋
2𝑚 +

𝜃1 − 𝜃2
4 ) ∙ cos

𝜃1
2

(sin
𝜃1
2 + cos

𝜃1
2 ∙ tan

𝜃2
2 ) ∙ cos (

𝜋
2𝑚 −

𝜃1 + 𝜃2
4 )

+
𝑡 ∙ sin (

𝜋
2𝑚 +

𝜃2 − 𝜃1
4 ) ∙ cos

𝜃2
2

(sin
𝜃2
2 + cos

𝜃2
2 ∙ tan

𝜃1
2 ) ∙ cos (

𝜋
2𝑚 −

𝜃1 + 𝜃2
4 )

] 

 
表格二 (作者自製) 
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三、兩個旋轉角度組合、不同方向 

 (𝜃1 + 𝜃2) × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∈ 𝑁 

(𝜃1 + 𝜃2) × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∉ 𝑁 

𝜃1 + 𝜃2 =
𝑞

𝑝
π，(𝑞, 𝑝) = 1，𝑝, 𝑞 ∈ 𝑁 

邊

/

角

數 

4𝜋

 (𝜃1 + 𝜃2)
 𝑚 = [𝑞, 2] ×

𝑝

𝑞
 

路

徑

長 

𝑡 ∙
4𝜋

 (𝜃1 + 𝜃2)
 𝑚 × 𝑡 

周

長 
𝑡 ∙

4𝜋

 (𝜃1 + 𝜃2)
 

𝑡 cos (
𝜃1
2

) ∙ 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

𝑚 
)

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2 ) ∙ cos (
𝜋

𝑚 −
𝜃2
2 )

∙ 2m 

面

積 

πt2

(𝜃1 + 𝜃2)

∙
1 + 𝑐𝑜𝑠 (𝜃1) + 𝑐𝑜𝑠 (𝜃2) + 𝑐𝑜𝑠 (𝜃1 + 𝜃2) 

sin(𝜃1 + 𝜃2)
 

m𝑡2 ∙
𝑠𝑖𝑛 (

𝜋
𝑚 )

cos (
𝜋

𝑚 
−

𝜃2
2

)
∙ [

cos (
𝜃1
2 )

𝑠𝑖𝑛 (
𝜃1 + 𝜃2

2
) 

]

2

∙ cos (
𝜃2

2
) 

表格三 (作者自製) 

四、兩個移動距離組合、單一旋轉角度 

 𝜃 × 𝑛 = 2𝜋，交替移動 𝑡1和𝑡2，𝑡1、𝑡2 > 0、𝑛 ∈ 𝑁 

邊數 2𝜋

𝜃
 

周長 (𝑡1 + 𝑡2) ∙
𝜋

𝜃
 

面積 π

4𝜃
[2𝑡1𝑡2𝑠𝑖𝑛𝜃 +

(1 + cos 2𝜃)(𝑡1
2 + 𝑡2

2 + 2𝑡1𝑡2 cos 𝜃)

𝑠𝑖𝑛2𝜃
] 

表格四 (作者自製) 

 

伍、討論 

一、在任何單一角度、以相同方向旋轉所形成的封閉圖形，皆可以找出角數、路徑長、周長 

及面積的一般式，其中超過一圈(2𝜋)形成封閉的正多角星圖形之路徑長和周長是不同算法。 

二、在任意兩個角度組合、以相同方向旋轉所形成的封閉圖形，皆可找出角數、路徑長、周 

長及面積一般式，其中超過一圈形成封閉的圖形，不同角度組合的情況可以分為兩類，會有 
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不同的算法。 

三、在任意兩個角度組合、以不同方向旋轉所形成的封閉圖形，皆可找出角數、路徑長、周長 

及面積一般式，其中超過一圈形成封閉的圖形，不同角度組合的情況可以分為兩類，計算過程會 

不同但得到的一般式是相同的。 

四、任意兩種移動距離組合、單一旋轉角度在一圈內所形成的封閉圖形，皆可找出角數、路徑長、 

周長及面積一般式。 

五、在研究目的三、(一)點中，有提到封閉圖形內接正多邊形面積和封閉圖形外接正多邊 

形面積的關係，未來希望能將此關係推廣為定理，並在其他情況形成的圖形找出其面積和內部多邊 

形面積的關係。 

陸、結論 

一、相同方向、固定一個旋轉角度不在一圈內形成的圖形，其面積計算方式和其他條件形成

的圖形計算面積方式不同，研究目的一、(二)是將圖形補成一個正多邊形再扣掉多於三角形

面積，而其他研究目的是將圖形分割成不同形狀做計算。 

二、研究目的一、(一)中使用封閉圖形的內切圓圓心和各頂點相連，將圖形分為數個全等三

角形，再將和封閉圖形邊長相切的圓半徑當作高，計算面積。 

三、未來展望： 

(一)將研究變因推廣至三個或三個以上的旋轉角度組合，求其形成的封閉圖形之特性。 

(二)求出研究目的一、(二)中形成圖形，各頂點相連成的正多邊形和內部的正多邊形以及特

定角度下會形成的內部多角星之間的面積關係。 

(三)找出研究目的四中旋轉超過一圈所形成的圖形類型，進行分類和計算特性通式。 
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【評語】050403  

本作品從機器人運動模式出發，將「旋轉運動」與「封閉圖

形」做幾何建模與分析。更進一步探究不同角度、不同方向、不

同移動距離所構成封閉路徑進行研究，在任意兩個角度組合、以

相同以及不同方向旋轉所形成的封閉圖形的情形下，找出角數、

路徑長、周長及面積一般式。更進一步探究不同角度、不同方向、

不同移動距離所構成封閉路徑的一般結果。整體而言，有仔細的

討論比較初步的一些情形，若是能夠有更深入的討論會是不錯的

作品。 
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機器人的華爾滋
轉動角度的變化與組合對封閉圖形特性之探討



圖5 圖6

壹、研究動機

我們在尋找研究題目時，對於《110學年度學測數學的選填題F》頗有興趣，原題為：｢機器人在地面上從一點P出發，
按照以下規則移動：先朝某方向前進一公尺後，依前進方向逆時針旋轉45°；朝新方向前進一公尺後，依前進方向順
時針旋轉90°；再朝新方向前進一公尺後，依前進方向逆時針旋轉45°；再朝新方向前進一公尺後，依前進方向順時針
旋轉90°，……，以此類推。已知機器人移動的路徑會形成一個封閉區域，則此封閉區域的面積為?」我們發現此問
題和三角比及正餘弦定理有關，並好奇如果改變機器人的移動距離、旋轉角度會形成什麼樣的圖形，以及所形成圖
形的面積、周長和移動軌跡是否會與移動距離和旋轉角度有關。

貳、研究目的

根據廣義角的定義，若𝜃為正，則逆時針旋轉；反之當𝜃為負，則順時針旋轉。

依據機器人不同的旋轉方式進行以下探討：

一、單一旋轉角度(𝟎 < 𝜽 < 𝝅)、單一方向

先將原題條件簡化為固定移動距離、將旋轉兩個角度減為旋轉一個固定角度。

(一)𝜃 × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∈ 𝑁，探討旋轉角度與封閉圖形邊數、周長、面積的關係。

(二) 𝜃 × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∉ 𝑁，探討旋轉角度與移動軌跡、封閉圖形周長、面積的關係。

二、兩個旋轉角度組合(𝟎 < 𝜽𝟏 < 𝝅, 𝟎 < 𝜽𝟐 < 𝝅, 𝜽 𝟏 ≠ 𝜽𝟐)、單一方向

固定移動距離、兩個旋轉角度為相同旋轉方向。

(一)(𝜃1 + 𝜃2) × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∈ 𝑁，探討旋轉角度與封閉圖形邊數、周長、面積的關係。

(二) 𝜃1 + 𝜃2 × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∉ 𝑁，探討旋轉角度與移動軌跡、封閉圖形周長、面積的關係。

三、兩個旋轉角度組合(−𝝅 < 𝜽𝟏 < 𝟎, 𝟎 < 𝜽𝟐 < 𝝅, 𝜽𝟏 < 𝜽𝟐 )、不同方向

固定移動距離、兩個旋轉角度為不同旋轉方向。

(一)(𝜃1 + 𝜃2) × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∈ 𝑁，探討旋轉角度與封閉圖形邊數、周長、面積的關係。

(二)(𝜃1 + 𝜃2) × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∉ 𝑁，探討旋轉角度與移動軌跡、封閉圖形周長、面積的關係。

四、兩個移動距離組合(𝒕, 𝟐𝒕)、單一旋轉角度(𝟎 < 𝜽 < 𝝅)

(一)𝜃 × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∈ 𝑁，探討旋轉角度與封閉圖形邊數、周長、面積的關係。

參、研究過程

一、單一旋轉角度、單一方向(𝟎 < 𝜽 < 𝟐𝝅)
一 旋轉θ 弳 ，𝜃 × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∈ 𝑁 正多邊形 ：

以每次轉動𝜃 =
π
4

圖1 為例，幾何性質如下：

1. 邊數：由多邊形外角和為2𝜋 ⟹ 正𝑛邊形的邊數n：
2𝜋
𝜃

2. 周長：邊數乘以邊長 ⟹ 正𝑛邊形的周長：𝑡 ∙
2𝜋
𝜃

3. 面積：作封閉圖形的內切圓𝑂，將各頂點和圓心𝑂相連 圖2 ，將圖形分為𝑛個三角形：在∆𝐴𝐵𝑂和

∆𝐵𝐶𝑂中，由正弦定理可知𝐴𝑂、𝐵𝑂，亦可知∆𝐴𝐵𝑂的面積，正n邊形的面積：
𝑡2π 1 + cos 𝜃

2𝜃 ∙ sin 𝜃
(二)旋轉𝜃(弳)，𝜃 × 𝑛 = 2𝜋，n ∉ N，𝜃 =

𝑞
𝑝

π， 𝑞, 𝑝 = 1，𝑝, 𝑞 ∈ 𝑁

以每次轉動𝜃 =
4𝜋
5

形成封閉圖形為例 圖3 ：

1. 角數：因𝜃 × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∉ 𝑁，無法在旋轉一圈 2𝜋弳 內形成封閉圖形，

而會在旋轉
𝑞, 2

2
圈形成封閉圖形，故正𝑚角星的角數𝑚 = 𝑞, 2 ×

𝑝
𝑞

2. 移動路徑長：每次移動長度乘以角數，故路徑長 = 𝑞, 2 ×
𝑝
𝑞

× 𝑡 = 𝑚𝑡

3. 周長：將正𝑚角星的外圍分為𝑚個部分，每個部份是由兩長度為 𝑎 的線段構成，透過∆𝑂𝐶𝐵、∆𝑂𝐵𝐸、∆𝐵𝐹𝐸中

的邊角關係可求出𝑎再將此長度乘上2m可求出周長 = 𝑎 ∙ 2𝑚
𝑚 ∙ 𝑡 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝜋

𝑚
𝑠𝑖𝑛 𝜃

2 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝜃
2 − 𝜋

𝑚

4. 面積：將正𝑚角星的𝑚個頂角兩兩相連，形成一個正𝑚邊形，再把各頂點和點𝑂相連，可將正𝑚邊形分成𝑚個全等
的等腰三角形，其腰長為𝑟，也將正𝑚角星的面積分為𝑚個部分其中一部份的面積為∆BOE − ∆BFE，利用三角形面積
公式計算可得

面積 =
𝑚
2

∙
𝑡

2 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝜃
2

2
∙ 𝑠𝑖𝑛

2𝜋
𝑚

−
( 𝜋
𝑚)

(𝜃
2 − 𝜋

𝑚)
∙ 𝑠𝑖𝑛 (𝜃 −

2𝜋
𝑚

)

5. 性質探討：封閉圖形 多角星 及𝑚個頂角兩兩相連所形成的外接正多邊形之間的面積關係 圖4 ：

⟹ 正𝑚角星和外部正𝑚邊形面積比 = 1 − tan(
𝜋
𝑚

) ∙ tan
𝜃
2

−
𝜋
𝑚

：1

二、兩個旋轉角度組合(𝟎 < 𝜽𝟏 < 𝝅, 𝟎 < 𝜽𝟐 < 𝝅, 𝜽 𝟏 ≠ 𝜽𝟐)單一方向

(一)旋轉角度組合 𝜃1 + 𝜃2 且 𝜃1 + 𝜃2 × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∈ 𝑁：

以交替旋轉𝜃1 =
𝜋
4

、𝜃2 =
𝜋

12
為例 圖5 ，幾何性質如下：

1. 邊數：由多邊形外角和為2𝜋 ⟹ 邊數：
4𝜋

𝜃1 + 𝜃2

圖3 圖4

圖2圖1



2.周長：邊數乘以邊長 ⟹ 周長：𝑡 ∙
4𝜋

𝜃1 + 𝜃2
3.面積：如圖6，將此封閉圖形的每個相鄰旋轉𝜃1的點連接，將此封閉圖形分割成一個六邊形外接六個全等三角形由正弦定理、面

積公式得全部三角形面積，又由餘弦定理可知中央正多邊形邊長，再根據研究目的(一)的面積公式得中央圖形面積

⟹ 此封閉圖形面積:
2π

𝜃1 + 𝜃2
(2t2 + 2t2 𝑐𝑜𝑠 (𝜃2) 1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃1 + 𝜃2

4 sin 𝜃1 + 𝜃2
+
1
2
∙ t2∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜃2)

二 旋轉角度組合 𝜃1 + 𝜃2 且 𝜃1 + 𝜃2 × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∉ 𝑁， 𝜃1 + 𝜃2 =
𝑞
𝑝
π， 𝑞, 𝑝 = 1，𝑝, 𝑞 ∈ 𝑁

因為角度組合不同，透過觀察發現有三種不同類型的圖形，並可以兩種不同算式求其角數、移動路徑長、周長與面積，依照以下方
式判別：

Ⅰ.設此多角星 圖7 最外圍相鄰兩頂點 B, J 和圓心相連所圍成的角為𝛼 ∠BOJ ，A、B兩點和圓心此圖形的中心點𝑂相連所圍成的角

度大小為𝛽 ∠AOB ，若
𝛽
𝛼

為角數m的正因數
𝛽
𝛼 𝑚 ，則所形成的圖形中，轉動 𝜃1構成的頂點與中心點𝑂的距離比轉動𝜃2構成的頂

點與𝑂的距離遠，且兩個頂點𝐵、𝐾和𝑂會三點共線，符合此條件的圖形外圍只會由一種角度的頂點組成，此類圖形為第1類，若α、β

的關係不符合此情況
𝛽
𝛼 𝑚 則進行判別Ⅱ。

Ⅱ.取多角星 圖8 中兩條接連旋轉𝜃1和𝜃2之間的移動線段 圖8中的𝐷𝐸和ഥ𝐼𝐽 ，兩線段的交點𝑅和圖形的中心點𝑂之間的距離為𝓁1，

旋轉𝜃2時所形成的頂點和𝑂的距離為𝓁2 𝑂𝑃 ，若𝓁1 > 𝓁2，則所形成圖形為第2類 圖8 ，外圍只會由一種角度的頂點組成，

若𝓁1 < 𝓁2， 則圖形為第3類(圖9)，圖形最外圍會由兩種角度的頂點組成。

第𝟏. 𝟐類因最外圍都是由一種旋轉角度的頂點組合而成，故可用相同方式計算其周長、面積，計算方式如下：

1.角數：因 𝜃1 + 𝜃2 × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∉ 𝑁，無法在旋轉一圈 2𝜋 內形成封閉圖形，故角數 = 𝑞, 2 ×
𝑝
𝑞
= 𝑚

2.移動路徑長：每次移動長度乘以角數，故路徑長 = 𝑚 × 𝑡
3.周長：設圖10中，𝑂𝐷 = 𝑟，𝑅𝐷 = 𝑎，利用∆𝑂𝑅𝐷中的邊角關係可求出𝑟.𝑎再求出

周長 =
2𝑚𝑡

cos 𝜃12 ∙ cot 𝜋𝑚 + sin 𝜃12 ∙ sin 𝜃12 + cos 𝜃12 ∙ tan 𝜃22
4.面積：將圖中每個轉動𝜃1的轉折點和中心點𝑂相連，會將圖分成𝑚個部分，

每個部分可由兩個全等的三角形組成

，故圖形面積 =
𝑚𝑡2

sin 𝜃12 + cos 𝜃12 ∙ tan 𝜃22
2
∙ cot πm + tan θ12

第𝟑類最外圍是由兩種角度組合而成，計算方式如下；

1.角數：因 𝜃1 + 𝜃2 × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∉ 𝑁，無法在旋轉一圈 2𝜋 內形成封閉圖形，且因外圍會形成兩種角度，故

角數 = 𝑞, 2 ×
𝑝
𝑞
× 2 = 2𝑚

2.移動路徑長：每次移動長度乘以角數，故路徑長 = 2𝑚 × 𝑡

3.周長：設圖11中，𝑂𝐵 = 𝑟1，𝑂𝐴 = 𝑟2，將圖形最外圍分為十個部分，每部分由兩條線段構成，將兩線段相加再乘上兩倍角數為周

長，透過∆𝐴𝑂𝐵、∆𝐹𝑂𝐿、∆𝐶𝑂𝐿中之邊角關係可求得周長

=
𝑡 ∙ sin 𝜋

2𝑚 + 𝜃1 − 𝜃2
4

(sin 𝜃12 + cos 𝜃12 ∙ tan 𝜃22 ) ∙ cos
𝜋
2𝑚 − 𝜃1 + 𝜃2

4
+

𝑡 ∙ sin 𝜋
2𝑚 + 𝜃2 − 𝜃1

4

sin 𝜃22 + cos 𝜃22 ∙ tan 𝜃12 ∙ cos 𝜋
2𝑚 − 𝜃1 + 𝜃2

4
× 2𝑚

4.面積：將圖形分為2𝑚個部分，每個部份由兩個三角形組成，得出面積

= 𝑚 ∙
𝑡

sin 𝜃12 + cos 𝜃12 ∙ tan 𝜃22
∙

𝑡 ∙ sin 𝜋
2𝑚 + 𝜃1 − 𝜃2

4 ∙ cos 𝜃12

(sin 𝜃12 + cos 𝜃12 ∙ tan 𝜃22 ) ∙ cos
𝜋
2𝑚 − 𝜃1 + 𝜃2

4
+

𝑡 ∙ sin 𝜋
2𝑚 + 𝜃2 − 𝜃1

4 ∙ cos 𝜃22

sin 𝜃22 + cos 𝜃22 ∙ tan 𝜃12 ∙ cos 𝜋
2𝑚 − 𝜃1 + 𝜃2

4

三、兩個旋轉角度組合(−𝝅 < 𝜽𝟏 < 𝟎, 𝟎 < 𝜽𝟐 < 𝝅, 𝜽𝟏 < 𝜽𝟐 )、不同方向

(一)旋轉角度組合 𝜃1 + 𝜃2 且 𝜃1 + 𝜃2 × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∈ 𝑁：

以每次轉動𝜃1 = −
𝜋
6

、𝜃2 =
2𝜋
3

圖12 為例：

1.邊數：由多邊形外角和為2𝜋 ⟹ 邊數：
4𝜋

𝜃1 + 𝜃2
2.周長：邊數乘以邊長 ⟹ 周長：𝑡 ∙

4𝜋
𝜃1 + 𝜃2

3.面積：如圖13，連接每個相鄰旋轉𝜃1的點，將圖形分割成四邊形外接全等三角形。又因四邊形外角相同，此四邊形為正四邊形：

由正弦定理、面積公式可得全部三角形面積，又由餘弦定理可知中央正多邊形邊長，再根據研究目的(一)的面積公式

得中央圖形面積 ⟹ 此封閉圖形面積：
πt2

𝜃1 + 𝜃2
∙
1 + cos 𝜃1 + cos𝜃2 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃1 + 𝜃2

sin 𝜃1 + 𝜃2

圖8 圖9圖7

圖11圖10

圖12 圖13 圖14



4.特性探討：如圖14，分別連接相鄰旋轉θ1、θ2的點，得兩正四邊形。根據研究目的面積公式，得兩正
n邊形面積比 = 1 + 𝑐𝑜𝑠θ1 : 1 + 𝑐𝑜𝑠θ2

二 旋轉角度組合 𝜃1 + 𝜃2 且 𝜃1 + 𝜃2 × 𝑛 = 2𝜋，𝑛 ∉ 𝑁， 𝜃1 + 𝜃2 =
𝑞
𝑝

π， 𝑞, 𝑝 = 1，𝑝, 𝑞 ∈ 𝑁

以每次轉動𝜃1 =
−4𝜋
45

、𝜃2 =
8𝜋
9

為例 圖15 ，則封閉圖形的幾何性質如下：

1. 角數：因無法在旋轉一圈 2𝜋 內形成封閉圖形，而會在旋轉
𝑞, 2

2
圈形成封閉圖形，故角數為m： 𝑞, 2 ×

𝑝
𝑞

2. 移動路徑長：每次移動長度乘以角數的2倍，故路徑長 = 2𝑚 × 𝑡

3. 周長：因為
𝑞, 2

2
所得值的奇偶不同，會形成兩種不同類型的圖形，可以兩種方式求周長：

Ι. 若
𝑞, 2

2
的值為偶數：連接圖15中每個旋轉θ2的頂點和圖形的中心點R 圖16 ，在∆𝐸𝑅𝐷和

∆𝐸𝑅𝑇中，由正弦定理可得𝐸𝑇 ，故多角星周長為：
2𝑚𝑡 cos 𝜃1

2 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝜋
𝑚

𝑠𝑖𝑛 𝜃1 + 𝜃2
2 ∙ cos 𝜋

𝑚 − 𝜃2
2

Ⅱ. 若
𝑞, 2

2
的值為奇數：以𝜃1 =

−𝜋
12

、𝜃2 =
5𝜋
6

形成圖形為例，連接每個旋轉θ2的頂點

和圖形的中心點S 圖17 ，在∆𝑂𝑃𝑄和∆0𝑅𝑄中，由正弦定理可知𝑂𝑅， 

故多角星周長為：
2𝑚𝑡 cos 𝜃1

2 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝜋
𝑚

𝑠𝑖𝑛 𝜃1 + 𝜃2
2 ∙ cos 𝜋

𝑚 − 𝜃2
2

3. 面積：因為
𝑞, 2

2
所得值的奇偶不同，會形成兩種不同類型的圖形，可以兩種方式求面積：

Ι. 若
𝑞, 2

2
的值為偶數：以𝜃1 =

−4𝜋
45

、𝜃2 =
8𝜋
9

為例 圖15 ，做此封閉圖形的對稱軸 圖16

在∆𝐸𝑅𝐷和∆𝐸𝑅𝑇中，由正弦定理可知𝐸𝑅 、𝐸𝑇，再由面積公式得∆𝐸𝑅𝑇的面積。

⟹ 此封閉圖形面積：m𝑡2 ∙
𝑠𝑖𝑛 𝜋

𝑚
cos 𝜋

𝑚 − 𝜃2
2

∙
cos 𝜃1

2

𝑠𝑖𝑛 𝜃1 + 𝜃2
2

2

∙ cos
𝜃2

2

Ⅱ. 若
𝑞, 2

2
的值為奇數：以𝜃1 =

−𝜋
12

、𝜃2 =
5𝜋
6

為例，做此封閉圖形的對稱軸 圖17

在∆𝑂𝑃𝑄和∆0𝑅𝑄中，由正弦定理可知𝐸𝑅 、𝐸𝑇，再由面積公式得∆0𝑅𝑄的面積。

⟹ 此封閉圖形面積：m𝑡2 ∙
𝑠𝑖𝑛 𝜋

𝑚
cos 𝜋

𝑚 − 𝜃2
2

∙
cos 𝜃1

2

𝑠𝑖𝑛 𝜃1 + 𝜃2
2

2

∙ cos
𝜃2

2

四、兩個移動距離組合(𝒕, 𝟐𝒕)、單一旋轉角度(𝟎 < 𝜽 < 𝝅)
(一) 旋轉θ 弳 ，𝜃 × 𝑛 = 2𝜋，交替移動𝑡1、𝑡2，𝑡、𝑛 ∈ 𝑁：

以𝜃 =
π
3

、𝑡1 = 1、𝑡2 = 2 圖18 為例，此封閉正多邊形的幾何性質如下：

1. 邊數：由多邊形外角和為2𝜋 ⟹ 封閉圖形的邊數：
2𝜋
𝜃

2. 周長：邊數乘以邊長 ⟹ 封閉圖形的周長：(𝑡1 + 𝑡2) ∙
𝜋
𝜃

3. 面積：如圖19，連接每個第奇數個旋轉點，將此封閉圖形分割成一個三角形外接三個全等三角形，
又其中中央三角形內角相等，且三邊等長，得此中央三角形為正三角形：根據面積公式、研究目的 一 的面積公式

⟹ 此封閉圖形面積：
π

4𝜃
2𝑡1𝑡2𝑠𝑖𝑛𝜃 +

1 + cos 2𝜃 𝑡1
2 + 𝑡2

2 + 2𝑡1𝑡2 cos 𝜃
𝑠𝑖𝑛2𝜃

肆、結論

一、研究目的一、(一)中使用封閉圖形的內切圓圓心和各頂點相連，將圖形分為數個全等三角形，再將和封閉圖形
邊長相切的圓半徑當作高，計算面積。

二、相同方向、固定一個旋轉角度不在一圈內形成的圖形，其面積計算方式和其他條件形成的圖形計算面積方式不
同，研究目的一、(二)是將圖形補成一個正多邊形再扣掉多於三角形面積，而其他研究目的是將圖形分割成不同形
狀做計算。

三、研究發現在一個或兩個固定旋轉角度的組合之下，皆可形成規則性的封閉圖形並找到圖形的周長和面積推導公
式；在兩種不同的移動距離搭配下，也可找到在一圈內形成封閉圖形的規律及面積公式。

四、未來展望：

(一)將研究變因推廣至三個或三個以上的旋轉角度組合，求其形成的封閉圖形之特性。

(二)求出研究目的一、(二)中形成圖形，各頂點相連成的正多邊形和特定角度下形成的內部多角星之間的面積關係。

(三)找出研究目的四中旋轉超過一圈所形成的圖形類型，進行分類和計算特性通式。
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