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摘要 

本研究以圓內接多邊形為主題，探討其幾何結構中的尤拉線特性，重點分析原三角形與頂垂

三角形之間的幾何關係，以及原三角形與六邊形尤拉線的關係。 

 

研究首先針對原三角形與頂垂三角形的尤拉線，分析其是否具有特殊的性質與規則。接著研

究延伸至由原三角形與頂垂三角形組成的六邊形，探索其與原三角形尤拉線的幾何關係。此

外，本研究還分析了三角形換心之間的互換特性，驗證疊作的規律。 

 

本研究的成果不僅有助於深化對多邊形內部幾何結構的理解，亦為未來尤拉線與高維幾何研

究奠定基礎，進一步揭示幾何中普遍的規律性與應用價值。 

壹、研究動機 

高一時，我們學習到尤拉線是一條特殊的直線，由三角形的外心、重心與垂心所構成。而在

「圓內接多邊形的歐拉線」這篇文章中我們也了解到圓內接多邊形也有尤拉線的性質，在深

入研究「換心手術」及「多邊形疊作之性質探討」這兩篇科展作品後，發現其存在密切的關

聯。因此，我們以此為題材進行一系列的研究。 

貳、研究目的 

一、三心軌跡 

二、尤拉線交角 

三、疊作的換心與循環性質的探討 

參、研究設備及器材 

紙、筆、電腦、geogebra 繪圖軟體 
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肆、名詞解釋及文獻探討 

一、三角形的三心及其尤拉線定義 

(一)定義: 

名稱 定義 圖示 

外心 O 三條中垂線的交點，同時也是外接圓 

圓心。 

 

(圖 1.出自維基百科) 

重心 G 三條中線的交點，在平面座標上，同時 

也是三項點座標和除以三。 

 

(圖 2.出自維基百科) 

垂心 H 三條垂線的交點。 

 

(圖 3.出自維基百科) 

尤拉線 過外心、垂心、重心三點的一條直線， 

且𝐻𝐺̅̅ ̅̅ = 2𝐺𝑂̅̅ ̅̅  

 

(圖 4.出自維基百科) 
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(二)三角形尤拉線共線證明(參考資料 6): 

1.設△𝐴1𝐴2𝐴3的三頂點坐標分別為𝐴1(𝑥1, 𝑦1), 𝐴2(𝑥2, 𝑦2), 𝐴3(𝑥3, 𝑦3), 其外接圓半徑為

r，外心為 O(0,0)，則𝑥1
2+𝑦1

2=𝑟2，𝑥2
2+𝑦2

2=𝑟2，𝑥3
2+𝑦3

2=𝑟2。 

2.已知𝐴1和𝐴2中點為𝑀3(
𝑥1+𝑥2

2
, 
𝑦1+𝑦2

2
)，由前面三角形重心的定義可知: 

△𝐴1𝐴2𝐴3的重心 G=
2

3
(
𝑥1+𝑥2

2
, 
𝑦1+𝑦2

2
)+ 

1

3
(𝑥3, 𝑦3)=( 

𝑥1+𝑥2+𝑥3

2
, 
𝑦1+𝑦2+𝑦3

2
)。 

3.設△𝐴1𝐴2𝐴3的垂心 H 為(x,y)，由三角形垂心的定義可知:𝐴1𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∙𝐴3𝐴2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 0， 

𝐴2𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∙𝐴3𝐴1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 0，𝐴3𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∙𝐴2𝐴1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 0，推得:(x-𝑥1)( 𝑥2-𝑥3)+ (y-𝑦1)( 𝑦2-𝑦3)=0，(x-𝑥2)( 𝑥1-

𝑥3)+ (y-𝑦2)( 𝑦1-𝑦3)=0，(x-𝑥3)( 𝑥1-𝑥2)+(y-𝑦3)( 𝑦1-𝑦2)=0。 

4.又( 𝑥2+𝑥3)( 𝑥2-𝑥3)+( 𝑦2+𝑦3)( 𝑦2-𝑦3)=0⇔(𝑥2
2+𝑦2

2)-( 𝑥3
2+𝑦3

2)= 0，( 𝑥1+𝑥3)( 𝑥1-

𝑥3)+( 𝑦1+𝑦3)( 𝑦1-𝑦3)=0⇔(𝑥1
2+𝑦1

2)-(𝑥3
2+𝑦3

2)= 0，( 𝑥1+𝑥2)( 𝑥1-𝑥2)+ ( 𝑦1+𝑦2)( 𝑦1-

𝑦2)=0⇔(𝑥1
2+𝑦1

2)-(𝑥2
2+𝑦2

2)= 0。 

5.由上述推導可知:△𝐴1𝐴2𝐴3的垂心 H=( 𝑥1+𝑥2+𝑥3, 𝑦1+𝑦2+𝑦3)。 

6.因為𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗=(
𝑥1+𝑥2+𝑥3

3
, 
𝑦1+𝑦2+𝑦3

3
)，𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =( 𝑥1+𝑥2+𝑥3, 𝑦1+𝑦2+𝑦3)，可推得: 𝑂𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗//𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ，且

𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ -𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗=(
2(𝑥1+𝑥2+𝑥3)

3
,
2(𝑦1+𝑦2+𝑦3)

3
)，故△𝐴1𝐴2𝐴3的 O、G、H 共線且𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗: 𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = 

1

3
:
2

3
 

=1:2。 

二、圓內接多邊形的三心及其尤拉線定義 

(一)定義(參考資料 1): 

名稱 定義 

外心 外接圓圓心即是外心，所以圓內接多邊形必有外心。 

重心 定義(n+1)邊形的中線為連接(n+1)邊形的頂點與其餘 n 個頂點所構成的 n 邊形重

心之線段。(n+1)邊形𝐴1𝐴2…𝐴𝑛+1的所有中線都交於同一點，而且由頂點算起每

條中線被這個點分成 n:1 的線段，因此就定義(n+1)邊形𝐴1𝐴2…𝐴𝑛𝐴𝑛+1的重心為

(n+1)條中線的交點。 

垂心 假設已經定義了一定圓 S 之 n 邊形𝐴1𝐴2…𝐴𝑛的垂心，且給定 S 的內接(n+1)邊形

𝐴1𝐴2…𝐴𝑛𝐴𝑛+1。用𝐻1，𝐻2…，𝐻𝑛+1分別表示(n+1)個 n 邊形𝐴2𝐴3…𝐴𝑛+1，

𝐴1𝐴3…𝐴𝑛+1，…，𝐴1𝐴2…𝐴𝑛的垂心。則與圓 S 有相同半徑，且圓心在𝐻1，

𝐻2…，𝐻𝑛+1的圓都交於同一點 H，這個點就叫(n+1)邊形𝐴1𝐴2…𝐴𝑛𝐴𝑛+1的垂心。 

尤拉線 外心、垂心、重心三點所連成的一條直線，且𝑂𝐺̅̅ ̅̅ : 𝐺𝐻̅̅ ̅̅ =1:n-1。 
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(二)圓內接多邊形尤拉線證明(以圓內接四邊形為例) (參考資料 6): 

1.設圓內接四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4的頂點坐標分別為𝐴1(𝑥1, 𝑦1),𝐴2(𝑥2, 𝑦2),𝐴3(𝑥3, 𝑦3), 

𝐴4(𝑥4, 𝑦4)，其外接圓半徑為 r，外心為 O(0,0)。 

2.已知三角形的重心為(
𝑥1+𝑥2+𝑥3

3
,
𝑦1+𝑦2+𝑦3

3
)，而圓內接四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4的重心𝐺 =

3

4
(
𝑥1+𝑥2+𝑥3

3
,
𝑦1+𝑦2+𝑦3

3
) +

1

4
(𝑥4, 𝑦4) = (

𝑥1+𝑥2+𝑥3+𝑥4

4
,
𝑦1+𝑦2+𝑦3+𝑦4

4
)。 

由上述推導及多邊形重心定義可知:圓內接 n 邊形𝐴1𝐴2…𝐴𝑛−1𝐴𝑛的重心𝐺 =

𝑛−1

𝑛
(
𝑥1+𝑥2+⋯+𝑥𝑛

𝑛−1
,
𝑦1+𝑦2+⋯+𝑦𝑛

𝑛−1
) +

1

𝑛
(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (

𝑥1+𝑥2+⋯+𝑥𝑛

𝑛
,
𝑦1+𝑦2+⋯+𝑦𝑛

𝑛
)。 

由數學歸納法得證此重心公式為真。 

3.已知圓內接四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4，𝛥𝐴2𝐴3𝐴4、𝛥𝐴1𝐴3𝐴4、𝛥𝐴1𝐴2𝐴4、𝛥𝐴1𝐴2𝐴3的垂心分

別表示為𝐻1(𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4, 𝑦2 + 𝑦3 + 𝑦4)、𝐻2(𝑥1 + 𝑥3 + 𝑥4, 𝑦1 + 𝑦3 + 𝑦4)、

𝐻3(𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥4, 𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦4)、𝐻4(𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3, 𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3)，則由這四個三角形

垂心坐標之關係可知圓內接四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4的垂心𝐻 = (𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4, 𝑦1 +

𝑦2 + 𝑦3 + 𝑦4)，且𝐻𝐻1̅̅ ̅̅ ̅̅ = √𝑥1
2 + 𝑦1

2 = 𝑟、𝐻𝐻2̅̅ ̅̅ ̅̅ = √𝑥2
2 + 𝑦2

2 = 𝑟、𝐻𝐻3̅̅ ̅̅ ̅̅ = √𝑥3
2 + 𝑦3

2 =

𝑟、𝐻𝐻4̅̅ ̅̅ ̅̅ = √𝑥4
2 + 𝑦4

2 = 𝑟。 

由上述推導及多邊形垂心定義可知:圓內接 n 邊形𝐴1𝐴2…𝐴𝑛−1𝐴𝑛的垂心𝐻 =

(𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛, 𝑦1 + 𝑦2 +⋯+ 𝑦𝑛)，且𝐻𝐻1̅̅ ̅̅ ̅̅ = √𝑥1
2 + 𝑦1

2 = 𝑟、𝐻𝐻2̅̅ ̅̅ ̅̅ = √𝑥2
2 + 𝑦2

2 =

𝑟、…、𝐻𝐻𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ = √𝑥𝑛2 + 𝑦𝑛2 = 𝑟。 

由數學歸納法得證此垂心公式為真。 

4.因為𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (
𝑥1+𝑥2+⋯+𝑥𝑛

𝑛
,
𝑦1+𝑦2+⋯+𝑦𝑛

𝑛
)，𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛, 𝑦1 + 𝑦2 +⋯+ 𝑦𝑛)，

可推得𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗//𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ，且𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝑛−1

𝑛
(𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛, 𝑦1 + 𝑦2 +⋯+ 𝑦𝑛)，故

圓內接 n(n≥3)邊形𝐴1𝐴2…𝐴𝑛−1𝐴𝑛也有尤拉線(O、G、H 三心共線)，且𝑂𝐺̅̅ ̅̅ : 𝐺𝐻̅̅ ̅̅ =

1

𝑛
:
𝑛−1

𝑛
= 1: (𝑛 − 1)。 

三、頂心三角形 

定義:取一三角形(紅)及任意一點 X，以三頂點為圓心，以頂點到 X 的距離作半徑畫圓，

三圓的交點(不包含 X)連線便是頂心三角形(藍)。 



 

5 

 

 

(圖 5.出自第一作者) 

四、原三角形和頂垂三角形的頂點共圓證明 

 

(圖 6.出自參考資料 2) 

1. ∠CDI=∠ADH(對頂角)、∠CID=∠AHD =90∘ 

△CID~△AHD(AA 相似) 
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2. AD=AE(圓 A 半徑)、DE為圓 A 之弦 

 ∆ADE 為等腰三角形 

 AD=AE、BD=BE̅ 

四邊形 ADBE 為箏型 

 四邊形 ADBE 為箏型 

 連心線AB為∠EAD 之角平分線 

 令∠ICD=∠HAD=a∘ 

 連心線AB為∠EAD 之角平分線 

 ∠HAD=∠HAE=a∘且∠EAD=∠HAD+∠HAE=2a∘ 

 (同理可證，∠DCF=2a∘) 

3. ∠EAD=∠DCF=2a∘ 

弧長 ED=弧長 FD=2a∘ 

4. ∠DGE 為弧長 ED 之圓周角，∠DGF 為弧長 FD 之圓周角 

∠DGE=∠DGF=a∘ 

由 4.可知，GD為∠EGF 之角平分線(同理ED̅、FD分別為∠GEF、∠GFE 之角平分線) 

得證:∠DGE=∠DGF、∠DFG=∠DFE、∠DEF=∠DEG 

1.由上述證明可知，∠DCB=∠DAB=a∘(同理∠DCA=∠DBA=b∘、∠CBD=∠DAC=c

∘)，而同時由於圓周角相等，∠DEG=∠DEF=c∘(同理∠DFG=∠DFE=b∘、∠DGF=

∠DGE=a∘) 

2.AC為 A、C 兩圓之連心線、GD為兩圓之弦 

 AC⊥GD 

 AC⊥GD、CG=CD(圓 C 半徑)、AG=AD(圓 A 半徑) 

 四邊形 ADCG 為菱形 

3.四邊形 ADCG 為菱形 

∠GCA=∠DCA= b(其他角同理) 

4.∠JGK+∠GKJ=∠GJA  

 ∠GJA=a+90(其他角同理) 

5.∠GJA=a+90、∠CBG=c，又 2a+2b+2c=180 

 ∠AGJ=b(其他角同理) 
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7.先證四邊形 AGFB 四頂點共圓: 

四邊形 AGFB:∠A +∠F=180∘、∠G +∠B=180∘ 

四邊形 AGFB 為圓內接四邊形 

(同理可證四邊形 CGBF、GFEA) 

得證: A、B、C、E、F、G 六點共圓 

五、疊作循環與換心 

(一)、第 m 層和第(m+3)層相似 

觀察一:任意點位於圖形內 

已知:△𝐴0𝐵0𝐶0為原圖形， 

△𝐴1𝐵1𝐶1為第一層圖形 

求證: ∠𝐵0𝐴0𝑃=∠ 𝐴1𝐶1𝑃 

證明:∠ 𝐴1𝐶1𝑃=
1

2
𝐴1𝑃̂=

1

2
∠𝐴1𝐴0𝑃 

∠𝐴1𝐶1𝑃=
1

2
∠𝐴1𝐴0𝑃=∠𝐵0𝐴0𝑃 

故∠𝐵0𝐴0𝑃= ∠𝐴1𝐶1𝑃 

觀察二:任意點位於邊外 

已知:△𝐴0𝐵0𝐶0為原圖形， 

△𝐴1𝐵1𝐶1為第一層圖形 

求證:∠ 𝐶0𝐴0𝑃= ∠𝐶1𝐴1𝑃 

證明: ∠𝐶1𝐴1𝑃=
1

2
𝐶1𝑃̂=∠ 𝐶0𝐴0𝑃 

(𝐴0𝐶1𝐶0𝑃為一箏形) 

∠𝐶1𝐴1𝑃=
1

2
 ∠𝐶1𝐴0𝑃=∠ 𝐶0𝐴0𝑃 

故∠𝐶1𝐴1𝑃=∠ 𝐶0𝐴0𝑃 

觀察三:任意點位於點外 

已知: △𝐴0𝐵0𝐶0為原圖形， 

△𝐴1𝐵1𝐶1為第一層圖形 

求證: ∠𝑅𝐴1𝐵1=∠ 𝐶0𝐴0𝑃 

證明: ∠𝑃𝐴1𝐵1=
1

2
 ∠𝑃𝐴0𝐵1=

1

2
𝑃𝐵1̂ 

∵△𝑃𝐵1𝐴0、△𝑃𝐵1𝐶0為共底等腰三角形 

∴△𝑃𝐵1𝐴0、△𝑃𝐵1𝐶0高共線 

𝐶0𝐴0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗平分∠𝑃𝐴0𝐵1 

∴∠𝑄𝐴0𝐶0=∠𝑃𝐴0𝑆 

∵∠𝑃𝐴0𝑆=
1

2
 ∠𝑃𝐴0𝐵1 

∴∠𝑄𝐴0𝐶0=∠𝑃𝐴0𝑆=
1

2
 ∠𝑃𝐴0𝐵1=

1

2
𝑃𝐵1̂=∠𝑃𝐴1𝐵1 

故∠𝑅𝐴1𝐵1=∠ 𝐶0𝐴0𝑃 

性質二之證明 

步驟一:證明原圖形相似於第三層圖形 

1.原圖形與第一層疊作頂圓三角形 

藉由觀察一、二、三可得 

(圖 1) 

 

 

(由上圖到下圖為圖 7~9，皆出自於參考資料 5) 
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∠ 𝐶0𝐴0𝑃=∠1=∠𝐶1𝐴1𝑃 
∠𝑃𝐴0𝐵0=∠2=∠𝑃𝐶1𝐴1+180∘ 
∠𝐴0𝐵0𝑃=∠3=∠𝐴1𝐵1𝑃 
∠𝑃𝐵0𝐶0=∠4=∠𝑃𝐴1𝐵1 
∠𝐵0𝐶0𝑃=∠5=∠𝐵1𝐶1𝑃+180∘ 
∠𝐵0𝐶0𝑃=∠6=∠𝑃𝐶1𝐴1 

2.第一層與第二層重複疊作頂圓三角形 

同 1.的方法可得 

∠ 𝐶1𝐴1𝑃=∠1=∠𝐶2𝐴2𝑃 
∠𝑃𝐶1𝐴1+180∘=∠2=∠𝑃𝐵2𝐶2 
∠𝐴1𝐵1𝑃=∠3=∠𝐴2𝐵2𝑃+180∘ 
∠𝑃𝐴1𝐵1=∠4=∠𝑃𝐶2𝐴2+180∘ 
∠𝐵1𝐶1𝑃+180∘=∠5=∠𝐵2𝐶2𝑃 
∠𝑃𝐶1𝐴1=∠6=∠𝑃𝐴2𝐵2 

3.第二層與第三層重複疊作頂圓三角形 

同 1.的方法可得 

∠ 𝐶2𝐴2𝑃=∠1=∠𝐶3𝐴3𝑃 
∠𝑃𝐵2𝐶2=∠2=∠𝑃𝐵3𝐶3 
∠𝐴2𝐵2𝑃+180∘=∠3=∠𝐴3𝐵3𝑃 
∠𝑃𝐶2𝐶2+180∘=∠4=∠𝑃𝐵3𝐶3 
∠𝐵2𝐶2𝑃=∠5=∠𝐵3𝐶3𝑃 
∠𝑃𝐴2𝐵2=∠6=∠𝑃𝐶3𝐴3 

4.在△𝐴0𝐵0𝐶0和△𝐴3𝐵3𝐶3中 

∵∠ 𝐶0𝐴0𝑃=∠𝐶1𝐴1𝑃=∠ 𝐶2𝐴2𝑃=∠𝐶3𝐴3𝑃 =∠1 
∠𝑃𝐴0𝐵0=∠𝑃𝐶1𝐴1+180∘=∠𝑃𝐵2𝐶2=∠𝑃𝐵3𝐶3=∠2 
∠𝐴0𝐵0𝑃=∠𝐴1𝐵1𝑃 = ∠𝐴2𝐵2𝑃+180∘=∠𝐴3𝐵3𝑃=∠3 
∠𝑃𝐵0𝐶0=∠𝑃𝐴1𝐵1=∠𝑃𝐶2𝐶2+180∘=∠𝑃𝐵3𝐶3=∠4 
∠𝐵0𝐶0𝑃=∠𝐵1𝐶1𝑃+180∘=∠𝐵2𝐶2𝑃=∠𝐵3𝐶3𝑃=∠5 
∠𝐵0𝐶0𝑃=∠𝑃𝐶1𝐴1=∠𝑃𝐴2𝐵2=∠𝑃𝐶3𝐴3=∠6 
∴∠𝐵0𝐶0𝐴=360∘-(∠ 𝐶0𝐴0𝑃+∠𝑃𝐴0𝐵0)= 360∘-

(∠𝐶3𝐴3𝑃+∠𝐴3𝐵3𝑃=∠𝐵3𝐴3𝐶3 
∠𝐴0𝐵0𝐶0=720∘-(∠𝐴0𝐵0𝑃+∠𝑃𝐵0𝐶0)= 720∘-

( (∠𝐴3𝐵3𝑃+∠𝑃𝐵3𝐶3) = ∠𝐶3𝐵3𝐴3 
∠𝐴0𝐶0𝐵0=360∘-(∠𝐵0𝐶0𝑃 + ∠𝑃𝐶0𝐴0)= 360∘-(∠𝐵3𝐶3𝑃+∠𝑃𝐶3𝐴3)= ∠𝐴3𝐶3𝐵3 
⇒△𝐴0𝐵0𝐶0~△𝐴3𝐵3𝐶3 (AAA 相似)，故原圖形相似於第三層圖形 

步驟二:假設第 m 層圖形~第(m+3)層圖形成立 

步驟三:證明第(m+3)層圖形~第(m+6)層圖形 

如下圖，P 為第(m+3)層圖形的任意點，對其重複疊作，與步驟一同理，得到第 

(m+3)層圖形與第(m+6)層圖形之各對應角相等，故可得第(m+3)層圖形~第(m+6)層圖形

(AAA 相似)。 

由步驟一、步驟二、步驟三及數學歸納法可得第 m 層圖形~第(m+3)層圖形， 

得證。 

 

 

(由上圖到下圖為圖 10~12，皆出自於參考資料 5) 
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經整理可得頂圓三角形角度規律如下: 

第 m 層 內角∠𝐴𝑚 內角∠𝐵𝑚 內角∠𝐶𝑚 

第 m+0 層 ∠𝐴0=∠1+∠2 ∠𝐵0=∠3+∠4 ∠𝐶0=∠5+∠6 

第 m+1 層 ∠𝐴1=(∠1+180∘) 
+(∠4+180∘)之同界角 

∠𝐵1=∠3+∠6 ∠𝐶1=∠5+∠2 

第 m+2 層 ∠𝐴2=∠1+(∠6+180∘)之

同界角 

∠𝐵2=∠3+∠2 ∠𝐶2=(∠5+180∘)+∠4
之同界角 

第 m+3 層 ∠𝐴0=∠1+∠2 ∠𝐵0=∠3+∠4 ∠𝐶0=∠5+∠6 

(二)、換心性質(銳角)  

 

(圖 16，出自於參考資料 2) 

 

 

 

 

(由上圖到下圖為 13~15，皆出自於參考資料 5) 

原三角形的垂心會與頂

垂三角形的內心共點 

原三角形的內心會與頂內三角

形的外心共點 

原三角形的外心會與頂

外三角形的垂心共點 
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1.垂換內 

(圖 17.出自第一作者) 

證明 :  

1. ∠BHI=∠AHG(對頂角)、∠BIH=∠AGH=90°、△BIH~△AGH(AA 相似) 

2. 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐹̅̅ ̅̅ (圓 A 半徑)、𝐻𝐹̅̅ ̅̅ 為圓 A 之弦 

      𝐶𝐻̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐹̅̅̅̅ (圓 C 半徑)，四邊形 AHCF 為箏型，連心線𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 為∠FAH 之角平分線，令

∠IBH=∠GAH=a° 

3. ∠FAH=∠HBE=2a° 弧 EH = 弧 FH =2a° ∠HDE 為弧 EH 之圓周角，∠HDE=a° 

4 .同理可知，𝐷𝐻̅̅ ̅̅ 、𝐶𝐻̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐻̅̅ ̅̅ 為分別為△DEF 之三條角平分線 

5.其交點 H 也是△DEF 之內心 

 

2.內換外 

(圖 18.出自第二作者) 
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先畫出△ABC 並畫出其內心 D 點 

分別以 A、B、C 為圓心，𝐴𝐼̅̅ ̅、𝐵𝐼̅̅ ̅、𝐶𝐼̅̅̅為半徑畫出三個圓並交於 D、E、F 點 

1.觀察 A、D、E、I 四點： 

  因為𝐷𝐸̅̅ ̅̅ 是以𝐴𝐼̅̅ ̅為半徑所畫出來的圓的弦 

  又𝐴𝐼̅̅ ̅通過圓心 A 點 

  所以𝐴𝐼̅̅ ̅為𝐷𝐸̅̅ ̅̅ 之中垂線 

2.觀察 B、D、F、I 四點： 

  因為𝐷𝐹̅̅ ̅̅ 是以𝐵𝐼̅̅ ̅為半徑所畫出來的圓的弦 

  又𝐵𝐼̅̅ ̅通過圓心 B 點 

  所以𝐵𝐼̅̅ ̅為𝐷𝐹̅̅ ̅̅ 中垂線 

3.觀察 C、E、F、I 四點： 

  因為𝐸𝐹̅̅ ̅̅ 是以𝐶𝐼̅̅̅為半徑所畫出來的圓的弦 

  又𝐶𝐼̅̅̅通過圓心 C 點 

  所以𝐶𝐼̅̅̅為𝐸𝐹̅̅ ̅̅ 中垂線 

4.可證 I 為△DEF 之外心 

 

3.外換垂 

已知 : X 為∆ABC 之外心、∆DEF 之垂心且∆DEF 為∆ABC 之頂外三角形 

發現 : ∆ABC 之外心與∆DEF 之垂心共點 

證明目標 :∠DGE=∠FHE=∠DIF=90∘ 
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(圖 19.出自第三作者) 

1. 連接𝐴𝐷、𝐷𝐵、𝐵𝐸、𝐸𝐶、𝐶𝐹、𝐹𝐴 

2. 𝐴𝐵為圓 A、B 之連心線、𝐷𝑂為兩圓之弦 

𝐴𝐵⊥𝐷𝑂 

(同理可證𝐵𝐶⊥𝐸𝑂、𝐴𝐶⊥𝐹𝑂) 

3. 𝐴𝑂=𝐵𝑂=𝐶𝑂(外心至三頂點等距) 

圓 A、B、C 半徑相同 

故𝐴𝐷=𝐷𝐵=𝐵𝐸=𝐸𝐶=𝐶𝐹=𝐹𝐴 

4. 𝐴𝐷=𝐷𝐵=𝐵𝐸=𝐸𝐶=𝐶𝐹=𝐹𝐴、𝐴𝑂=𝐵𝑂=𝐶𝑂且𝐴𝐵⊥𝐷𝑂、𝐵𝐶⊥𝐸𝑂、𝐴𝐶⊥𝐹𝑂 

四邊形 ADBO、四邊形 BOCE、四邊形 COAF 為菱形 

5. 令∠DBA=∠ABO=∠OAB=∠DAB=∠a、∠OBC=∠CBE=∠ECB=∠BCO=∠b、∠OCA=

∠ACF=∠FAC=∠CAO=∠c 

6. ∠DEO 為圓 B 之圓周角，又∠DBO 為圓 B 之圓心角 

∠DEO=a 

(同理∠EDC=∠b，∠FDC=∠c) 

7. ∆ABC 內角 2a+2b+2c=180∘ 

∆DGE=a+b+c+∠DGE=180∘ 
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故∠DGE=90∘ 

(同理∠FHE=∠DIF=90∘) 

伍、研究過程或方法 

為方便討論，設△𝐴𝐵𝐶外接圓半徑為 r，外心為 O(0,0)，固定一垂直 x 軸的弦長𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 為 kr(，A

點為沿外接圓逆時鐘旋轉的動點(0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋)，可得𝐴 = (𝑟𝑐𝑜𝑠(𝑡), 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝑡)), 𝐵 =

(−𝑟√1 −
𝑘

4

2
,
𝑘𝑟

2
) , 𝐶 = (−𝑟√1 −

𝑘

4

2
, −

𝑘𝑟

2
)。0 ≤ 𝑘 ≤ 2，為弦長與半徑的比值，0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋，

為 A 點與 x 軸正向的夾角，如此可探討所有三角形的可能性。 

(圖 20.出自第一作者) 

由前面證明已知頂垂三角形的頂點為原三角形的垂心對其邊長做對稱的點，因此我們定 D

點為以𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 做對稱的點，E 點為以𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 做對稱的點，F 點為以𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 做對稱的點。 
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註: a=
𝑘𝑟

2
− 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝑡)，b=−

𝑘𝑟

2
− 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝑡)，c=√𝑟2 − (

𝑘𝑟

2
)
2

− 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝑡)，d=√𝑟2 − (
𝑘𝑟

2
)
2

+

𝑟𝑐𝑜𝑠(𝑡) 

 

一、三心軌跡 

我們已經知道圓內接多邊形都有尤拉線，再加上頂垂三角形的性質，所以想探討它的三

心和原三角形有沒有 

連動的關係或不同之處。由研究方法可看出因為固定了外心在原點，所以不會出現移動軌

跡，而因為尤拉線的性質，外心到重心的距離與外心到垂心的距離成比例，圖形會相似。 

 

原三角形 頂垂三角形 頂垂六邊形 

點

座

標 

𝐴 = (𝑟𝑐𝑜𝑠(𝑡), 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝑡)) 

𝐵 = (−𝑟√1 −
𝑘

4

2

,
𝑘𝑟

2
) 

𝐶 = (−𝑟√1 −
𝑘

4

2

, −
𝑘𝑟

2
) 

𝐷 = (−𝑟𝑐𝑜𝑠(𝑡), 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝑡)) 

𝐸 =

(

 
 
 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝑡) + 2𝑟√1 −

𝑘

4

2

(
𝑏2 − 𝑑2

𝑏2 + 𝑑2
) ,

𝑟𝑠𝑖𝑛(𝑡) + 2𝑟√1 −
𝑘

4

2

(
2𝑏𝑑

𝑏2 + 𝑑2
)
)

 
 
 

 

𝐹 =

(

 
 
 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝑡) + 2𝑟√1 −

𝑘

4

2

(
𝑎2 − 𝑑2

𝑎2 + 𝑑2
) ,

𝑟𝑠𝑖𝑛(𝑡) + 2𝑟√1 −
𝑘

4

2

(
2𝑎𝑑

𝑎2 + 𝑑2
)
)

 
 
 

 

𝐴 = (𝑟𝑐𝑜𝑠(𝑡), 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝑡)) 

𝐵 = (−𝑟√1 −
𝑘

4

2

,
𝑘𝑟

2
) 

𝐶 = (−𝑟√1 −
𝑘

4

2

, −
𝑘𝑟

2
) 

𝐷 = (−𝑟𝑐𝑜𝑠(𝑡), 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝑡)) 

𝐸 =

(

 
 
 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝑡) + 2𝑟√1 −

𝑘

4

2

(
𝑏2 − 𝑑2

𝑏2 + 𝑑2
) ,

𝑟𝑠𝑖𝑛(𝑡) + 2𝑟√1 −
𝑘

4

2

(
2𝑏𝑑

𝑏2 + 𝑑2
)
)

 
 
 

 

𝐹 =

(

 
 
 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝑡) + 2𝑟√1 −

𝑘

4

2

(
𝑎2 − 𝑑2

𝑎2 + 𝑑2
) ,

𝑟𝑠𝑖𝑛(𝑡) + 2𝑟√1 −
𝑘

4

2

(
2𝑎𝑑

𝑎2 + 𝑑2
)
)

 
 
 

 

外

心 
原點(0,0) 

重

心 

𝐺0

=

(

 
 
−2𝑟√1 −

𝑘
4

2

+ 𝑟𝑐𝑜𝑠(t)

3
,

  
𝑟𝑠𝑖𝑛(t)

3 )

 
 

 

𝐺1

=

(

 
 
 
 
𝑟𝑐𝑜𝑠(t) + 2𝑟√1 −

𝑘
4

2

(
𝑏2 − 𝑑2

𝑏2 + 𝑑2
+
𝑎2 − 𝑑2

𝑎2 + 𝑑2
)

3
,

3𝑟𝑠𝑖𝑛(t) + 2𝑟√1 −
𝑘
4

2

(
2𝑏𝑑

𝑏2 + 𝑑2
+

2𝑎𝑑
𝑎2 + 𝑑2

)

3 )

 
 
 
 

 

𝐺2

=

(

 
 
 
 
2𝑟𝑐𝑜𝑠(t) + 2𝑟√1 −

𝑘
4

2

(
𝑏2 − 𝑑2

𝑏2 + 𝑑2
+
𝑎2 − 𝑑2

𝑎2 + 𝑑2
− 1)

6
,

4𝑟𝑠𝑖𝑛(t) + +2𝑟√1 −
𝑘
4

2

(
2𝑏𝑑

𝑏2 + 𝑑2
+

2𝑎𝑑
𝑎2 + 𝑑2

)

6 )

 
 
 
 

 

垂

心 

𝐻0

= (−2𝑟
√1 −

𝑘

4

2

+ 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝑡),

  𝑟𝑠𝑖𝑛(t)

) 

𝐻1

=

(

 
 
 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝑡) + 2𝑟√1 −

𝑘

4

2

(
𝑏2 − 𝑑2

𝑏2 + 𝑑2
+
𝑎2 − 𝑑2

𝑎2 + 𝑑2
) ,

3𝑟𝑠𝑖𝑛(t) + 2𝑟√1 −
𝑘

4

2

(
2𝑏𝑑

𝑏2 + 𝑑2
+

2𝑎𝑑

𝑎2 + 𝑑2
)
)

 
 
 

 

𝐻2

=

(

 
 
 2𝑟𝑐𝑜𝑠(t) + 2𝑟√1 −

𝑘

4

2

(
𝑏2 − 𝑑2

𝑏2 + 𝑑2
+
𝑎2 − 𝑑2

𝑎2 + 𝑑2
− 1) ,

4𝑟𝑠𝑖𝑛(t) + 2𝑟√1 −
𝑘

4

2

(
2𝑏𝑑

𝑏2 + 𝑑2
+

2𝑎𝑑

𝑎2 + 𝑑2
)

)
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 原三角形 頂垂三角形 頂垂六邊形 

圖形 

(圖 21.出自第一作者) 

大圓為垂心移動軌跡 

小圓為重心移動軌跡 

 

(圖 22.出自第一作者) 

大橢圓為垂心移動軌跡 

小橢圓為重心移動軌跡 

 

(圖 23.出自第一作者) 

大橢圓為垂心移動軌跡 

小橢圓為重心移動軌跡 

外心 O 在原點，所以不會有軌跡圖形。 

重心 1.軌跡形狀:圓形 

2.軌跡參數式: 

(

−2𝑟√1−
𝑘

4

2
+𝑟𝑐𝑜𝑠(𝑡)

3
,

𝑟𝑠𝑖𝑛(𝑡)

3

) 

3.移動情形:逆時鐘等速圓

周運動。 

1.軌跡形狀: 

(1)橢圓 

(2)直線(𝑘 = 1 或√3) 

2. 軌跡參數式: 

(

(𝑘2𝑟−3𝑟)𝑐𝑜𝑠(𝛼)

3
,

(𝑘2𝑟−𝑟)𝑠𝑖𝑛(𝛼)

3

) 

3.移動情形: 

0 ≤ 𝑘 < 1、√3 < 𝑘 ≤ 2為

逆時鐘，1 < 𝑘 < √3為順

時鐘，中心與重心之間的

連線在相同時間內會掃過

相同的面積(非等速)。 

1.軌跡形狀 

(1)橢圓 

(2)直線(𝑘 = 0 或√2) 

2. 軌跡參數式: 

(

−2𝑟√1−
𝑘

4

2
+(𝑘2𝑟−2𝑟)𝑐𝑜𝑠(𝛽)

6
,

𝑘2𝑟𝑠𝑖𝑛(𝛽)

6

) 

3.移動情形: 

0 < 𝑘 < √2為順時鐘，

√2 < 𝑘 ≤ 2為逆時鐘，中

心與重心之間的連線在相

同時間內會掃過相同的面

積(非等速)。 
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垂心 1.軌跡形狀:圓形 

2.軌跡參數式: 

(−2𝑟
√1 −

𝑘

4

2
+ 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝑡),

𝑟𝑠𝑖𝑛(𝑡)

) 

3.移動情形:逆時鐘等速圓

周運動。 

1.軌跡形狀 

(1)橢圓 

(2)直線(𝑘 = 1 或√3) 

2. 軌跡參數式: 

(
(𝑘2𝑟 − 3𝑟)𝑐𝑜𝑠(𝛼),

(𝑘2𝑟 − 𝑟)𝑠𝑖𝑛(𝛼)
) 

3.移動情形: 

0 ≤ 𝑘 < 1、√3 < 𝑘 ≤ 2為

逆時鐘，1 < 𝑘 < √3為順

時鐘，中心與垂心之間的

連線在相同時間內會掃過

相同的面積(非等速)。 

1.軌跡形狀 

(1)橢圓 

(2)直線(𝑘 = 0 或√2) 

2. 軌跡參數式: 

(−2𝑟
√1 −

𝑘

4

2
+ (𝑘2𝑟 − 2𝑟)𝑐𝑜𝑠(𝛽),

𝑘2𝑟𝑠𝑖𝑛(𝛽)

) 

3.移動情形: 

0 < 𝑘 < √2為順時鐘，

√2 < 𝑘 ≤ 2為逆時鐘，中

心與垂心之間的連線在相

同時間內會掃過相同的面

積(非等速)。 

註:α、β分別為頂垂三角形和頂垂六邊形和 x 軸所交的角度，因為其非等速，目前無法和 t

的關係。 

(圖 24. 𝑡、𝛼、𝛽的關係圖，出自第一作者) 

 

 

 

 

 

X 軸:t(度度制) 

Y 軸:對應之弳度 



 

17 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(由左至右分別為圖 25~27. k 對軌跡圖形的關係，出自 ChatGPT) 

二、尤拉線夾角: 

由前面的研究我們知道六邊形的三心移動軌跡和原三角形並不相同，所以它的尤拉線必

定也遵循著某種移動準則，因此我們研究它與原三角形尤拉線之間的關係。我們用交角

來表示他們之間的關係，其中一種是利用斜率，利用差角得出 tan 的夾角，另一種是向

量內積除以長度，可得到 cos 的夾角。 

尤拉線方程式: 

原三角形:y =
sin(t)

−2√1−
𝑘

4

2
+cos(t)

x、頂垂三角形: y =
(1−k2)sin(α)

(3−k2)cos(α)
x、頂垂六邊形y =

−3k2sin(β°)

(2√1−
𝑘

4

2
−k2+2)rcos(β°)

x 

註:我們將三心軌跡為直線時稱轉折點 
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(一)、原三角形和頂垂三角形 

 原三角形&頂垂三角形 

正切

(tan)  

 

說明 第 1 個轉折點前後皆無臨界點，所交角度不限，越靠近轉折點越平緩。通過第 2

個轉折點後圖形可看到臨界點，也就是有交角限制，越遠離轉折點越平緩。 

X 軸:t(度度制) 

Y 軸:尤拉線夾角的 tan 值(弳度制) 

(圖 28~31. 出自第一作者) 
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餘弦

(cos) 

 

 

說明 整體呈現盆地型，過了第 1 個轉折點後越遠離邊緣曲率越高，但交角並無限制。

通過第 2 個轉折點後圖形變得接近雙谷的形狀，有中心隆起的傾向，越遠離轉折

點越平緩，圖形均在 x 軸上方，有交角限制。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

X 軸:t(度度制) 

Y 軸:尤拉線夾角的 cos 值(弳度制) 

(圖 32~35. 出自第一作者) 
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(二)、原三角形和頂垂六邊形 

 

 

 原三角形&頂垂六邊形 

正切

(tan)  

(圖 36.出自第一作者) 

說明      交角和轉折點並無太大的關係，k 等於 1 時正好位於各條波形的中間狀態，而且能

看到 k 無論多少皆有其角度限制。 

餘弦

(cos) 

(圖 37.出自第一作者) 

說明 整體趨於平緩，k 等於 1 時同樣也在各條波形的中間狀態，cos 值偏向 1 可知交角

普遍篇小。 

X 軸:t(度度制) 

Y 軸:尤拉線夾角的 cos 值(弳度制) 

X 軸:t(度度制) 

Y 軸:尤拉線夾角的 tan 值(弳度制) 
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三、 疊作 

定義:依頂心三角形的定義，取任意點 P，頂點到 P 的距離為半徑畫圓取交點可得新三角

形，以此類推用新的三角形頂點繼續疊作。定義原三角形為第 0 層，經過觀察後發現第

m 層和第(m+3)層相似，其邊長會成固定比例。同時我們也在思考，既然第 0 層和第 1

層的頂點共圓時為垂心，那我們是否能找到讓第 1 層和第 2 層、第 2 層和第 3 層的頂

點共圓，以及其所作的點是否有什麼意義。 

 銳角 鈍角 

頂垂 

 

(圖 38.，出自第一作者) 
 

(圖 39.)，出自第一作者 
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結論:若是銳角三角形的情況下，剛好符合參考資料 2 的換心性質，皆可在相對應的層數

得到頂點共圓(垂心為第 m 層和第 m+1 層，外心為第 m+1 層和第 m+2 層，內心為第

m+2 層和第 m+3 層)。 

陸、結論 

(一)、三心軌跡: 

1.外心: O 在原點，所以不會有軌跡圖形。 

2.重心: 

(1)原三角形:逆時鐘等速圓周運動，半徑為
𝑟

3
，參數式為(

−2𝑟√1−
𝑘

4

2
+𝑟𝑐𝑜𝑠(𝑡)

3
,
𝑟𝑠𝑖𝑛(𝑡)

3
)。 

(2)頂垂三角形: 0 ≤ 𝑘 < 1、√3 < 𝑘 ≤ 2為逆時鐘，1 < 𝑘 < √3為順時鐘，中心與垂心

之間的連線在相同時間內會掃過相同的面積(非等速)。除了𝑘 = 1 或√3時為直線，其

頂外 

 

(圖 40.，出自第一作者)  

(圖 41.，出自第一作者) 

頂內 

 

(圖 42.出自第一作者) 

 

(圖 43.出自第一作者) 
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餘情形為橢圓。橫半軸為|
𝑘2𝑟−3𝑟

3
|，豎半軸為|

𝑘2𝑟−𝑟

3
|，參數式為

(
(𝑘2𝑟−3𝑟)𝑐𝑜𝑠(𝛼)

3
,
(𝑘2𝑟−𝑟)𝑠𝑖𝑛(𝛼)

3
)。 

(3)頂垂六邊形:0 < 𝑘 < √2為順時鐘，√2 < 𝑘 ≤ 2為逆時鐘，中心與垂心之間的連線

在相同時間內會掃過相同的面積(非等速)。除了𝑘 = 0 或√2時為直線，其餘情形為橢

圓。橫半軸為|
𝑘2𝑟−2𝑟

6
|，豎半軸為

𝑘2𝑟

6
，參數式為(

−2𝑟√1−
𝑘

4

2
+(𝑘2𝑟−2𝑟)𝑐𝑜𝑠(𝛽)

6
,
𝑘2𝑟𝑠𝑖𝑛(𝛽)

6
)。 

3.垂心: 

(1)原三角形:逆時鐘等速圓周運動，半徑為𝑟，參數式為 

(−2𝑟√1 −
𝑘

4

2
+ 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝑡), 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝑡))。 

(2)頂垂三角形: 0 ≤ 𝑘 < 1、√3 < 𝑘 ≤ 2為逆時鐘，1 < 𝑘 < √3為順時鐘，中心與垂心

之間的連線在相同時間內會掃過相同的面積(非等速)。除了𝑘 = 1 或√3時為直線，其

餘情形為橢圓。橫半軸為|𝑘2𝑟 − 3𝑟|，豎半軸為|𝑘2𝑟 − 𝑟|，參數式為 

((𝑘2𝑟 − 3𝑟)𝑐𝑜𝑠(𝛼), (𝑘2𝑟 − 𝑟)𝑠𝑖𝑛(𝛼))。 

(3)頂垂六邊形:0 < 𝑘 < √2為順時鐘，√2 < 𝑘 ≤ 2為逆時鐘，中心與垂心之間的連線

在相同時間內會掃過相同的面積(非等速)。除了𝑘 = 0 或√2時為直線，其餘情形為橢

圓。橫半軸為|𝑘2𝑟 − 2𝑟|，豎半軸為𝑘2𝑟，參數式為 

(−2𝑟√1 −
𝑘

4

2
+ (𝑘2𝑟 − 2𝑟)𝑐𝑜𝑠(𝛽), 𝑘2𝑟𝑠𝑖𝑛(𝛽))。 

(二)、尤拉線交角: 

1.尤拉線方程式: 

(1)原三角形:y =
𝑠𝑖𝑛(𝑡)

−2√1−
𝑘

4

2
+𝑐𝑜𝑠(𝑡)

x 

(2)頂垂三角形: y =
(1−k2)sin(α)

(3−k2)cos(α)
x 

(3)頂垂六邊形y =
−3𝑘2𝑠𝑖𝑛(𝛽°)

(2√1−
𝑘

4

2
−𝑘2+2)𝑟𝑐𝑜𝑠(𝛽°)

x 

2.原三角形和頂垂三角形的尤拉線夾角: 
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(1)tan:第 1 個轉折點前後皆無臨界點，所交角度不限，越靠近轉折點越平緩。通過

第 2 個轉折點後圖形可看到臨界點，也就是有交角限制，越遠離轉折點越平緩，

週期除了 k=1 或 2 時為𝜋，其餘皆為2𝜋。 

(2)cos:整體呈現盆地型，過了第 1 個轉折點後越遠離邊緣曲率越高，但交角並無限

制。通過第 2 個轉折點後圖形變得接近雙谷的形狀，有中心隆起的傾向，越遠離

轉折點越平緩，圖形均在 x 軸上方，有交角限制，週期皆為2𝜋。 

3.原三角形和頂垂六邊形的尤拉線夾角: 

(1)tan:交角和轉折點並無太大的關係，k 等於 1 時正好位於各條波形的中間狀態，而

且能看到 k 無論多少皆有其角度限制，週期皆為2𝜋。 

(2)cos:整體趨於平緩，k 等於 1 時同樣也在各條波形的中間狀態，cos 值偏向 1 可知

交角普遍篇小，週期皆為𝜋。 

(三)、疊作 

1.無論從內心、外心、垂心坐頂心三角形的疊作，即使不符合換心性質(鈍角)，皆可在

相對應的層數得到頂點共圓(垂心為第 m 層和第 m+1 層，外心為第 m+1 層和第

m+2 層，內心為第 m+2 層和第 m+3 層)。 

(四)、其他 

1.所有尤拉線因為共圓，必有交點於外心。 

2. 等腰三角形時，其尤拉線會重合。 

3.直角三角形時，因為其垂心恰在直角的頂點上，所以沒有頂垂三角形的存在(為一線

段）。 

4.設原三角形三頂點為(𝑥1, 𝑦1)、(𝑥2, 𝑦2)、(𝑥3, 𝑦3)，頂垂三角形三頂點為(𝑥4, 𝑦4)、

(𝑥5, 𝑦5)、(𝑥6, 𝑦6)，𝐺0、𝐺1、𝐺2分別為原三角形、頂垂三角形、頂垂六邊形之重心，

已知𝑂𝐺0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (
𝑥1+𝑥2+𝑥3

3
,
𝑦1+𝑦2+𝑦3

3
)，𝑂𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (

𝑥4+𝑥5+𝑥6

3
,
𝑦4+𝑦5+𝑦6

3
)，𝑂𝐺2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =

(
𝑥1+𝑥2+𝑥3+𝑥4+𝑥5+𝑥6

6
,
𝑦1+𝑦2+𝑦3+𝑦4+𝑦5+𝑦6

6
)，可推得𝐺0、𝐺1、𝐺2三點共線且G0G1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅: G1G2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =

1: 1。 

5.設原三角形為 ABC，D 點為以𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 做對稱的點，E 點為以𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 做對稱的點，F 點為以𝐴𝐵̅̅ ̅̅

做對稱的點。𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 固定，A 點旋轉𝜃時，E 點、F 點同樣旋轉𝜃，D 點旋轉−𝜃。 
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柒、未來展望 

1.求出軌跡角度(𝑡、𝛼、𝛽)之間的關係。 

2.疊作是否能找到其他一樣有共圓的點，以及對換心的研究(目前只有銳角相符)。  

3.目前已知三角形第 m 層和第(m+3)層相似，可以找出三組不同層數之間互相共圓，六邊形

第 m 層和第(m+6)層相似(參考資料 5)，是否可以找出六組不同層數之間互相共圓及其所組

成三角形之間的關係。 

4.k 值對整體圖形的影響，求出 k 在何時和 t 在何時是否可以找到與之對應的尤拉線交角。 

5.目前已知夾角之點的數值，希望未來能求出其確切的方程式。 

6.三維空間的探討。 
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【評語】050402  

此份作品從三角形的尤拉線延拓研究圓內接多邊形的尤拉

線性質。並進一步探討六邊形、頂心三角形、疊作與換心等進階

結構。作者具有深入探究與一系列性質串聯的能力。 

此作品雖然有引用參考資料（如：幾何定義、尤拉線、三心

推導、換心性質有標引用出處），但整體而言，對於自身研究結

果與既有文獻之比較與對照的呈現方式仍相對薄弱。建議加入

「文獻比較分析」段落與表格，強調與之前研究的差異與拓展，

會更能凸顯出此作品的亮點。 
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遨尤四海--原三角形和頂垂三角形的尤拉線性質探
討



本研究以圓內接多邊形為主題，探討其幾何結構中的尤拉線特性，重點分析原三角
形與頂垂三角形之間的幾何關係，以及原三角形與六邊形尤拉線的關係。

研究首先針對原三角形與頂垂三角形的尤拉線，分析其是否具有特殊的性質與規則。
接著研究延伸至由原三角形與頂垂三角形組成的六邊形，探索其與原三角形尤拉線
的幾何關係。此外，本研究還分析了三角形換心之間的互換特性，驗證疊作的規律。

本研究的成果不僅有助於深化對多邊形內部幾何結構的理解，亦為未來尤拉線與高
維幾何研究奠定基礎，進一步揭示幾何中普遍的規律性與應用價值。

參、研究設備及器材

壹、研究動機

貳、研究目的

摘要

肆、名詞界定

紙、筆、電腦、geogebra 繪圖軟體

(▲圖1.圓內接四邊形的垂心)

高一時，我們學習到尤拉線是一條特殊的直線，由三角形的外心、重心與垂心
所構成。而在「圓內接多邊形的歐拉線」這篇文章中我們也了解到圓內接多邊
形也有尤拉線的性質，在深入研究換心手術及多邊形疊作之性質探討這兩篇科
展作品後，發現其存在密切的關聯。因此，我們以此為題材進行一系列的研究。

一、原三角形與頂垂三角形的尤拉線性質
二、原三角形與六邊形的尤拉線的尤拉線性質
三、疊作的換心與循環性質的探討

(▲圖2.頂垂三角形)

頂垂三角形:有個原三角形(綠)，以三頂
點為圓心，以頂點到垂心(紅)的距離作
半徑畫圓，三圓的交點(不包含垂心)連
線便是頂垂三角形(藍)。



伍、研究過程與方法

陸、研究成果

觀察方式：固定弦BC，使A點沿著x軸正向逆時針轉一圈

一、三心軌跡

原三角形 頂垂三角形 頂垂六邊形

(▲圖3.A、B、C點的表示法)

(▲圖6.大橢圓為垂心移動軌跡

小橢圓為重心移動軌跡)
(▲圖5.大圓為垂心移動軌跡

小圓為重心移動軌跡)

(▲圖7.大橢圓為垂心移動軌跡

小橢圓為重心移動軌跡)

(▲圖10.頂垂三角形對應
k之軌跡變化)

(▲圖8.原三角形、頂垂三角形、頂

垂六邊形參數式對應之角度)

(▲圖9.原三角形對應k
之軌跡變化)

(▲圖11.頂垂六邊形對應

k之軌跡變化)

二、尤拉線夾角

tan:利用斜率，也就是tan差角公式 註:我們將三心軌跡為直線時稱轉折點

在研究的過程中，我們發現A點旋轉θ時，E點、F點同樣旋轉θ，D點旋轉-θ，因此可將頂垂三角
形的頂點簡化。
證明:

原三角形與頂垂三角形(藍):

第1個轉折點前後皆無臨界點，所交角度不限，越靠近轉折點
越平緩。通過第2個轉折點後圖形可看到臨界點，也就是有交
角限制，越遠離轉折點越平緩。

原三角形與頂垂六邊形(紅):

交角和轉折點並無太大的關係，k等於1時正好位於各條波形的中
間狀態，而且能看到k無論多少皆有其角度限制。

(▲圖4.對稱點公式)



捌、未來展望

玖、參考資料

三、疊作

在做頂垂三角形時，我們好奇如果疊作下去的圖形會長什麼樣，經過觀察後發現第m層和第(m+3)
層相似，其邊長會成固定比例。同時我們也在思考，既然第0層和第1層的頂點共圓時為垂心，那
我們是否能找到讓第1層和第2層、第2層和第3層的頂點共圓，以及其所作的點是否有什麼意義。

(▲圖17~21.尤拉線之cos交角)

註:圖4由參考資料7提供，其餘圖由第一作者製作

cos:利用向量內積除以長度

(▲圖22~24以垂心、外心、內心疊作
做圖在不同層數下頂點共圓

X軸:θ

Y軸:尤拉線夾角的cos值

原三角形與頂垂三角形(藍):

整體呈現盆地型，過了第1個轉折點後越遠離邊緣曲
率越高，但交角並無限制。通過第2個轉折點後圖形
變得接近雙谷的形狀，有中心隆起的傾向，越遠離轉
折點越平緩，圖形均在x軸上方，有交角限制。

原三角形與頂垂六邊形(紅):

整體趨於平緩，k等於1時同樣也在各條波形的
中間狀態，cos值偏向1可知交角普遍篇小。

(▲圖12~16.尤拉線之tan交角)

X軸:θ

Y軸:尤拉線夾角的tan值
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