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摘要 

將正方形的邊長從 1，2，3，4…依序增加，在面積最大的正方形左上角，加上一個長方

形，使其寬等於最大正方形邊長的一半，將最左上角的點連接最小正方形右下的點，形成對角

線，問長方形的長為多少時，此對角線能將圖形平分。在此，我們得到一些結論及一般化的證

明。 

接著，我們把正方形改成正三角形，將三角形的個數依序增加，而邊長依序是 1，2，3，

4…，在面積最大的三角形旁加上一個梯形，梯形的高為正三角形高的一半，接著畫出斜對角

線，我們想問梯形的底為多少時，此對角線能將圖形平分。這個問題，我們也得到一些結論。 
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壹、研究動機 

為了認識獨立研究，老師建議我們試著完成一份獨立研究作品。我們在各縣市的數學競

賽中尋找問題，想做的題目有很多種，但大部分的題目都不適合拿來做獨立研究，於是在我們

的精挑細選之下，選中了兩種題目。我們原本找的是另一個題目，研究一段時間後，我們研究

不出一般化的結果，因此我們 3人和老師討論過後，果斷放棄原本的題目，而選擇了現在的題

目。 

 

 

 

 

 

貳、研究目的 

學習做獨立研究的流程，以及思考遇到問題時該如何解決，試著從多種方面思考答案。

還能學會以前不會用的公式。順便訓練上台發表的膽量，而且跟別人炫耀說有在參與一項數學

獨立研究及科展，讓別人覺得自己很厲害。 

 

 

 

 

 

 

參、研究設備及器材 

紙、筆、電腦、GeoGebra。 
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肆、研究過程或方法 

一、 研究主題說明 

我們原本做另一個題目，後來研究不出一般化的結果，因此不捨地放棄原本的題目，而

選擇了現在的題目。以下是這次研究的原始題目(2018 年希望杯 7 年級試題[4])： 

正方形𝐴𝐵𝐼𝐽，𝐵𝐶𝐺𝐻，𝐶𝐷𝐸𝐹的邊長依次為10公分、8公分和6公分。它們和一個長方形𝐿𝑇𝐽𝐾

放在一起，組成下圖的陰影多邊形。其中𝐴，𝐵，𝐶，𝐷在同一條直線上，𝐾，𝐽，𝐼也在同一條

直線上。已知𝐾𝐿 = 5公分，𝐾𝐷平分陰影多邊形的面積，則𝐾𝐽為多少公分？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

為了徹底研究題目，我們將正方形的邊長從 1，2，3，4…依序增加，另外為了方便討

論，我們將圖形塗上顏色，因此我們的問題變成『在面積最大的正方形左上角，加上一個長方

形，使其寬等於最大正方形邊長的一半。請問長方形的長𝑥為多少時，可以讓綠色多邊形的面

積等於藍色多邊形？』 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

二、 公式 

以下是我們在研究過程中需用到的公式，列在下方以供閱覽者參考。 

(1) 1 + 2 + 3 + ⋯ + 𝑛 = ∑ 𝑘𝑛
𝑘=1 =

𝑛(𝑛+1)

2
 

(2) 12 + 22 + 32 + ⋯ + 𝑛2 = ∑ 𝑘2𝑛
𝑘=1 =

𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
  

(3) 若𝑐1、𝑐2為常數，則∑ (𝑐1𝑎𝑘 ± 𝑐2𝑏𝑘)𝑛
𝑘=1 = 𝑐1 ∑ 𝑎𝑘

𝑛
𝑘=1 ± 𝑐2 ∑ 𝑏𝑘

𝑛
𝑘=1  

𝑥 

本圖片由作者及指導

老師共同製作 

本圖片摘自 2018 年希望

杯 7 年級試題第 22 題[4] 
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(4) 正三角形的高=
√3

2
𝑛，其中𝑛為正三角形的邊長。 

(5) 正三角形面積=
√3

4
𝑛2，其中𝑛為正三角形的邊長。 

 

三、 正方形 

我們先研究只有 1 個正方形時，長方形的長該是多少，再多增加 1 個正方形，長方形的

長又該是多少，…，依此類推。 

 

1. 當正方形只有 1 個時，我們發現正方形本身的對角線就能將兩個區塊的面積平分，因此用

不到長方形，故長方形的長為 0。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 當有 2 個正方形時，這 2 個正方形的邊長依序是 1、2，為了要讓藍色和綠色多邊形的面積

相等，我們必須使右上角空白處(四邊形𝐶𝐷𝐸𝐽)的面積等於左下角的空白處(四邊形𝐴𝐻𝐺𝐼)面

積，因此𝐺𝐻勢必為 1，因此長方形的長為 1。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

本圖片由作者製作 

本圖片由作者製作 
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3. 當正方形有 3 個時，設長方形的長為𝑥，和之前的想法一樣，我們讓右上角𝐿型空白處的面

積等於左下角空白處的面積，因此可以列出方程式： 

3

2
𝑥 = 3 × (1 + 2) − 12 − 22，接著我們去解方程式，可得到 

3

2
𝑥 = 4 ⇒ 𝑥 =

8

3
，這代表當長方形的長為

8

3
時，綠色面積就等於藍色面積。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.   當正方形有 4 個時，設長方形的長為𝑥，可以列出方程式： 

4

2
𝑥 = 4 × (1 + 2 + 3) − (12 + 22 + 32)， 

⇒ 2𝑥 = 4 ×
3×(1+3)

2
−

3×(3+1)×(6+1)

6
， 

⇒ 2𝑥 = 2 × 3 × 4 − 2 × 7， 

⇒ 2𝑥 = 10， 

⇒ 𝑥 = 5 ，因此長方形的長為 5。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥 3 

3

2
 

2 1 

3 

本圖片由作者及指導

老師共同製作 

3 +  2 +  1 

4 

𝑥 

4

2
 

本圖片由作者及指導

老師共同製作 
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5.   當正方形有 5 個，設長方形的長為𝑥，可以列出方程式： 

5

2
𝑥 = 5 × (1 + 2 + 3 + 4) − (12 + 22 + 32 + 42)， 

⇒
5

2
𝑥 = 5 ×

4×(1+4)

2
−

4×(4+1)×(8+1)

6
， 

⇒
5

2
𝑥 = 5 × 2 × 5 − 2 × 5 × 3， 

⇒
5

2
𝑥 = 20， 

⇒ 𝑥 = 8 ，因此長方形的長為 8。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. 當正方形有 6 個，設長方形的長為𝑥，可以列出方程式： 

6

2
𝑥 = 6 × (1 + 2 + 3 + 4 + 5) − (12 + 22 + 32 + 42 + 52)， 

⇒ 3𝑥 = 6 ×
5×(1+5)

2
−

5×(5+1)×(10+1)

6
 ， 

⇒ 3𝑥 = 3 × 5 × 6 − 5 × 11 ， 

⇒ 3𝑥 = 35 ， 

⇒ 𝑥 =
35

3
 ，因此長方形的長為

35

3
。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4 +  3 +  2 +  1 

5 

𝑥 

5

2
 

本圖片由作者及指導

老師共同製作 

本圖片由作者製作 
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7. 當正方形有 7 個，設長方形的長為𝑥，可以列出方程式： 

7

2
𝑥 = 7 × (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) − (12 + 22 + 32 + 42 + 52 + 62) ， 

⇒
7

2
𝑥 = 7 ×

6×(1+6)

2
−

6×(6+1)×(12+1)

6
 ， 

⇒
7

2
𝑥 = 7 × 3 × 7 − 7 × 13 ， 

⇒
7

2
𝑥 = 56 ， 

⇒ 𝑥 = 16 ，因此長方形的長為 16。 

 

 

 

 

 

 

 

8. 當正方形有 8 個，設長方形的長為𝑥，可以列出方程式： 

8

2
𝑥 = 8 × (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7) − (12 + 22 + 32 + 42 + 52 + 62 + 72)， 

⇒ 4𝑥 = 8 ×
7×(1+7)

2
−

7×(7+1)×(14+1)

6
 ， 

⇒ 4𝑥 = 8 × 7 × 4 − 7 × 4 × 5 ， 

⇒ 4𝑥 = 84 ， 

⇒ 𝑥 = 21 ，因此長方形的長為 21。 

 

 

 

 

 

 

 

 

做到這裡之後，我們把 1〜8 個正方形的數據做成以下表格： 

正方形個數 1 2 3 4 5 6 7 8 

長方形的長 0 1 
8

3
 5 8 

35

3
 16 21 

 

 

 

本圖片由作者製作 

本圖片由作者製作 
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我們發現如果要將面積平分，斜對角線好像要通過最大正方形的上半部。如果這件事為

真，那麼我們能將做法一般化，為了一般化，我們必須先說明不會產生以下情形(以 3 個正方

形的例子來解釋)：斜對角線𝐵𝐻不可能通過𝐴𝐽，斜對角線𝐵𝐻只能通過𝑁𝐽(不含𝐽點)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9. 現在來說明斜對角線為什麼只能通過最大正方形的上半部。 

(1) 當有𝑛個正方形時，且斜對角線通過最大正方形邊長的中點𝑆時，上半部綠色的面積為

深綠色加上淺綠色，而下半部藍色的面積為深藍色加上淺藍色。  

 

 

 

 

 

 

很容易知道淺綠色面積等於淺藍色， 

而深藍色直角三角形面積=
1

2
[(1 + 2 + ⋯ + 𝑛) ×

𝑛

2
] =

𝑛2(𝑛+1)

8
， 

深綠色的面積為所有正方形的面積總和扣掉深藍色直角三角形，因此 

深綠色的面積= (12 + 22 + ⋯ + 𝑛2) −
𝑛2(𝑛+1)

8
 

=
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6
−

𝑛2(𝑛 + 1)

8
 

=
4𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

24
−

3𝑛2(𝑛 + 1)

24
 

=
(𝑛 + 1)[4𝑛(2𝑛 + 1) − 3𝑛2]

24
 

=
(𝑛+1)[5𝑛2+4𝑛]

24
>

(𝑛+1)×3𝑛2

24
=

𝑛2(𝑛+1)

8
=深藍色面積， 

為了平分面積，斜對角線一定不可能通過中點𝑆。 

 

(2) 若斜對角線通過最大正方形的下半部，和第(1)小題比較後，發現深綠色面積比深藍色

多更多了，且淺綠色面積又會大於淺藍色面積，因此上半部的綠色面積會大於下半部

的藍色面積。綜合(1)、(2)的說明：斜對角線只能通過最大正方形的上半部 

 

 

 

 

本圖片由作者製作 

本圖片由作者製作 

本圖片由作者製作 
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現在來給出一般化的說明：  

10. 當正方形有𝑛個時： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

設長方形的長為𝑥，可以列出方程式： 

𝑛

2
𝑥 = 𝑛[1 + 2 + ⋯ + (𝑛 − 1)] − [12 + 22 + ⋯ + (𝑛 − 1)2] 

𝑛

2
× 𝑥 = 𝑛 ×

(𝑛 − 1)𝑛

2
−

(𝑛 − 1)𝑛[2(𝑛 − 1) + 1]

6
 

⇒
1

2
𝑥 =

𝑛(𝑛 − 1)

2
−

(𝑛 − 1)(2𝑛 − 1)

6
 

⇒ 3𝑥 = 3𝑛(𝑛 − 1) − (𝑛 − 1)(2𝑛 − 1) 

⇒ 3𝑥 = 3𝑛2 − 3𝑛 − 2𝑛2 + 3𝑛 − 1 

⇒ 3𝑥 = 𝑛2 − 1  ⇒  𝑥 =
𝑛2−1

3
， 

因此可以知道長方形的長為𝑥 =
𝑛2−1

3
。所以我們得到【定理 1】 

 

【定理 1】 

若有邊長 1、2、3、…、𝑛的規律正方形。當最大正方形旁的上半部長方形，其

長度為
𝑛2−1

3
時，斜對角線就能將面積平分。 

 

基本上，我們已經解決一開始的問題了。在研究正方形的過程中，我們發現只要讓斜對

角線一直保持在最大正方形的上半部，接著不管怎麼改變斜對角線，下半部的藍色多邊形面積

總是保持不變，這個發現也馬上幫我們解決更一般化的證明。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑛 + ⋯ + 3 + 2 +  1 

𝑛 

𝑥 

𝑛

2
 

本圖片由作者及指導

老師共同製作 

本圖片由作者製作 本圖片由作者製作 



10 

這件事讓我們有了另一種正方形公式的推導證明，在此不贅述，以下是藍色多邊形面積

保持不變的說明，我們僅以 3 個正方形的例子來呈現： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

因為𝐵點為𝐴𝐸的中點，所以兩長方形𝐴𝐵𝐶𝐷、𝐵𝐸𝐹𝐶全等，因此𝐶𝐹 = 𝐴𝐵。 

在∆𝐴𝐵𝐻和∆𝐹𝐶𝐻中， 

{

𝐴𝐵 = 𝐶𝐹 ⋯ ①                                                           

∠𝐴𝐵𝐻 = ∠𝐹𝐶𝐻 = 90° ⋯ ②                                          

∠𝐴𝐻𝐵 = ∠𝐶𝐻𝐹 ⋯ ③                                                      

 

故∆𝐴𝐵𝐻 ≅ ∆𝐹𝐶𝐻(𝐴𝐴𝑆)。 

藍色多邊形𝐴𝐺𝐹𝐶𝐵的面積= 𝐴𝐺𝐹𝐻𝐵的面積+∆𝐹𝐶𝐻的面積，接著將∆𝐹𝐶𝐻的面積換成∆𝐴𝐵𝐻

的面積，所以藍色多邊形𝐴𝐺𝐹𝐶𝐵的面積= 𝐴𝐺𝐹𝐻𝐵的面積+∆𝐴𝐵𝐻的面積= ∆𝐴𝐺𝐹的面積，而

∆𝐴𝐺𝐹的面積是定值，因此藍色多邊形𝐴𝐺𝐹𝐶𝐵的面積保持不變。 

 

 

 

接著，老師說：『你們把正方形邊長，改成正整數的等差數列，這樣結論會更廣』。於是

我們就開始著手研究，題目變成有𝑛個規律正方形，其邊長依序為𝑎1 = 𝑎，𝑎2 = 𝑎 + 𝑑，𝑎3 =

𝑎 + 2𝑑，𝑎4 = 𝑎 + 3𝑑，⋯，𝑎𝑛 = 𝑎 + (𝑛 − 1)𝑑，其中𝑎、𝑑皆為正整數，想問最大正方形旁的長

方形長度為多少時，斜對角線就能將面積平分？ 

 

11. 現在來給出推廣的一般化證明：  

先來說明斜對角線為什麼只能通過最大正方形的上半部。 

(1) 如圖，當有𝑛個正方形時，且斜對角線通過最大正方形邊長的中點𝑆時，上半部綠色的面積

為深綠色加上淺綠色，而下半部藍色的面積為深藍色加上淺藍色。  

很容易知道淺綠色面積等於淺藍色，所以只要比較深綠色和深藍色的面積大小。 

 

 

 

 

 

 

 

本圖片由作者製作 

本圖片由作者製作 
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為了以後的方便性，我們先算所有正方形的面積總和： 

 ∑ 𝑎𝑘
2

𝑛

𝑘=1

= ∑(𝑎 + (𝑘 − 1)𝑑)2

𝑛

𝑘=1

= ∑[𝑎2 + 2𝑎(𝑘 − 1)𝑑 + (𝑘 − 1)2𝑑2]

𝑛

𝑘=1

 

= ∑ 𝑎2

𝑛

𝑘=1

+ 2𝑎𝑑 ∑(𝑘 − 1)

𝑛

𝑘=1

+ 𝑑2 ∑(𝑘 − 1)2

𝑛

𝑘=1

 

= 𝑛𝑎2 + 2𝑎𝑑
(𝑛 − 1)𝑛

2
+ 𝑑2

(𝑛 − 1)𝑛(2𝑛 − 1)

6
 

= 𝑛𝑎 [𝑎 + (𝑛 − 1)𝑑] +
(𝑛−1)𝑛(2𝑛−1)

6
𝑑2 = 𝑛𝑎 𝑎𝑛 +

(𝑛−1)𝑛(2𝑛−1)

6
𝑑2， 

而深藍色直角三角形面積=
1

2
(𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛) ×

𝑎𝑛

2
=

1

2
[𝑛𝑎 +

(𝑛−1)𝑛

2
𝑑] ×

𝑎𝑛

2
， 

深綠色的面積為所有正方形的面積總和扣掉深藍色直角三角形，因此 

深綠色的面積= 𝑛𝑎 𝑎𝑛 +
(𝑛−1)𝑛(2𝑛−1)

6
𝑑2 −

1

2
[𝑛𝑎 +

(𝑛−1)𝑛

2
𝑑] ×

𝑎𝑛

2
。如果深綠色減去深藍色恆

為正，那麼代表深綠色的面積大於深藍色面積，以下是說明：  

深綠色減掉深藍色 

= {𝑛𝑎 𝑎𝑛 +
(𝑛 − 1)𝑛(2𝑛 − 1)

6
𝑑2 −

1

2
[𝑛𝑎 +

(𝑛 − 1)𝑛

2
𝑑] ×

𝑎𝑛

2
} −

1

2
[𝑛𝑎 +

(𝑛 − 1)𝑛

2
𝑑] ×

𝑎𝑛

2
 

= [𝑛𝑎 𝑎𝑛 +
(𝑛 − 1)𝑛(2𝑛 − 1)

6
𝑑2] − [𝑛𝑎 +

(𝑛 − 1)𝑛

2
𝑑] ×

𝑎𝑛

2
 

=
1

2
𝑛𝑎 𝑎𝑛 +

(𝑛 − 1)𝑛(2𝑛 − 1)

6
𝑑2 −

(𝑛 − 1)𝑛𝑑

4
𝑎𝑛 

=
𝑛

12
{6𝑎[𝑎 + (𝑛 − 1)𝑑] + 2(𝑛 − 1)(2𝑛 − 1)𝑑2 − 3(𝑛 − 1)𝑑[𝑎 + (𝑛 − 1)𝑑]} 

=
𝑛

12
{6𝑎2 + 3𝑎(𝑛 − 1)𝑑 + [2(𝑛 − 1)(2𝑛 − 1) − 3(𝑛 − 1)2]𝑑2} 

=
𝑛

12
{6𝑎2 + 3𝑎(𝑛 − 1)𝑑 + (𝑛2 − 1)𝑑2} > 0 

(2) 若斜對角線通過最大正方形的下半部，和第(1)小題比較後，發現深綠色面積比深藍色多更

多了，且淺綠色面積又會大於淺藍色面積，因此斜對角線只能通過最大正方形的上半部。 

 

 

 

 

[𝑎 + (𝑛 − 1)𝑑] + ⋯ + (𝑎 + 2𝑑) + (𝑎 + 𝑑) + 𝑎 

𝑎𝑛

2
 

本圖片由作者及指導

老師共同製作 
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(3) 當正方形有𝑛個時(第一個正方形邊長𝑎、公差𝑑)： 

 

 

 

 

 

 

 

 

在前面有提過，藍色面積等於∆𝐴𝐵𝑄的面積，為了好算，將藍色面積以∆𝐴𝐵𝑄的面積代替。 

設長方形的長為𝑥，利用全部塗色面積的一半等於藍色面積，來列出方程式： 

1

2
{∑ 𝑎𝑘

2

𝑛

𝑘=1

+
𝑎𝑛

2
𝑥} =

1

2
[𝑛𝑎 +

(𝑛 − 1)𝑛

2
𝑑] × 𝑎𝑛 

 

 

⇒ 𝑛𝑎 𝑎𝑛 +
(𝑛 − 1)𝑛(2𝑛 − 1)

6
𝑑2 +

𝑎𝑛

2
𝑥 = [𝑛𝑎 +

(𝑛 − 1)𝑛

2
𝑑] × 𝑎𝑛 

⇒
𝑎𝑛

2
𝑥 = [𝑛𝑎 +

(𝑛 − 1)𝑛

2
𝑑] × 𝑎𝑛 −  𝑛𝑎 𝑎𝑛 −

(𝑛 − 1)𝑛(2𝑛 − 1)

6
𝑑2 

=
(𝑛 − 1)𝑛

2
𝑑 × 𝑎𝑛 −

(𝑛 − 1)𝑛(2𝑛 − 1)

6
𝑑2 

⇒ 𝑥 = (𝑛 − 1)𝑛 𝑑 −
(𝑛 − 1)𝑛(2𝑛 − 1)𝑑2

3𝑎𝑛
 

= (𝑛 − 1)𝑛𝑑 [1 −
(2𝑛 − 1)𝑑

3𝑎𝑛
] 

= (𝑛 − 1)𝑛𝑑 [1 −
2𝑎 + 2(𝑛 − 1)𝑑 − 2𝑎 + 𝑑

3𝑎𝑛
] 

= (𝑛 − 1)𝑛𝑑 [
1

3
+

2𝑎 − 𝑑

3𝑎𝑛
] =

(𝑛 − 1)𝑛𝑑

3
[1 +

2𝑎 − 𝑑

𝑎𝑛
] 

因此得到【定理 2】。又𝑥 =
(𝑛−1)𝑛𝑑

3
[1 +

2𝑎−𝑑

𝑎𝑛
]，我們可以知道[1 +

2𝑎−𝑑

𝑎𝑛
]中的

2𝑎−𝑑

𝑎𝑛
與1比較起

來算很小，我們把它想成微調項，所以長方形的長度大致被
𝑑

3
(𝑛 − 1)𝑛控制住。 

【定理 2】 

已知𝑎1、𝑎2、𝑎3、⋯、𝑎𝑛為首項𝑎，公差𝑑的等差數列，其中𝑎、𝑑皆為正整數。

若有邊長𝑎1、𝑎2、𝑎3、⋯、𝑎𝑛的規律正方形。當最大正方形旁的上半部長方形，

其長度為
(𝑛−1)𝑛𝑑

3
[1 +

2𝑎−𝑑

𝑎𝑛
]時，斜對角線就能將面積平分。 

 

正方形面積和 長方形面積 ∆𝐴𝐵𝑄面積 

[𝑎 + (𝑛 − 1)𝑑] + ⋯ + (𝑎 + 2𝑑) + (𝑎 + 𝑑) + 𝑎 

 

𝑎𝑛 

𝑥 

𝑎𝑛

2
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四、 正三角形 

因為還有時間可以繼續發展，因此我們和老師討論了一下，訂定了朝正三角形發展的方

向。我們把正方形改成正三角形，以相同的想法，將三角形的個數依序增加，而邊長就依序是

1，2，3，4…，在面積最大的三角形旁加上一個梯形，梯形的高為正三角形高的一半，接著畫

出斜對角線，我們想問梯形的底為多少時，能使得綠色面積等於藍色面積。 

因為正三角形更複雜，我們透過正方形中，藍色面積不變的原理，發現了正三角形公式

的推導方法。接著我們從 1 個→2 個→3 個→4 個三角形…的情況來探討，而正三角形的邊長依

序為 1、2、3、4、…： 

1. 當三角形有 1 個，而且邊長為 1： 

假設藍、綠兩種顏色的面積相等，則我們計算的想法為藍色面積為全部塗色面積的

一半，為了方便計算藍色的面積，我們採用下半部的直角∆𝐵𝐷𝐺面積減去空白處梯形

𝐴𝐹𝐸𝐺的面積來算。 

如下圖，為了方便討論，我們假設梯形的下底𝐸𝐹為𝑥，因為正三角形的邊長為 1，所

以高為
√3

2
，又𝐹點為𝐴𝐶中點，所以𝐸𝐺 =

1

2
𝐷𝐺 =

1

2
×

√3

2
=

√3

4
。因為𝐴𝐼 =

1

2
且𝐹點為𝐴𝐶中點，

所以𝐴𝐻 =
1

2
𝐴𝐼 =

1

4
，則𝐺𝐴 = 𝐺𝐻 − 𝐴𝐻 = 𝑥 −

1

4
、𝐷𝐶 = 𝐺𝐻 + 𝐻𝐼 = 𝑥 +

1

4
， 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

接著用藍色面積為全部塗色面積的一半來列式，因此有了以下方程式： 

√3
2 [(𝑥 −

1
4) + 1]

2
−

√3
4 [𝑥 + (𝑥 −

1
4)]

2
  =    

1

2
 [

√3

4
+

√3
4 [(𝑥 +

1
4) + 𝑥]

2
] 

 

 

利用等量公理，兩邊乘以 8，得到 

2√3 (𝑥 +
3

4
) − √3 (2𝑥 −

1

4
) = √3 +

√3

2
(2𝑥 +

1

4
) 

∆𝐵𝐷𝐺面積 梯形𝐴𝐹𝐸𝐺面積 ∆𝐴𝐵𝐶面積加上梯形𝐶𝐷𝐸𝐹面積 

的一半 

𝑥 

√3
2 × 𝟏

2
 

1

4
 

𝟏 

𝑥 −
1

4
 

𝑥 +
1

4
 

本圖片由作者及指導
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⟹  4√3𝑥 + 3√3 − 4√3𝑥 +
√3

2
= 2√3 + 2√3𝑥 +

√3

4
 

⟹  
7√3

2
= 2√3𝑥 +

9√3

4
 

⟹  14√3 − 9√3 = 8√3𝑥 ⟹  8√3𝑥 = 5√3   ⟹  𝑥 =
5

8
 

 

2. 當三角形有 2 個，而且邊長依序為 1、2： 

我們發現不管怎麼改變梯形下底的長度，下半部的藍色面積都不會等於上半部的綠

色面積，為了解釋這件事，我們分以下 3 個步驟： 

(1) 當斜對角線𝐵𝐹通過最大正三角形邊長的上半部時，藍色多邊形的面積保持不變： 

已知正∆𝐴𝐷𝐸的邊長𝐷𝐸 = 2，所以𝐽𝐾 = 𝐾𝐸 =
1

2
，設𝐺𝐻 = 𝑥，則𝐸𝐹 = 𝑥 −

1

2
。因為正

∆𝐴𝐷𝐸的邊長為 2，所以高𝐴𝐽 =
√3

2
× 2 = √3，因此𝐺𝐼 =

1

2
𝐴𝐽 =

√3

2
， 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

所以藍色面積為 

√3 [(𝑥 −
1
2) + 2]

2
−

√3
2 [𝑥 + (𝑥 +

1
2)]

2
 

 

 

=
1

4
[2√3 (𝑥 +

3

2
) − √3 (2𝑥 +

1

2
)] 

=
1

4
[2√3𝑥 + 3√3 − 2√3𝑥 −

√3

2
] 

=
1

4
×

5√3

2
=

5√3

8
，這代表藍色多邊形面積和梯形的下底𝐺𝐻無關。 

∆𝐵𝐹𝐼面積 梯形𝐴𝐻𝐺𝐼面積 

(𝑥 −
1

2
) + 2 

𝑥 −
1

2
 

1

2
 

1

2
 

√3
2 × 2

2
 

𝑥 

本圖片由作者及指導
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既然斜對角線通過最大正三角形邊長的上半部時，藍色面積保持不變，再加上觀察

下圖，可發現綠色面積比較大。為了讓上半部綠色面積和下半部的藍色面積相等，因此

我們思考綠色面積什麼時候最小，我們將圖中的𝐸點推到最右邊，因此有了第(2)個步驟。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) 若斜對角線通過最大正三角形的上半部時，不可能將面積平分。 

我們採用全部塗色面積減去藍色，來計算綠色面積： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

綠色面積= (
√3

4
× 12 +

√3

4
× 22)   +    

1

2
×

√3

2

2
      −    

5√3

8
 

 

 

=
5√3

4
+

√3

8
−

5√3

8
=

6√3

8
>

5√3

8
=藍色面積， 

由此可知，即使讓綠色面積最小了，它還是比藍色面積還大，因此斜對角線通過最大

正三角形的上半部時，不可能將面積平分。 

 

 

兩三角形面積和 藍色的面積 ∆𝐸𝐹𝐺面積 

本圖片由作者製作 

1

2
 

√3
2 × 2

2
 

本圖片由作者及指導
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(3) 接著，我們說明當斜對角線通過最大正三角形的下半部時，也不可能將面積平分： 

請看下圖，我們特地在𝐷𝐸上取一點𝐾，使得𝐷𝐾 = 𝐴𝐵 = 1，因此 

綠色面積> ∆𝐿𝐸𝐺面積+∆𝐷𝐾𝐻面積> ∆𝐸𝐺𝐹面積+∆𝐴𝐵𝐼面積=藍色面積， 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

因此在 2 個三角形的情況下，不管斜對角線在哪裡，都不能將面積平分。所以我們找不

到一個梯形，使得斜對角線能將面積平分。 
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3. 很幸運的，當正三角形邊長依序為 1、2、3 時，我們能找到面積平分的斜對角線： 

我們假設梯形下底𝐼𝐻 = 𝑥，因為最大正三角形的邊長為 3，又𝐿點為𝐴𝑁的中點，可

知𝐴𝐿 =
1

2
𝐴𝑁 =

3

2
。因為𝐼點為𝐴𝐹中點，利用平行線截比例線段的想法，可知𝐾點為𝐴𝐿的中

點，因此𝐴𝐾 = 𝐾𝐿 =
1

2
𝐴𝐿 =

3

4
，可知𝐽𝐴 = 𝐻𝐼 − 𝐴𝐾 = 𝑥 −

3

4
、𝐺𝐹 = 𝐺𝑀 + 𝑀𝐹 = 𝑥 +

3

4
。因

為最大正三角形的邊長為 3，所以高為
√3

2
× 3 =

3√3

2
，又𝐼點為𝐴𝐹中點，同理，𝐻點也為𝐺𝐽

中點，因此𝐺𝐻 = 𝐻𝐽 =
1

2
×

3√3

2
=

3√3

4
。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

接著用藍色面積為全部圖形的一半來列式，因此有了以下方程式： 

3√3
2 [1 + 3 + (𝑥 −

3
4)]

2
−

3√3
4 [𝑥 + (𝑥 −

3
4)]

2
=

1

2
× [

√3

4
(12 + 22 + 32) +

3√3
4 [(𝑥 +

3
4) + 𝑥]

2
] 

 

 

 

利用等量公理，兩邊同乘 16，得到 

12√3 (𝑥 +
13

4
) − 6√3 (2𝑥 −

3

4
) = 28√3 + 3√3 (2𝑥 +

3

4
) 

⟹ 12√3 ×
13

4
+ 6√3 ×

3

4
= 28√3 + 6√3𝑥 + 3√3 ×

3

4
 

移項整理，再同除以√3後，得到 

⟹
156

4
+

18

4
− 28 −

9

4
= 6𝑥 ⟹

53

4
= 6𝑥  ⟹ 𝑥 =

53

24
 

∆𝐵𝐺𝐽面積 梯形𝐴𝐼𝐻𝐽面積 三角形面積和+梯形𝐼𝐹𝐺𝐻面積 

的一半 

𝑥 

3√3

4
 

𝑥 −
3

4
 

𝑥 +
3

4
 

3

4
 

3

4
 

3√3

4
 

本圖片由作者及指導
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4. 當三角形有 4 個時，我們模仿 3 個三角形的假設方式與計算方式，請看下圖： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

接著用藍色面積為全部圖形的一半來列式，因此有了以下方程式： 

 

2√3[1 + 3 + (𝑥 + 1)]

2
−

√3[𝑥 + (𝑥 + 1)]

2
=

1

2
[
√3

4
(12 + 22 + 32 + 42) +

√3[(𝑥 − 1) + 𝑥]

2
] 

 

⟹
2√3(𝑥 + 5)

2
−

√3(2𝑥 + 1)

2
=

1

2
[
30√3

4
+

√3

2
(2𝑥 − 1)] 

 

⟹
2√3(𝑥 + 5)

2
−

√3(2𝑥 + 1)

2
=

1

2
[
30√3

4
+

√3

2
(2𝑥 − 1)] 

利用等量公理，兩邊同乘 4，得到 

⟹ 4√3(𝑥 + 5) − 2√3(2𝑥 + 1) = 15√3 + √3(2𝑥 − 1) 

⟹ 20√3 − 2√3 = 14√3 + 2√3𝑥 

⟹ 20 − 2 − 14 = 2𝑥   ⟹  𝑥 = 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥 

√3 

𝑥 − 1 

𝑥 + 1 

1 1 

√3 

本圖片由作者及指導
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5. 當三角形有 5 個的計算方式，請看下圖：  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
接著用藍色面積為全部圖形的一半來列式，因此有了以下方程式： 

5√3
2 [1 + 3 + 5 + (𝑥 −

5
4)]

2
−

5√3
4 [𝑥 + (𝑥 −

5
4)]

2
=

1

2
[
√3

4
(12 + ⋯ + 52) +

5√3
4 [(𝑥 +

5
4) + 𝑥]

2
] 

⟹
5√3

2
(𝑥 +

31

4
) −

5√3

4
(2𝑥 −

5

4
) =

√3

4
×

5 × 6 × 11

6
+

5√3

8
(2𝑥 +

5

4
) 

 

利用等量公理，兩邊同乘 8，得到 

20√3 (𝑥 +
31

4
) − 10√3 (2𝑥 −

5

4
) = 2√3 × (5 × 11) + 5√3 (2𝑥 +

5

4
) 

再同除以√3，得到 

20 (𝑥 +
31

4
) − 10 (2𝑥 −

5

4
) = 2 × (5 × 11) + 5 (2𝑥 +

5

4
) 

⟹ 155 +
25

2
= 110 + 10𝑥 +

25

4
 

⟹ 205 = 40𝑥   ⟹  𝑥 =
41

8
 

 

 

 

 

 

 

 

5

4
 

𝑥 

5√3

4
 

𝑥 −
5

4
 

𝑥 +
5

4
 

5√3

4
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6. 當三角形有 6 個的計算方式，請看下圖：  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

接著用藍色面積為全部圖形的一半來列式，因此有了以下方程式： 

3√3 [1 + 3 + 5 + (𝑥 +
3
2)]

2
−

3√3
2 [𝑥 + (𝑥 +

3
2)]

2
=

1

2
[
√3

4
(12 + ⋯ + 62) +

3√3
2 [(𝑥 −

3
2) + 𝑥]

2
] 

⟹
3√3 (𝑥 +

21
2

)

2
−

3√3
2

(2𝑥 +
3
2

)

2
=

1

2
[
√3

4
×

6 × 7 × 13

6
+

3√3
2

(2𝑥 −
3
2

)

2
] 

利用等量公理，兩邊同乘 8，得到 

12√3 (𝑥 +
21

2
) − 6√3 (2𝑥 +

3

2
) = 91√3 + 3√3 (2𝑥 −

3

2
) 

再同除以√3，合併得到 

126 − 9 = 91 + 6𝑥 −
9

2
  ⟹ 61 = 12𝑥  ⟹  𝑥 =

61

12
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥 

𝑥 −
3

2
 

𝑥 +
3

2
 

3

2
 

3

2
√3 

3

2
√3 

本圖片由作者及指導

老師共同製作 



21 

7. 當三角形有 7 個的計算方式，請看下圖： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

接著用藍色面積為全部圖形的一半來列式，因此有了以下方程式： 

7√3
2 [1 + 3 + 5 + 7 + (𝑥 −

7
4)]

2
−

7√3
4 [𝑥 + (𝑥 −

7
4)]

2
=

1

2
[
√3

4
(12 + ⋯ + 72) +

7√3
4 [(𝑥 +

7
4) + 𝑥]

2
] 

⟹

7√3
2 (𝑥 +

57
4 )

2
−

7√3
4 (2𝑥 −

7
4)

2
=

1

2
[
140√3

4
+

7√3
4 (2𝑥 +

7
4)

2
] 

利用等量公理，兩邊同乘 8，得到 

14√3 (𝑥 +
57

4
) − 7√3 (2𝑥 −

7

4
) = 140√3 +

7√3 (2𝑥 +
7
4)

2
 

再同除以√3，合併得到 

399

2
+

49

4
= 140 + 7𝑥 +

49

8
 

⟹ 8 (
399

2
+

49

4
) = 8 (140 + 7𝑥 +

49

8
) 

⟹ 1694 = 1169 + 56𝑥 

⟹ 56𝑥 = 525    ⟹ 𝑥 =
75

8
 

 

 

 

 

 

7

4
 

𝑥 

7√3

4
 

𝑥 −
7

4
 

𝑥 +
7

4
 

7√3

4
 

本圖片由作者及指導
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8. 當三角形有 8 個的計算方式，請看下圖： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

接著用藍色面積為全部圖形的一半來列式，因此有了以下方程式： 

4√3[1 + 3 + 5 + 7 + (𝑥 + 2)]

2
−

2√3[𝑥 + (𝑥 + 2)]

2
=

1

2
[
√3

4
(12 + ⋯ + 82) +

2√3[(𝑥 − 2) + 𝑥]

2
] 

⟹
4√3(𝑥 + 18)

2
−

2√3(2𝑥 + 2)

2
=

1

2
[
204√3

4
+

2√3(2𝑥 − 2)

2
] 

利用等量公理，兩邊同乘 8，得到 

16√3(𝑥 + 18) − 8√3(2𝑥 + 2) = 204√3 + 4√3(2𝑥 − 2) 

再同除以√3，合併得到 

16(𝑥 + 18) − 8(2𝑥 + 2) = 204 + 4(2𝑥 − 2) 

⟹ 288 − 16 = 8𝑥 + 196 

⟹ 8𝑥 = 76   ⟹  𝑥 =
19

2
 

 

 

做到這裡之後，我們把 1〜8 個正三角形的數據做成以下表格， 

正三角形個數 1 2 3 4 5 6 7 8 

上半部梯形的下底長 
5

8
 無解 

53

24
 2 

41

8
 

61

12
 

75

8
 

19

2
 

 

從以上幾個例子的計算過程發現，我們應該依正三角形個數的奇、偶性，將問題分成奇數

個三角形及偶數個三角形，這樣才能將情況一般化。 

 

 

 

 

 

 

𝑥 

𝑥 − 2 

𝑥 + 2 

2 

2√3 

2√3 

本圖片由作者及指導
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9. 偶數個正三角形：假設有2𝑘(𝑘為正整數)個正三角形。 

 

為了將解法一般化，我們首先要說明，若要將面積平分，則斜對角線不可能通過最大

三角形的中點及下半部，這裡我們分成兩部分來說明。 

(1) 若斜對角線通過最大正三角形邊長的中點： 

上半部的面積為深綠色加上淺綠色面積，而下半部面積為深藍色加上淺藍色面積。 

 

 

 

 

 

 

 

 

很容易知道淺綠色和淺藍色面積相等， 

深藍色的三角形面積=
1

2
{[1 + 3 + 5 ⋯ + (2𝑘 − 1)] ×

𝑘√3

2
} 

=
1

2
{

𝑘[1 + (2𝑘 − 1)]

2
×

𝑘√3

2
} 

=
1

2
(𝑘2 ×

𝑘√3

2
) =

𝑘3√3

4
=

  6𝑘3

24
√3 

 

深綠色面積為所有的正三角形面積扣掉深藍色三角形再扣掉∆𝐷𝐸𝐻： 

深綠色的面積=
√3

4
[12 + 22 + ⋯ + (2𝑘)2] −

𝑘3√3

4
−

1

2
× 𝐷𝐸 × 𝐷𝐻 

=
√3

4
×

2𝑘(2𝑘 + 1)(4𝑘 + 1)

6
−

𝑘3√3

4
−

1

2
×

𝑘

2
×

√3𝑘

2
 

= √3 {
2𝑘(2𝑘 + 1)(4𝑘 + 1)

24
−

𝑘3

4
−

𝑘2

8
} 

= √3 {
16𝑘3 + 12𝑘2 + 2𝑘

24
−

6𝑘3

24
−

3𝑘2

24
} 

=
10𝑘3 + 9𝑘2 + 2𝑘

24
√3 

因為𝑘 ≥ 1，所以深綠色的面積=
10𝑘3+9𝑘2+2𝑘

24
√3 >

  6𝑘3

24
√3 =深藍色的面積。因此，綠

色面積總和一定大於藍色面積總和，因此斜對角線一定不可能通過最大正三角形的中

點。 

 

 

 

本圖片由作者製作 
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(2) 若斜對角線通過最大正三角形邊長的下半部：  

很容易知道淺綠色的面積大於淺藍色面積。而斜對角線在下半部，所以本圖的深綠色

面積比上一個圖的深綠色面積還要大；本圖的深藍色面積比上個圖的深藍色面積還要

小，因此本圖的綠色面積總和大於藍色面積總和。 

 

 

 

 

 

 

 

所以，要將面積平分，則斜對角線一定要在上半部。 

 

接著，我們來算2𝑘(𝑘為大於 1 的整數)個正三角形，上半部梯形的長度為何時，才能

讓斜對角線將面積平分。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

用藍色面積為全部圖形的一半來列式，因此有了以下方程式： 

√3𝑘 [1 + 3 + ⋯ + (2𝑘 − 1) + (𝑥 +
𝑘
2

)]

2
−

√3𝑘
2

[𝑥 + (𝑥 +
𝑘
2

)]

2
=

1

2
{

√3

4
[12 + ⋯ + (2𝑘)2] +

√3𝑘
2

[(𝑥 −
𝑘
2

) + 𝑥]

2
} 

 

 

 

 

⟹
√3𝑘

2
(𝑘2 +

𝑘

2
+ 𝑥) −

√3𝑘

4
(2𝑥 +

𝑘

2
) =

1

2
{

√3

4
[
2𝑘(2𝑘 + 1)(4𝑘 + 1)

6
] +

√3𝑘

4
(2𝑥 −

𝑘

2
)} 

 

 

∆𝐵𝐸𝑅面積 梯形𝐴𝐻𝐹𝑅面積 三角形面積和+梯形𝐷𝐸𝐹𝐻面積 

的一半 

本圖片由作者製作 

𝑥 +
𝑘

2
 

𝑥 −
𝑘

2
 

 

𝑘

2
 

𝑘

2
√3 

𝑘

2
√3 

 

𝑥 

(2𝑘 − 1) + (2𝑘 − 3) + ⋯ + 3 + 1 

本圖片由作者及指導

老師共同製作 
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利用等量公理，兩邊同乘 8、同除以√3，得到 

4𝑘 (𝑘2 +
𝑘

2
+ 𝑥) − 2𝑘 (2𝑥 +

𝑘

2
) =

2𝑘(2𝑘 + 1)(4𝑘 + 1)

6
+ 𝑘 (2𝑥 −

𝑘

2
) 

利用等量公理，兩邊同除以𝑘，得到 

4 (𝑘2 +
𝑘

2
+ 𝑥) − 2 (2𝑥 +

𝑘

2
) =

(2𝑘 + 1)(4𝑘 + 1)

3
+ (2𝑥 −

𝑘

2
) 

利用等量公理，兩邊同乘 6，得到 

24 (𝑘2 +
𝑘

2
+ 𝑥) − 12 (2𝑥 +

𝑘

2
) = 2(2𝑘 + 1)(4𝑘 + 1) + 6 (2𝑥 −

𝑘

2
) 

⟹ (24𝑘2 + 12𝑘 + 24𝑥) − (24𝑥 + 6𝑘) = (16𝑘2 + 12𝑘 + 2) + (12𝑥 − 3𝑘) 

⟹ 24𝑘2 + 6𝑘 = 16𝑘2 + 9𝑘 + 2 + 12𝑥 

⟹ 8𝑘2 − 3𝑘 − 2 = 12𝑥 

⟹ 𝑥 =
8𝑘2−3𝑘−2

12
，𝑘 ≥ 2。 

 

當𝑘 = 1時，𝑥 =
8×12−3×1−2

12
=

1

4
，如下圖，我們會發現梯形是不存在的，因此必須要讓

𝑘 ≥ 2，這個算式才是對的。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥 −
𝑘

2
=

1

4
−

1

2
 

 

𝑥 =
1

4
 

本圖片由作者及指導
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10. 奇數個正三角形：假設有2𝑘 − 1(𝑘為正整數)個正三角形。 

為了將解法一般化，我們首先要說明，若要將面積平分，則斜對角線不可能通過最大

三角形的中點及下半部，這裡我們分成兩部分來說明。 

 

 

 

 

 

 

 

 

(1) 若斜對角線通過最大正三角形邊長的中點： 

上半部的面積為深綠色加上淺綠色，而下半部的面積為深藍色加上淺藍色。 

很容易知道淺綠色的面積大於淺藍色， 

深藍色的三角形面積=
1

2
{[1 + 3 + 5 ⋯ + (2𝑘 − 1)] ×

(2𝑘−1)√3

4
} 

=
1

2
{

𝑘[1 + (2𝑘 − 1)]

2
×

(2𝑘 − 1)√3

4
} 

=
1

2
(𝑘2 ×

(2𝑘 − 1)√3

4
) =

(2𝑘3 − 𝑘2)√3

8
=

6𝑘3 − 3𝑘2

24
√3 

 

深綠色的面積為所有的正三角形面積扣掉深藍色三角形的面積： 

深綠色的面積=
√3

4
[12 + 22 + ⋯ + (2𝑘 − 1)2] −

√3(2𝑘3−𝑘2)

8
 

=
√3

4
×

(2𝑘 − 1)2𝑘(4𝑘 − 1)

6
−

√3(2𝑘3 − 𝑘2)

8
 

= {
(2𝑘 − 1)2𝑘(4𝑘 − 1)

24
−

2𝑘3 − 𝑘2

8
} √3 

= {
16𝑘3 − 12𝑘2 + 2𝑘

24
−

6𝑘3 − 3𝑘2

24
} √3 

=
10𝑘3 − 9𝑘2 + 2𝑘

24
√3 

因為深綠色和深藍色的面積分別為
10𝑘3−9𝑘2+2𝑘

24
√3、

6𝑘3−3𝑘2

24
√3，其有相同的分母

和√3，因此我們只要比分子10𝑘3 − 9𝑘2 + 2𝑘、6𝑘3 − 3𝑘2的大小就好了。 

所以現在要證明若𝑘為正整數，則10𝑘3 − 9𝑘2 + 2𝑘 ≥ 6𝑘3 − 3𝑘2。我們將兩分子相

減，得到：(10𝑘3 − 9𝑘2 + 2𝑘) − (6𝑘3 − 3𝑘2) 

= 4𝑘3 − 6𝑘2 + 2𝑘 = 2𝑘(2𝑘2 − 3𝑘 + 1) = 2𝑘(2𝑘 − 1)(𝑘 − 1) 

 

本圖片由作者製作 
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當𝑘為正整數時，可知2𝑘 > 0、2𝑘 − 1 > 0、𝑘 − 1 ≥ 0，因此10𝑘3 − 9𝑘2 + 2𝑘 ≥

6𝑘3 − 3𝑘2，故深綠面積=
10𝑘3−9𝑘2+2𝑘

24
√3 ≥

6𝑘3−3𝑘2

24
√3 =深藍面積。因此，綠色的面

積總和大於藍色面積總和，因此斜對角線一定不可能通過最大正三角形的中點。 

 

(2) 若斜對角線通過最大正三角形邊長的下半部： 

很容易知道淺綠色的面積大於淺藍色。而斜對角線在下半部，所以本圖的深綠色面積

比上一個圖的深綠色面積還要大；本圖的深藍色面積比上個圖的深藍色面積還要小，

因此本圖的綠色面積總和大於藍色面積總和。所以，要將面積平分，則斜對角線一定

要在上半部。 

 

 

 

 

 

 

接著，我們來算當𝑘為正整數時，2𝑘 − 1個正三角形的上半部梯形長為何時，才能讓

斜對角線將面積平分。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

接著用藍色面積為全部圖形的一半來列式，因此有了以下方程式： 

 

 

(2𝑘 − 1)
√3
2 [1 + 3 + ⋯ + (2𝑘 − 1) + (𝑥 −

2𝑘 − 1
4 )]

2
−

(2𝑘 − 1)
√3
4 [𝑥 + (𝑥 −

2𝑘 − 1
4 )]

2

=
1

2
{

√3

4
[12 + ⋯ + (2𝑘 − 1)2] +

(2𝑘 − 1)
√3
4 [(𝑥 +

2𝑘 − 1
4 ) + 𝑥]

2
} 

∆𝐵𝐺𝐼面積 梯形𝐴𝐽𝐻𝐼面積 

三角形面積和+梯形𝐸𝐺𝐻𝐽面積的一半 

本圖片由作者製作 

𝑥 

√3

4
(2𝑘 − 1) 

√3

4
(2𝑘 − 1) 

 

𝑥 +
2𝑘 − 1

4
 

(2𝑘 − 1) + (2𝑘 − 3) + ⋯ + 3 + 1 
𝑥 −

2𝑘 − 1

4
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⟹
(2𝑘 − 1)√3

4
[𝑘2 + 𝑥 −

2𝑘 − 1

4
] −

(2𝑘 − 1)√3

8
(2𝑥 −

2𝑘 − 1

4
)

=
√3

8
[
(2𝑘 − 1) × 2𝑘(4𝑘 − 1)

6
] +

(2𝑘 − 1)√3

16
(2𝑥 +

2𝑘 − 1

4
) 

 

用等量公理，同乘以 64，同除以√3， 

⟹ 16(2𝑘 − 1) [𝑘2 + 𝑥 −
2𝑘 − 1

4
] − 8(2𝑘 − 1) (2𝑥 −

2𝑘 − 1

4
)

= 8 [
𝑘(2𝑘 − 1)(4𝑘 − 1)

3
] + 4(2𝑘 − 1) (2𝑥 +

2𝑘 − 1

4
) 

 

用等量公理，同除以(2𝑘 − 1)， 

⟹ 16 (𝑘2 + 𝑥 −
2𝑘 − 1

4
) − 8 (2𝑥 −

2𝑘 − 1

4
) = 8 [

𝑘(4𝑘 − 1)

3
] + 4 (2𝑥 +

2𝑘 − 1

4
) 

將等式展開， 

⟹ 16𝑘2 − 8𝑘 + 4 + 16𝑥 − 16𝑥 + 4𝑘 − 2 =
8 × (4𝑘2 − 𝑘)

3
+ 8𝑥 + 2𝑘 − 1 

⟹ 16𝑘2 − 4𝑘 + 2 =
8 × (4𝑘2 − 𝑘)

3
+ 8𝑥 + 2𝑘 − 1 

 

用等量公理，同乘以 3， 

⟹ 48𝑘2 − 12𝑘 + 6 = 8 × (4𝑘2 − 𝑘) + 24𝑥 + 6𝑘 − 3 

⟹ 16𝑘2 − 10𝑘 + 9 = 24𝑥 

⟹ 𝑥 =
16𝑘2 − 10𝑘 + 9

24
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為了便於公式的整理呈現，我們假定𝑥為上半部梯形的下底長、𝑛為最大正三角形的邊長。 

(A) 若𝑛為偶數，則𝑛 = 2𝑘。將𝑥 =
8𝑘2−3𝑘−2

12
換成𝑥 =

8(
𝑛

2
)

2
−3(

𝑛

2
)−2

12
⇒ 𝑥 =

4𝑛2−3𝑛−4

24
。 

(B) 若𝑛為奇數，則𝑛 = 2𝑘 − 1。將𝑥 =
16𝑘2−10𝑘+9

24
換成𝑥 =

16(
𝑛+1

2
)

2
−10(

𝑛+1

2
)+9

24
⇒ 𝑥 =

4𝑛2+3𝑛+8

24
。 

 

將公式整理成以下表格並寫成定理【3】、【4】： 

 大於 2 的偶數𝑛 = 2𝑘 (𝑘 ≥ 2的整數) 奇數𝑛 = 2𝑘 − 1 (𝑘 ≥ 1的整數) 

以𝑘表示 

上半部梯形 

的下底長 

8𝑘2 − 3𝑘 − 2

12
 

16𝑘2 − 10𝑘 + 9

24
 

以𝑛表示 

上半部梯形 

的下底長 

4𝑛2 − 3𝑛 − 4

24
 

4𝑛2 + 3𝑛 + 8

24
 

 

 

【定理 3】 

有邊長 1、2、3、…、𝑛的規律正三角形，且𝑛為大於 2 的偶數。當最大正三角形

旁的上半部梯形，其下底長度為
4𝑛2−3𝑛−4

24
時，斜對角線就能將面積平分。 

 

 

【定理 4】 

有邊長 1、2、3、…、𝑛的規律正三角形，且𝑛為正奇數。當最大正三角形旁的上

半部梯形，其下底長度為
4𝑛2+3𝑛+8

24
時，斜對角線就能將面積平分。 
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伍、研究結果: 
 

【定理 1】 

有邊長 1、2、3、…、𝑛的規律正方形。當最大正方形旁的上半部長方形，其長度

為
𝑛2−1

3
時，斜對角線就能將面積平分。 

 

【定理 2】 

已知𝑎1、𝑎2、𝑎3、⋯、𝑎𝑛為首項𝑎，公差𝑑的等差數列，其中𝑎、𝑑皆為正整數。若

有邊長𝑎1、𝑎2、𝑎3、⋯、𝑎𝑛的規律正方形。當最大正方形旁的上半部長方形，其

長度為
(𝑛−1)𝑛𝑑

3
[1 +

2𝑎−𝑑

𝑎𝑛
]時，斜對角線就能將面積平分。 

 

【定理 3】 

有邊長 1、2、3、…、𝑛的規律正三角形，且𝑛為大於 2 的偶數。當最大正三角形

旁的上半部梯形，其下底長度為
4𝑛2−3𝑛−4

24
時，斜對角線就能將面積平分。 

 

【定理 4】 

有邊長 1、2、3、…、𝑛的規律正三角形，且𝑛為正奇數。當最大正三角形旁的上

半部梯形，其下底長度為
4𝑛2+3𝑛+8

24
時，斜對角線就能將面積平分。 

 

 

陸、討論： 

首先，在正方形上，我們利用綠色及藍色面積相等的關係，使左下角的空格等於右上角

的空格，進而算出長方形的長𝑥為何，斜對角才能將面積平方，接著將結果一般化及推廣。其

次，關於正三角形，我們先把圖形從左上到右下切開，讓下面的直角三角形減掉多餘的梯形，

其面積等於整個圖形的一半，如此就能得出梯形下底長𝑥的數值。雖然一開始的推算過程複雜

且困難，但經過多次計算後也逐漸掌握了技巧。如果還要更深入研究，可以探討：正三角形的

等差化、正六邊形…等許多可以研究的規律或圖形，期待日後可以繼續探討。 
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一、國中數學課本，第四冊，康軒文教事業。 

二、曾嘉儀，康軒版麻辣講義，第四冊。 

三、高中數學課本，第二冊，翰林文教事業。 

四、2018 年希望杯 7 年級試題。 

 

 

 



【評語】030421  

本作品主題取材參考 2018 年希望杯數學競賽七年級試

題，作者從幾何構圖出發，依序探討將一系列大小漸增的正方形

與正三角形排列後（正方形和正三角形組成的「毛毛蟲」狀圖

形），如何透過加上特定輔助圖形，使對角線能將整體圖形面積

平均分割。研究通過幾何面積計算，成功歸納出長方形長度和梯

形下底的具體數值和一般化證明，展現了紮實的幾何計算和歸納

能力。 

建議： 

推導過程的詳盡度：報告中提及「經過多次計算後也逐漸掌

握了技巧」，但部分推導步驟（例如正方形或正三角形面積平分

公式的完整推導）較為精簡，建議補充，以提高證明嚴謹性。 
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 伸縮毛毛蟲- 

如何將正方形與正三角形的規律圖形面積平分 

 

本圖片由作者製作 



壹、 研究動機 
為了熟悉獨立研究的做法，老師建議我們做看看獨立研

究。我們在各大數學競賽找題目，大部分的題目都不適合拿來做

獨立研究，於是在我們的精挑細選之下，選中了兩種題目。我們

原本找的是另一個題目，研究一段時間後，無法產出一般化的結

果，因此我們 3 人和老師討論過後，果斷放棄原本的題目，而選

擇了現在的題目。 

貳、研究目的 
學習獨立研究的順序，以及思考遇到問題時該怎麼解決，試

著從多種方面思考答案。還能學會以前不會用的公式。順便訓練

上台發表的膽量，而且可以跟同學炫耀說我有參與全國科展喔。 

參、研究設備及器材 
紙、筆、電腦、GeoGebra。 

肆、研究過程或方法 

一、 研究主題說明 

以下是這次研究的題目(2018 年希望杯 7 年級試題[4])。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

正方形𝐴𝐵𝐼𝐽，𝐵𝐶𝐺𝐻，𝐶𝐷𝐸𝐹的邊長依次為 10 公分、8 公分和

6 公分。它們和一個長方形𝐿𝑇𝐽𝐾放在一起，組成上圖的陰影

多邊形。其中𝐴，𝐵，𝐶，𝐷在同一條直線上，𝐾，𝐽，𝐼也在同

一條直線上。已知𝐾𝐿 = 5公分，𝐾𝐷平分陰影多邊形的面積，

則𝐾𝐽為多少公分？ 

1. 將正方形的邊長從 1，2，3，4…依序增加。 

2. 將圖形塗上顏色。因此我們的問題變成『請問長方形的長𝑥為

多少時，可以讓綠色多邊形的面積等於藍色多邊形？』。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

二、 公式 

以下是我們在研究過程中需用到的公式。 

(1) 1 + 2 + 3 + ⋯ + 𝑛 = ∑ 𝑘𝑛
𝑘=1 =

𝑛(𝑛+1)

2
                          

(2) 12 + 22 + 32 + ⋯ + 𝑛2 = ∑ 𝑘2𝑛
𝑘=1 =

𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
  

(3) 𝑐1、𝑐2為常數，則∑ (𝑐1𝑎𝑘 ± 𝑐2𝑏𝑘)𝑛
𝑘=1 = 𝑐1 ∑ 𝑎𝑘

𝑛
𝑘=1 ± 𝑐2 ∑ 𝑏𝑘

𝑛
𝑘=1  

(4) 正三角形的高=
√3

2
𝑛，正三角形面積=

√3

4
∙ 𝑛2，𝑛為邊長。       

三、 正方形 

1. 一個正方形、兩個正方形： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

為了讓藍色和綠色多邊形面積相等，我們必須使右上角的四邊形

𝐶𝐷𝐸𝐽與左下角的四邊形𝐴𝐻𝐺𝐼面積相等，因此長方形的長為 1。 

 

2. 三個正方形： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
3

2
𝑥 = 3 × (1 + 2) − 12 − 22，可得到

3

2
𝑥 = 4 ⇒ 𝑥 =

8

3
。 

 

我們把 1〜8 個正方形的數據做成以下表格： 

正方形個數 1 2 3 4 5 6 7 8 

長方形的長 0 1 
8

3
 5 8 

35

3
 16 21 

 

3. 現在來說明為什麼斜對角線只能通過最大正方形的上半部。 

(1) 𝑛個正方形，且斜對角線通過最大正方形的中點。  

 

 

 

 

 

 

淺綠色和淺藍色面積相等， 

深藍色面積=
1

2
[(1 + 2 + ⋯ + 𝑛)

𝑛

2
] =

𝑛2(𝑛+1)

8
， 

深綠色面積= (12 + 22 + ⋯ + 𝑛2) −
𝑛2(𝑛+1)

8
 

=
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6
−

𝑛2(𝑛 + 1)

8
 

=
(𝑛 + 1)(5𝑛2 + 4𝑛)

24
>

(𝑛 + 1) × 3𝑛2

24
=

𝑛2(𝑛 + 1)

8
， 

斜對角線不可能通過中點 

 

(2) 若斜對角線通過最大正方形的下半部，和第(1)小題比較

後，發現深綠色面積比深藍色多更多，且淺綠色面積又大

於淺藍色，因此所有綠色的面積會大於所有藍色面積，因

此斜對角線只能通過上半部。 

 

 

 

 

4. 當正方形有𝑛個時： 

 

 

 

 

 

 

設長方形的長為𝑥，可以列出方程式： 

𝑛

2
𝑥 = 𝑛[1 + 2 + ⋯ + (𝑛 − 1)] − [12 + 22 + ⋯ + (𝑛 − 1)2] 

𝑛

2
𝑥 = 𝑛 [

(𝑛 − 1)𝑛

2
] −

(𝑛 − 1)𝑛(2𝑛 − 1)

6
 

⇒
1

2
𝑥 =

(𝑛 − 1)𝑛

2
−

(𝑛 − 1)(2𝑛 − 1)

6
 

⇒ 3𝑥 = 𝑛2 − 1  ⇒  𝑥 =
𝑛2−1

3
， 

因此可以知道長方形的長為𝑥 =
𝑛2−1

3
。所以我們得到【定理 1】 

【定理 1】 

若有邊長 1、2、3、…、𝑛的規律正方形。當最大正方形旁的上

半部長方形，其長度為
𝑛2−1

3
時，斜對角線就能將面積平分。 

 
基本上，我們已經解決一開始的問題了。在研究正方形的過程

中，我們發現只要讓斜對角線一直保持在最大正方形的上半

部，接著不管怎麼改變斜對角線，下半部的藍色多邊形面積總

是保持不變，這個發現也在之後幫了我們解決更困難的問題。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
5. 接著把正方形邊長，改成正整數的等差數列：『有𝑛個規律正

方形，其邊長依序為𝑎1 = 𝑎，𝑎2 = 𝑎 + 𝑑，𝑎3 = 𝑎 + 2𝑑，𝑎4 =

𝑎 + 3𝑑，⋯，𝑎𝑛 = 𝑎 + (𝑛 − 1)𝑑，其中𝑎、𝑑皆為正整數』 

 
(1) 因版面問題，我們這裡省略斜對角線只能通過最大正方形

上半部的說明，詳細說明，請看作品說明書。 

(2) 我們先算所有正方形的面積總和： 

∑ 𝑎𝑘
2

𝑛

𝑘=1

= ∑ 𝑎2

𝑛

𝑘=1

+ 2𝑎𝑑 ∑(𝑘 − 1)

𝑛

𝑘=1

+ 𝑑2 ∑(𝑘 − 1)2

𝑛

𝑘=1

 

= 𝑛𝑎 𝑎𝑛 +
(𝑛 − 1)𝑛(2𝑛 − 1)

6
𝑑2 

(3) 深藍色直角三角形面積=
1

2
𝑎𝑛 [𝑛𝑎 +

(𝑛−1)𝑛

2
𝑑]。 

本圖片摘自 2018 年希望杯 7 年級試題第 22 題[4] 

𝑥 
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3 

3

2
 

2 1 
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(4) 當正方形有𝑛個時(第一個正方形邊長𝑎、公差𝑑)： 

設長方形長𝑥，利用藍色面積等於全部塗色面積的一半： 

1

2
(∑ 𝑎𝑘

2

𝑛

𝑘=1

+
𝑎𝑛

2
𝑥) =

1

2
𝑎𝑛 [𝑛𝑎 +

(𝑛 − 1)𝑛

2
𝑑] 

 

 

 

⇒
𝑎𝑛

2
𝑥 = 𝑎𝑛 [𝑛𝑎 +

(𝑛−1)𝑛

2
𝑑] −  𝑛𝑎 𝑎𝑛 −

(𝑛−1)𝑛(2𝑛−1)

6
𝑑2    ⇒ 𝑥 = (𝑛 − 1)𝑛 𝑑 −

(𝑛−1)𝑛(2𝑛−1)𝑑2

3𝑎𝑛
  = (𝑛 − 1)𝑛𝑑 (

1

3
+

2𝑎−𝑑

3𝑎𝑛
)  =

(𝑛−1)𝑛𝑑

3
(1 +

2𝑎−𝑑

𝑎𝑛
)。 

【定理 2】已知𝑎1、𝑎2、𝑎3、⋯、𝑎𝑛為首項𝑎，公差𝑑的等差數列，其中𝑎、𝑑皆為正整數。若有邊長𝑎1、𝑎2、𝑎3、⋯、𝑎𝑛的規律正方形。當最大正方形旁

的上半部長方形，其長度為
(𝑛−1)𝑛𝑑

3
(1 +

2𝑎−𝑑

𝑎𝑛
)時，斜對角線就能將面積平分。 

二、 正三角形 

我們計算的想法為藍色面積為全部的一半，為了方便計算藍色多邊形

的面積，我們採用下半部的直角∆𝐵𝐷𝐺面積減去空白處的梯形𝐴𝐹𝐸𝐺面

積來算。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

為了方便討論，我們假設梯形的下底𝐸𝐹為𝑥，因為正三角形的邊長為

1，所以高為
√3

2
。因為𝐹點為𝐴𝐶中點，所以𝐸𝐺的長度為𝐷𝐺的一半，因

此𝐸𝐺 =
√3

2

2
=

√3

4
。因為𝐴𝐼 =

1

2
且𝐹點為𝐴𝐶中點，所以𝐴𝐻 =

1

2
𝐴𝐼 =

1

4
，

則𝐺𝐴 = 𝐺𝐻 − 𝐴𝐻 = 𝑥 −
1

4
、𝐷𝐶 = 𝐺𝐻 + 𝐻𝐼 = 𝑥 +

1

4
，接著用藍色面積

為全部圖形的一半來列式，因此有了以下方程式： 

 

√3
2 [(𝑥 −

1
4) + 1]

2
−

√3
4 [𝑥 + (𝑥 −

1
4)]

2
  =    

1

2
[
√3

4
× 12 +

√3
4 [(𝑥 +

1
4) + 𝑥]

2
] 

 

 

⟹  𝑥 =
5

8
 

 

(1) 斜對角線𝐵𝐹通過最大正三角形邊長的上半部時，藍色多邊形的面積保持不變： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

藍色面積為
√3[(𝑥−

1

2
)+2]

2
−

√3

2
[𝑥+(𝑥+

1

2
)]

2
=

5√3

8
，這代表藍色面積和梯形的下底𝐺𝐻無關 

 

 

 

既然藍色多邊形面積不變，那我們想要讓上半部的綠色多邊形面積和藍色相等，

觀察右圖，可發現綠色面積比較大，我們就思考綠色多邊形面積什麼時候最小，

因此有了第(2)個步驟。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) 若斜對角線通過最大正三角形的上半部時，不可能將面積平分： 

綠色面積= (
√3

4
× 12 +

√3

4
× 22) +  

1

2
×

√3

2

2
 −

5√3

8
=

5√3

4
+

√3

8
−

5√3

8
=

6√3

8
>

5√3

8
=藍色， 

 

 

 

即使讓綠色面積最小了，它還是比藍色面積還大，因此斜對角線通過最大正三角

形的上半部時，不可能將面積平分。 

 

(3) 接著說明當斜對角線

通過最大正三角形的

下半部時，也不可能

將面積平分： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

接著用藍色面積為全部圖形的一半來列式： 

 

 

3√3
2 [1 + 3 + (𝑥 −

3
4)]

2
   −    

3√3
4 [𝑥 + (𝑥 −

3
4)]

2

=
1

2
 {

√3

4
(12 + 22 + 32) +

3√3
4 [(𝑥 +

3
4) + 𝑥]

2
} 

 

 

⟹ 𝑥 =
53

24
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2√3[1 + 3 + (𝑥 + 1)]

2
−

√3[𝑥 + (𝑥 + 1)]

2
=

1

2
[
√3

4
(12 + 22 + 32 + 42) +

√3[(𝑥 − 1) + 𝑥]

2
] 

⟹  𝑥 = 2 
 

正方形面積和 長方形面積 ∆𝐴𝐵𝑄面積 
[𝑎 + (𝑛 − 1)𝑑] + ⋯ + (𝑎 + 2𝑑) + (𝑎 + 𝑑) + 𝑎 

 

𝑎𝑛 

𝑥 

𝑎𝑛

2
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∆𝐵𝐷𝐺面積 梯形𝐴𝐹𝐸𝐺

面積 ∆𝐴𝐵𝐶面積加上梯形𝐶𝐷𝐸𝐹

面積的一半 

兩三角形面積和 藍色面積 ∆𝐹𝐺𝐻面積 

∆𝐵𝐺𝐽面積 梯形𝐴𝐼𝐻𝐽面積 

三角形面積和+梯形𝐼𝐹𝐺𝐻面積 

的一半 

𝑥 

3√3

4
 

𝑥 −
3

4
 

𝑥 +
3

4
 

3

4
 

3

4
 

3√3

4
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1

2
 

1

2
 

√3
2

× 2

2
 

𝑥 

本圖片由作者及指

導老師共同製作 

𝑥 

√3
2 × 𝟏

2
 

1

4
 

𝟏 

𝑥 −
1

4
 

𝑥 +
1

4
 

本圖片由作者及指

導老師共同製作 



做到這裡之後，我們把 1〜8 個正三角形的數據做成以下表格， 

正三角形個數 1 2 3 4 5 6 7 8 

上半部梯形的下底長 
5

8
 無解 

53

24
 2 

41

8
 

61

12
 

75

8
 

19

2
 

我們發現，我們應該將問題分成有奇數個三角形及有偶數個三角形，這樣才能將情況一般化。 

1. 偶數個正三角形：我們假設有2𝑘個正三角形，𝑘 ≥ 1的整數。 

(1) 若斜對角線通過最大正三角形邊長的中點： 

 

 

 

深藍色的三角形面積=
1

2
{[1 + 3 + 5 ⋯ + (2𝑘 − 1)]

√3𝑘

2
} =

  6𝑘3

24
√3 

深綠色的面積=
√3

4
[12 + 22 + ⋯ + (2𝑘)2] −

√3𝑘3

4
−

1

2
𝐷𝐸 × 𝐷𝐻 =

10𝑘3+9𝑘2+2𝑘

24
√3，因為𝑘 ≥ 1。 

所以深綠色的面積=
10𝑘3+9𝑘2+2𝑘

24
√3 >

  6𝑘3

24
√3 =深藍色的面積。 

(2) 若斜對角線通過最大正三角形邊長的下半部：  

 

(3) 斜對角線通過最大正三角形邊長的上半部： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑘√3 [1 + 3 + ⋯ + (2𝑘 − 1) + (𝑥 +
𝑘
2

)]

2
−

𝑘
2 √3 [𝑥 + (𝑥 +

𝑘
2

)]

2
=

1

2
{

√3

4
[12 + ⋯ + (2𝑘)2] +

𝑘
2 √3 [(𝑥 −

𝑘
2

) + 𝑥]

2
}  ⟹  𝑥 =

8𝑘
2

− 3𝑘 − 2
12

, 𝑘 ≥ 2 

 

 

2. 奇數個正三角形：我們假設有2𝑘 − 1個正三角形，𝑘 ≥ 1的整數。 

因版面問題，我們省略斜對角線為什麼一定不在下半部的說明，直接算 

√3
2

(2𝑘 − 1) [1 + 3 + ⋯ + (2𝑘 − 1) + (𝑥 −
2𝑘 − 1

4
)]

2
−

√3
4

(2𝑘 − 1) [𝑥 + (𝑥 −
2𝑘 − 1

4
)]

2
=

1

2
{

√3

4
[12 + ⋯ + (2𝑘 − 1)2] +

√3
4

(2𝑘 − 1) [(𝑥 +
2𝑘 − 1

4
) + 𝑥]

2
} 

 

 

⟹ 𝑥 =
16𝑘2 − 10𝑘 + 9

24
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【定理 3】有邊長 1、2、3、…、𝑛的規律正三角形，且𝑛為大於 2 的偶數。當最大正三角形旁的上半部梯形，其下底長度為
4𝑛2−3𝑛−4

24
時，

斜對角線就能將面積平分。 
 

【定理 4】有邊長 1、2、3、…、𝑛的規律正三角形，且𝑛為正奇數。當最大正三角形旁的上半部梯形，其下底長度為
4𝑛2+3𝑛+8

24
時，斜對角

線就能將面積平分。 

伍、研究結果 

【定理 1】若有邊長 1、2、3、…、𝑛的規律正方形。當最大正方形旁的上半部長方形，其長度為
𝑛2−1

3
時，斜對角線就能將面積平分。 

 

【定理 2】已知𝑎1、𝑎2、𝑎3、⋯、𝑎𝑛為首項𝑎，公差𝑑的等差數列，其中𝑎、𝑑皆為正整數。若有邊長𝑎1、𝑎2、𝑎3、⋯、𝑎𝑛的規律正方形。

當最大正方形旁的上半部長方形，其長度為
(𝑛−1)𝑛𝑑

3
(1 +

2𝑎−𝑑

𝑎𝑛
)時，斜對角線就能將面積平分。 

 

【定理 3】有邊長 1、2、3、…、𝑛的規律正三角形，且𝑛為大於 2 的偶數。當最大正三角形旁的上半部梯形，其下底長度為
4𝑛2−3𝑛−4

24
時，

斜對角線就能將面積平分。 
 

【定理 4】有邊長 1、2、3、…、𝑛的規律正三角形，且𝑛為正奇數。當最大正三角形旁的上半部梯形，其下底長度為
4𝑛2+3𝑛+8

24
時，斜對角

線就能將面積平分。 

陸、討論 
首先，在正方形上，我們利用綠色及藍色面積相等的關係，使左下角的空格等於右上角的空格，進而算出𝑥，接著將結果一般化及

推廣。其次，關於正三角形，我們先把圖形從左上到右下切開，讓下面三角形的面積減掉多餘的梯形後等於整個圖形的一半，如此就能

得出𝑥的數值。雖然一開始的推算過程複雜困難，但經過多次計算後也逐漸掌握了技巧。若還要深入研究，可以探討：正三角形的等差

化、正六邊形…等許多可以研究的規律或圖形，期待日後可以繼續探討。 

柒、參考資料及其他 
一、國中數學課本，第四冊，康軒文教事業。              二、曾嘉儀，康軒版麻辣講義，第四冊。 

三、高中數學課本，第二冊，翰林文教事業。              四、2018 年希望杯 7 年級試題。 

 

∆𝐵𝐸𝑅面積 梯形𝐴𝐻𝐹𝑅面積 三角形面積和+梯形𝐷𝐸𝐹𝐻面積的一半 

∆𝐵𝐺𝐼面積 梯形𝐴𝐽𝐻𝐼面積 
三角形面積和+梯形𝐸𝐺𝐻𝐽面積的一半 

𝑥 +
𝑘

2
 

𝑥 −
𝑘

2
 

 

𝑘

2
 

𝑘

2
√3 

𝑘

2
√3 

 

𝑥 

(2𝑘 − 1) + (2𝑘 − 3) + ⋯ + 3 + 1 

本圖片由作者及指

導老師共同製作 

𝑥 

√3

4
(2𝑘 − 1) 

√3

4
(2𝑘 − 1) 

 

𝑥 +
2𝑘 − 1

4
 

(2𝑘 − 1) + (2𝑘 − 3) + ⋯ + 3 + 1 
𝑥 −

2𝑘 − 1

4
 

 

本圖片由作者及指

導老師共同製作 

本圖片由作者製作 

本圖片由作者製作 


	030421-封面
	030421-本文
	030421-評語
	030421-作品海報

