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壹、摘要 

滿足如下遞迴關係的數列，我們給出豐富且新穎的結果 ： 

𝑎𝑛𝑎𝑛−3 − 𝑎𝑛−2𝑎𝑛−1 = 𝑘， 

它可以轉換成四階線性遞迴式，研究過它的科展作品皆使用特徵方程，我們則從遞迴關係式

去推導，手法更簡潔，更得到： 

1.它是整數數列的充份條件。 

2.當固定𝑛，以𝑘為項次，則形成的數列為多階等差數列。 

新的結果有： 

1.研究項次推廣的遞迴數列： 

                                                                   𝑎𝑁+𝑅𝑎𝑀−𝑅 − 𝑎𝑁 𝑎𝑀 = 𝑘， 

它可轉換成若干個線性遞迴數列，我們還發現將前述若干迴數列，統整成用單一個數列表示 

的方法。 

2.探討一般化的數列 

𝛼𝑎𝑛𝑎𝑛−3 − 𝛽𝑎𝑛−2𝑎𝑛−1 = 𝑘， 

條件設定請看說明書。我們得到一些初步成果。 

最後應用本作品的結論，解決某科展作品未解決的問題。 

貳、研究動機 

我們對數學很有興趣，經常嘗試解題和積極學習新知，除了為學校資優數學小組的一

員，也參與科展研究團隊。在找尋研究題材時，看到問題 1，得到了初步的解題過程後，便

加以著手研究。 
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參、原始問題 

本作品題目（[1]）來自《科學研習雙月刊》57-04 期的森棚教官的數學專欄，內容如

下： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

問題 1（本作品主要探討問題）.  

小志在書上看到一段敘述：「一個數列如下定義，前三項是𝑎1 = 1, 𝑎2 = 1, 𝑎3 = 2，

從第三項以後開始，每一項都由之前的三項按照以下的規則產生： 

𝑎𝑛 =
1

𝑎𝑛−3

(𝑎𝑛−2𝑎𝑛−1 + 3)， 

則這個整數數列……」 

小定說：「這很奇怪啊，因為有一個𝑎𝑛−3在分母，你怎麼知道除得盡呢？」 

但不管如何，小志試了一下，得到這個數列是 

1,1,2,5,13,34,89,233,610,…… 

還真的都是整數。 

小定說：「這很難說吧，如果改成： 

𝑎𝑛 =
1

𝑎𝑛−3

(𝑎𝑛−2𝑎𝑛−1 + 2)， 

得到： 

1,1,2,4,10,21,53,
223

2
,
563

2
, … …  

雖然前幾項是整數，後面就跑出分數了。所以你怎麼知道不會跑出分數？」 

到底誰對？你能找出一般的規則嗎？ 
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肆、研究目的 

一、給出問題 1 的解題過程。 

二、探討問題 1 在任意初始值的解。 

三、將問題 1 遞迴式改寫為一般化的形式：𝑎𝑁+𝑅𝑎𝑀−𝑅 ± 𝑎𝑁 𝑎𝑀 = 𝑘，進行探討。 

四、試探討𝛼𝑎𝑁+𝑅𝑎𝑀−𝑅 − 𝛽𝑎𝑁 𝑎𝑀 = 𝑘，𝛼、𝛽均為非零整數、𝑘為任意整數。 

伍、研究工具 

計算紙、筆、Microsoft Excel試算表。 
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陸、文獻探討 

一、與相關科展作品的比較.   

目前找到 2 件作品（[4]、[5]）研究過問題 1，統整其研究內容和本作品的比較如表

1。 

表 1. 本作品與另外 2 件研究問題 1 的科展作品之比較（本作品作者親自製表） 

作品 

名稱 

分項 
是整數嗎? 似「費」數! 是整數嗎 整數與否看源頭 

來源 嘉義市 37 屆科展 新北市 108 學年度科展 本作品 

主要 

結論 

1. 〈𝑎𝑛〉是費氏數列的奇數

項。 

2. 〈𝑎𝑛〉在幾何上的表現。 

3. 𝑎𝑛 =
1

𝑎𝑛−3
(𝑎𝑛−2𝑎𝑛−1 +

(2𝑘 + 1))的一般式。  

1.由二階線性遞迴關係式轉

換成非線性遞迴關係式。 

2.能轉換成〈𝑎𝑛〉的必要條

件。 

3. 〈𝑎𝑛〉可轉換成二階齊次線

性遞迴的充要條件。 

4.雖不符作品的定理，但仍

有可能是整數數列。 

5.二階齊次線性遞迴數列中

一段連續項其間各項所具

有的非線性關係。 

6.承 5，奇偶項抽離，與 2

二階齊次線性遞迴數列合

併。 

1. 〈𝑎𝑛〉為交錯型齊次線性

遞迴數列。 

2. 〈𝑎𝑛〉是整數數列的充份

條件。 

3. 固定𝑛，以𝑘為項次

    〈𝑎𝑛〉是多階等差數列。 

4.研究一般化的𝑎𝑁+𝑅    

     =
1

𝑎𝑀−𝑅

(𝑎𝑁𝑎𝑀 + 𝑘) 

5. 𝑎𝑛可表示為𝑘的多項

式。 

6.|𝛼| ≥ 1、|𝛽| ≥ 1初步

探討。 

本作品與 

其他兩件 

的差異 

  1.給出問題 1 自第幾項就

會出現非整數的規律。 

2. 〈𝒂𝒏〉是整數數列的充份

條件。 

3.固定𝒏，𝒌為項次的數

列為多階等差數列。 

3.研究更一般化的數列形

式。 

補充說明 2.  本作品和其他兩件作品相較，我們的研究結果更一般化、完整和豐富。 
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柒、研究過程與討論 

一、問題一的解題過程 

（一）觀察數據.  利用 Excel 試算數據如表 2： 

表 2.  計算 𝑎𝑛𝑎𝑛−3 − 𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2 = 𝑘 ， 1 ≤ 𝑛 ≤ 12 , 0 ≤ 𝑘 ≤ 10 的𝑎𝑛值（本作品作者親自製

表） 

 

（二）分析 

（1）見表 2 灰色網底的部份，當𝒌為 0 和奇數時，問題 1 的數列是整數數列。 

（2） 𝑘 = 0時，𝑎𝑛值是 2 的冪次，推測規律為 

𝑎𝑛 = 2[
𝑛−1

2
]，當𝑘 = 0。 

      𝑎𝑛 
𝑘     

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8 𝑎9 𝑎10 𝑎11 𝑎12 

0 1 1 2 2 4 4 8 8 16 16 32 32 

1 1 1 2 3 7 11 26 41 97 153 362 571 

2 1 1 2 4 10 21 53 111
1

2
 281

1

2
 592

1

4
 1495

1

4
 3145

7

8
 

3 1 1 2 5 13 34 89 233 610 1597 4181 10946 

4 1 1 2 6 16 50 134 419 1123 3511
1

2
 9411

1

2
 29428

3

4
 

5 1 1 2 7 19 69 188 683 1861 6761 18422 66927 

6 1 1 2 8 22 91 251 1038
1

2
 2864

1

2
 11851

3

4
 32690

3

4
 135256

5

8
 

7 1 1 2 9 25 116 323 1499 4174 19371 53939 250324 

8 1 1 2 10 28 144 404 2078 5830 29987 84131 432733
1

2
 

9 1 1 2 11 31 175 494 2789 7873 44449 125474 708395 

10 1 1 2 12 34 209 593 3645
1

2
 10343

1

2
 63587

1

4
 180418

1

4
 1109131

3

8
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（3）𝑘為偶數時，數列中開始出現為非整數的項次不同，統整如下： 

表 3.  觀察表 2，〈𝑎𝑛〉開始出現非整數的項次（本作品作者親自製表） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（三）問題 1 的解答 

為了方便敘述，將問題 1 改寫為下列寫法： 

問題 3(改寫問題 1) .   規定遞迴數列如下： 

𝑎𝑛𝑎𝑛−3 − 𝑎𝑛−2𝑎𝑛−1 = 𝑘， 𝑎1 = 𝑎2 = 1、𝑎3 = 2。                                    (1) 

3.1. 當𝑘為哪些整數時，〈𝑎𝑛〉的每一項都是整數？ 

3.2. 當𝑘為哪些整數時，〈𝑎𝑛〉裡有些項是非整數？ 

我們給出問題 3 的解答為命題 4： 

命題 4.  承問題 3，設𝑘 = 2𝑢𝑏，𝑢 ≥ 0 且為整數，𝑏為 0 或奇數，則 

4.1. 𝑢 = 0，(𝑘為奇數)，〈𝑎𝑛〉的每一項均為整數。 

4.2. 𝑏 = 0，(𝑘＝0)，𝑎𝑛 = 2[
𝑛−1

2
]。 

4.3. 𝑢 ≥ 1，(𝑘為非零偶數)，當 1 ≤ 𝑛 ≤ 2𝑢 + 5，𝑎𝑛為整數；當𝑛 ≥ 2𝑢 + 6，  𝑎𝑛 不是整數。 

補充說明 5.  看命題 4 的 4.3，研究過問題 1 的兩件科展作品並沒有探討在什麼條件下，數

列會「跑出分數」，本作品則給出具體的規律。 

以下將使用引理 6─9 來證明命題 4。 

 

𝑘 〈𝑎𝑛〉開始出現非整數的項次 

2 = 21 × 1 8 

4 = 22 × 1 10 

6 = 21 × 3 8 

8 = 23 × 1 12 

10 = 21 × 5 8 
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引理 6. 滿足(1)，𝑛 ≥ 5 的〈𝑎𝑛〉也滿足下列遞迴式： 

𝑎𝑛 = (
3𝑘 + 5

2
) 𝑎𝑛−2 − 𝑎𝑛−4，𝑎1 = 𝑎2 = 1，𝑎3 = 2，𝑎4 = 𝑘 + 2，𝑘為整數，𝑛 ≥ 5。 (2)  

證明.  利用數學歸納法，(1)的前 9 項為 

1、1、2、𝑘 + 2、3𝑘 + 4、
1

2
(3𝑘2 + 11𝑘 + 8)、

1

2
(9𝑘2 + 27𝑘 + 16)、 

1

4
(9𝑘3 + 48𝑘2 + 75𝑘 + 32)、 

1

4
(27𝑘3 + 126𝑘2 + 171𝑘 + 64)。                                                   (3) 

 (i) 𝑎5 = 3𝑘 + 4 = (
3𝑘 + 5

2
) × 2 − 1 = (

3𝑘 + 5

2
) ×  𝑎3 −  𝑎1， 

得知命題在𝑛 = 5 情況成立。 

(ii)假設命題在𝑛 = 𝑖時成立，接著看下式： 

𝑎𝑖+1 =
1

𝑎𝑖−2

(𝑎𝑖𝑎𝑖−1 + 𝑘) =
1

𝑎𝑖−2
(((

3𝑘 + 5

2
) 𝑎𝑖−2 − 𝑎𝑖−4) 𝑎𝑖−1 + 𝑘) 

         = (
3𝑘 + 5

2
) 𝑎𝑖−1 +

1

𝑎𝑖−2

(−𝑎𝑖−4𝑎𝑖−1 + 𝑘) = (
3𝑘 + 5

2
) 𝑎𝑖−1 − 𝑎𝑖−3。 

得知命題對𝑛 = 𝑖 + 1成立，由數學歸納法證得引理 6 成立。                                                           ■ 

引理 7.  𝑘為偶數，若𝑎𝑖−2為整數、𝑎𝑖為奇數，則當𝑛 = 𝑖 + 2𝑠、𝑠為正整數，𝑎𝑛都不會是整 

數。 

證明.  根據引理 6 可知 

𝑎𝑖+2 = (
3𝑘 + 5

2
) 𝑎𝑖 − 𝑎𝑖−2 =

(3𝑘 + 5)𝑎𝑖 − 2𝑎𝑖−2

2
，𝑖 ≥ 3，                          (4) 

已知𝑘為偶數、𝑎𝑖−2為整數、𝑎𝑖為奇數，則(4)所得之分式的分子為奇數，令 

𝑎𝑖+2 =
𝑏1

2
=

𝑏1

21
， 

再求𝑎𝑖+4則有 

𝑎𝑖+4 = (
3𝑘 + 5

2
) 𝑎𝑖+2 − 𝑎𝑖 =

(3𝑘 + 5)
𝑏1

2 − 2𝑎𝑖

2
=

(3𝑘 + 5)𝑏1 − 4𝑎𝑖

4
，                           (5) 

(5)所得之分式的分子為奇數，令 
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𝑎𝑖+4 =
𝑏2

4
=

𝑏2

22
， 

……如此迭代下去，可得 

𝑎𝑖+2𝑠 =
𝑏𝑠

2𝑠
，其中𝑏𝑠為奇數， 

引理 7 得證。                                                                                                                                                      ■ 

引理 8.  𝑛 ≥ 4 的𝑎𝑛可表示為關於𝑘的多項式： 

(
1

2
)

[
𝑛−4

2
]

𝑓𝑛(𝑘)，                                                                    (6) 

其中𝑓𝑛(𝑘)為一整係數多項式，且具有下列 3 個性質： 

性質𝟖. 𝟏.  最高次為 [
𝑛 − 2

2
]，其中[  ]為高斯符號。 

性質𝟖. 𝟐.  其領導係數為奇數。 

性質𝟖. 𝟑.  常數項為2𝑛−3。 

證明.  

1. (𝟔)成立的證明 

利用數學歸納法。 

(i) 見(3)，命題對4 ≤ 𝑛 ≤9 成立。 

(ii) 假設命題分別對𝑛＝𝑖 − 1 和𝑖 − 3成立，由引理 6 推得 

𝑎𝑖+1 = (
3𝑘 + 5

2
) (

1

2
)

[
𝑖−3

2
]

𝑓𝑖−1(𝑘) − (
1

2
)

[
𝑖−5

2
]

𝑓𝑖−3(𝑘)                                         

= (
1

2
)

[
𝑖+1−4

2
]

((3𝑘 + 5)𝑓𝑖−1(𝑘) − 4𝑓𝑖−3(𝑘))。                                   (7) 

(7)中的(3𝑘 + 5)𝑓𝑖−1(𝑘) − 4𝑓𝑖−3(𝑘)也是一整係數多項式，故命題對𝑛 = 𝑖 + 1 成立，也就證

得(6)成立。 

2. 性質 8.1 

見(3)，性質 8.1 對4 ≤  𝑛 ≤9 成立，假設本性質對𝑛＝𝑖 − 1、𝑛＝𝑖 − 3成立，即𝑓𝑖−1(𝑘)和

𝑓𝑖−3(𝑘)的最高次數分別為 
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[
𝑖 − 3

2
]、 [

𝑖 − 5

2
]， 

見(7)，由(3𝑘 + 5)𝑓𝑖−1(𝑘) − 4𝑓𝑖−3(𝑘)此式可知𝑓𝑖−1(𝑘)、𝑓𝑖−3(𝑘)分別乘以(3𝑘 + 5)和 4 後加

總，最高次數為 

1 + [
𝑖 − 3

2
] = [

𝑖 − 1

2
] = [

(𝑖 + 1) − 2

2
]， 

根據數學歸納法原理，性質 8.1 得證。 

𝟑.  性質𝟖. 𝟐 

見(3)，性質 8.2 對 4 ≤  𝑛 ≤9 成立，假設本性質對𝑛＝𝑖 − 1、𝑛＝𝑖 − 3成立，見(7)， 

由(3𝑘 + 5)𝑓𝑖−1(𝑘) − 4𝑓𝑖−3(𝑘)此式可知，𝑎𝑖+1的領導係數為3𝑘𝑓𝑖−1(𝑘)的領導係數，仍是奇

數，根據數學歸納法原理，性質 8.2 得證。 

4.  性質 8.3 

見(3)，性質 8.3 對 4 ≤  𝑛 ≤9 成立，假設本性質對𝑛＝𝑖 − 1、𝑛＝𝑖 − 3成立，即𝑓𝑖−1(𝑘)和

𝑓𝑖−3(𝑘)的常數項分別為2𝑖−4和2𝑖−6，見(7)，由(3𝑘 + 5)𝑓𝑖−1(𝑘) − 4𝑓𝑖−3(𝑘)此式可知，𝑓𝑖−1(𝑘)

和𝑓𝑖−3(𝑘)的常數項分別乘以(3𝑘 + 5)和 4，得到常數項為 

5 × 2𝑖−4 − 4 × 2𝑖−6 = 5 × 2𝑖−4 − 2𝑖−4 = 4 × 2𝑖−4 = 2(𝑖+1)−3， 

根據數學歸納法原理，性質 8.3 得證。 

綜合上面討論，證得引理 8 成立。                                                                                                            ■ 

引理 9.  𝑛 ≥ 4 的𝑓𝑛(𝑘)中𝑘之 1 次項係數為奇數。 

證明. 利用數學歸納法。 

1. 見 (3)，引理對 4 ≤  𝑛 ≤9 成立。 

2. 設命題對𝑛＝𝑖 − 1、𝑖 − 3成立，分別令𝑓𝑖−1(𝑘)和𝑓𝑖−3(𝑘)的一次項係數為𝑐和𝑑，𝑐、𝑑都是奇

數，當𝑛＝𝑖 + 1時，觀察 (7)，則得(3𝑘 + 5)𝑓𝑖−1(𝑘) − 4𝑓𝑖−3(𝑘)的一次項係數為 

3 × 2𝑖−4 + 5𝑐 − 4𝑑 

仍為奇數，引理 9 得證。                                                                                                                          ■ 
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命題 4 的證明.  

𝟒. 𝟏.根據引理 6，當𝑘為奇數，
3𝑘 + 5

2
為整數，初始值為整數，可知數列的每一項皆為整數 

        ，得到命題 4 的 4.1 成立。 

4.2. 由表 2 得知，命題 4 的 4.2 對1 ≤ 𝑛 ≤ 3成立，接著看(6)及性質 8.3，可知當𝑘＝0、 

         𝑛 ≥ 4 時， 

𝑎𝑛 = (
1

2
)

[
𝑛−4

2
]

× 2𝑛−3 = 2(𝑛−3−[
𝑛−4

2
])                                                   (8) 

當𝑛為偶數，則𝑛 − 3 − [
𝑛 − 4

2
] =

2𝑛 − 6

2
−

𝑛 − 4

2
=

𝑛 − 2

2
= [

𝑛 − 1

2
]， 

當𝑛為奇數，則𝑛 − 3 − [
𝑛 − 4

2
] =

2𝑛 − 6

2
−

𝑛 − 5

2
=

𝑛 − 1

2
= [

𝑛 − 1

2
]， 

       由上述兩式得知，命題 4 的 4.2 得證。 

 

𝟒. 𝟑.注意到𝑓𝑛(𝑘) 乘以 (
1

2
)

[
𝑛−4

2
]

，𝑖 ≥ 1 的𝑘𝑖項與係數乘積值為： 

(
1

2
)

[
𝑛−4

2
]

𝑐𝑖𝑘
𝑖 = (

1

2
)

[
𝑛−4

2
]

𝑐𝑖(2𝑢𝑏)𝑖 = 2𝑢𝑖−[
𝑛−4

2
]𝑐𝑖𝑏

𝑖，其中𝑐𝑖為𝑓𝑛(𝑘)中𝑘𝑖的係數。    (9) 

      

        然後根據引理 9 及(6)得知，𝑓𝑛(𝑘)中𝑘的一次方項係數為奇數，當𝑓𝑛(𝑘) 乘以 (
1

2
)

[
𝑛−4

2
]

且 

[
𝑛 − 4

2
] = 𝑢 時， 

    𝑎𝑛會是奇數，因為看(9)可知道，此時𝑓𝑛(𝑘)除了𝑘的一次方項係數及常數項外，𝑘的其他 

   次方項乘以 (
1

2
)

[
𝑛−4

2
]

後，仍是偶數，另外從(8)可知 (
1

2
)

[
𝑛−4

2
]

乘以常數項仍得偶數。 

         

由於 

        [
𝑛 − 4

2
] = 𝑢 表示𝑛 = 2𝑢 + 5 或𝑛 = 2𝑢 + 4， 

由引理 7 即可得知命題 4 的 4.3 成立，到這裡完成了命題 4 的證明。                                  ■ 
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二、整數數列的充份條件 

（一）我們給出了問題 1 完整的解答，然後研究更一般化的情形，首先推廣引理 6，有  

命題 10.  對任意整數𝑘，給定初始值，如下的遞迴數列 

𝑎𝑛𝑎𝑛−3 − 𝑎𝑛−2𝑎𝑛−1 = 𝑘，𝑘及初始值𝑎1、𝑎2、𝑎3為給定整數。                       (10) 

就是下列四階齊次線性遞迴數列： 

𝑎𝑛 = (
𝑎1 + 𝑎5

𝑎3
) 𝑎𝑛−2 − 𝑎𝑛−4，初始值為𝑎1、𝑎2、𝑎3；𝑎4和𝑎5由(10)決定。          (11) 

證明.  由(10)的遞迴關係式可知 

𝑎𝑛𝑎𝑛−3 − 𝑎𝑛−2𝑎𝑛−1 = 𝑎𝑛−2𝑎𝑛−5 − 𝑎𝑛−4𝑎𝑛−3 = 𝑘，                                (12) 

得 

𝑎𝑛𝑎𝑛−3 + 𝑎𝑛−4𝑎𝑛−3 = 𝑎𝑛−2𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2𝑎𝑛−5，                                 (13) 

同除以𝑎𝑛−3𝑎𝑛−2，得到 

𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−4

𝑎𝑛−2
=

𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−5

𝑎𝑛−3
，                                                   (14) 

從(14)可推得 

𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−4

𝑎𝑛−2
=

𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−5

𝑎𝑛−3
=

𝑎𝑛−2 + 𝑎𝑛−6

𝑎𝑛−4
= ⋯ =

𝑎5 + 𝑎1

𝑎3
， 

命題 10 得證。                                                                                                                                                   ■ 

補充說明 11(𝑎4和𝑘的關係).  和引理 6 對比，命題 10 揭示了𝑎𝑛−2的係數值的來源，且證明 

手法是利用遞迴關係式去推導，並注意到從(12)到(14)的推導過程是雙向的，也就是從(11) 

出發，若給定初始值為𝑎1、𝑎2、𝑎3、𝑎4，也可推得(10)的關係式，並決定𝑘值。 

命題 12.   (10)這個數列為整數數列的充份條件為𝑎1𝑎2𝑎3整除(𝑎1 + 𝑎3)𝑘 + 𝑎2 𝑎3
2 + 𝑎1

2𝑎2，其

中𝑎1、𝑎2、𝑎3為初始值。 

證明.   由(11)得知若 

𝑎5 + 𝑎1

𝑎3
                                                                        (15) 
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為整數，則  (10)為整數數列。 

將𝑎5以初始值𝑎1、𝑎2、𝑎3表示，有 

                                                                 𝑎5 =
1

𝑎2
(𝑎3 ×

1

𝑎1

(𝑎2𝑎3 + 𝑘) + 𝑘)                                                    

=
𝑎3

𝑎1
(𝑎3 +

𝑘

𝑎2
) +

𝑘

𝑎2
 

                                                                        =
𝑎3

2

𝑎1
+

𝑎3𝑘

𝑎1𝑎2
+

𝑘

𝑎2
 

                                                                        =
𝑎2 𝑎3

2 + 𝑎3𝑘 + 𝑎1𝑘

𝑎1𝑎2
 

                                                                        =
(𝑎1 + 𝑎3)𝑘 + 𝑎2 𝑎3

2

𝑎1𝑎2
                                                            

代入  (15)得 

(𝑎1 + 𝑎3)𝑘 + 𝑎2 𝑎3
2

𝑎1𝑎2
+ 𝑎1

𝑎3
=

(𝑎1 + 𝑎3)𝑘 + 𝑎2 𝑎3
2 + 𝑎1

2𝑎2

𝑎1𝑎2𝑎3
， 

 

證得：如果𝑎1𝑎2𝑎3整除(𝑎1 + 𝑎3)𝑘 + 𝑎2 𝑎3
2 + 𝑎1

2𝑎2，則(10)為整數數列。                                    ■ 

不過即使𝑎1𝑎2𝑎3不整除(𝑎1 + 𝑎3)𝑘 + 𝑎2 𝑎3
2 + 𝑎1

2𝑎2，(10)仍有可能是整數數列。 

（二）當𝒂𝟏𝒂𝟐𝒂𝟑不整除(𝒂𝟏 + 𝒂𝟑)𝒌 + 𝒂𝟐 𝒂𝟑
𝟐 + 𝒂𝟏

𝟐𝒂𝟐，(𝟏𝟎)是整數數列的充要條件 

命題 13.  如果(10)轉換的四階線性遞迴數列形式如下： 

𝑎𝑛+2 =
𝑄

𝑃
𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−2，𝑛 ≥ 3，其中𝑃、𝑄為整數，𝑃 ≥ 2，(𝑃, 𝑄) = 1，          (16) 

則〈𝑎𝑛〉為整數數列的充要條件為 

〈𝑎𝑛〉是以𝑃為公比的交錯型等比數列，且𝑄 = 𝑃2 + 1。                      (17) 

定義 13.1.  交錯型等比數列意指奇數項形成的數列和偶數項形成的數列分別為某一等比數

列。 

以下引理 14─16 為證明命題 13 必要性成立的準備工具。 
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引理 14.  𝑃| 𝑎𝑛，𝑛 ≥ 3。  

證明.  對(16)等號兩邊同乘以𝑃得 

𝑃𝑎𝑛+2 = 𝑄𝑎𝑛 − 𝑃𝑎𝑛，𝑛 ≥ 3                                                   (18) 

由於(𝑃, 𝑄) = 1，引理 14 得證。                                                                                                                 ■ 

根據引理 14，可設 

𝑎𝑛 = 𝑏𝑛𝑃𝑒𝑛，𝑃 ∤ 𝑏𝑛，𝑛 ≥ 3，                                                           

則有 

引理 15.  〈𝑒2𝑖〉𝑖≥1、〈𝑒2𝑖−1〉𝑖≥1皆為嚴格遞增數列。 

證明.  首先證明 

𝑒𝑖 > 𝑚𝑖𝑛{𝑒𝑖−2，𝑒𝑛+2 }，𝑖 ≥ 3。                                             (19) 

使用反證法，假設存在𝑚使得𝑒𝑚 ≤ 𝑚𝑖𝑛{𝑒𝑚−2，𝑒𝑚+2 }，則對(20)等號兩邊同除以𝑃𝑒𝑚， 

𝑎𝑚+2 =
𝑄

𝑃
𝑎𝑚 − 𝑎𝑚−2，                                                  (20) 

得 

𝑏𝑚+2𝑃𝑒𝑚+2−𝑒𝑚+1 = 𝑄𝑏𝑚 − 𝑏𝑚−2𝑃𝑒𝑚−2−𝑒𝑚+1， 

因𝑒𝑚+2 − 𝑒𝑚 + 1 ≥ 1、𝑒𝑚−2 − 𝑒𝑚 + 1 ≥ 1，得 

𝑃|𝑄𝑏𝑚， 

然而(𝑃, 𝑄) = 1，推得𝑃|𝑏𝑚，與給定條件矛盾！故(19)成立。 

同樣使用反證法證明引理 15 成立，接續(19)成立，設存在𝑙使得𝑒𝑙 ≤ 𝑒𝑙−2，如果𝑒𝑙+2 ≥ 𝑒𝑙，

則𝑒𝑙 ≤ 𝑚𝑖𝑛{𝑒𝑙−2，𝑒𝑙+2 }，與(19)矛 盾！故𝑒𝑙+2 < 𝑒𝑙，得 

〈𝑒2𝑖〉𝑖≥[
𝑙

2
]+1

、〈𝑒2𝑖−1〉
𝑖≥[

𝑙

2
]+2

皆為嚴格遞減數列，                           (21) 

然而根據引理 14 得知 
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𝑒2𝑖 ≥ 1，𝑒2𝑖+1 ≥ 1，                                                             (22) 

故存在正整數𝑀1使得 

𝑒2𝑖 = 𝑒2𝑖+1 = 1，當𝑖 ≥ 𝑀1，                                                  (23) 

與(21)矛盾！故引理 15 得證。                                                                                                                   ■ 

引理 16.  承(16)，〈𝑎𝑛〉為整數數列的必要條件為𝑘 = 0。 

證明.   使用反證法，假設存在 𝑘 ≠ 0的〈𝑎𝑛〉為整數數列，由引理 15 得知，隨著𝑛漸增，𝑎𝑛

的因數𝑃𝑒𝑛其次方數就愈大，再看式(10)，得知 

𝑃𝐸|𝑘，其中 E 的大小沒有限制， 

與「𝑘非零且有限」矛盾！故引理 16 得證。                                                                                          ■ 

命題 13 的證明.  

必要性 

根據引理 16，〈𝑎𝑛〉為整數數列的必要條件為𝑘 = 0，將𝑘 = 0代入式(10)得 

𝑎𝑛+1 

𝑎𝑛
=

𝑎𝑛+3

𝑎𝑛+2
 或 

𝑎𝑛+2

𝑎𝑛
=

𝑎𝑛+3

𝑎𝑛+1
，                                                 (24) 

由(24)得知，可設〈𝑎𝑛〉前 6 項為 

𝑎， 𝑏，𝑎𝑟，𝑏𝑟，𝑎𝑟2，𝑏𝑟2，                                                    (25) 

其中𝑎、𝑏、𝑟為整數，容易驗證(25)的這 6 項符合(10)的𝑘 = 0的遞迴關係式，根據命題 10

的(11)可知 

𝑎 + 𝑎𝑟2

𝑎𝑟
=

𝑏 + 𝑏𝑟2

𝑏𝑟
=

1 + 𝑟2

𝑟
=

𝑄

𝑃
，                                                 (26) 

因為 

(𝑟, 1 + 𝑟2) = (𝑃, 𝑄) = 1， 

得 



15 

 

𝑟 = 𝑃， 

證得必要性成立。 

充份性 

根據(17)，可設〈𝑎𝑛〉的前 6 項如(25)，即 

𝑎𝑛 = 𝑎𝑃[
𝑛−1

2
]，𝑛為奇數， 

𝑎𝑛 = 𝑏𝑃
[

𝑛−1

2
]
，𝑛為偶數， 

可得到 

𝑎𝑛+2 = 𝑎𝑃[
𝑛+1

2
] =

1 + 𝑃2

𝑃
𝑎𝑃[

𝑛−1
2

] − 𝑎𝑃[
𝑛−3

2
] =   

1 + 𝑃2

𝑃
𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−2，𝑛為奇數，          (27) 

𝑎𝑛+2 = 𝑏𝑃[
𝑛+1

2
] =

1 + 𝑃2

𝑃
𝑏𝑃[

𝑛−1
2

] − 𝑏𝑃[
𝑛−3

2
] =   

1 + 𝑃2

𝑃
𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−2，𝑛為偶數，          (28) 

證得充份性成立，命題 13 得證。                                                                                                               ■ 

三、一般化的數列 

（一）恆等式 

從引用文獻[6]得知，問題 1 的解答之一和費氏數列有關。我們發現(1)的遞迴關係形 

式和卡西尼恆等式(Cassini's identity)相似： 

𝐹𝑛−1𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑛
2 = (±1)𝑛                                                           (29) 

該書籍證明(29)成立使用到下列的恆等式（[6]，頁 59）：如果𝑥𝑦 = 1，則有 

(𝑥𝑛+𝑘 − 𝑦𝑛+𝑘)(𝑥𝑚−𝑘 − 𝑦𝑚−𝑘) − (𝑥𝑛 − 𝑦𝑛)(𝑥𝑚 − 𝑦𝑚) = (𝑥𝑦)𝑛(𝑥𝑘 − 𝑦𝑘)(𝑥𝑚−𝑛−𝑘 − 𝑦𝑚−𝑛−𝑘) 

  (30) 

為了應用於本作品，我們證得 (30) 的一般化形式： 

命題 17(由(30)推廣的恆等式). 𝑥𝑦 = 1，𝐴、𝐵為實數，則有 

(𝐴𝑥𝑁+𝑅 − 𝐵𝑦𝑁+𝑅)(𝐴𝑥𝑀−𝑅 − 𝐵𝑦𝑀−𝑅) − (𝐴𝑥𝑁 − 𝐵𝑦𝑁)(𝐴𝑥𝑀 − 𝐵𝑦𝑀) 

= (𝑥𝑦)𝑈((𝐴𝑥𝑁+𝑅−𝑈 − 𝐵𝑦𝑁+𝑅−𝑈)(𝐴𝑥𝑀−𝑅−𝑈 − 𝐵𝑦𝑀−𝑅−𝑈) − (𝐴𝑥𝑁−𝑈 − 𝐵𝑦𝑁−𝑈)(𝐴𝑥𝑀−𝑈 − 𝐵𝑦𝑀−𝑈)) 

(31) 
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證明. 

左式= 

𝐴2𝑥𝑁+𝑀 − 𝐴𝑥𝑁+𝑅𝐵𝑥𝑀−𝑅 − 𝐴𝑥𝑀−𝑅𝐵𝑥𝑁+𝑅 + 𝐵2𝑦𝑁+𝑀 − (𝐴2𝑥𝑁+𝑀 − 𝐴𝑥𝑁𝐵𝑥𝑀 − 𝐴𝑥𝑀𝐵𝑥𝑁 

+𝐵2𝑦𝑁+𝑀) 

= (𝑥𝑦)𝑈(−𝐴𝑥𝑁+𝑅−𝑈𝐵𝑦𝑀−𝑅−𝑈 − 𝐴𝑥𝑀−𝑅−𝑈𝐵𝑦𝑁+𝑅−𝑈 + 𝐴𝑥𝑁−𝑈𝐵𝑦𝑀−𝑈 + 𝐴𝑥𝑀−𝑈𝐵𝑦𝑁−𝑈) 

= (𝑥𝑦)𝑈(𝐴2𝑥𝑁+𝑀−2𝑈 − 𝐴𝑥𝑁+𝑅−𝑈𝐵𝑦𝑀−𝑅−𝑈 − 𝐴𝑥𝑀−𝑅−𝑈𝐵𝑦𝑁+𝑅−𝑈 + 𝐵2𝑦𝑁+𝑀−2𝑈 − 𝐴2𝑥𝑁+𝑀−2𝑈 

     +𝐴𝑥𝑁−𝑈𝐵𝑦𝑀−𝑈 + 𝐴𝑥𝑀−𝑈𝐵𝑦𝑁−𝑈 − 𝐵2𝑦𝑁+𝑀−2𝑈) 

= (𝑥𝑦)𝑈((𝐴𝑥𝑁+𝑅−𝑈 − 𝐵𝑦𝑁+𝑅−𝑈)(𝐴𝑥𝑀−𝑅−𝑈 − 𝐵𝑦𝑀−𝑅−𝑈) − (𝐴𝑥𝑁−𝑈 − 𝐵𝑦𝑁−𝑈)(𝐴𝑥𝑀−𝑈 − 𝐵𝑦𝑀−𝑈)) 

■ 

補充說明 18(從命題 17 獲得靈感得出要研究的數列形式).  如果我們要探討的數列一般項表 

示法恰為 𝑎𝑁 = 𝐴𝑥𝑁 − 𝐵𝑦𝑁，且𝑥𝑦 = 1 ，𝑅，𝑈為整數，應用命題 17 則有 

𝑎𝑁+𝑅𝑎𝑀−𝑅 − 𝑎𝑁𝑎𝑀 = 𝑎𝑁+𝑅−𝑈𝑎𝑀−𝑅−𝑈 − 𝑎𝑁−𝑈𝑎𝑀−𝑈                                 (32) 

承補充說明 18，我們先略過檢驗接下來要討論數列的一般項表示法，是否如補充說明 18 

所講的形式： 𝑎𝑁 = 𝐴𝑥𝑁 − 𝐵𝑦𝑁，且𝑥𝑦 = 1，而是就數列形式去探討。 

我們從(32)得到想法，去研究接下來要探討的數列型式，即數列 19。 

數列 19.  規定一數列的遞迴關係式如下： 

𝑎𝑁+𝑅𝑎𝑀−𝑅 − 𝑎𝑁𝑎𝑀 = 𝑘，𝑅、𝑁、𝑀為給定，𝑘為整數。                  (33) 

（二）交錯型線性遞迴數列 

針對數列 19 討論，依給定遞迴關係式有  

𝑎𝑁+𝑅𝑎𝑀−𝑅 − 𝑎𝑁𝑎𝑀 = 𝑘 = 𝑎𝑀𝑎2𝑀−𝑁−2𝑅 − 𝑎𝑀−𝑅𝑎2𝑀−𝑁−𝑅， 

𝑎𝑁+𝑅𝑎𝑀−𝑅 + 𝑎𝑀−𝑅𝑎2𝑀−𝑁−𝑅 = 𝑎𝑀𝑎2𝑀−𝑁−2𝑅 + 𝑎𝑁𝑎𝑀， 

同除以𝑎𝑀𝑎𝑀−𝑅得： 

𝑎𝑁+𝑅 + 𝑎2𝑀−𝑁−𝑅

𝑎𝑀
=

𝑎2𝑀−𝑁−2𝑅 + 𝑎𝑁

𝑎𝑀−𝑅
， 

  

𝑎𝑀+(𝑁−𝑀+𝑅) + 𝑎𝑀−(𝑁−𝑀+𝑅)

𝑎𝑀
=

𝑎𝑀−𝑅+(𝑁−𝑀+𝑅) + 𝑎𝑀−𝑅−(𝑁−𝑀+𝑅)

𝑎𝑀−𝑅
。                   (34) 
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根據上述推導過程，我們得到一個命題： 

命題 20.  承數列 19，如果𝑛 ≡ 𝑛1 (𝑚𝑜𝑑 𝑅)，則 

𝑎𝑛+(𝑁−𝑀+𝑅) + 𝑎𝑛−(𝑁−𝑀+𝑅)

𝑎𝑛
=

𝑎𝑛1+(𝑁−𝑀+𝑅) + 𝑎𝑛1−(𝑁−𝑀+𝑅)

𝑎𝑛1

。                     (35) 

同理，我們可再做另一種推導： 

𝑎𝑁+𝑅𝑎𝑀−𝑅 − 𝑎𝑁𝑎𝑀 = 𝑘 = 𝑎𝑁𝑎𝑀−2𝑅 − 𝑎𝑁−𝑅𝑎𝑀−𝑅， 

𝑎𝑁+𝑅𝑎𝑀−𝑅 + 𝑎𝑁−𝑅𝑎𝑀−𝑅 = 𝑎𝑁𝑎𝑀−2𝑅 + 𝑎𝑁𝑎𝑀， 

同除以𝑎𝑀−𝑅𝑎𝑁得： 

𝑎𝑁+𝑅 + 𝑎𝑁−𝑅

𝑎𝑁
=

𝑎𝑀−2𝑅 + 𝑎𝑀

𝑎𝑀−𝑅
， 

𝑎𝑁+𝑅 + 𝑎𝑁−𝑅

𝑎𝑁
=

𝑎𝑁+𝑅−(𝑁−𝑀+𝑅) + 𝑎𝑁−𝑅−(𝑁−𝑀+𝑅)

𝑎𝑁−(𝑁−𝑀+𝑅)
，                            (36) 

同命題 20，可得 

命題 21.  承數列 19，如果𝑛 ≡ 𝑛2 (𝑚𝑜𝑑 𝑁 − 𝑀 + 𝑅)，則 

𝑎𝑛+𝑅 + 𝑎𝑛−𝑅

𝑎𝑛
=

𝑎𝑛2+𝑅 + 𝑎𝑛2−𝑅

𝑎𝑛2

。                                              (37) 

以下用具體數據來看自(35)和(37)所得到的遞迴數列。 

例 22(從具體數據顯示(35)分式的值和(37)分式值未必相等). 

給定遞迴數列如下： 

𝑎𝑛𝑎n−7 − 𝑎𝑛−3𝑎𝑛−4 = 1,初始值為𝑎1 = 𝑎2 = 1, 𝑎3 = 2, 𝑎4 = 3, a5 = 5, a6 = 8, 𝑎7 = 13，(38) 

對比(33)，(38)的𝑁 = 𝑛 − 3，𝑀 = 𝑛 − 4，𝑅 = 3，且有𝑁 − 𝑀 + 𝑅 = 4。 

然後計算𝑎8～𝑎12的值： 

𝑎8 = 16,  𝑎9 = 41,  a10 = 52
1

2
,  𝑎11 = 69

2

3
,  𝑎12 = 131

2

5
。 

接著以遞迴關係式的形式觀察係數： 

對比(35)： 
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𝑎9 =
42

5
× 𝑎5 − 𝑎1，𝑎10 =

157

16
× 𝑎6 − 𝑎2，𝑎11 =

215

39
× 𝑎7 − 𝑎3，𝑎12 =

42

5
× 𝑎8 − 𝑎4， 

對比(37)： 

𝑎7 =
14

3
× 𝑎4 − 𝑎1，𝑎8 =

17

5
× 𝑎5 − 𝑎2，𝑎9 =

43

8
× 𝑎6 − 𝑎3，𝑎10 =

55

13
× 𝑎7 − 𝑎4， 

              𝑎11 =
14

3
× 𝑎8 − 𝑎5。 

        設𝑎𝑁和𝑎𝑁+1的遞迴關係式分別如下： 

𝑎𝑁 = 𝐴1𝑎𝑁−(𝑁−𝑀+𝑅) − 𝑎𝑁−2(𝑁−𝑀+𝑅) ， 

     𝑎𝑁+1 = 𝐴2𝑎𝑁+1−(𝑁−𝑀+𝑅) − 𝑎𝑁+1−2(𝑁−𝑀+𝑅) ， 

由例 22 可知𝐴1未必 等於𝐴2。 

補充說明 23(𝐴1未必等於𝐴2的理由).  承上一行，𝐴1未必等於𝐴2，主要是因為初始值不一定 

為同一遞迴數列中連續若干項，而𝐴1和𝐴2由初始值決定，故產生𝐴1未必等於𝐴2的情況。 

為了敘述本作品研究的成果，見以下定義： 

定義 24(交錯型齊次2𝑟階線性遞迴數列).  若〈𝑎𝑛〉的遞迴數列關係式如下： 

𝑎𝑛+𝑟 = 𝐴𝑑𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−𝑟，𝐴𝑑、𝑟為給定常數，當𝑛 ≡ 𝑑 (𝑚𝑜𝑑 𝐷)，0 ≤ 𝑑 ≤ 𝐷 − 1，𝐷 ≥ 2，  (39) 

則稱〈𝑎𝑛〉為「交錯型齊次2𝑟階線性遞迴數列」。 

定義 24 意指數列的組成，是依據帶係數𝐴𝑑的項𝑎𝑛，其足碼𝑛模𝐷的剩餘分類，使用𝐷 

條齊次線性遞迴數列的關係式去表達𝑎𝑛+𝑟，由命題 20、命題 21 得到 

命題 25.  數列 19 為交錯型齊次2𝑟階線性遞迴數列。 

（三）用單一條遞迴式統整 

那麼是否存在單一個遞迴關係式，可以統整由數列 19 轉換的交錯型齊次2𝑟階線性遞迴 

數列呢？答案是肯定的，先來看下列推導： 

設𝐷 = 𝑁 − 𝑀 + 𝑅，且𝐿 = [𝑅, 𝑁 − 𝑀 + 𝑅]，可得𝑛 + 𝐿 + 𝐷 ≡ 𝑛 + 𝐷 (𝑚𝑜𝑑 𝑅)，依命題 20 可

設𝑎𝑛+𝐿+𝐷 = 𝐴𝑎𝑛+𝐿 − 𝑎𝑛+𝐿−𝐷、𝑎𝑛+𝐷 =  𝐴𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−𝐷，則有 
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𝑎𝑛+𝐿+𝐷𝑎𝑛 − 𝑎𝑛+𝐿𝑎𝑛+𝐷 = (𝐴𝑎𝑛+𝐿 − 𝑎𝑛+𝐿−𝐷)𝑎𝑛 − 𝑎𝑛+𝐿(𝐴𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−𝐷) 

     = 𝑎𝑛+𝐿𝑎𝑛−𝐷 − 𝑎𝑛+𝐿−𝐷𝑎𝑛。                                                   (40) 

注意到(40)的推導結果，其減號左邊的𝑎𝑛+𝐿和右邊的𝑎𝑛，兩項次仍模𝑅同餘，又已知 

𝑛 + 𝐿 + 𝑅 ≡ 𝑛 + 𝑅 (𝑚𝑜𝑑 𝐷)，依命題 21可設𝑎𝑛+𝐿+𝑅 =  𝐵𝑎𝑛+𝐿 − 𝑎𝑛+𝐿−𝑅、𝑎𝑛+𝑅 = 𝐵𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−𝑅 

，則有 

𝑎𝑛+𝐿+𝑅𝑎𝑛 − 𝑎𝑛+𝐿𝑎𝑛+𝑅 = (𝐵𝑎𝑛+𝐿 − 𝑎𝑛+𝐿−𝑅)𝑎𝑛 − 𝑎𝑛+𝐿(𝐵𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−𝑅) 

     = 𝑎𝑛+𝐿𝑎𝑛−𝑅 − 𝑎𝑛+𝐿−𝑅𝑎𝑛。                                                    (41) 

同樣注意到(41)的推導結果，其減號左邊的𝑎𝑛+𝐿和右邊的𝑎𝑛，兩項次仍模𝐷同餘。 

從(40)和 (41)分別得知，自𝑎𝑛+𝐿+𝐷𝑎𝑛 − 𝑎𝑛+𝐿𝑎𝑛+𝐷和𝑎𝑛+𝐿+𝑅𝑎𝑛 − 𝑎𝑛+𝐿𝑎𝑛+𝑅出發，利用代換，

可得到等式，等號右邊為各項的項次分別減𝐷和𝑅，如此迭代下去，自(40)最左式開始，我

們可以推得 

𝑎𝑛+𝐿+𝐷𝑎𝑛 − 𝑎𝑛+𝐿𝑎𝑛+𝐷 = 𝑎𝑛+𝐷𝑎𝑛−𝐿 − 𝑎𝑛𝑎𝑛+𝐷−𝐿，                                (42) 

經整理得 

𝑎𝑛+𝐷+𝐿 + 𝑎𝑛+𝐷−𝐿

𝑎𝑛+𝐷
=

𝑎𝑛+𝐿 + 𝑎𝑛−𝐿

𝑎𝑛
，                                                (43) 

同理，我們也可得到 

𝑎𝑛+𝑅+𝐿 + 𝑎𝑛+𝑅−𝐿

𝑎𝑛+𝑅
=

𝑎𝑛+𝐿 + 𝑎𝑛−𝐿

𝑎𝑛
，                                                 (44) 

由(43)、(44)可知，當𝑛 ≡ 𝑑 (𝑚𝑜𝑑 𝐷)或𝑛 ≡ 𝑟 (𝑚𝑜𝑑 𝑅)，對每一個𝑑或每一個𝑟，各能形

成一個齊次2𝐿階線性遞迴數列，也就是交錯型齊次2𝐿階線性遞迴數列，特別的當

(𝑅, 𝑁 − 𝑀 + 𝑅) = 1，則有 

命題 26.  如果(𝑅, 𝑁 − 𝑀 + 𝑅) = 1，則數列 19 可轉換為一個齊次2𝑅( 𝑁 − 𝑀 + 𝑅)階線性遞迴

數列如下： 

𝑎𝑛+𝑅(𝑁−𝑀+𝑅) = 𝐴𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−𝑅(𝑁−𝑀+𝑅)，對於𝑛 ≥ 𝑅(𝑁 − 𝑀 + 𝑅) + 1。                  (45) 

證明.   因(𝑅, 𝑁 − 𝑀 + 𝑅) = 1，可知下定不定方程(𝑥 , 𝑦)必有整數解： 

𝑅𝑥 = (𝑁 − 𝑀 + 𝑅)𝑦 + 𝑑，其中0 ≤ 𝑑 ≤ 𝑁 − 𝑀 + 𝑅 − 1， 

也就是存在𝑛𝑑 ≡ 0  (𝑚𝑜𝑑 𝑅)且𝑛𝑑 ≡ 𝑑 (𝑚𝑜𝑑 𝐷)，0 ≤ 𝑑 ≤ 𝐷 − 1 = 𝑁 − 𝑀 + 𝑅 − 2，而 

𝑛𝑑 ≡ 0  (𝑚𝑜𝑑 𝑅)產生的2𝐿階線性遞迴數列只有一種，換話說，對任意𝑛而言，可以只用一種
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遞迴式來表示，故命題得證。                                                                                                                       ■ 

不過當(𝑅, 𝑁 − 𝑀 + 𝑅) > 1，根據模𝑅或模 𝑁 − 𝑀 + 𝑅剩餘的不同，會得出不一致的遞迴

關係式，這時我們需要下列命題去得到單一的遞迴式表示數列 19， 

命題 27.  數列 19 可用下列線性遞迴關係式表示： 

𝑎𝑛+𝐿𝐷 = 𝐵1𝑎𝑛+(𝐿−1)𝐷 + 𝐵2𝑎𝑛+(𝐿−2)𝐷 + 𝐵3𝑎𝑛+(𝐿−3)𝐷 + 𝐵3𝑎𝑛+(𝐿−4)𝐷 + ⋯ + 𝐵2𝐿−1𝑎𝑛−(𝐿−1)𝐷 − 𝑎𝑛−𝐿𝐷， (46) 

其中𝐵𝑖為整數，1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝐿 − 1，𝐿 = [𝑟, 𝐷]，𝑛 ≥ 𝐿𝐷 − 1。 

先看下列引理。  

引理 28 . 令 

𝑎𝑛+𝑡𝑟 = 𝐴𝑑,𝑡𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−𝑡𝑟，                                                            (47) 

則有 

𝐴𝑑,𝑡+1 = 𝐴𝑑𝐴𝑑,𝑡 − 𝐴𝑑,𝑡−1。                                                           (48) 

證明. 注意到 

𝑎𝑛+(𝑡+1)𝑟 = 𝐴𝑑𝑎𝑛+𝑡𝑟 − 𝑎𝑛+(𝑡−1)𝑟，                                                     (49) 

𝑎𝑛−(𝑡−1)𝑟 = 𝐴𝑑𝑎𝑛−𝑡𝑟 − 𝑎𝑛−(𝑡+1)𝑟，                                                     (50) 

(49)和(50)兩式相加得到 

𝐴𝑑,𝑡+1 =
𝑎𝑛+(𝑡+1)𝑟 + 𝑎𝑛−(𝑡+1)𝑟

𝑎𝑛
=

𝐴𝑑(𝑎𝑛+𝑡𝑟 + 𝑎𝑛−𝑡𝑟) − (𝑎𝑛+(𝑡−1)𝑟 + 𝑎𝑛−(𝑡−1)𝑟)

𝑎𝑛
                     

             = 𝐴𝑑𝐴𝑑,𝑡 − 𝐴𝑑,𝑡−1                                                                                                                (51) 

■ 

由於𝑎𝑛+0 = 2𝑎𝑛 − 2𝑎𝑛−0，可知𝐴𝑑,0 = 2，根據引理 28，可知〈𝐴𝑑,𝑡〉𝑡≥0的前 5 項如下： 

2，𝐴𝑑，𝐴𝑑
2 − 2，𝐴𝑑

3 − 3𝐴𝑑，𝐴𝑑
4 − 4𝐴𝑑

2 + 2，                                      (52) 

即 

〈𝐴𝑑,𝑡〉𝑡≥0各項可表為𝐴𝑑的多項式，且首項係數＝1，                             (53) 

此由(48)即可知對任意𝑡 ≥ 0均成立。 
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令以𝐴0、𝐴1、𝐴2、⋯、𝐴𝐷−1為根的一元𝐷次方程如下： 

𝑥𝐷 + 𝐶𝐷−1𝑥𝐷−1 + 𝐶𝐷−2𝑥𝐷−2 + 𝐶𝐷−3𝑥𝐷−3 ⋯ + 𝐶1𝑥 + 𝐶0 = 0，                          (54) 

利用(54)我們可以整理成 

           
𝑎𝑛+𝐷𝐿 + 𝑎𝑛−𝐷𝐿

𝑎𝑛
= 𝐵1

𝑎𝑛+(𝐷−1)𝐿 + 𝑎𝑛−(𝐷−1)𝐿

𝑎𝑛
+ 𝐵2

𝑎𝑛+(𝐷−2)𝐿 + 𝑎𝑛−(𝐷−2)𝐿

𝑎𝑛
+ ⋯ + 𝐵𝐷， 

  對於𝑛 ≥ 𝐷𝐿 − 1。                                                                                                                                       (55) 

(55)等號兩邊同乘以𝑎𝑛並依項排列即得(46)。                                                                                       ■ 

承命題 27，則有 

命題 29.  如果(𝑅, 𝑁 − 𝑀 + 𝑅) > 1，則數列 19 可轉換為一個齊次2( 𝑁 − 𝑀 + 𝑅)𝐿階線性遞迴

數列如下： 

𝑎𝑛+𝐷𝐿 = 𝐵1𝑎𝑛+(𝐷−1)𝐿 + 𝐵2𝑎𝑛+(𝐷−2)𝐿 + ⋯ + 𝐵𝐷𝑎𝑛 + ⋯ + 𝐵2𝑎𝑛−(𝐷−2)𝐿 + 𝐵1𝑎𝑛−(𝐷−1)𝐿 + 𝑎𝑛−𝐷𝐿， 

對於𝑛 ≥ 𝑅(𝑁 − 𝑀 + 𝑅) + 1。                                                                                                                   (56) 

四、  𝑎𝑛𝑎𝑛−3 + 𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2 = 𝑘 

本節探討(10)等號左式的減號改為加號的情形，如下 

數列 30.  

𝑎𝑛𝑎𝑛−3 + 𝑎𝑛−2𝑎𝑛−1 = 𝑘，𝑘及初始值𝑎1、𝑎2、𝑎3為給定整數。                      (57) 

我們先觀察數據 

表 4.  𝑎𝑛𝑎𝑛−3 + 𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2 = 𝑘 ，𝑎1 = 𝑎2 = 1，𝑎3 = 2， 1 ≤ 𝑛 ≤ 12， 0 ≤ 𝑘 ≤ 10 

（本作品作者親自製表） 

     𝑎𝑛 

𝑘     
𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8 𝑎9 𝑎10 𝑎11 𝑎12 

0 1 1 2 -2 4 4 8 -8 16 16 32 -32 

1 1 1 2 -1 3 2 5 -3 8 5 13 -8 

2 1 1 2 0 2 1 3 −
1

2
 −3

1

2
 1

1

4
 4

3

4
 −1

1

8
 

3 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 
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4 1 1 2 2 0 2 2 3 -1 3
1

2
 2

1

2
 4

3

4
 

5 1 1 2 3 -1 4 3 7 -4 11 7 18 

6 1 1 2 4 -2 7 5 14
1

2
 −9

1

2
 28

3

4
 19

1

4
 57

5

8
 

7 1 1 2 5 -3 11 8 27 -19 65 46 157 

8 1 1 2 6 -4 16 12 46 -34 131 97 373
1

2
 

9 1 1 2 7 -5 22 17 73 -56 241 185 796 

10 1 1 2 8 -6 29 23 109
1

2
 −86

1

2
 412

1

4
 325

3

4
 1552

3

8
 

 

分析.  表 4 和表 2（頁 5）相比，除了𝑎𝑛值部份不同外，還出現一些負值。 

對(57)推導： 

𝑎𝑛𝑎𝑛−3 + 𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2 = 𝑎𝑛−2𝑎𝑛−5 + 𝑎𝑛−3𝑎𝑛−4 = 𝑘， 

𝑎𝑛𝑎𝑛−3 − 𝑎𝑛−3𝑎𝑛−4 = 𝑎𝑛−2𝑎𝑛−5−𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2， 

同除以𝑎𝑛−2𝑎𝑛−3，推得 

𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−4

𝑎𝑛−2
= − (

𝑎𝑛−1 − 𝑎𝑛−5

𝑎𝑛−3
)。                                              (58) 

由(58)即可知：若𝑎𝑛−1 = 𝐴𝑎𝑛−3 + 𝑎𝑛−5，則𝑎𝑛 = −𝐴𝑎𝑛−2 + 𝑎𝑛−4，於是得到 

命題 31 . 滿足(57)遞迴關係式的數列也是一種交錯型齊次線性遞迴數列。 
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五、 多階等差數列.  

觀察表 2（頁 5）的𝑎12那一行的值，我們發現形成一個 5 階等差數列，如下： 

圖 1.  𝑎𝑛𝑎𝑛−3 − 𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2 = 𝑘 ， 0 ≤ 𝑘 ≤ 10的𝑎12，形成一個 5 階等差數列（本作品作者親 

自製圖） 

 

 

 

 

 

𝑘 𝑎12 1 階階差 2 階階差 3 階階差 4 階階差 5 階階差 

0 32 
 
 

539 
 

2574
7

8
 

 

7800
1

8
 

 

18482
3

4
 

 

37498
1

4
 

 

68329
5

8
 

 

115067
3

8
 

 

182409
1

2
 

 
 

275661
1

2
 

 

400736
3

8
 

 
 
 

2035
7

8
 

 

5225
1

4
 

 

10682
5

8
 

 

19015
1

2
 

 

30831
3

8
 

 

46737
3

4
 

 

67342
1

8
 

 

93252 
 
 

125074
7

8
 

 
 
 
 
 

3189
3

8
 

 

5457
3

8
 

 

8332
7

8
 

 

11815
7

8
 

 

15906
3

8
 

 

20604
3

8
 

 

25909
7

8
 

 

31822
7

8
 

 
 
 
 
 
 
 

2268 
 

2875
1

2
 

 
 

3483 
 

4090
1

2
 

 
4698 

 
 

5305
1

2
 

 
 

5913 

 
 
 
 
 
 
 
 

607
1

2
 

 

607
1

2
 

 

607
1

2
 

 

607
1

2
 

 

607
1

2
 

 

607
1

2
 

1 571 

2 3145
7

8
 

3 10946 

4 29428
3

4
 

5 66927 

6 135256
5

8
 

7 250324 

8 432733
1

2
 

9 708395 

10 1109131
3

8
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我們固定𝑛，以𝑘為項次，檢驗其他𝑎𝑛也都是若干階的等差數列，關於多階等差數列，

將使用下列引理： 

引理 32(張進安，陳弘行[7]，頁 461).  設〈𝑎𝑛〉，〈𝑏𝑛〉，〈𝑐𝑛〉，⋯都是多階等差數列，𝑎1、

𝑎2、𝑏1、𝑏2、𝑐1、𝑐2、⋯為給定常數，令 

𝐴𝑛 = (𝑎1𝑛 + 𝑎2)𝑎𝑛 + (𝑏1𝑛 + 𝑏2)𝑏𝑛 + (𝑐1𝑛 + 𝑐2)𝑐𝑛 + ⋯， 

則〈𝐴𝑛〉也是多階等差數列，且階數由(𝑎1𝑛 + 𝑎2)𝑎𝑛、(𝑏1𝑛 + 𝑏2)𝑏𝑛、(𝑐1𝑛 + 𝑐2)𝑐𝑛、⋯中最高 

階者決定。 

根據對圖 1 的觀察，我們有下列命題： 

命題 33. 滿足(10)的遞迴關係式且給定任意初始值的數列，固定𝑛，𝑛 ≥ 2，以𝑘為項次形成 

的數列，本作品記為〈𝒂𝒏(𝒌)〉，其為 [
𝑛 − 2

2
]階等差數列。 

證明.   使用數學歸納法，對𝑛作歸納。 

(i)已知對整數𝑘，𝑎1(𝑘) = 𝑎1、𝑎2(𝑘) = 𝑎2、𝑎3(𝑘) = 𝑎3，〈𝑎1(𝑘)〉、〈𝑎2(𝑘)〉、〈𝑎3(𝑘)〉皆為常

數數列，即 0 階等差數列。 

(ii) 𝑎4(𝑘) =
1

𝑎1(𝑘)
(𝑎2(𝑘)𝑎3(𝑘) + 𝑘) =

1

𝑎1
𝑘 +

𝑎2𝑎3

𝑎1
， 𝑎4(𝑘 + 1) −  𝑎4(𝑘) =

1

𝑎1
為常數， 

       即〈𝑎4(𝑘)〉為 1 階等差數列。 

(iii)根據命題 10，對每一個整數𝑘，有 

𝑎5(𝑘) =
(𝑎1(𝑘) + 𝑎3(𝑘))𝑘 + 𝑎2 (𝑘)(𝑎3(𝑘))2 + (𝑎1(𝑘))2𝑎2(𝑘)

𝑎1(𝑘)𝑎2(𝑘)𝑎3(𝑘)
𝑎3(𝑘) − 𝑎1(𝑘)， 

同理， 𝑎5(𝑘 + 1) −  𝑎5(𝑘)為常數，得到〈𝑎5(𝑘)〉為 1 階等差數列 

由(i)(ii)(iii)可知，命題對𝑛 = 2、3、4、5 時成立。 

(iv)設命題對𝑛 = 𝑖和𝑖 − 2 成立，𝑖 ≥ 4，即𝑎𝑖(𝑘)和𝑎𝑖−2(𝑘)分別為 [
𝑖 − 2

2
]階和 [

𝑖 − 4

2
] 

       階等差數列， 

依命題 10 則有 

𝑎𝑖+2(𝑘) =
(𝑎1(𝑘) + 𝑎3(𝑘))𝑘 + 𝑎2 (𝑘)(𝑎3(𝑘))2 + (𝑎1(𝑘))2𝑎2(𝑘)

𝑎1(𝑘)𝑎2(𝑘)𝑎3(𝑘)
𝑎𝑖(𝑘) − 𝑎𝑖−2(𝑘)， 
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則依引理 32，𝑎𝑖+2(𝑘)是 [
𝑖 − 2

2
] + 1 = [

𝑖 + 2 − 2

2
]階等差數列，命題得證。                              ■ 

多階等差數列一般項可表示為多項式如下： 

引理𝟑𝟒（張進安，陳弘行[7]，頁 455）.  [
𝑛 − 2

2
]階等差數列一般項𝑎𝑛(𝑘)可表示為 

∑ (∑(−1)𝑗𝐶𝑖−𝑗
𝑖 𝑎𝑖+1−𝑗

𝑖

𝑗=0

 )

[
𝑛−2

2
]

𝑖=0

𝐶𝑖
𝑘−1。 

         根據引理 34，可得到𝑎𝑛(𝑘)關於𝑘的 [
𝑛−2

2
]次多項式，相較於引理 8，這個多項式的 

形式，可以看得出更清楚的整體樣貌。 

例 35(多階等差數列舉例說明).  以𝑎𝑛𝑎𝑛−3 + 𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2 = 𝑘 ，𝑎1 = 𝑎2 = 1，𝑎3 = 2，這個遞 

迴數列為例，固定𝑛 = 12，根據引理 34，則有 

𝑎12(𝑘) = (𝐶5
5𝑎6 − 𝐶4

5𝑎5 + 𝐶3
5𝑎4 − 𝐶2

5𝑎3 + 𝐶1
5𝑎2 + 𝐶0

5𝑎1)
(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)(𝑘 − 3)(𝑘 − 4)(𝑘 − 5)

5!
 

                   +(𝐶4
4𝑎5 − 𝐶3

4𝑎4 + 𝐶2
4𝑎3 − 𝐶1

4𝑎2 + 𝐶0
4𝑎1)

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)(𝑘 − 3)(𝑘 − 4)

4!
 

                   +(𝐶3
3𝑎4 − 𝐶2

3𝑎3 + 𝐶1
3𝑎2 − 𝐶0

3𝑎1)
(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)(𝑘 − 3)

3!
 

                   +(𝐶2
2𝑎3 − 𝐶1

2𝑎2 + 𝐶0
2𝑎1)

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)

2!
 + (𝐶1

1𝑎2 − 𝐶0
1𝑎1)

(𝑘 − 1)

1!
+ 𝐶0

0𝑎1 

                          

補充說明 36.   關於多階等差數列，以上的探討雖針對𝑎𝑛𝑎𝑛−3 − 𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2 = 𝑘，不過研究 

過程的方法都可以應用於𝑎𝑁+𝑅𝑎𝑀−𝑅 ± 𝑎𝑁𝑎𝑀 = 𝑘，差別是後者是要視初始值，項次依模𝑛的

剩餘，分成若干組齊次常係數線性遞迴數列而已，因篇幅有限，且方法同理，我們就不再詳

述後者的結論。 
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六、|𝜶|、 |𝜷| > 𝟏 

（一）以下探討更一般化的遞迴數列： 

數列 37.  

𝛼𝑎𝑛𝑎𝑛−3 − 𝛽𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2 = 𝑘，|𝛼|、 |𝛽| > 1，𝑘及初始值𝑎1、𝑎2、𝑎3為整數。            (59) 

我們利用試算表試算一些數據，發現除常數數列外，沒有其它整數數列，舉例如表 6。 

表 6.  2𝑎𝑛𝑎𝑛−3 − 3𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2 = 𝑘，0 ≤ 𝑘 ≤ 5，初始值𝑎1 = 𝑎2 = 1、𝑎3 = 2，1 ≤ 𝑛 ≤ 15 

（本作品作者親自製表） 

    𝑘 

 𝑎𝑛 
0 1 2 3 4 5 

1 1 1 1 1 1 1 

2 1 1 1 1 1 1 

3 2 2 2 2 2 2 

4 3 3.5 4 4.5 5 5.5 

5 9 11 13 15 17 19 

6 20.25 29.125 39.5 51.375 64.75 79.625 

7 91.125 137.4464286 192.8125 257.2083333 330.625 413.0568182 

8 307.546875 545.9264407 878.8569712 1321.507813 1889.056066 2596.682827 

9 2075.941406 3864.513625 6435.010497 9924.199181 14468.81456 20205.57388 

10 10509.45337 23024.32144 43997.05285 76484.15341 124003.3418 190533.5999 

11 106408.2154 244477.4541 483221.1159 861565.8187 1424664.988 2223899.29 

12 808037.3854 2184852.236 4955773.961 9959916.824 18314895.67 31456236.3 

13 12272067.79 34798883.01 81644148.95 168292192.1 315627670.7 550733584.1 

14 139786522.2 466487294.1 1255977649 2918249887 6086365469 11684885533 

15 3184511708 11144852161 31037501023 73964272889 1.57333E+11 3.06867E+11 

 

我們推導： 

𝛼𝑎𝑛𝑎𝑛−3 − 𝛽𝑎𝑛−2𝑎𝑛−1 = 𝛼𝑎𝑛−1𝑎𝑛−4 − 𝛽𝑎𝑛−2𝑎𝑛−3， 

𝛼𝑎𝑛𝑎𝑛−3 + 𝛽𝑎𝑛−2𝑎𝑛−3 = 𝛼𝑎𝑛−1𝑎𝑛−4 + 𝛽𝑎𝑛−2𝑎𝑛−1， 

同除以𝑎𝑛−1𝑎𝑛−3，得 
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𝛼𝑎𝑛 + 𝛽𝑎𝑛−2

𝑎𝑛−1
=

𝛼𝑎𝑛−4 + 𝛽𝑎𝑛−2

𝑎𝑛−3
， 

 

令 

   𝛼𝑎𝑛 = 𝑦𝑎𝑛−1 − 𝛽𝑎𝑛−2，                                                    (60.1) 

𝛽𝑎𝑛−2 = 𝑦𝑎𝑛−3 − 𝛼𝑎𝑛−4，                                                    (60.2) 

依我們試算的數據，不同的𝑛所得的𝑦值都相異，無法應用遞迴關係式去找出一般項，不

過容易得知： 

命題𝟑𝟖.  如果
𝑘

𝛼 − 𝛽
= 𝑑2，則 𝑎𝑁 = 𝑑及 𝑎𝑁 = −𝑑這兩個常數數列均符合(59)的關係式。 

（二）𝛼 = 1，|𝛽| > 1，𝑘 = 0 

數列 39.  

𝑎𝑛𝑎𝑛−3 − 𝛽𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2 = 0， |𝛽| > 1，初始值𝑎1、𝑎2、𝑎3為整數。                      (61) 

(61) 的前 9 項為 

𝑎1、𝑎2、𝑎3、
𝛽𝑎2𝑎3

𝑎1
、

𝛽2𝑎3
2

𝑎1
、

𝛽4𝑎2𝑎3
2

𝑎1
2 、

𝛽6𝑎3
3

𝑎1
2 、

𝛽9𝑎2𝑎3
3

𝑎1
3 、

𝛽12𝑎3
4

𝑎1
3 ， 

一般項為 

𝑎𝑛 =
𝛽𝑔𝑛𝑎2

𝜎(𝑛)
𝑎3

[
𝑛−1

2
]

𝑎1

[
𝑛−2

2 ]
，𝑔𝑛 = 𝑔𝑛−1 + 𝑔𝑛−2 − 𝑔𝑛−3 + 1，𝑔1 = 𝑔2 = 𝑔3 = 0，              

𝜎(𝑛) = 0 當𝑛為奇數；𝜎(𝑛) = 1 當𝑛為偶數，                                                             (62) 

因篇幅有限就不列出(62)成立的證明，根據(62)，我們有下列命題 

命題 40（數列 39 為整數數列的充份條件）. 如果𝑎1整除 𝛽𝑎3，則數列 38 為整數數列。 

（三）|𝛼| > 1，𝛽 = 1，𝑘 = 0 

數列 41. 

𝛼𝑎𝑛𝑎𝑛−3 − 𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2 = 0，|𝛼| > 1，初始值𝑎1、𝑎2、𝑎3為整數。                      (63) 

對(63) 等號兩邊同除以𝛼，得 

𝑎𝑛𝑎𝑛−3 −
1

𝛼
𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2 = 0， 



28 

 

可視為(61)中𝛽 =
1

𝛼
的情況，即 

𝑎𝑛 =
𝑎2

𝜎(𝑛)
𝑎3

[
𝑛−1

2
]

𝛼𝑔𝑛𝑎1

[
𝑛−2

2 ]
，                                                             (64) 

        從(64)可知，𝑔𝑛的值隨著𝑛愈大，與 [
𝑛 − 1

2
]的差距會更大(證明請看實驗日誌) ，也就 

是當𝑛夠大之後，𝛼𝑔𝑛必無法整除分子，因而數列 40 不會是整數數列。 

 

捌、結論 

一、𝒂𝒏𝒂𝒏−𝟑 ± 𝒂𝒏−𝟏𝒂𝒏−𝟐 = 𝒌  

（一）給出它為整數數列的充份條件。 

（二）給定初始值為整數，若數列不是整數數列，則依據𝑘值，我們得到自第幾項起會出

現分數的規律。 

（三）固定𝑛，以𝑘為項次，形成多階等差數列。 

（四）可表為𝑘的 [
𝑛 − 2

2
]次多項式，其中[  ]為高斯符號。 

二、推廣數列項次如：𝒂𝑵+𝑹𝒂𝑴−𝑹 − 𝒂𝑵𝒂𝑴 = 𝒌 

（一）可轉換為交錯型齊次常係數線性遞迴數列。 

（二）承（一），對於上述交錯型齊次常係數線性遞迴數列，我們研發出用單一條遞迴數 

列關係式表達的方法。 

三、𝜶𝒂𝑵+𝑹𝒂𝑴−𝑹 − 𝜷𝒂𝑵𝒂𝑴 = 𝒌，|𝜶| ≥ 𝟏、 |𝜷| ≥ 𝟏，初始值𝒂𝟏、𝒂𝟐、𝒂𝟑為整數 

（一）如果
𝑘

𝛼 − 𝛽
= 𝑑2，則 𝑎𝑁 = 𝑑及 𝑎𝑁 = −𝑑這兩個常數數列符合上述遞迴關係。 

（二）當𝛼 = 1，|𝛽| > 1，𝑘 = 0，若𝑎1整除 𝛽𝑎3，則它為整數數列。 

（三）當|𝛼| > 1，𝛽 = 1，𝑘 = 0，它不會是整數數列。 
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玖、討論 

一、得到𝒂𝒏𝒂𝒏−𝟑±𝒂𝒏−𝟏𝒂𝒏−𝟐 = 𝒌完整的結論 

                 我們將𝑎𝑛𝑎𝑛−3±𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2 = 𝑘，與四階線性遞迴數列建立連結，初始值𝑎1、𝑎2、𝑎3

一致，前者的𝑘值決定後者的𝑎4，反之亦然。就更一般數列𝛼𝑎𝑛𝑎𝑛−3 − 𝛽𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2 = 𝑘而

言，本作品給出了  |𝛼| =  |𝛽| = 1的完整結論，很好的刻劃了這個數列的性質。 

二、探討更一般化的情形：𝜶𝒂𝑵+𝑹𝒂𝑴−𝑹 − 𝜷𝒂𝑵𝒂𝑴 = 𝒌 

                  我們不限於僅探討費氏數列、或只研究原數列的遞迴關係式，而是將項次推廣，得 

到更 一般化的結果，另外手法也不使用特徵方程的一般項表示，而是就遞迴關係式去 

推演，從而發前人所未發，達前人所未達。 

三、播下繼續研究的種子 

                本作品的研究還可持續探討更一般化的數列，如 

𝛼 ∏ 𝑎𝑖

𝑁

𝑖=1

− 𝛽 ∏ 𝑎𝐽 = 𝑘。

𝑀

𝑗=1

 

          ，可探討滿足上述遞迴關係的數列在什麼情況下為整數數列。 
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拾壹、附錄（解決[5]科展作品未解決的問題） 

108 學年度新北市科展作品（[5]，頁 13）討論下列數列： 

數列𝑨. 

𝑎𝑛𝑎𝑛−3 − 𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2 = −5，𝑎1 = 1，𝑎2 = 5，𝑎3 = 8，                           (A1) 

前 10 項為： 

1、5、8、35、55、240、377、1645、2584（註 1）、11275， 

該作品無法將(A1)轉換成二階齊次線性遞迴數列，對於數列 A 卻是整數數列而感到不 

解，我們解決該作品留下來的疑惑。 

一、確認是整數數列 

依命題 4，(A1)可轉換為下列四階齊次線性常係數遞迴數列： 

𝑎𝑛+2 = 7𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−2，𝑛 ≥ 4                                                                (A2) 

故當初始值前 4 項為整數時，(A2)是整數數列。 

二、不能轉換為二階線性遞迴數列的理由 

我們還可以從另一個觀點來看，事實上數列 A 可轉換成交錯型二階齊次線性常係

數  

遞迴數列，如下： 

𝑎𝑛+1 = 5𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−1，𝑛 ≥ 2 且為奇數，                                                   (A3) 

𝑎𝑛+1 =
9

5
𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−1，𝑛 ≥ 2 且為偶數，                                                   (A4) 

由(A3)可知自𝑎2 = 5開始，偶數項都會是 5 的倍數，使得(A4)等號左邊會是整數，

也就是奇數項都是整數。 

三、原作品的盲點 

另外該件品聚焦在要將數列轉換成二階線性遞迴數列，是因為專欄題給的初始值，

會使得數列奇數項抽出的數列和偶數項出的數列，兩者轉換成的二階線性遞迴數列是相

同的，所以可以用單一個二階線性遞迴數列去表示專欄題給的數列，便使得該作品的作

者誤以為和專欄題相同的遞迴關係式皆是如此，而忽略了初始值會使得這情況有所改

變，不同的初始值亦可能形成交錯型線性遞迴數列。 

註 1. 該作品內文中誤植為 25844。 



【評語】030406  

本作品題材源自《科學研習雙月刊》第 57 卷第 4 期森棚教

授的數學專欄，雖與嘉義市第 37 屆科展及新北市 108 學年度科

展中的兩項作品主題相關，然在方法上另闢途徑，未採用特徵方

程，而是透過遞迴關係式進行推導，發現了多階等差數列的規律。 

建設性問題或改進建議： 

1. 證明過程常除以一般項，須留意分母的項不為零。 

2. 證明細節的補充：部分引理和命題（例如引理 15、命

題 40）的證明過程或輔助證明細節（例如「實驗日誌」

中的內容）若能完整呈現，將提升作品的嚴謹性和可

讀性。 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

作品海報 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 
  





原始問題

研究目的

解決專欄問題
研究過程與討論

預備引理

𝑎𝑛 =
1

𝑎𝑛−3
𝑎𝑛−2𝑎𝑛−1 + 𝑘 ，𝑎1 = 1, 𝑎2 = 1, 𝑎3 = 2

我們想探討𝑘為何值時， 𝑎𝑛 會是整數數列。

問題3.  定義遞迴數列如下：

一、給出問題3的解題過程。

二、探討問題3在任意初始值的解。

三、將問題3遞迴式改寫為一般化的形式：𝑎𝑁+𝑅𝑎𝑀−𝑅 ± 𝑎𝑁 𝑎𝑀 = 𝑘，𝑁、𝑀、𝑅為給定，進行探討。

四、試探討𝛼𝑎𝑁+𝑅𝑎𝑀−𝑅 − 𝛽𝑎𝑁 𝑎𝑀 = 𝑘，𝛼、𝛽均為非零整數，𝑘為任意整數。

𝑎𝑛𝑎𝑛−3 − 𝑎𝑛−2𝑎𝑛−1 = 𝑘， 𝑎1 = 𝑎2 = 1、𝑎3 = 2。 1

命題4.  承 1 ，設𝑘 = 2𝑢𝑏，𝑏為0或整數、𝑢 ≥ 0且為整數，則
4.1. 𝑢 = 0，𝑏 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2 （𝑘為奇數）， 𝑎𝑛 的每一項均為整數。
4.2. 𝑏 = 0，（𝑘＝0） 𝑎𝑛 的每一項均為整數。
4.3. 𝑢 ≥ 1，𝑏 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 2 （𝑘為偶數），當1 ≤ 𝑛 ≤ 2𝑢 + 5，𝑎𝑛為整數；當𝑛 ≥ 2𝑢 + 6，𝑎𝑛不是整數。

引理6. 滿足 1 ，𝑛 ≥ 5的 𝑎𝑛 也滿足下列遞迴式：

𝑎𝑛 =
3𝑘 + 5

2
𝑎𝑛−2 − 𝑎𝑛−4，𝑎1 = 𝑎2 = 1，𝑎3 = 2，𝑎4 = 𝑘 + 2，𝑘為整數，𝑛 ≥ 5。 2

引理7.  𝑘為偶數，若𝑎𝑖−2為整數、𝑎𝑖為奇數，則當𝑛 = 𝑖 + 2𝑠、s為正整數，𝑎𝑛都不會是整數。

引理8. 𝑛 ≥ 4的𝑎𝑛可表示為關於𝑘的多項式：

1

2

𝑛−4
2

𝑓𝑛 𝑘 ， 6

其中𝑓𝑛 𝑘 為一整係數多項式，且具有下列3個性質：

性質𝟖. 𝟏. 最高次為
𝑛−2

2
。 性質𝟖. 𝟐. 其領導係數為奇數。 性質𝟖. 𝟑. 常數項為2𝑛−3。

引理9. 𝑛 ≥ 4的𝑓𝑛 𝑘 中𝑘之1次項係數為奇數。

命題4的證明.

𝟒. 𝟏.根據引理6，當𝑘為奇數，則
3𝑘 + 5

2
為整數，加上初始值為整數，得到命題4的4.1成立。

𝟒. 𝟐.看 6 及性質8.3，可知當𝑘＝0，𝑛 ≥ 4，

𝑎𝑛 =
1

2

𝑛−4
2

× 2𝑛−3 = 2
(𝑛−3−

𝑛−4
2

)
≥ 2 8

為整數，因為當𝑛 ≥ 4，則有𝑛 − 3 −
𝑛 − 4

2
≥ 1，所以命題4的4.2成立。

𝟒. 𝟑.注意到𝑓𝑛 𝑘 乘以
1

2

𝑛−4
2

，𝑖 ≥ 1的𝑘𝑖項與係數乘積值為：

1

2

𝑛−4
2

𝑐𝑖𝑘
𝑖 =

1

2

𝑛−4
2

𝑐𝑖(2
𝑢𝑏)𝑖= 2

𝑢𝑖−
𝑛−4
2 𝑐𝑖𝑏

𝑖，其中𝑐𝑖為𝑓𝑛 𝑘 中𝑘𝑖的係數。 9

然後根據引理9及 6 得知，當𝑓𝑛 𝑘 乘以
𝑖 − 4

2
= 𝑢時，

𝑎𝑛會是奇數，由於
𝑖 − 4

2
= 𝑢，表示𝑖 = 2𝑢 + 5或𝑖 = 2𝑢 + 4，由引理7即可得知命題4的4.3成立。

問題3的解答

整數數列的充份條件

命題10.  對任意整數𝑘，給定初始值，如下的遞迴數列

𝑎𝑛𝑎𝑛−3 − 𝑎𝑛−2𝑎𝑛−1 = 𝑘，𝑘及初始值𝑎1、𝑎2、𝑎3為給定整數。 10

就是下列遞迴數列：

𝑎𝑛 =
𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−5

𝑎𝑛−3
𝑎𝑛−2 − 𝑎𝑛−4，𝑎4和𝑎5由 10 決定。 11

若𝑎1𝑎2𝑎3整除 𝑎1 + 𝑎3 𝑘 + 𝑎2 𝑎3
2 + 𝑎1

2𝑎2



若𝑎1𝑎2𝑎3不整除 𝑎1 + 𝑎3 𝑘 + 𝑎2 𝑎3
2 + 𝑎1

2𝑎2

命題12.  10 這個數列為整數數列的充要條件為𝑎1𝑎2𝑎3整除 𝑎1 + 𝑎3 𝑘 + 𝑎2 𝑎3
2 + 𝑎1

2𝑎2，其中𝑎1、𝑎2、𝑎3為初始值。

𝑎5 + 𝑎1
𝑎3

=

𝑎1 + 𝑎3 𝑘 + 𝑎2 𝑎3
2

𝑎1𝑎2
+ 𝑎1

𝑎3
=

𝑎1 + 𝑎3 𝑘 + 𝑎2 𝑎3
2 + 𝑎1

2𝑎2
𝑎1𝑎2𝑎3

更一般化的數列
數列關係式

交錯型遞迴數列

命題13.  如果(10)轉換的四階線性遞迴數列形式如下：

𝑎𝑛+2 =
𝑄

𝑃
𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−2，𝑛 ≥ 3，其中𝑃、𝑄為整數，𝑃 ≥ 2， 𝑃, 𝑄 = 1， 16

則 𝑎𝑛 為整數數列的充要條件為

𝑎𝑛 式如下是以𝑃為公比的交錯型等比數列，且𝑄 = 𝑃2 + 1。 17

充份性：因海報篇幅限制，證明過程請看說明書。

引理14. 𝑃ȁ 𝑎𝑛，𝑛 ≥ 3。

設𝑎𝑛 = 𝑏𝑛𝑃
𝑒𝑛，𝑃 ∤ 𝑏𝑛，𝑛 ≥ 3，

引理15.  𝑒2𝑖 𝑖≥1、 𝑒2𝑖−1 𝑖≥1皆為嚴格遞增數列。

引理16.  承(16)， 𝑎𝑛 是整數數列的必要條件為𝑘 = 0。

命題13略證. 設〈𝑎_𝑛 〉前6項為
𝑎， 𝑏，𝑎𝑟，𝑏𝑟，𝑎𝑟2，𝑏𝑟2， 25

其中𝑎、𝑏、𝑟為整數，根據命題10的(11)可知
𝑎 + 𝑎𝑟2

𝑎𝑟
=
𝑏 + 𝑏𝑟2

𝑏𝑟
=
1 + 𝑟2

𝑟
=
𝑄

𝑃
， 26

因為 𝑟, 1 + 𝑟2 = 𝑃,𝑄 = 1，得𝑟 = 𝑃。 ■

必要性：

數列19.  規定一數列的遞迴關係式如下：𝑎𝑁+𝑅𝑎𝑀−𝑅 − 𝑎𝑁𝑎𝑀 = 𝑘，𝑅、𝑁、𝑀為給定，𝑘為整數。 33

命題20.  承數列19，如果𝑛≡𝑛1 (𝑚𝑜𝑑 𝑅)，則
𝑎𝑛+ 𝑁−𝑀+𝑅 + 𝑎𝑛− 𝑁−𝑀+𝑅

𝑎𝑛
=
𝑎𝑛1+ 𝑁−𝑀+𝑅 + 𝑎𝑛1− 𝑁−𝑀+𝑅

𝑎𝑛1
(35)

命題21.  承數列19，如果𝑛≡ 𝑛2 (𝑚𝑜𝑑 𝑁−𝑀+𝑅)，則
𝑎𝑛+𝑅 + 𝑎𝑛−𝑅

𝑎𝑛
=
𝑎𝑛2+𝑅 + 𝑎𝑛2−𝑅

𝑎𝑛2
。 (37)

用一條遞迴關係式表示
設𝐷=𝑁−𝑀+𝑅，且𝐿=[𝑅, 𝑁−𝑀+𝑅]，

命題26.  如果 𝑅,𝑁 −𝑀 + 𝑅 = 1，則數列19可轉換為一個齊次2𝑅( 𝑁 −𝑀 + 𝑅)階線性遞迴數列如下：
𝑎𝑛+𝑅 𝑁−𝑀+𝑅 = 𝐴𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−𝑅 𝑁−𝑀+𝑅 ，對於𝑛 ≥ 𝑅 𝑁 −𝑀 + 𝑅 + 1。 45

命題29.  如果 𝑅,𝑁 −𝑀 + 𝑅 > 1，則數列19可轉換為一個齊次2( 𝑁 −𝑀 + 𝑅)𝐿階線性遞迴數列如下：
𝑎𝑛+𝐷𝐿 = 𝐵1𝑎𝑛+ 𝐷−1 𝐿 + 𝐵2𝑎𝑛+ 𝐷−2 𝐿 +⋯+ 𝐵𝐷𝑎𝑛 +⋯+ 𝐵2𝑎𝑛− 𝐷−2 𝐿 + 𝐵1𝑎𝑛− 𝐷−1 𝐿 + 𝑎𝑛−𝐷𝐿，對於𝑛 ≥ 𝑅 𝑁 −𝑀 + 𝑅 + 1

引理28 . 令𝑎𝑛+𝑡𝑟 = 𝐴𝑑,𝑡𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−𝑡𝑟，則有𝐴𝑑,𝑡+1 = 𝐴𝑑𝐴𝑑,𝑡 − 𝐴𝑑,𝑡−1。

𝐴𝑑,𝑡 𝑡≥0數各項可表為𝐴_𝑑的多項式，且首項係數＝1， 53

令以𝐴0、𝐴1、𝐴2、⋯、𝐴𝐷−1為根的一元D次方程如下：

𝑥𝐷 + 𝐶𝐷−1𝑥
𝐷−1 + 𝐶𝐷−2𝑥

𝐷−2 + 𝐶𝐷−3𝑥
𝐷−3⋯+ 𝐶1𝑥 + 𝐶0 = 0， 54

利用 54 我們可以整理成
𝑎𝑛+𝐷𝐿 + 𝑎𝑛−𝐷𝐿

𝑎𝑛
= 𝐵1

𝑎𝑛+ 𝐷−1 𝐿 + 𝑎𝑛− 𝐷−1 𝐿

𝑎𝑛
+ 𝐵2

𝑎𝑛+ 𝐷−2 𝐿 + 𝑎𝑛− 𝐷−2 𝐿

𝑎𝑛
+⋯+ 𝐵𝐷， 對於𝑛 ≥ 𝐷𝐿 − 1。 55

𝑎𝑛+𝐷+𝐿 + 𝑎𝑛+𝐷−𝐿
𝑎𝑛+𝐷

=
𝑎𝑛+𝐿 + 𝑎𝑛−𝐿

𝑎𝑛
， (43)

𝑎𝑛+𝑅+𝐿 + 𝑎𝑛+𝑅−𝐿
𝑎𝑛+𝑅

=
𝑎𝑛+𝐿 + 𝑎𝑛−𝐿

𝑎𝑛
， (44)

多階等差數列

圖1.  𝑎𝑛𝑎𝑛−3 − 𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2 = 𝑘 ， 0 ≤ 𝑘 ≤ 10的𝑎12，形成一個5階等差數列

引理32(張進安，陳弘行[7]，頁461). 設 𝑎𝑛 ， 𝑏𝑛 ， 𝑐𝑛 ，⋯
都是多階等差數列，𝑎1、𝑎2、𝑏1、𝑏2、𝑐1、𝑐2、⋯為給定常數，
令𝐴𝑛 = 𝑎1𝑛 + 𝑎2 𝑎𝑛 + 𝑏1𝑛 + 𝑏2 𝑏𝑛 + 𝑐1𝑛 + 𝑐2 𝑐𝑛 +⋯，則
𝐴𝑛 也是多階等差數列，且階數由 𝑎1𝑛 + 𝑎2 𝑎𝑛、(
)

𝑏1𝑛 +
𝑏2 𝑏𝑛、 𝑐1𝑛 + 𝑐2 𝑐𝑛、⋯中最高階者決定。

命題33. 滿足 10 的遞迴關係式且給定任意初始值的數列，固

定𝑛，以𝑘為項次形成的數列，本作品記為 𝒂𝒏(𝒌) ，其為
𝑛−2

2

階等差數列。

引理34(張進安，陳弘行[7]，頁455).
𝑛−2

2
階等差數列

一般項𝑎𝑛 𝑘 可表示為σ
𝑖=0

𝑛−2

2 𝐶𝑖
𝑘−1(σ𝑗=0

𝑖 𝐶𝑗
𝑖 −1 𝑗𝑎𝑖−𝑗 )。

圖由作者親自製作



𝑎𝑛𝑎𝑛−3 + 𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2 = 𝑎𝑛−2 𝑎𝑛−5 + 𝑎𝑛−3𝑎𝑛−4 = 𝑘 ⇔ 𝑎𝑛−3 − 𝑎𝑛−3𝑎𝑛−4 = 𝑎𝑛−2𝑎𝑛−5 −𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−2，
同除以𝑎𝑛−2𝑎𝑛−3，推得

命題31 . 滿足(57)的數列也是一種交錯型遞迴數列。

𝜶或 𝜷 > 𝟏

數列37. 𝛼𝑎𝑛𝑎𝑛−3 − 𝛽𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2 = 𝑘， 𝛼 、 𝛽 > 1，𝑘及初始值𝑎1、𝑎2、𝑎3為給定整數。 59

結論

討論

引用文獻

𝛼𝑎𝑛𝑎𝑛−3 − 𝛽𝑎𝑛−2𝑎𝑛−1 = 𝛼𝑎𝑛−1𝑎𝑛−4 − 𝛽𝑎𝑛−2𝑎𝑛−3，
𝛼𝑎𝑛𝑎𝑛−3 + 𝛽𝑎𝑛−2𝑎𝑛−3 = 𝛼𝑎𝑛−1𝑎𝑛−4 + 𝛽𝑎𝑛−2𝑎𝑛−1，

同除以𝑎𝑛−1𝑎𝑛−3，得
𝛼𝑎𝑛 + 𝛽𝑎𝑛−2

𝑎𝑛−1
=
𝛼𝑎𝑛−4 + 𝛽𝑎𝑛−2

𝑎𝑛−3
= 𝑦 𝑛 ，𝑦(𝑛)不是定值。

一、𝒂𝒏𝒂𝒏−𝟑 ± 𝒂𝒏−𝟏𝒂𝒏−𝟐 = 𝒌

(一)給出它為整數數列的充份條件。

(二)給定初始值為整數，若數列不是整數數列，則依據 𝑘 值，我們得到自第幾項起會出現分數的規律。

(三)固定𝑛，以𝑘為項次，形成多階等差數列。

二、推廣數列項次如：𝒂𝑵+𝑹𝒂𝑴−𝑹 − 𝒂𝑵𝒂𝑴 = 𝒌

(一)可轉換為交錯型齊次常係數線性遞迴數列。

(二)承(一) ，對於上述交錯型齊次常係數線性遞迴數列，我們研發出用單一條遞迴數列關係式表達的

方法。

三、𝜶𝒂𝑵+𝑹𝒂𝑴−𝑹 − 𝜷𝒂𝑵𝒂𝑴 = 𝒌， 𝜶 ≥ 𝟏、 𝜷 ≥ 𝟏，初始值𝒂𝟏、𝒂𝟐、𝒂𝟑為整數

(一)如果
𝑘

𝛼−𝛽
= 𝑑2 ，則 𝑎𝑁= 𝑑及 𝑎𝑁= −𝑑這兩個常數數列符合上述遞迴關係。

(二)當𝛼 = 1， 𝛽 > 1，𝑘 = 0，若𝑎1整除 𝛽𝑎3，則它為整數數列。

(三)當 𝛼 > 1，𝛽 = 1，𝑘 = 0，它不會是整數數列。

一、得到𝒂𝒏𝒂𝒏−𝟑 ±𝒂𝒏−𝟏 𝒂𝒏−𝟐 = 𝒌完整的結論
我們將𝑎𝑛𝑎𝑛−3 ±𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−2 = 𝑘，與四階線性遞迴數列建立連結，就更一般數列𝛼𝑎𝑛𝑎𝑛−3 −

𝛽𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2 = 𝑘而言，本作品給出了 𝛼 = 𝛽 = 1的完整結論，很好的刻劃了這個數列的性質。

二、探討更一般化的情形：𝜶𝒂𝑵+𝑹𝒂𝑴−𝑹 − 𝜷𝒂𝑵𝒂𝑴 = 𝒌
我們不限於僅探討費氏數列、或只研究原數列的遞迴關係式，而是將項次推廣，得到更一般化的

結果，另外手法也不使用特徵方程的一般項表示，而是就遞迴關係式去推演，從而發前人所未發，達
前人所未達。

三、留下可繼續探討的方向.  可探討滿足下列遞迴關係的數列在什麼情況下為整數數列：

𝛼ෑ

𝑖=1

𝑁

𝑎𝑖 − 𝛽ෑ

𝑗=1

𝑀

𝑎𝐽 = 𝑘。

[1]游森棚(2018)。是整數嗎？。科學研習雙月刊。森棚教官的數學題，第57卷第4期。
[2]張福春,莊淨慧（2019）。線性遞迴關係之求解（上）。數學傳播，第33卷第4期。
[5]吳振奎（2000）。斐氏數列的數論性質。斐波那契數列（59頁）。九章出版社。

𝑎𝑛𝑎𝑛−3+ 𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2 = 𝑘

𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−4
𝑎𝑛−2

= −
𝑎𝑛−1 − 𝑎𝑛−5

𝑎𝑛−3
。 58

數列39. 𝑎𝑛𝑎𝑛−3 − 𝛽𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2 = 0， 𝛽 > 1，初始值𝑎1、𝑎2、𝑎3為給定整數。 61

一般項為

𝑎𝑛 =
𝛽𝑔𝑛𝑎2

𝜎 𝑛
𝑎3

𝑛−1
2

𝑎1

𝑛−2
2

，𝑔𝑛 = 𝑔𝑛−1 + 𝑔𝑛−2 − 𝑔𝑛−3 + 1，𝑔1 = 𝑔2 = 𝑔3 = 0，

𝜎 𝑛 = 0當𝑛為奇數；𝜎 𝑛 = 1當𝑛為偶數， 62

命題40（數列39為整數數列的充份條件）. 如果𝑎1整除 𝛽𝑎3 ，則數列39為整數數列。

數列41. 𝛼𝑎𝑛𝑎𝑛−3 − 𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2 = 0， 𝛼 > 1，初始值𝑎1、𝑎2、𝑎3為整數。 63

數列41可視為 61 中𝛽 =
1

𝛼
的情況，它不會是整數數列。

命題38. 如果
𝑘

𝛼−𝛽
= 𝑑2，則 𝑎𝑁= 𝑑及 𝑎𝑁= −𝑑這兩個常數數列均符合 59 的關係式。
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