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摘要 

    任意等角六邊形𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹之 6邊的延長線，即會得到兩個正三角形∆𝐼𝐽𝐾、 

∆𝐼′𝐽′𝐾′，其中三組對邊以[(𝑎, 𝑏, 𝑐), ( 𝑎′, 𝑏′, 𝑐′)]表示，則三組對邊均相互平行，  

任兩相鄰邊長的和必等於其對邊長的和({
𝑎 + 𝑏′ = 𝑎′ + 𝑏
𝑏 + 𝑐′ = 𝑏′ + 𝑐
𝑐 + 𝑎′ = 𝑐′ + 𝑎

)，則有以下成果： 

1.若已知四邊長度，且其中三邊相鄰，即可決定唯一之等角六邊形。 

2.三組對邊都相等或都不相等，才能決定一個等角六邊形。 

3.兩組有相同公差的數列，各取連續三個正數為邊長，則可決定唯一的等角六邊形。 

4.一組等差數列中，任取 6個連續正數(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5, 𝑎6)為邊長，可形成兩個相異的等角 

六邊形([(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3), ( 𝑎4, 𝑎5, 𝑎6)]、[(𝑎1, 𝑎3, 𝑎5), ( 𝑎2, 𝑎4, 𝑎6)])。 

5.當等角六邊形邊長為完全平方數時，可以求出一些特列。     

6.討論等角六邊形的面積與用相同大小正三角內鑲崁的個數。     

 

壹、研究動機 

    某一天在查詢資料時，意外在國立台灣科學教育館的網站中(科學研習第 62 卷第 6期) 

，發現一個有趣的數學題目：「森棚教官數學題---內角相等六邊形」---我們知道三個內角

都相等的三角形必定是正三角形，但四個內角都相等的四邊形就不一定是正方形了，比如長

寬不等的長方形就是一個例子。 

    我們就在思考：如何去畫邊長不同的等角六邊形？有哪些整數會是等角六邊形的 6個邊

長？並探討這些邊長之間的關係？ 

 

貳、 研究目的 

一、如何繪製不等邊的等角六邊形？並討論其邊長間的關係。 

二、討論等角六邊形的 6的邊長是否為等差數列？其排列方式是否有規律？ 

三、討論等角六邊形的 6邊是否可能為 6個完全平方數？其排列方式是否有規律？ 

四、討論等角六邊形的面積及鑲崁上正三角形的問題？ 

 

參、研究過程及方法 

一、如何繪製不等邊的等角六邊形？ 

   1.先做一個大的正三角形∆𝐴𝐵𝐶 
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   2.再以∆𝐴𝐵𝐶三個角為內角，作三個不相交且邊長不相等的正三角形 

     形∆𝐴𝐹𝐸、∆𝐺𝐵𝐻、∆𝐽𝐼𝐶，則六邊形 EFGHIJ 即為所求。 

     六邊形 EFGHIJ 的 6 個角均為 120 度，6個邊為三組平行線。 

   3.令等角六邊形任不相鄰的三個邊長為𝑎、𝑏、𝑐，其對邊長分別為 

     𝑎′、𝑏′、𝑐′，則三組對邊相互平行，如右圖所示。 

  𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑏 + 𝑎′ + 𝑐、 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑐 + 𝑏′ + 𝑎、 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑎 + 𝑐′ + 𝑏 

         𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  

     則{
𝑏 + 𝑎′ + 𝑐 = 𝑐 + 𝑏′ + 𝑎
𝑐 + 𝑏′ + 𝑎 = 𝑎 + 𝑐′ + 𝑏
𝑎 + 𝑐′ + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎′ + 𝑎

 ⇒ {
𝑏 + 𝑎′ = 𝑏′ + 𝑎
𝑐 + 𝑏′ = 𝑐′ + 𝑏
𝑎 + 𝑐′ = 𝑎′ + 𝑎

⋯⋯⋯⋯⋯(∗) 

     由(∗)式得知 

     (1)任兩相鄰邊的和必等於其對邊的和 

     (2)若已知四邊長度，且其中三邊相鄰，即可決定唯一之等角六邊形。 

   4.討論，若{
𝑎 = 𝑎′
𝑏 = 𝑏′
𝑐 = 𝑐′

、{
𝑎 = 𝑎′
𝑏 ≠ 𝑏′
𝑐 ≠ 𝑐′

、{
𝑎 = 𝑎′
𝑏 = 𝑏′
𝑐 ≠ 𝑐′

、{
𝑎 ≠ 𝑎′
𝑏 ≠ 𝑏′
𝑐 ≠ 𝑐′

條件下(∗)式是否成立？ 

 

 

  

        

 

     所以，三組對邊都相等或都不相等，才能決定一個等角六邊形。 

二、討論等角六邊形的 6的邊長是否為等差數列？ 

    1.若 6 個邊長為兩組公差相等的等差數列〈𝑎𝑛〉、〈𝑏𝑛〉，個連續三個正數 

分別為𝑥、𝑥 + 𝑑、𝑥 + 2𝑑、𝑚、𝑚 + 𝑑、𝑚 + 2𝑑 

     ，其所有排列方式如下圖所示： 

 

 

 

 

       

 

 

{
𝑏 + 𝑎 = 𝑏 + 𝑎
𝑐 + 𝑏 = 𝑐 + 𝑏
𝑎 + 𝑐 = 𝑎 + 𝑎
，成立 

{
𝑏 + 𝑎 ≠ 𝑏′ + 𝑎
𝑎 + 𝑐 ≠ 𝑐′ + 𝑎
，不成立 

{
𝑏 + 𝑎 = 𝑏 + 𝑎
𝑐 + 𝑏 ≠ 𝑐′ + 𝑏
𝑎 + 𝑐′ ≠ 𝑎 + 𝑐
，不成立 

{
𝑏 + 𝑎′ = 𝑏′ + 𝑎
𝑐 + 𝑏′ = 𝑐′ + 𝑏
𝑎 + 𝑐′ = 𝑎′ + 𝑐

 

 

例如

{
5 + 2 = 4 + 3
7 + 4 = 6 + 5
3 + 6 = 2 + 7

 

成立 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 2𝑥 + 𝑚 + 3𝑑 
𝐵C̅̅ ̅̅ = 2𝑥 + 𝑚 + 3𝑑 
𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 2𝑥 +𝑚 + 3𝑑 
𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐵C̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 成立 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 2𝑥 + 𝑚 + 3𝑑 
𝐵C̅̅ ̅̅ = 2𝑥 + 𝑚 + 4𝑑 
𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 2𝑥 +𝑚 + 2𝑑 
𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ≠ 𝐵C̅̅ ̅̅ ≠ 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 不成立 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 2𝑥 + 𝑚 + 3𝑑 
𝐵C̅̅ ̅̅ = 2𝑥 + 𝑚 + 4𝑑 
𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 2𝑥 +𝑚 + 2𝑑 
𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ≠ 𝐵C̅̅ ̅̅ ≠ 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 不成立 
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  所以 

  兩組有共同公差等差數列，各取連續三個正數為邊長，則可決定唯一的等角六邊形。 

2.令等差數列首項為𝑥，公差為𝑑，6個邊長分別為𝑥、𝑥 + 𝑑、𝑥 + 2𝑑、𝑥 + 3𝑑、𝑥 + 4𝑑、   

     𝑥 + 5𝑑，依右圖方式排列，則： 

   

        

 

 

 

 所以  

 一組等差數列中，以任意 6個連續正數為邊長，可形成兩個相異的等角六邊形。 

 

三、討論等角六邊形的 6邊長是否可能為 6個完全平方數？ 

  1.令等角六邊形的 6個邊長為𝑎2、𝑏2、𝑐2、𝑑2、𝑒2、𝑓2(不照順序)，任一組兩兩不相鄰的 

    三邊為𝑎2、𝑏2、𝑐2，其對邊的長度分別為、𝑑2、𝑒2、𝑓2，如下圖所示。 

依上述的結論𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅      

         𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑏2 + 𝑑2 + 𝑐2 

         𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑐2 + 𝑒2 + 𝑎2 

         𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑏2 + 𝑓2 + 𝑎2 

         𝑏2 + 𝑑2 + 𝑐2 = 𝑐2 + 𝑒2 + 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑓2 + 𝑎2 

        {
𝑏2 + 𝑑2 + 𝑐2 = 𝑐2 + 𝑒2 + 𝑎2

𝑐2 + 𝑒2 + 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑓2 + 𝑎2

𝑏2 + 𝑑2 + 𝑐2 = 𝑏2 + 𝑓2 + 𝑎2
 

         ⇒ {
𝑏2 + 𝑑2 = 𝑒2 + 𝑎2

𝑐2 + 𝑒2 = 𝑏2 + 𝑓2

𝑑2 + 𝑐2 = 𝑓2 + 𝑎2
 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 2𝑥 + 𝑚 + 4𝑑 
𝐵C̅̅ ̅̅ = 2𝑥 + 𝑚 + 4𝑑 
𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 2𝑥 +𝑚 + 1𝑑 
𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐵C̅̅ ̅̅ ≠ 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 不成立 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 2𝑥 + 𝑚 + 5𝑑 
𝐵C̅̅ ̅̅ = 2𝑥 + 𝑚 + 2𝑑 
𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 2𝑥 +𝑚 + 2𝑑 
𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ≠ 𝐵C̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 不成立 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 2𝑥 + 𝑚 + 5𝑑 
𝐵C̅̅ ̅̅ = 2𝑥 + 𝑚 + 3𝑑 
𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 2𝑥 +𝑚 + 1𝑑 
𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ≠ 𝐵C̅̅ ̅̅ ≠ 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 不成立 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 3𝑥 + 6𝑑 
𝐵C̅̅ ̅̅ = 3𝑥 + 6𝑑 
𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 3𝑥 + 6𝑑 
𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐵C̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  

成立 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 3𝑥 + 7𝑑 
𝐵C̅̅ ̅̅ = 3𝑥 + 7𝑑 
𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 3𝑥 + 7𝑑 
𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐵C̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  

成立 
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        𝑏2 + 𝑑2 = 𝑒2 + 𝑎2 ⇒ 𝑏2 − 𝑎2 = 𝑒2 − 𝑑2 

        ⇒ (𝑏 − 𝑎)(𝑏 + 𝑎) = (𝑒 − 𝑑)(𝑒 + 𝑑) = 𝑙，假設𝑎、𝑏、𝑒、𝑑為相異正整數且𝑙 > 0 

   {
𝑏 − 𝑎 = 𝑒 − 𝑑
𝑏 + 𝑎 = 𝑒 + 𝑑

⇒{
𝑏 = 𝑒
𝑎 = 𝑑

(×)、{
𝑏 − 𝑎 = 𝑒 + 𝑑
𝑏 + 𝑎 = 𝑒 − 𝑑

⇒{
𝑏 = 𝑒
𝑎 = −𝑑

(×)，又(𝑏 − 𝑎) ≠ (𝑏 + 𝑎) 

   則(𝑏 − 𝑎)、(𝑏 + 𝑎)、(𝑒 − 𝑑)、(𝑒 + 𝑑)為𝑙四個相異因數。 

   若(𝑏 − 𝑎)為偶數⇒(𝑏 + 𝑎)為偶數⇒(𝑏 − 𝑎)(𝑏 + 𝑎)為偶數⇒(𝑒 − 𝑑)、(𝑒 + 𝑑)至少有一個   

   為偶數
𝑒、𝑑為相異正整數
⇒            (𝑒 − 𝑑)、(𝑒 + 𝑑)均為偶數 

   若(𝑏 − 𝑎)為奇數⇒(𝑏 + 𝑎)為奇數⇒(𝑏 − 𝑎)(𝑏 + 𝑎)為奇數⇒(𝑒 − 𝑑)、(𝑒 + 𝑑)均為奇數 

 

   所以 

   𝑙為至少有 4個因數的合數，其中(𝑏 − 𝑎)、(𝑏 + 𝑎)、(𝑒 − 𝑑)、(𝑒 + 𝑑) > 0，且同為奇數 

   或偶數。 

    

   若(𝑏 − 𝑎)、(𝑏 + 𝑎)、(𝑒 − 𝑑)、(𝑒 + 𝑑)皆大於零，則𝑏 > 𝑎 → 𝑏2 > 𝑎2；𝑒 > 𝑑 → 𝑒2 > 𝑑2。 

   又𝑐2 + 𝑒2 = 𝑏2 + 𝑓2 → 𝑐2−𝑏2 = 𝑓2 − 𝑒2 → ⟨
若𝑐2 > 𝑏2，則𝑓2 > 𝑒2⋯⋯⋯⋯

若𝑐2 < 𝑏2，則𝑓2 < 𝑒2⋯⋯⋯⋯
 

  𝑑2 + 𝑐2 = 𝑓2 + 𝑎2 → 𝑐2−𝑎2 = 𝑓2 − 𝑑2 → ⟨
若𝑐2 > 𝑎2，則𝑓2 > 𝑑2⋯⋯⋯⋯

若𝑐2 < 𝑎2，則𝑓2 < 𝑑2⋯⋯⋯⋯
 

   由得知⟨
𝑐2 > 𝑏2 > 𝑎2且𝑓2 > 𝑒2 > 𝑑2

𝑏2 > 𝑎2 > 𝑐2且𝑒2 > 𝑑2 > 𝑓2
 

   由得知𝑏2 > 𝑐2 > 𝑎2且𝑒2 > 𝑓2 > 𝑑2 

   所以   由上兩式得知 

   (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)三個邊長大小的關係與其對邊長 

   (𝑑2, 𝑒2, 𝑓2)大小的關係相同。    
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已知(𝑏 − 𝑎)(𝑏 + 𝑎) = (𝑒 − 𝑑)(𝑒 + 𝑑) = 𝑙 = 2𝑛 × 𝑄，𝑛 = 0 

   

  2.若(𝑏 − 𝑎)、(𝑏 + 𝑎)、(𝑒 − 𝑑)、(𝑒 + 𝑑) 均為奇數 

    (1)奇合數𝑙 = 3𝑥1 × (𝑎2)
𝑥2為 3的倍數，其中⟨

若𝑥1 = 1，則𝑥2 ≠ 0

若𝑥1 = 2，則𝑥2 ≠ 0

若𝑥1 ≥ 3

 

      (𝑏 − 𝑎) × (𝑏 + 𝑎) = (𝑒 − 𝑑) × (𝑒 + 𝑑) 

假設 
1 × (2𝑘 + 1) = 3 × 

(2𝑘 + 1)

3
 

1 × (6𝑘′ + 3) = 3 × (2𝑘′ + 1) 

解 
𝑏 = 3𝑘′ + 2 
𝑎 = 3𝑘′ + 1 

 
𝑒 = 𝑘′ + 2 
𝑑 = 𝑘′ − 1 

             因為
(2𝑘 + 1)

3
∈ 𝑍，令𝑘 = 3𝑘′ + 1 ⇒

(2𝑘 + 1)

3
=
2(3𝑘′ + 1) + 1

3
=
6𝑘′ + 3

3
= 2𝑘′ + 1 

      (2𝑘 + 1) = 2(3𝑘′ + 1) + 1 = 6𝑘′ + 3 

      𝑑2 + 𝑐2 = 𝑓2 + 𝑎2 ⇒(𝑘′ − 1)2 + 𝑐2 = 𝑓2 + (3𝑘′ + 1)2   

                      ⇒𝑐2 − 𝑓2 = 8(𝑘′)2 + 8𝑘′ = 8[(𝑘′)2 + 𝑘′] = (𝑐 − 𝑓)(𝑐 + 𝑓) ∈偶數 

                        ，其中[(𝑘′)2 + 𝑘′]必為偶數 

編

號 
(𝑐 − 𝑓) (𝑐 + 𝑓) 𝑐、𝑓的解 

備

註 

○1  1 8[(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐 =
8[(𝑘′)2 + 𝑘′] + 1

2
、𝑓 =

8[(𝑘′)2 + 𝑘′] − 1

2
  

○2  2 4[(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐 = 2[(𝑘′)2 + 𝑘′] + 1、𝑓 = 2[(𝑘′)2 + 𝑘′] − 1  

○3  4 2[(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐 = [(𝑘′)2 + 𝑘′] + 2、𝑓 = [(𝑘′)2 + 𝑘′] − 2  

○4  8 [(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐 =
[(𝑘′)2 + 𝑘′] + 8

2
、𝑓 =

[(𝑘′)2 + 𝑘′] − 8

2
  

○5  𝑘′ + 1 8𝑘′ 𝑐 =
9𝑘′ + 1

2
、𝑓 =

7𝑘′ − 1

2
，𝑘′ ∈奇數  

○6  𝑘′ 8[𝑘′ + 1] 𝑐 =
9𝑘′ + 8

2
、𝑓 =

7𝑘′ + 8

2
，𝑘′ ∈偶數  

○7  2[𝑘′ + 1] 4𝑘′ 𝑐 = 3𝑘′ + 1、𝑓 = 𝑘′ − 1，邊長重複  

○8  2𝑘′ 4[𝑘′ + 1] 𝑐 = 3𝑘′ + 2、𝑓 = 𝑘′ + 2，邊長重複  

○9  4[𝑘′ + 1] 2𝑘′ 𝑐 = 3𝑘′ + 2、𝑓 = −𝑘′ − 2 < 0   

○10  4𝑘′ 2[𝑘′ + 1] 𝑐 = 3𝑘′ + 1、𝑓 = −𝑘′ + 1 < 0   

○11  8[𝑘′ + 1] 𝑘′ 𝑐 =
9𝑘′ + 8

2
、𝑓 =

−7𝑘′ − 8

2
< 0  

○12  8𝑘′ 𝑘′ + 1 𝑐 =
9𝑘′ + 1

2
、𝑓 =

−7𝑘′ + 1

2
< 0  
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編

號 
(𝑐 − 𝑓) (𝑐 + 𝑓) 𝑐、𝑓的解 

備

註 

○13  8[(𝑘′)2 + 𝑘′] 1 𝑐 =
1 + 8[(𝑘′)2 + 𝑘′]

2
、𝑓 =

1 − 8[(𝑘′)2 + 𝑘′]

2
< 0  

○14  4[(𝑘′)2 + 𝑘′] 2 𝑐 = 1 + 2[(𝑘′)2 + 𝑘′]、𝑓 = 1 − 2[(𝑘′)2 + 𝑘′] < 0  

○15  2[(𝑘′)2 + 𝑘′] 4 𝑐 = 2 + [(𝑘′)2 + 𝑘′]、𝑓 = 2 − [(𝑘′)2 + 𝑘′] < 0  

○16  [(𝑘′)2 + 𝑘′] 8 𝑐 =
8 + [(𝑘′)2 + 𝑘′]

2
、𝑓 =

8 − [(𝑘′)2 + 𝑘′]

2
  

由編號○2得 

      (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓) = (3𝑘′ + 1,3𝑘′ + 2,2[(𝑘′)2 + 𝑘′] + 1 , 𝑘′ − 1, 𝑘′ + 2,2[(𝑘′)2 + 𝑘′] − 1) 

      ，其中𝑘′ ≥ 2 

      6 個邊分別將(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)，(𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) 

      兩組邊長，依右圖 1→2→3→4→5的 

      步驟，即可完成一個邊長全為完全平 

      方數的等角六邊形。 

 

       由編號○3 得 

      (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓) = (3𝑘′ + 1,3𝑘′ + 2, [(𝑘′)2 + 𝑘′] + 2, 𝑘′ − 1, 𝑘′ + 2, [(𝑘′)2 + 𝑘′] − 2) 

，其中𝑘′ ≥ 2 

      6 個邊分別將(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)，(𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) 

      兩組邊長，依右圖 1→2→3→4→5的 

      步驟，即可完成一個邊長全為完全平 

      方數的等角六邊形。 

 

 

             由編號○5 得  

       (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓) = (3𝑘′ + 1,3𝑘′ + 2,
9𝑘′ + 1

2
, 𝑘′ − 1, 𝑘′ + 2,

7𝑘′ − 1

2
)，其中𝑘′ ≥ 7 的奇數 

      6 個邊分別將(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)，(𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) 

      兩組邊長，依右圖 1→2→3→4→5的 

           步驟，即可完成一個邊長全為完全平 

     方數的等角六邊形。 
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(2)奇合數𝑙 = 5𝑥1 × (𝑎2)
𝑥2為 5的倍數，其中⟨

若𝑥1 = 1，則𝑥2 ≠ 0

若𝑥1 = 2，則𝑥2 ≠ 0

若𝑥1 ≥ 3

 

      (𝑏 − 𝑎) × (𝑏 + 𝑎) = (𝑒 − 𝑑) × (𝑒 + 𝑑) 

假設 
1 × (2𝑘 + 1) = 5 × 

(2𝑘 + 1)

5
 

1 × (10𝑘′ + 5) = 5 × (2𝑘′ + 1) 

解 
𝑏 = 5𝑘′ + 3 
𝑎 = 5𝑘′ + 2 

 
𝑒 = 𝑘′ + 3 
𝑑 = 𝑘′ − 2 

             因為
(2𝑘 + 1)

5
∈ 𝑍，令𝑘 = 5𝑘′ + 2 ⇒

(2𝑘 + 1)

5
=
2(5𝑘′ + 2) + 1

5
=
10𝑘′ + 5

5
= 2𝑘′ + 1 

      (2𝑘 + 1) = 2(5𝑘′ + 2) + 1 = 10𝑘′ + 5 

      𝑑2 + 𝑐2 = 𝑓2 + 𝑎2 ⇒(𝑘′ − 2)2 + 𝑐2 = 𝑓2 + (5𝑘′ + 2)2   

                      ⇒𝑐2 − 𝑓2 = 24(𝑘′)2 + 24𝑘′ = 24[(𝑘′)2 + 𝑘′] = (𝑐 − 𝑓)(𝑐 + 𝑓) ∈偶數 

                     ，其中[(𝑘′)2 + 𝑘′]必為偶數    

編

號 
(𝑐 − 𝑓) (𝑐 + 𝑓) 𝑐、𝑓的解 

備

註 

○1  1 24[(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐、𝑓非整數  

○2  2 12[(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐 = 6[(𝑘′)2 + 𝑘′] + 1、𝑓 = 6[(𝑘′)2 + 𝑘′] − 1  

○3  3 8[(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐、𝑓非整數  

○4  4 6[(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐 = 3[(𝑘′)2 + 𝑘′] + 2、𝑓 = 3[(𝑘′)2 + 𝑘′] − 2  

○5  6 4[(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐 = 2[(𝑘′)2 + 𝑘′] + 3、𝑓 = 2[(𝑘′)2 + 𝑘′] − 3  

○6  8 3[(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐 =
3[(𝑘′)2 + 𝑘′] + 8

2
、𝑓 =

3[(𝑘′)2 + 𝑘′] − 8

2
  

○7  12 2[(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐 = [(𝑘′)2 + 𝑘′] + 6、𝑓 = [(𝑘′)2 + 𝑘′] − 6  

○8  24 [(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐 =
[(𝑘′)2 + 𝑘′] + 24

2
、𝑓 =

[(𝑘′)2 + 𝑘′] − 24

2
  

○9  𝑘′ + 1 24𝑘′ 𝑐 =
25𝑘′ + 1

2
、𝑓 =

23𝑘′ − 1

2
，𝑘′ ∈奇數  

○10  𝑘′ 24[𝑘′ + 1] 𝑐 =
25𝑘′ + 24

2
、𝑓 =

23𝑘′ + 24

2
，𝑘′ ∈偶數  

○11  2[𝑘′ + 1] 12𝑘′ 𝑐 = 7𝑘′ + 1、𝑓 = 5𝑘′ − 1  

○12  2𝑘′ 12[𝑘′ + 1] 𝑐 = 7𝑘′ + 6、𝑓 = 5𝑘′ + 6  

○13  3[𝑘′ + 1] 8𝑘′ 𝑐 =
11𝑘′ + 3

2
、𝑓 =

5𝑘′ − 3

2
，𝑘′ ∈奇數  

○14  3𝑘′ 8[𝑘′ + 1] 𝑐 =
11𝑘′ + 8

2
、𝑓 =

5𝑘′ + 8

2
，𝑘′ ∈偶數  

○15  4[𝑘′ + 1] 6𝑘′ 𝑐 = 5𝑘′ + 2、𝑓 = 𝑘′ − 2，重複  

○16  4𝑘′ 6[𝑘′ + 1] 𝑐 = 5𝑘′ + 3、𝑓 = 𝑘′ + 3，重複  
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編

號 
(𝑐 − 𝑓) (𝑐 + 𝑓) 𝑐、𝑓的解 

備

註 

○17  6[𝑘′ + 1] 4𝑘′ 𝑐 = 5𝑘′ + 3、𝑓 = −𝑘′ − 3 < 0  

○18  6𝑘′ 4[𝑘′ + 1] 𝑐 = 5𝑘′ + 2、𝑓 = −𝑘′ + 2 < 0  

○19  8[𝑘′ + 1] 3𝑘′ 𝑐 =
11𝑘′ + 8

2
、𝑓 =

−5𝑘′ − 8

2
< 0  

○20  8𝑘′ 3[𝑘′ + 1] 𝑐 =
11𝑘′ + 3

2
、𝑓 =

−5𝑘′ + 3

2
< 0  

○21  12[𝑘′ + 1] 2𝑘′ 𝑐 = 7𝑘′ + 6、𝑓 = −5𝑘′ − 6 < 0  

○22  12𝑘′ 2[𝑘′ + 1] 𝑐 = 7𝑘′ + 1、𝑓 = −5𝑘′ + 1 < 0  

○23  24[𝑘′ + 1] 𝑘′ 𝑐 =
25𝑘′ + 24

2
、𝑓 =

−23𝑘′ − 24

2
< 0  

○24  24𝑘′ 𝑘′ + 1 𝑐 =
25𝑘′ + 1

2
、𝑓 =

−23𝑘′ + 1

2
< 0  

○25  24[(𝑘′)2 + 𝑘′] 1 𝑐 =
24[(𝑘′)2 + 𝑘′] + 1

2
、𝑓 =

1 − 24[(𝑘′)2 + 𝑘′]

2
  

○26  12[(𝑘′)2 + 𝑘′] 2 𝑐 = 1 + 6[(𝑘′)2 + 𝑘′]、𝑓 = 1 − 6[(𝑘′)2 + 𝑘′] < 0  

○27  8[(𝑘′)2 + 𝑘′] 3 𝑐 =
3 + 8[(𝑘′)2 + 𝑘′]

2
、𝑓 =

3 − 8[(𝑘′)2 + 𝑘′]

2
< 0  

○28  6[(𝑘′)2 + 𝑘′] 4 𝑐 = 2 + 3[(𝑘′)2 + 𝑘′]、𝑓 = 2 − 3[(𝑘′)2 + 𝑘′] < 0  

○29  4[(𝑘′)2 + 𝑘′] 6 𝑐 = 3 + 2[(𝑘′)2 + 𝑘′]、𝑓 = 3 − 2[(𝑘′)2 + 𝑘′] < 0  

○30  3[(𝑘′)2 + 𝑘′] 8 𝑐 =
8 + 3[(𝑘′)2 + 𝑘′]

2
、𝑓 =

8 − 3[(𝑘′)2 + 𝑘′]

2
< 0  

○31  2[(𝑘′)2 + 𝑘′] 12 𝑐 = 6 + [(𝑘′)2 + 𝑘′]、𝑓 = 6 − [(𝑘′)2 + 𝑘′] < 0  

○32  [(𝑘′)2 + 𝑘′] 24 𝑐 =
24 + [(𝑘′)2 + 𝑘′]

2
、𝑓 =

24 − [(𝑘′)2 + 𝑘′]

2
  

       

由編號○11得 

      (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓) 

             = (5𝑘′ + 2,5𝑘′ + 3,7𝑘′ + 1, 𝑘′ − 2, 𝑘′ + 3,5𝑘′ − 1) 

，其中𝑘′ ≥ 3 

      6 個邊分別將(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)，(𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) 

      兩組邊長，依右圖 1→2→3→4→5的 

      步驟，即可完成一個邊長全為完全平 

      方數的等角六邊形。 
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由編號○12得 

      (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓)  

             = (5𝑘′ + 2,5𝑘′ + 3,7𝑘′ + 6, 𝑘′ − 2, 𝑘′ + 3,5𝑘′ + 6) 

，其中𝑘′ ≥ 3 

      6 個邊分別將(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)，(𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) 

      兩組邊長，依右圖 1→2→3→4→5的 

      步驟，即可完成一個邊長全為完全平 

      方數的等角六邊形。 

 

  (3)奇合數𝑙 = 3𝑥1 × 5𝑥2為 15 的倍數，其中𝑥1 ≠ 0 且𝑥2 ≠ 0 

      (𝑏 − 𝑎) × (𝑏 + 𝑎) = (𝑒 − 𝑑) × (𝑒 + 𝑑) 

假設 
1 × (2𝑘 + 1) = 15 × 

(2𝑘 + 1)

15
 

1 × (30𝑘′ + 15) = 15 × (2𝑘′ + 1) 

解 
𝑏 = 15𝑘′ + 8 
𝑎 = 15𝑘′ + 7 

 
𝑒 = 𝑘′ + 8 
𝑑 = 𝑘′ − 7 

             因為
(2𝑘 + 1)

15
∈ 𝑍，令𝑘 = 15𝑘′ + 7 ⇒

(2𝑘 + 1)

15
=
2(15𝑘′ + 7) + 1

15
=
30𝑘′ + 15

15
= 2𝑘′ + 1 

      (2𝑘 + 1) = 2(15𝑘′ + 7) + 1 = 30𝑘′ + 15 

      𝑑2 + 𝑐2 = 𝑓2 + 𝑎2 ⇒(𝑘′ − 7)2 + 𝑐2 = 𝑓2 + (15𝑘′ + 7)2   

                   ⇒𝑐2 − 𝑓2 = 224(𝑘′)2 + 224𝑘′ = 224[(𝑘′)2 + 𝑘′] = (𝑐 − 𝑓)(𝑐 + 𝑓) ∈偶數 

                  ，其中[(𝑘′)2 + 𝑘′]必為偶數     

編

號 
(𝑐 − 𝑓) (𝑐 + 𝑓) 𝑐、𝑓的解 

備

註 

○1  1 224[(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐、𝑓非整數  

○2  2 112[(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐 = 56[(𝑘′)2 + 𝑘′] + 1、𝑓 = 56[(𝑘′)2 + 𝑘′] − 1  

○3  4 56[(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐 = 28[(𝑘′)2 + 𝑘′] + 2、𝑓 = 28[(𝑘′)2 + 𝑘′] − 2  

○4  7 32[(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐、𝑓非整數  

○5  8 28[(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐 = 14[(𝑘′)2 + 𝑘′] + 4、𝑓 = 14[(𝑘′)2 + 𝑘′] − 4  

○6  14 16[(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐 = 8[(𝑘′)2 + 𝑘′] + 7、𝑓 = 8[(𝑘′)2 + 𝑘′] − 7  

○7  16 14[(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐 = 7[(𝑘′)2 + 𝑘′] + 8、𝑓 = 7[(𝑘′)2 + 𝑘′] − 8  

○8  28 8[(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐 = 4[(𝑘′)2 + 𝑘′] + 14、𝑓 = 4[(𝑘′)2 + 𝑘′] − 14  

○9  32 7[(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐 =
7[(𝑘′)2 + 𝑘′] + 32

2
、𝑓 =

7[(𝑘′)2 + 𝑘′] − 32

2
  

○10  56 4[(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐 = 2[(𝑘′)2 + 𝑘′] + 28、𝑓 = 2[(𝑘′)2 + 𝑘′] − 28  

○11  112 2[(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐 = [(𝑘′)2 + 𝑘′] + 56、𝑓 = [(𝑘′)2 + 𝑘′] − 56  
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編

號 
(𝑐 − 𝑓) (𝑐 + 𝑓) 𝑐、𝑓的解 

備

註 

○12  224 [(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐 =
[(𝑘′)2 + 𝑘′] + 224

2
、𝑓 =

[(𝑘′)2 + 𝑘′] − 224

2
  

○13  𝑘′ + 1 224𝑘′ 𝑐 =
225𝑘′ + 1

2
、𝑓 =

223𝑘′ − 1

2
，𝑘′ ∈奇數  

○14  𝑘′ 224[𝑘′ + 1] 𝑐 =
225𝑘′ + 224

2
、𝑓 =

223𝑘′ + 224

2
，𝑘′ ∈偶數  

○15  2[𝑘′ + 1] 112𝑘′ 𝑐 = 57𝑘′ + 1、𝑓 = 55𝑘′ − 1  

○16  2𝑘′ 112[𝑘′ + 1] 𝑐 = 57𝑘′ + 56、𝑓 = 55𝑘′ + 56  

○17  4[𝑘′ + 1] 56𝑘′ 𝑐 = 30𝑘′ + 2、𝑓 = 26𝑘′ − 2  

○18  4𝑘′ 56[𝑘′ + 1] 𝑐 = 30𝑘′ + 28、𝑓 = 26𝑘′ + 28  

○19  7[𝑘′ + 1] 32𝑘′ 𝑐 =
39𝑘′ + 7

2
、𝑓 =

25𝑘′ − 7

2
，𝑘′ ∈奇數  

○20  7𝑘′ 32[𝑘′ + 1] 𝑐 =
39𝑘′ + 32

2
、𝑓 =

25𝑘′ + 32

2
，𝑘′ ∈偶數  

○21  8[𝑘′ + 1] 28𝑘′ 𝑐 = 18𝑘′ + 4、𝑓 = 10𝑘′ − 4  

○22  8𝑘′ 28[𝑘′ + 1] 𝑐 = 18𝑘′ + 14、𝑓 = 10𝑘′ + 14  

○23  14[𝑘′ + 1] 16𝑘′ 𝑐 = 15𝑘′ + 7、𝑓 = 𝑘′ − 7，邊長重複  

○24  14𝑘′ 16[𝑘′ + 1] 𝑐 = 15𝑘′ + 8、𝑓 = 𝑘′ + 8，邊長重複  

○25  16[𝑘′ + 1] 14𝑘′ 𝑐 = 30𝑘′ + 8、𝑓 = −𝑘′ − 8 < 0  

○26  16𝑘′ 14[𝑘′ + 1] 𝑐 = 30𝑘′ + 7、𝑓 = −𝑘′ + 7 < 0  

○27  28[𝑘′ + 1] 8𝑘′ 𝑐 = 18𝑘′ + 14、𝑓 = −10𝑘′ − 14 < 0  

○28  28𝑘′ 8[𝑘′ + 1] 𝑐 = 18𝑘′ + 4、𝑓 = −10𝑘′ + 4 < 0  

○29  32[𝑘′ + 1] 7𝑘′ 𝑐 =
39𝑘′ + 32

2
、𝑓 =

−25𝑘′ + 32

2
< 0  

○30  32𝑘′ 7[𝑘′ + 1] 𝑐 =
39𝑘′ + 7

2
、𝑓 =

−25𝑘′ + 7

2
< 0  

○31  56[𝑘′ + 1] 4𝑘′ 𝑐 = 30𝑘′ + 28、𝑓 = −26𝑘′ − 28 < 0  

○32  56𝑘′ 4[𝑘′ + 1] 𝑐 = 30𝑘′ + 2、𝑓 = −26𝑘′ + 2 < 0  

○33  112[𝑘′ + 1] 2𝑘′ 𝑐 = 57𝑘′ + 56、𝑓 = −55𝑘′ − 56 < 0  

○34  112𝑘′ 2[𝑘′ + 1] 𝑐 = 57𝑘′ + 1、𝑓 = −55𝑘′ + 1 < 0  

○35  224[𝑘′ + 1] 𝑘′ 𝑐 =
225𝑘′ + 224

2
、𝑓 =

−223𝑘′ − 224

2
< 0  

○36  224𝑘′ [𝑘′ + 1] 𝑐 =
225𝑘′ + 1

2
、𝑓 =

−223𝑘′ + 1

2
< 0  

○37  224[(𝑘′)2 + 𝑘′] 1 𝑐 =
1 + 224[(𝑘′)2 + 𝑘′]

2
、𝑓 =

1 − 224[(𝑘′)2 + 𝑘′]

2
< 0 

 

○38  112[(𝑘′)2 + 𝑘′] 2 𝑐 = 1 + 56[(𝑘′)2 + 𝑘′]、𝑓 = 1 − 56[(𝑘′)2 + 𝑘′] < 0  

○39  56[(𝑘′)2 + 𝑘′] 4 𝑐 = 2 + 28[(𝑘′)2 + 𝑘′]、𝑓 = 2 − 28[(𝑘′)2 + 𝑘′] < 0  

○40  32[(𝑘′)2 + 𝑘′] 7 𝑐 =
7 + 32[(𝑘′)2 + 𝑘′]

2
、𝑓 =

7 − 32[(𝑘′)2 + 𝑘′]

2
< 0  

○41  28[(𝑘′)2 + 𝑘′] 8 𝑐 = 4 + 14[(𝑘′)2 + 𝑘′]、𝑓 = 4 − 14[(𝑘′)2 + 𝑘′] < 0  
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編

號 
(𝑐 − 𝑓) (𝑐 + 𝑓) 𝑐、𝑓的解 

備

註 

○42  16[(𝑘′)2 + 𝑘′] 14 𝑐 = 7 + 8[(𝑘′)2 + 𝑘′]、𝑓 = 7 − 8[(𝑘′)2 + 𝑘′] < 0  

○43  14[(𝑘′)2 + 𝑘′] 16 𝑐 = 8 + 7[(𝑘′)2 + 𝑘′]、𝑓 = 8 − 7[(𝑘′)2 + 𝑘′] < 0  

○44  8[(𝑘′)2 + 𝑘′] 28 𝑐 = 14 + 4[(𝑘′)2 + 𝑘′]、𝑓 = 14 − 4[(𝑘′)2 + 𝑘′] < 0  

○45  7[(𝑘′)2 + 𝑘′] 32 𝑐 =
32 + 7[(𝑘′)2 + 𝑘′]

2
、𝑓 =

32 − 7[(𝑘′)2 + 𝑘′]

2
  

○46  4[(𝑘′)2 + 𝑘′] 56 𝑐 = 28 + 2[(𝑘′)2 + 𝑘′]、𝑓 = 28 − 2[(𝑘′)2 + 𝑘′] < 0  

○47  2[(𝑘′)2 + 𝑘′] 112 𝑐 = 56 + [(𝑘′)2 + 𝑘′]、𝑓 = 56 − [(𝑘′)2 + 𝑘′] < 0  

○48  [(𝑘′)2 + 𝑘′] 224 𝑐 =
224 + [(𝑘′)2 + 𝑘′]

2
、𝑓 =

224 − [(𝑘′)2 + 𝑘′]

2
  

          

           由編號○17得 

      (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓)= (15𝑘′ + 7,15𝑘′ + 8,30𝑘′ + 2, 𝑘′ − 7, 𝑘′ + 8,26𝑘′ − 2) 

，其中𝑘′ ≥ 8 

      6 個邊分別將(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)，(𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) 

      兩組邊長，依右圖 1→2→3→4→5的 

      步驟，即可完成一個邊長全為完全平 

      方數的等角六邊形。 

 

 

由編號○21得 

            (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓) = (15𝑘′ + 7,15𝑘′ + 8,18𝑘′ + 4, 𝑘′ − 7, 𝑘′ + 8,10𝑘′ − 4) 

，其中𝑘′ ≥ 8 

      6 個邊分別將(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)，(𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) 

      兩組邊長，依右圖 1→2→3→4→5的 

      步驟，即可完成一個邊長全為完全平 

      方數的等角六邊形。 
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  (4)奇合數𝑙 = 3𝑥1 × 5𝑥2為 15 的倍數，其中𝑥1、𝑥1 ≠ 0 

      (𝑏 − 𝑎) × (𝑏 + 𝑎) = (𝑒 − 𝑑) × (𝑒 + 𝑑) 

假設 
3 × (2𝑘 + 1) = 5 × 

3(2𝑘 + 1)

5
 

3 × (10𝑘′ + 5) = 5 × (6𝑘′ + 3) 

解 
𝑏 = 5𝑘′ + 4 
𝑎 = 5𝑘′ + 1 

 
𝑒 = 3𝑘′ + 4 
𝑑 = 3𝑘′ − 1 

             因為
3(2𝑘 + 1)

5
∈ 𝑍，令𝑘 = 5𝑘′ + 2 ⇒

3(2𝑘 + 1)

5
=
3[2(5𝑘′ + 2) + 1]

5
=
30𝑘′ + 15

5
= 6𝑘′ + 3 

      (2𝑘 + 1) = 2(5𝑘′ + 2) + 1 = 10𝑘′ + 5 

      𝑑2 + 𝑐2 = 𝑓2 + 𝑎2 ⇒(3𝑘′ − 1)2 + 𝑐2 = 𝑓2 + (5𝑘′ + 1)2   

                      ⇒𝑐2 − 𝑓2 = 16(𝑘′)2 + 16𝑘′ = 16[(𝑘′)2 + 𝑘′] = (𝑐 − 𝑓)(𝑐 + 𝑓) ∈偶數 

                       ，其中[(𝑘′)2 + 𝑘′]必為偶數     

編

號 
(𝑐 − 𝑓) (𝑐 + 𝑓) 𝑐、𝑓的解 

備

註 

○1  1 16[(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐、𝑓非整數  

○2  2 8[(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐 = 4[(𝑘′)2 + 𝑘′] + 1、𝑓 = 4[(𝑘′)2 + 𝑘′] − 1  

○3  4 4[(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐 = 2[(𝑘′)2 + 𝑘′] + 2、𝑓 = 2[(𝑘′)2 + 𝑘′] − 2  

○4  8 2[(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐 = [(𝑘′)2 + 𝑘′] + 4、𝑓 = [(𝑘′)2 + 𝑘′] − 4  

○5  16 1[(𝑘′)2 + 𝑘′] 𝑐 =
[(𝑘′)2 + 𝑘′] + 16

2
、𝑓 =

[(𝑘′)2 + 𝑘′] − 16

2
  

○6  𝑘′ + 1 16𝑘′ 𝑐 =
17𝑘′ + 1

2
、𝑓 =

15𝑘′ − 1

2
，𝑘′ ∈奇數  

○7  𝑘′ 16[𝑘′ + 1] 𝑐 =
17𝑘′ + 16

2
、𝑓 =

15𝑘′ + 16

2
，𝑘′ ∈偶數  

○8  2[𝑘′ + 1] 8𝑘′ 𝑐 = 5𝑘′ + 1、𝑓 = 3𝑘′ − 1，邊長重複  

○9  2𝑘′ 8[𝑘′ + 1] 𝑐 = 5𝑘′ + 4、𝑓 = 3𝑘′ + 4，邊長重複  

○10  4[𝑘′ + 1] 4𝑘′ 𝑐 = 4𝑘′ + 2、𝑓 = −2 < 0  

○11  4𝑘′ 4[𝑘′ + 1] 𝑐 = 4𝑘′ + 2、𝑓 = 2  

○12  8[𝑘′ + 1] 2𝑘′ 𝑐 = 5𝑘′ + 4、𝑓 = −3𝑘′ − 4 < 0  

○13  8𝑘′ 2[𝑘′ + 1] 𝑐 = 5𝑘′ + 1、𝑓 = −3𝑘′ + 1 < 0  

○14  16[𝑘′ + 1] 𝑘′ 𝑐 =
17𝑘′ + 16

2
、𝑓 =

−15𝑘′ − 16

2
< 0  

○15  16𝑘′ [𝑘′ + 1] 𝑐 =
17𝑘′ + 1

2
、𝑓 =

−15𝑘′ + 1

2
< 0  

○16  16[(𝑘′)2 + 𝑘′] 1 𝑐 =
1 + 16[(𝑘′)2 + 𝑘′]

2
、𝑓 =

1 − 16[(𝑘′)2 + 𝑘′]

2
< 0  

○17  8[(𝑘′)2 + 𝑘′] 2 𝑐 = 1 + 4[(𝑘′)2 + 𝑘′]、𝑓 = 1 − 4[(𝑘′)2 + 𝑘′] < 0  
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編

號 (𝑐 − 𝑓) (𝑐 + 𝑓) 𝑐、𝑓的解 
備

註 

○18  4[(𝑘′)2 + 𝑘′] 4 𝑐 = 2 + 2[(𝑘′)2 + 𝑘′]、𝑓 = 2 − 2[(𝑘′)2 + 𝑘′] < 0  

○19  2[(𝑘′)2 + 𝑘′] 8 𝑐 = 4 + [(𝑘′)2 + 𝑘′]、𝑓 = 4 − [(𝑘′)2 + 𝑘′] < 0  

○20  1[(𝑘′)2 + 𝑘′] 16 𝑐 =
16 + [(𝑘′)2 + 𝑘′]

2
、𝑓 =

16 − [(𝑘′)2 + 𝑘′]

2
  

    

 

由編號○11得 

      (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓) = (5𝑘′ + 1,5𝑘′ + 4,4𝑘′ + 2,3𝑘′ − 1,3𝑘′ + 4,2) 

，其中𝑘′ ≥ 3 

      6 個邊分別將(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)，(𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) 

      兩組邊長，依右圖 1→2→3→4→5的 

      步驟，即可完成一個邊長全為完全平 

      方數的等角六邊形。 

 

     

     若𝑙 = 2𝑛 × (𝑎1)
𝑥1 × (𝑎2)

𝑥2 × (𝑎3)
𝑥3 ×⋯× (𝑎𝑚)

𝑥𝑚，其中∑𝑥𝑖 = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3+⋯+ 𝑥𝑚 

     ⇒ 𝑛 = 0，∑𝑥𝑖 ≥ 2時，有解。 

       若∑𝑥𝑖 = 2，𝑥1、𝑥2 ≠ 0(至少有兩個奇質因數)，亦有解。 

    

   3.已知 (𝑏 − 𝑎)(𝑏 + 𝑎) = (𝑒 − 𝑑)(𝑒 + 𝑑) = 𝑙 = 𝑃 × 𝑄 = 𝑅 × 𝑆 

           𝑙 = 2𝑛 × (𝑎1)
𝑥1 × (𝑎2)

𝑥2 × (𝑎3)
𝑥3 ×⋯× (𝑎𝑚)

𝑥𝑚，其中∑𝑥𝑖 = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3+⋯+ 𝑥𝑚 

     {
(𝑏 − 𝑎) = 𝑃、(𝑏 + 𝑎) = 𝑄

(𝑒 − 𝑑) = 𝑅、(𝑒 + 𝑑) = 𝑆
，𝑙 = 𝑃 × 𝑄 = 𝑅 × 𝑆，因為𝑎、𝑏、𝑒、𝑑為整數，而且均相 

     異，則𝑙為至少有 4個因數的合數，其中𝑃、𝑄、𝑅、𝑆 > 0，且同為奇數或偶數      

     因為⟨
若𝑃、𝑄或𝑅、𝑆同時為奇數時，𝑛 = 0

若𝑃、𝑄或𝑅、𝑆同時為偶數時，𝑛 ≥ 2
 

     所以 

     𝑛 = 1時，必無解。 
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   4.若(𝑏 − 𝑎)、(𝑒 − 𝑑)、(𝑏 + 𝑎)、(𝑒 + 𝑑) 均為相異偶數 

     偶合數𝑙 = 22 × (𝑎1)
𝑥1 × (𝑎2)

𝑥2，為 4的倍數，其中𝑥1、𝑥2 ≠ 0 

      (𝑏 − 𝑎) × (𝑏 + 𝑎) = (𝑒 − 𝑑) × (𝑒 + 𝑑) 

假

設 
2(2𝑘 + 1) × 2(2𝑘′ + 1) = 2 × 2(2𝑘 + 1)(2𝑘′ + 1) 

解 
𝑏 = 2𝑘 + 2𝑘′ + 2 
𝑎 = 2𝑘′ − 2𝑘 

 
𝑒 = (2𝑘 + 1)(2𝑘′ + 1) + 1 
𝑑 = (2𝑘 + 1)(2𝑘′ + 1) − 1 

      其中𝑘、𝑘′為相異的整數 

               𝑑2 + 𝑐2 = 𝑓2 + 𝑎2 

              ⇒ [(2𝑘 + 1)(2𝑘′ + 1) − 1]2 + 𝑐2 = 𝑓2 + [2𝑘′ − 2𝑘]2 

             ⇒ 𝑐2 − 𝑓2 = (𝑐 − 𝑓)(𝑐 + 𝑓) 

                 = [2𝑘′ − 2𝑘]2 − [(2𝑘 + 1)(2𝑘′ + 1) − 1]2 

                 = [2𝑘′ − 2𝑘 + (2𝑘 + 1)(2𝑘′ + 1) − 1][2𝑘′ − 2𝑘 − (2𝑘 + 1)(2𝑘′ + 1) + 1] 

                 = [4𝑘𝑘′ + 4𝑘′][−4𝑘𝑘′ − 4𝑘] 

                 = −16𝑘𝑘′(𝑘 + 1)(𝑘′ + 1)      

所以𝑓2 − 𝑐2 = 16𝑘𝑘′(𝑘 + 1)(𝑘′ + 1) = (𝑓 − 𝑐)(𝑓 + 𝑐)，其中𝑘, 𝑘′為相異的正整數， 

即可找到一組(𝑎、𝑏、𝑐、𝑑、𝑒、𝑓)符合所求。 

 

  所以 

      已知(𝑏 − 𝑎)(𝑏 + 𝑎) = (𝑒 − 𝑑)(𝑒 + 𝑑) = 𝑙 

            令 {
(𝑏 − 𝑎) = 𝑃、(𝑎 + 𝑐) = 𝑄

(𝑒 − 𝑑) = 𝑅、(𝑒 + 𝑑) = 𝑆
，𝑙 = 𝑃 × 𝑄 = 𝑅 × 𝑆其中𝑃、𝑄、𝑅、𝑆為四個相異的偶數 

      時，必可以找到對應的(𝑎、𝑏、𝑐、𝑑、𝑒、𝑓)
使得以
→   (𝑎2、𝑏2、𝑐2、𝑑2、𝑒2、𝑓2)為 6個 

邊的等角六邊形(不照順序)。 

 

      若𝑙 = 2𝑛 × (𝑎1)
𝑥1 × (𝑎2)

𝑥2 × (𝑎3)
𝑥3 ×⋯× (𝑎𝑚)

𝑥𝑚，其中∑𝑥𝑖 = 𝑥1 + 𝑥2+⋯+ 𝑥𝑚 

      ⇒ 𝑛 = 2時，∑𝑥𝑖 ≥ 2時，有解，若∑𝑥𝑖 = 2時，其中𝑥1、𝑥2 ≠ 0 
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   5.偶合數𝑙 = 23 × (𝑎1)
𝑥1 × (𝑎2)

𝑥2 × (𝑎3)
𝑥3 ×⋯× (𝑎𝑚)

𝑥𝑚 = (𝑎 − 𝑐)(𝑎 + 𝑐) = (𝑒 − 𝑑)(𝑒 + 𝑑)     

     ，為 8的倍數，其中∑𝑥𝑖 ≥ 1 

      (𝑏 − 𝑎) × (𝑏 + 𝑎) = (𝑒 − 𝑑) × (𝑒 + 𝑑) 

假設 2 × 4(2𝑘 + 1) = 4 × 2(2𝑘 + 1) 

解 
𝑏 = 4𝑘 + 3 
𝑎 = 4𝑘 + 1 

 
𝑒 = 2𝑘 + 3 
𝑑 = 2𝑘 − 1 

      𝑑2 + 𝑐2 = 𝑓2 + 𝑎2 ⇒(2𝑘 − 1)2 + 𝑐2 = 𝑓2 + (4𝑘 + 1)2   

                      ⇒𝑐2 − 𝑓2 = 12 + 12𝑘 = 12(𝑘2 + 𝑘) = (𝑐 − 𝑓)(𝑐 + 𝑓) ∈偶數     

其中(𝑘2 + 𝑘) ∈偶數          

編

號 
(𝑐 − 𝑓) (𝑐 + 𝑓) 𝑐、𝑓的解 

備

註 

○1  1 12(𝑘2 + 𝑘) 𝑐、𝑓非整數  

○2  2 6(𝑘2 + 𝑘) 𝑐 = 3(𝑘2 + 𝑘) + 1、𝑓 = 3(𝑘2 + 𝑘) − 1  

○3  3 4(𝑘2 + 𝑘) 𝑐 =
4(𝑘2 + 𝑘) + 3

2
、𝑓 =

4(𝑘2 + 𝑘) − 3

2
非整數  

○4  4 3(𝑘2 + 𝑘) 𝑐 =
3(𝑘2 + 𝑘) + 4

2
、𝑓 =

3(𝑘2 + 𝑘) − 4

2
  

○5  6 2(𝑘2 + 𝑘) 𝑐 = (𝑘2 + 𝑘) + 3、𝑓 = (𝑘2 + 𝑘) − 3  

○6  12 (𝑘2 + 𝑘) 𝑐 =
(𝑘2 + 𝑘) + 12

2
、𝑓 =

(𝑘2 + 𝑘) − 12

2
  

○7  𝑘 + 1 12𝑘 𝑐 =
13𝑘 + 1

2
、𝑓 =

11𝑘 − 1

2
，𝑘 ∈奇數  

○8  𝑘 12(𝑘 + 1) 𝑐 =
13𝑘 + 12

2
、𝑓 =

11𝑘 + 12

2
，𝑘 ∈偶數  

○9  2(𝑘 + 1) 6𝑘 𝑐 = 4𝑘 + 1、𝑓 = 2𝑘 − 1，邊長重複  

○10  2𝑘 6(𝑘 + 1) 𝑐 = 4𝑘 + 3、𝑓 = 2𝑘 + 3，邊長重複  

○11  3(𝑘 + 1) 4𝑘 𝑐 =
7𝑘 + 4

2
、𝑓 =

−𝑘 − 4

2
< 0  

○12  3𝑘 4(𝑘 + 1) 𝑐 =
7𝑘 + 4

2
、𝑓 =

−𝑘 − 4

2
< 0  

○13  4(𝑘 + 1) 3𝑘 𝑐 =
7𝑘 + 4

2
、𝑓 =

−𝑘 − 4

2
< 0  

○14  4𝑘 3(𝑘 + 1) 𝑐 =
7𝑘 + 3

2
、𝑓 =

−𝑘 + 3

2
< 0  

○15  6(𝑘 + 1) 2𝑘 𝑐 = 4𝑘 + 3、𝑓 = −2𝑘 − 3 < 0  

○16  6𝑘 2(𝑘 + 1) 𝑐 = 4𝑘 + 1、𝑓 = −2𝑘 + 1 < 0  

○17  12(𝑘 + 1) 𝑘 𝑐 =
13𝑘 + 12

2
、𝑓 =

−11𝑘 − 12

2
< 0  



16 

 

編

號 (𝑐 − 𝑓) (𝑐 + 𝑓) 𝑐、𝑓的解 
備

註 

○18  12𝑘 (𝑘 + 1) 𝑐 =
13𝑘 + 1

2
、𝑓 =

−11𝑘 + 1

2
< 0  

○19  12(𝑘2 + 𝑘) 1 𝑐 =
1 + 12(𝑘2 + 𝑘)

2
、𝑓 =

1 − 12(𝑘2 + 𝑘)

2
< 0  

○20  6(𝑘2 + 𝑘) 2 𝑐 = 2 + 3(𝑘2 + 𝑘)、𝑓 = 2 − 3(𝑘2 + 𝑘) < 0  

○21  4(𝑘2 + 𝑘) 3 𝑐 =
3 + 4(𝑘2 + 𝑘)

2
、𝑓 =

3 − 4(𝑘2 + 𝑘)

2
< 0  

○22  3(𝑘2 + 𝑘) 4 𝑐 =
4 + 3(𝑘2 + 𝑘)

2
、𝑓 =

4 − 3(𝑘2 + 𝑘)

2
< 0  

○23  2(𝑘2 + 𝑘) 6 𝑐 = 3 + (𝑘2 + 𝑘)、𝑓 = 3 − (𝑘2 + 𝑘)  

○24  (𝑘2 + 𝑘) 12 𝑐 =
12 + (𝑘2 + 𝑘)

2
、𝑓 =

12 − (𝑘2 + 𝑘)

2
  

 

由編號○7 得 

              (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓) = (4𝑘 + 1,4𝑘 + 3,
13𝑘 + 1

2
, 2𝑘 − 1,2𝑘 + 3,

11𝑘 − 1

2
) 

，其中𝑘 ≥ 3 的奇數 

      6 個邊分別將(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)，(𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) 

      兩組邊長，依右圖 1→2→3→4→5的 

      步驟，即可完成一個邊長全為完全平 

      方數的等角六邊形。 

 

     所以 

     已知(𝑏 − 𝑎)(𝑏 + 𝑎) = (𝑒 − 𝑑)(𝑒 + 𝑑) = 𝑙 

           令 {
(𝑏 − 𝑎) = 𝑃、(𝑏 + 𝑎) = 𝑄

(𝑒 − 𝑑) = 𝑅、(𝑒 + 𝑑) = 𝑆
，𝑙 = 𝑃 × 𝑄 = 𝑅 × 𝑆其中𝑃、𝑄、𝑅、𝑆為四個相異的奇數 

     時，必可以找到對應的(𝑎、𝑏、𝑐、𝑑、𝑒、𝑓)
使得以
→   (𝑎2、𝑏2、𝑐2、𝑑2、𝑒2、𝑓2)為 6個邊 

     的等角六邊形(不照順序)。 

 

     若𝑙 = 2𝑛 × (𝑎1)
𝑥1 × (𝑎2)

𝑥2 × (𝑎3)
𝑥3 ×⋯× (𝑎𝑚)

𝑥𝑚，其中∑𝑥𝑖 = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3+⋯+ 𝑥𝑚 

     ⇒ 𝑛 = 3，∑𝑥𝑖 ≥ 1時，有解。 
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   6.偶合數𝑙 = 24 × (𝑎1)
𝑥1 × (𝑎2)

𝑥2 × (𝑎3)
𝑥3 ×⋯× (𝑎𝑚)

𝑥𝑚 = (𝑎 − 𝑐)(𝑎 + 𝑐) = (𝑒 − 𝑑)(𝑒 + 𝑑) 

     ，為 16 的倍數，其中∑𝑥𝑖 ≥ 1 

      (𝑏 − 𝑎) × (𝑏 + 𝑎) = (𝑒 − 𝑑) × (𝑒 + 𝑑) 

假設 2 × 8(2𝑘 + 1) = 8 × 2(2𝑘 + 1) 

解 
𝑏 = 8𝑘 + 5 
𝑎 = 8𝑘 + 3 

 
𝑒 = 2𝑘 + 5 
𝑑 = 2𝑘 − 3 

      𝑑2 + 𝑐2 = 𝑓2 + 𝑎2 ⇒(2𝑘 − 3)2 + 𝑐2 = 𝑓2 + (8𝑘 + 3)2   

                      ⇒𝑐2 − 𝑓2 = 60𝑘2 + 60k = 60(𝑘2 + 𝑘) = (𝑐 − 𝑓)(𝑐 + 𝑓) ∈偶數     

其中(𝑘2 + 𝑘) ∈偶數          

編

號 
(𝑐 − 𝑓) (𝑐 + 𝑓) 𝑐、𝑓的解 

備

註 

○1  1 60(𝑘2 + 𝑘) 𝑐、𝑓非整數  

○2  2 30(𝑘2 + 𝑘) 𝑐 = 15(𝑘2 + 𝑘) + 1、𝑓 = 15(𝑘2 + 𝑘) − 1  

○3  3 20(𝑘2 + 𝑘) 𝑐、𝑓非整數  

○4  4 15(𝑘2 + 𝑘) 𝑐 =
15(𝑘2 + 𝑘) + 4

2
、𝑓 =

15(𝑘2 + 𝑘) − 4

2
   

○5  5 12(𝑘2 + 𝑘) 𝑐、𝑓非整數  

○6  6 10(𝑘2 + 𝑘) 𝑐 = 5(𝑘2 + 𝑘) + 3、𝑓 = 5(𝑘2 + 𝑘) − 3  

○7  10 6(𝑘2 + 𝑘) 𝑐 = 3(𝑘2 + 𝑘) + 5、𝑓 = 3(𝑘2 + 𝑘) − 5  

○8  12 5(𝑘2 + 𝑘) 𝑐 =
5(𝑘2 + 𝑘) + 12

2
、𝑓 =

5(𝑘2 + 𝑘) − 12

2
   

○9  15 4(𝑘2 + 𝑘) 𝑐、𝑓非整數  

○10  20 3(𝑘2 + 𝑘) 𝑐 =
3(𝑘2 + 𝑘) + 20

2
、𝑓 =

3(𝑘2 + 𝑘) − 20

2
   

○11  30 2(𝑘2 + 𝑘) 𝑐 = (𝑘2 + 𝑘) + 15、𝑓 = (𝑘2 + 𝑘) − 15  

○12  60 (𝑘2 + 𝑘) 𝑐 =
(𝑘2 + 𝑘) + 60

2
、𝑓 =

(𝑘2 + 𝑘) − 60

2
   

○13  𝑘 + 1 60𝑘 𝑐 =
61𝑘 + 1

2
、𝑓 =

59𝑘 − 1

2
，𝑘 ∈奇數  

○14  𝑘 60(𝑘 + 1) 𝑐 =
61𝑘 + 60

2
、𝑓 =

59𝑘 + 60

2
，𝑘 ∈偶數  

○15  2(𝑘 + 1) 30𝑘 𝑐 = 16𝑘 + 1、𝑓 = 14𝑘 − 1  

○16  2𝑘 30(𝑘 + 1) 𝑐 = 16𝑘 + 15、𝑓 = 14𝑘 + 15  

○17  3(𝑘 + 1) 20𝑘 𝑐 =
23𝑘 + 3

2
、𝑓 =

17𝑘 − 3

2
，𝑘 ∈奇數  

○18  3𝑘 20(𝑘 + 1) 𝑐 =
23𝑘 + 20

2
、𝑓 =

17𝑘 + 20

2
，𝑘 ∈偶數  
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編

號 
(𝑐 − 𝑓) (𝑐 + 𝑓) 𝑐、𝑓的解 

備

註 

○19  4(𝑘 + 1) 15𝑘 𝑐 =
19𝑘 + 4

2
、𝑓 =

11𝑘 − 4

2
，𝑘 ∈偶數  

○20  4𝑘 15(𝑘 + 1) 𝑐 =
19𝑘 + 15

2
、𝑓 =

11𝑘 + 15

2
，𝑘 ∈奇數  

○21  5(𝑘 + 1) 12𝑘 𝑐 =
17𝑘 + 5

2
、𝑓 =

7𝑘 − 5

2
，𝑘 ∈奇數  

○22  5𝑘 12(𝑘 + 1) 𝑐 =
17𝑘 + 12

2
、𝑓 =

7𝑘 + 12

2
，𝑘 ∈偶數  

○23  6(𝑘 + 1) 10𝑘 𝑐 = 8𝑘 + 3、𝑓 = 2𝑘 − 3，邊長重複  

○24  6𝑘 10(𝑘 + 1) 𝑐 = 8𝑘 + 5、𝑓 = 2𝑘 − 5，邊長重複  

○25  10(𝑘 + 1) 6𝑘 𝑐 = 8𝑘 + 5、𝑓 = −2𝑘 − 5 < 0  

○26  10𝑘 6(𝑘 + 1) 𝑐 = 8𝑘 + 3、𝑓 = −2𝑘 + 3 < 0  

○27  12(𝑘 + 1) 5𝑘 𝑐 =
17𝑘 + 12

2
、𝑓 =

−7𝑘 − 12

2
< 0  

○28  12𝑘 5(𝑘 + 1) 𝑐 =
17𝑘 + 5

2
、𝑓 =

−7𝑘 + 5

2
< 0  

○29  15(𝑘 + 1) 4𝑘 𝑐 =
19𝑘 + 15

2
、𝑓 =

−11𝑘 − 15

2
< 0  

○30  15𝑘 4(𝑘 + 1) 𝑐 =
19𝑘 + 4

2
、𝑓 =

−11𝑘 + 4

2
< 0  

○31  20(𝑘 + 1) 3𝑘 𝑐 =
23𝑘 + 20

2
、𝑓 =

−17𝑘 − 20

2
< 0  

○32  20𝑘 3(𝑘 + 1) 𝑐 =
23𝑘 + 3

2
、𝑓 =

−17𝑘 + 3

2
< 0  

○33  30(𝑘 + 1) 2𝑘 𝑐 = 16𝑘 + 15、𝑓 = −14𝑘 − 15 < 0  

○34  30𝑘 2(𝑘 + 1) 𝑐 = 16𝑘 + 1、𝑓 = −14𝑘 + 1 < 0  

○35  60(𝑘 + 1) 𝑘 𝑐 =
61𝑘 + 60

2
、𝑓 =

−59𝑘 − 60

2
< 0  

○36  60𝑘 (𝑘 + 1) 𝑐 =
61𝑘 + 1

2
、𝑓 =

−59𝑘 + 1

2
< 0  

○37  60(𝑘2 + 𝑘) 1 𝑐 =
1 + 60(𝑘2 + 𝑘)

2
、𝑓 =

1 − 60(𝑘2 + 𝑘)

2
< 0  

○38  30(𝑘2 + 𝑘) 2 𝑐 = 1 + 15(𝑘2 + 𝑘)、𝑓 = 1 − 15(𝑘2 + 𝑘) < 0  

○39  20(𝑘2 + 𝑘) 3 𝑐 =
3 + 10(𝑘2 + 𝑘)

2
、𝑓 =

3 − 10(𝑘2 + 𝑘)

2
< 0  

○40  15(𝑘2 + 𝑘) 4 𝑐 =
4 + 15(𝑘2 + 𝑘)

2
、𝑓 =

4 − 15(𝑘2 + 𝑘)

2
< 0  
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編

號 
(𝑐 − 𝑓) (𝑐 + 𝑓) 𝑐、𝑓的解 

備

註 

○41  12(𝑘2 + 𝑘) 5 𝑐 =
5 + 12(𝑘2 + 𝑘)

2
、𝑓 =

5 − 12(𝑘2 + 𝑘)

2
< 0  

○42  10(𝑘2 + 𝑘) 6 𝑐 = 3 + 5(𝑘2 + 𝑘)、𝑓 = 3 − 5(𝑘2 + 𝑘) < 0  

○43  6(𝑘2 + 𝑘) 10 𝑐 = 5 + 3(𝑘2 + 𝑘)、𝑓 = 5 − 3(𝑘2 + 𝑘) < 0  

○44  5(𝑘2 + 𝑘) 12 𝑐 =
12 + 5(𝑘2 + 𝑘)

2
、𝑓 =

12 − 5(𝑘2 + 𝑘)

2
< 0  

○45  4(𝑘2 + 𝑘) 15 𝑐 =
15 + 4(𝑘2 + 𝑘)

2
、𝑓 =

15 − 4(𝑘2 + 𝑘)

2
非整數  

○46  3(𝑘2 + 𝑘) 20 𝑐 =
20 + 3(𝑘2 + 𝑘)

2
、𝑓 =

20 − 3(𝑘2 + 𝑘)

2
  

○47  2(𝑘2 + 𝑘) 30 𝑐 = 15 + (𝑘2 + 𝑘)、𝑓 = 15 − (𝑘2 + 𝑘)  

○48  (𝑘2 + 𝑘) 60 𝑐 =
60 + (𝑘2 + 𝑘)

2
、𝑓 =

60 − (𝑘2 + 𝑘)

2
  

      

由編號○21得 

              (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓) = (8𝑘 + 3,8𝑘 + 5,
17𝑘 + 5

2
, 2𝑘 − 3,2𝑘 + 5,

7𝑘 − 5

2
) 

，其中𝑘 ≥ 3 的奇數 

      6 個邊分別將(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)，(𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) 

      兩組邊長，依右圖 1→2→3→4→5的 

      步驟，即可完成一個邊長全為完全平 

      方數的等角六邊形。 

 

所以 

     已知(𝑏 − 𝑎)(𝑏 + 𝑎) = (𝑒 − 𝑑)(𝑒 + 𝑑) = 𝑙 

           令 {
(𝑏 − 𝑎) = 𝑃、(𝑏 + 𝑎) = 𝑄

(𝑒 − 𝑑) = 𝑅、(𝑒 + 𝑑) = 𝑆
，𝑙 = 𝑃 × 𝑄 = 𝑅 × 𝑆其中𝑃、𝑄、𝑅、𝑆為四個相異的奇數 

     時，必可以找到對應的(𝑎、𝑏、𝑐、𝑑、𝑒、𝑓)
使得以
→   (𝑎2、𝑏2、𝑐2、𝑑2、𝑒2、𝑓2)為 6個邊 

     的等角六邊形(不照順序)。 

 

     若𝑙 = 2𝑛 × (𝑎1)
𝑥1 × (𝑎2)

𝑥2 × (𝑎3)
𝑥3 ×⋯× (𝑎𝑚)

𝑥𝑚，其中∑𝑥𝑖 = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3+⋯+ 𝑥𝑚 

     ⇒ 𝑛 = 4，∑𝑥𝑖 ≥ 1時，有解。 
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   7.偶合數𝑙 = 25 × (𝑎1)
𝑥1 × (𝑎2)

𝑥2 × (𝑎3)
𝑥3 ×⋯× (𝑎𝑚)

𝑥𝑚 = (𝑎 − 𝑐)(𝑎 + 𝑐) = (𝑒 − 𝑑)(𝑒 + 𝑑) 

     ，為 32 的倍數 

      (𝑏 − 𝑎) × (𝑏 + 𝑎) = (𝑒 − 𝑑) × (𝑒 + 𝑑) 

假設 4 × 8(2𝑘 + 1) = 8 × 4(2𝑘 + 1) 

解 
𝑏 = 8𝑘 + 6 
𝑎 = 8𝑘 + 2 

 
𝑒 = 4𝑘 + 6 
𝑑 = 4𝑘 − 2 

      𝑑2 + 𝑐2 = 𝑓2 + 𝑎2 ⇒(4𝑘 − 2)2 + 𝑐2 = 𝑓2 + (8𝑘 + 2)2   

                      ⇒𝑐2 − 𝑓2 = 48𝑘2 + 48𝑘 = 48(𝑘2 + 𝑘) = (𝑐 − 𝑓)(𝑐 + 𝑓) ∈偶數     

其中(𝑘2 + 𝑘) ∈偶數       

編

號 
(𝑐 − 𝑓) (𝑐 + 𝑓) 𝑐、𝑓的解 

備

註 

○1  1 48(𝑘2 + 𝑘) 𝑐、𝑓非整數  

○2  2 24(𝑘2 + 𝑘) 𝑐 = 12(𝑘2 + 𝑘) + 1、𝑓 = 12(𝑘2 + 𝑘) − 1  

○3  3 16(𝑘2 + 𝑘) 𝑐、𝑓非整數  

○4  4 12(𝑘2 + 𝑘) 𝑐 = 6(𝑘2 + 𝑘) + 2、𝑓 = 6(𝑘2 + 𝑘) − 2   

○5  6 8(𝑘2 + 𝑘) 𝑐 = 4(𝑘2 + 𝑘) + 3、𝑓 = 4(𝑘2 + 𝑘) − 3  

○6  8 6(𝑘2 + 𝑘) 𝑐 = 3(𝑘2 + 𝑘) + 4、𝑓 = 3(𝑘2 + 𝑘) − 4  

○7  12 4(𝑘2 + 𝑘) 𝑐 = 2(𝑘2 + 𝑘) + 6、𝑓 = 2(𝑘2 + 𝑘) − 6  

○8  16 3(𝑘2 + 𝑘) 𝑐 =
3(𝑘2 + 𝑘) + 16

2
、𝑓 =

3(𝑘2 + 𝑘) − 16

2
   

○9  24 2(𝑘2 + 𝑘) 𝑐 = (𝑘2 + 𝑘) + 12、𝑓 = (𝑘2 + 𝑘) − 12   

○10  48 (𝑘2 + 𝑘) 𝑐 =
(𝑘2 + 𝑘) + 48

2
、𝑓 =

(𝑘2 + 𝑘) − 48

2
   

○11  𝑘 + 1 48𝑘 𝑐 =
49𝑘 + 1

2
、𝑓 =

47𝑘 − 1

2
，𝑘 ∈奇數  

○12  𝑘 48(𝑘 + 1) 𝑐 =
49𝑘 + 48

2
、𝑓 =

47𝑘 + 48

2
，𝑘 ∈偶數  

○13  2(𝑘 + 1) 24𝑘 𝑐 = 13𝑘 + 1、𝑓 = 11𝑘 − 1  

○14  2𝑘 24(𝑘 + 1) 𝑐 = 13𝑘 + 12、𝑓 = 11𝑘 + 12  

○15  3(𝑘 + 1) 16𝑘 𝑐 =
19𝑘 + 3

2
、𝑓 =

13𝑘 − 3

2
，𝑘 ∈奇數  

○16  3𝑘 16(𝑘 + 1) 𝑐 =
19𝑘 + 16

2
、𝑓 =

13𝑘 + 16

2
，𝑘 ∈偶數  

○17  4(𝑘 + 1) 12𝑘 𝑐 = 8𝑘 + 2、𝑓 = 4𝑘 − 2，邊長重複  

○18  4𝑘 12(𝑘 + 1) 𝑐 = 8𝑘 + 6、𝑓 = 4𝑘 + 6，邊長重複  

○19  6(𝑘 + 1) 8𝑘 𝑐 = 7𝑘 + 3、𝑓 = 𝑘 − 3  

○20  6𝑘 8(𝑘 + 1) 𝑐 = 7𝑘 + 4、𝑓 = 𝑘 + 1  

○21  8(𝑘 + 1) 6𝑘 𝑐 = 7𝑘 + 4、𝑓 = −𝑘 − 4 < 0  
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編

號 
(𝑐 − 𝑓) (𝑐 + 𝑓) 𝑐、𝑓的解 

備

註 

○22  8𝑘 6(𝑘 + 1) 𝑐 = 7𝑘 + 3、𝑓 = −𝑘 − 1 < 0  

○23  12(𝑘 + 1) 4𝑘 𝑐 = 8𝑘 + 6、𝑓 = −4𝑘 − 6 < 0  

○24  12𝑘 4(𝑘 + 1) 𝑐 = 8𝑘 + 2、𝑓 = −4𝑘 + 2 < 0  

○25  16(𝑘 + 1) 3𝑘 𝑐 =
19𝑘 + 16

2
、𝑓 =

−13𝑘 − 16

2
< 0  

○26  16𝑘 3(𝑘 + 1) 𝑐 =
19𝑘 + 3

2
、𝑓 =

−13𝑘 + 3

2
< 0  

○27  24(𝑘 + 1) 2𝑘 𝑐 = 13𝑘 + 12、𝑓 = −11𝑘 − 12 < 0  

○28  24𝑘 2(𝑘 + 1) 𝑐 = 13𝑘 + 1、𝑓 = −11𝑘 − 11 < 0  

○29  48(𝑘 + 1) 𝑘 𝑐 =
49𝑘 + 48

2
、𝑓 =

−47𝑘 − 48

2
< 0  

○30  48𝑘 (𝑘 + 1) 𝑐 =
49𝑘 + 1

2
、𝑓 =

−47𝑘 + 1

2
< 0  

○31  48(𝑘2 + 𝑘) 1 𝑐 =
1 + 48(𝑘2 + 𝑘)

2
、𝑓 =

1 − 48(𝑘2 + 𝑘)

2
< 0  

○32  24(𝑘2 + 𝑘) 2 𝑐 = 2 + 12(𝑘2 + 𝑘)、𝑓 = 2 − 12(𝑘2 + 𝑘) < 0   

○33  16(𝑘2 + 𝑘) 3 𝑐 =
3 + 16(𝑘2 + 𝑘)

2
、𝑓 =

3 − 16(𝑘2 + 𝑘)

2
< 0  

○34  12(𝑘2 + 𝑘) 4 𝑐 = 2 + 6(𝑘2 + 𝑘)、𝑓 = 2 − 6(𝑘2 + 𝑘) < 0   

○35  8(𝑘2 + 𝑘) 6 𝑐 = 3 + 4(𝑘2 + 𝑘)、𝑓 = 3 − 4(𝑘2 + 𝑘) < 0  

○36  6(𝑘2 + 𝑘) 8 𝑐 = 4 + 3(𝑘2 + 𝑘)、𝑓 = 4 − 3(𝑘2 + 𝑘) < 0   

○37  4(𝑘2 + 𝑘) 12 𝑐 = 6 + 2(𝑘2 + 𝑘)、𝑓 = 6 − 2(𝑘2 + 𝑘)  

○38  3(𝑘2 + 𝑘) 16 𝑐 =
16 + 3(𝑘2 + 𝑘)

2
、𝑓 =

16 − 3(𝑘2 + 𝑘)

2
  

○39  2(𝑘2 + 𝑘) 24 𝑐 = 12 + (𝑘2 + 𝑘)、𝑓 = 12 − (𝑘2 + 𝑘)   

○40  (𝑘2 + 𝑘) 48 𝑐 =
48 + (𝑘2 + 𝑘)

2
、𝑓 =

48 − (𝑘2 + 𝑘)

2
, 𝑘 = 2,5,6  

            

           由編號○13得 

           (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓) = (8𝑘 + 2,8𝑘 + 6,13𝑘 + 1,4𝑘 − 2,4𝑘 + 6,11𝑘 − 1) 

，其中𝑘 ≥ 1 

      6 個邊分別將(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)，(𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) 

      兩組邊長，依右圖 1→2→3→4→5的 

      步驟，即可完成一個邊長全為完全平 

      方數的等角六邊形。 
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由編號○16得 

             (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓) 

              = (8𝑘 + 2,8𝑘 + 6,
19𝑘 + 16

2
, 4𝑘 − 2,4𝑘 + 6,

13𝑘 + 16

2
) 

            ，其中𝑘 ≥ 2 的偶數 

      6 個邊分別將(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)，(𝑑2, 𝑒2, 𝑓2)兩組邊長 

，依右圖 1→2→3→4→5 的步驟，即可完成一 

個邊長全為完全平方數的等角六邊形。 

 

由編號○19得 

      (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓) 

             = (8𝑘 + 2,8𝑘 + 6,7𝑘 + 3,4𝑘 − 2,4𝑘 + 6, 𝑘 − 3) 

，其中𝑘 ≥ 4 

      6 個邊分別將(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)，(𝑑2, 𝑒2, 𝑓2)兩組邊長 

，依右圖 1→2→3→4→5 的步驟，即可完成一 

個邊長全為完全平方數的等角六邊形。 

       

      先填(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)，再填(𝑑2, 𝑒2, 𝑓2)的情況； 

      與先填(𝑑2, 𝑒2, 𝑓2)，再填(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)的情況 

，所得的圖示相同的。 

  

 所以 

     已知(𝑏 − 𝑎)(𝑏 + 𝑎) = (𝑒 − 𝑑)(𝑒 + 𝑑) = 𝑙 

           令 {
(𝑏 − 𝑎) = 𝑃、(𝑏 + 𝑎) = 𝑄

(𝑒 − 𝑑) = 𝑅、(𝑒 + 𝑑) = 𝑆
，𝑙 = 𝑃 × 𝑄 = 𝑅 × 𝑆其中𝑃、𝑄、𝑅、𝑆為四個相異的奇數 

     時，必可以找到對應的(𝑎、𝑏、𝑐、𝑑、𝑒、𝑓)
使得以
→   (𝑎2、𝑏2、𝑐2、𝑑2、𝑒2、𝑓2)為 6個邊 

     的等角六邊形(不照順序)。 

 

     若𝑙 = 2𝑛 × (𝑎1)
𝑥1 × (𝑎2)

𝑥2 × (𝑎3)
𝑥3 ×⋯× (𝑎𝑚)

𝑥𝑚，其中∑𝑥𝑖 = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3+⋯+ 𝑥𝑚 

     ⇒ 𝑛 = 5，必有解。 
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由 5.至 7.得知 

已知若𝑙 = 2𝑛 × (𝑎1)
𝑥1 × (𝑎2)

𝑥2 × (𝑎3)
𝑥3 ×⋯× (𝑎𝑚)

𝑥𝑚，其中∑𝑥𝑖 = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3+⋯+ 𝑥𝑚 

若𝑛 = 3時，∑𝑥𝑖 ≥ 1時，有解。 

若𝑛 = 4時，∑𝑥𝑖 ≥ 1時，有解。 

若𝑛 = 5時，有解 

若𝑙 = 23𝑘，其中，𝑘 = 3、4、5、⋯，必有解。必可以找到對應的(𝑎、𝑏、𝑐、𝑑、𝑒、𝑓) 

使得以
→   (𝑎2、𝑏2、𝑐2、𝑑2、𝑒2、𝑓2)為 6個邊的等角六邊形(不照順序)。 

  

 

 

 

 

 

 

將𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2, 𝑒2, 𝑓2分成(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)、(𝑑2, 𝑒2, 𝑓2)兩組邊長分別是兩兩不相鄰的邊。 

再將(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)、(𝑑2, 𝑒2, 𝑓2)的排列順序是有規律: 

(1)先將選一組資料依順序，逆時針跳 2格排入。(步驟 1.2.) 

(2)再順時針跳 1格填入另一組的第一個數字。(步驟 3.)  

(3)最後再最後 2個資料一逆時針跳 2格填入。(步驟 4.5.)    

將(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)、(𝑑2, 𝑒2, 𝑓2)依上圖1 → 2 → 3 → 4 → 5的步驟，即可以完成一個等角六邊形。 

 

 

四、討論等角六邊形的面積及鑲崁正三角形的問題？ 

  1.所有的等角六邊形都可以用正三角形鑲嵌。 

    將任意一個等角六邊形𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹，分割成兩個底角 

    60°為等腰梯形+一個對角為60°的平行四邊形，所以 

    一定可以用正三角形填滿。     

2.若邊長為(𝑎、𝑏、𝑐)、(𝑎、𝑏、𝑐)的等角六邊形的面積為
√3

4
[(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 − (𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2)] 

         =
√3

2
(𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐)，鑲嵌所需要大小相同正三角形的最大邊長為(𝑎、𝑏、𝑐)的公因數，即 

𝑙 = 8𝑘，𝑘 = 3、4、5、⋯ 
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       𝐻. 𝐶. 𝐹. (𝑎、𝑏、𝑐) = 𝐻，所需的正三角形個數為
2(𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐)

𝐻2
個。 

   等角六邊形𝐸𝐹𝐺𝐻𝐼𝐽的面積為大正三角形∆𝐴𝐵𝐶減掉三個小正三角形 

   等角六邊形𝐸𝐹𝐺𝐻𝐼𝐽 =  ∆𝐴𝐵𝐶 − (∆𝐴𝐸𝐹 + ∆𝐺𝐵𝐻 + ∆𝐽𝐼𝐶) 

                    =
√3

4
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 − (

√3

4
𝑎2 +

√3

4
𝑏2 +

√3

4
𝑐2) 

                    =
√3

4
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 −

√3

4
(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2) 

                    =
√3

4
[(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 − (𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2)] =

√3

2
(𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐) 

    

      嵌所需要大小相同正三角形的最大邊長為(𝑎、𝑏、𝑐)的公因數，即𝐻. 𝐶. 𝐹. (𝑎、𝑏、𝑐) = 𝐻 

     ，所需的正三角形個數為

√3
2 (𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐)

√3
4 𝐻

2

=
2(𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐)

𝐻2
個。 

3.若邊長為(𝑎1、𝑎2、𝑎3)、(𝑎1
′、𝑎2

′、𝑎3
′ )等角六邊形的面積為𝐴 

      就藍色三角形  𝐴 =  
√3

4
[(𝑎1 + 𝑎3

′ + 𝑎2)
2 − (𝑎1

2 + 𝑎2
2 + 𝑎3

2)]  

     𝐴 =
√3

4
[𝑎1

2 + 𝑎3
′ 2 + 𝑎2

2
+ 2(𝑎1𝑎3

′ + 𝑎1𝑎2 + 𝑎3
′ 𝑎2) − 𝑎1

2 − 𝑎2
2 − 𝑎3

2] 

         =
√3

4
[𝑎3
′ 2 − 𝑎3

2 + 2(𝑎1𝑎3
′ + 𝑎1𝑎2 + 𝑎3

′ 𝑎2)]  

     就紅色三角形  𝐴 =
√3

4
[(𝑎3

′ + 𝑎2 + 𝑎1
′ )2 − 𝑎1

′ + 𝑎2
′ 2 + 𝑎3

′ 2)] 

     𝐴 =
√3

4
[𝑎3
′ 2 + 𝑎2

2 + 𝑎1
′
2
+ 2(𝑎3

′ 𝑎2 + 𝑎3
′ 𝑎1
′ + 𝑎2𝑎1

′ ) − 𝑎1
′ 2 − 𝑎2

′ 2 − 𝑎3
′ 2]        

         =
√3

4
[𝑎2

2 − 𝑎2
′ 2 + 2(𝑎3

′ 2𝑎2 + 𝑎3
′ 2𝑎1

′ + 𝑎2𝑎1
′ )] 

     所以   𝐴 =
√3

4
[𝑎𝑖

2 − 𝑎𝑖
′2 + 2 × (𝑎𝑖與兩鄰邊之兩兩乘積和)]，𝑖 = 1,2,3 

                     =
√3

4
[𝑎𝑖
′2 − 𝑎𝑖

2 + 2 × (𝑎𝑖
′與兩鄰邊之兩兩乘積和)]，𝑖 = 1,2,3 

      鑲嵌所需要大小相同正三角形的最大邊長為(𝑎1、𝑎2、𝑎3、𝑎1
′
1
、𝑎2

′、𝑎3
′ )的最大公因數，即

最大公因數𝐻. 𝐶. 𝐹. (𝑎1、𝑎2、𝑎3、𝑎1
′
1
、𝑎2

′、𝑎3
′ ) = 𝐻 

     所需的正三角形個數為
𝑎𝑖
2 − 𝑎𝑖

′2 + 2 × 𝑎𝑖與兩鄰邊之兩兩乘積和

𝐻2
個。 
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肆、結論 

一、等角六邊形任不相鄰的三個邊長為𝑎、𝑏、𝑐其對邊長分別為𝑎′、𝑏′ 

    、𝑐′，則三組對邊均相互平行，任兩相鄰邊長的和必等於其對邊 

    長的和({
𝑎 + 𝑏′ = 𝑎′ + 𝑏
𝑏 + 𝑐′ = 𝑏′ + 𝑐
𝑐 + 𝑎′ = 𝑐′ + 𝑎

)，若已知相鄰三邊及任一邊的長度，即 

    可決定唯一的等角六邊形。 

 

二、1.相同兩組任意三個數 (𝑎、𝑏、𝑐) 

             、(𝑎、𝑏、𝑐)，必為等角六邊形 

      的 6 個邊，以結論三的步驟填 

      入(如右圖所示，正對邊相等) 。 

 

 

    2.以任 6個等差數列為邊長，必能構成一 

      個等角六邊形(不照順序)。若 6個等差數列由 

      小至大依序為𝑎1、𝑎2、𝑎3、𝑎4、𝑎5、𝑎6，任選 

      一個邊再依右圖 1→2→3→4→5 步驟的順序， 

      即可完成一個等角六邊形。 

   

    2.以任兩組公差相等的等差數列(各三個)為邊長，必能 

      構成一個等角六邊形(不照順序)。若兩組公差相等的 

      等差數列(各三個)(𝑎1、𝑎2、𝑎3)及(𝑏1、𝑏2、𝑏3)，分別 

      由小至大排列，以𝑎1、𝑎2、𝑎3、𝑏1、𝑏2、𝑏3的順序，再依 

      右圖 1→2→3→4→5 的步驟，即可完成一個等角六邊形。     

 

三、若等角六邊形的 6個邊為𝑎2、𝑏2、𝑐2、𝑑2、𝑒2、𝑓2(不照順序) 

        {
𝑏2 + 𝑑2 + 𝑐2 = 𝑐2 + 𝑒2 + 𝑎2

𝑐2 + 𝑒2 + 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑓2 + 𝑎2

𝑏2 + 𝑑2 + 𝑐2 = 𝑏2 + 𝑓2 + 𝑎2

化簡
⇒  {

𝑏2 + 𝑑2 = 𝑒2 + 𝑎2

𝑐2 + 𝑒2 = 𝑏2 + 𝑓2

𝑑2 + 𝑐2 = 𝑓2 + 𝑎2
 

       令𝑙 = (𝑏 − 𝑎)(𝑏 + 𝑎) = (𝑒 − 𝑑)(𝑒 + 𝑑) 

              = 2𝑛 × (𝑎1)
𝑥1 × (𝑎2)

𝑥2 × (𝑎3)
𝑥3 ×⋯× (𝑎𝑚)

𝑥𝑚 

   ，其中∑𝑥𝑖 = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3+⋯+ 𝑥𝑚 

    1.若𝑛 = 0，∑𝑥𝑖 ≥ 2時，有解。 

      若∑𝑥𝑖 = 2，𝑥1、𝑥2 ≠ 0(至少有兩個奇質因數)，才有解。 

𝑎1 

𝑎2 

𝑎3 

𝑎4 

𝑎5 

𝑎6 

1 2 

3 

4 
5 

𝑎1 

𝑎2 

𝑎3 

𝑏1 

𝑏2 

𝑏3 

1 2 

3 
4 

5 
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    2.若𝑛 = 1時，無解。 

    3.若𝑛 = 2時，∑𝑥𝑖 ≥ 2時，有解。 

      若∑𝑥𝑖 = 2，𝑥1、𝑥2 ≠ 0(至少有兩個奇質因數)，才有解。 

    4.若𝑛 = 3時，∑𝑥𝑖 ≥ 1時，有解。 

    5.若𝑛 = 4時，∑𝑥𝑖 ≥ 1時，有解。 

    6.若𝑛 = 5時，有解。 

 

 

四、6個邊全為完全平方數的等角六邊形，其變化有規律。 

    將𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2, 𝑒2, 𝑓2分成(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)、(𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) 

        兩組邊長分別是兩兩不相鄰的邊。 

    (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)、(𝑑2, 𝑒2, 𝑓2)的排列順序是有規律: 

    1.先將選一組資料依順序，逆時針跳 2格排入。(步驟 1.2.) 

    2.再順時針跳 1格填入另一組的第一個數字。(步驟 3.) 

    3.最後再最後 2個資料依逆時針跳 2格填入。(步驟 4.5.)    

    將(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)、(𝑑2, 𝑒2, 𝑓2)依右圖1 → 2 → 3 → 4 → 5的步驟 

    ，即可以完成一個等角六邊形。  

 

五、六個邊長為完全平方數的等角六邊形之範例： 

(𝑎、𝑏、𝑐 , 𝑑、𝑒、𝑓) → (𝑎2、𝑏2、𝑐2, 𝑑2、𝑒2、𝑓2)，先分成(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)及( 𝑑2, 𝑒2, 𝑓2)兩組 

資料，再依結論二的圖示之步驟 1→2→3→4→5 順序，即可完成一個等角六邊形。 

   1.等角六邊形範例 1 

(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2, 𝑒2, 𝑓2)，其中 𝑘 ≥ 2 
圖示 

 

𝑎2 (3𝑘 + 1)2 

𝑏2 (3𝑘 + 2)2 

𝑐2 (2(𝑘2 + 𝑘) + 1)2 

𝑑2 (𝑘 − 1)2 

𝑒2 (𝑘 + 2)2 

𝑓2 (2(𝑘2 + 𝑘) − 1)2 

    (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) = ((3𝑘 + 1)2, (3𝑘 + 2)2, (2(𝑘2 + 𝑘) + 1)2, (𝑘 − 1)2, (𝑘 + 2)2, (2(𝑘2 + 𝑘) − 1)2) 

    𝑘 = 2，(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) = (72, 82, 132, 12, 42, 112) 

    𝑘 = 3，(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) = (102, 112, 252, 22, 52, 232)   

𝑙 = 8𝑘，𝑘 = 3、4、5、⋯ 
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     2.等角六邊形範例 2 

(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2, 𝑒2, 𝑓2)，其中 𝑘 ≥ 7 的奇數 
圖示 

 

𝑎2 (3𝑘 + 1)2 

𝑏2 (3𝑘 + 2)2 

𝑐2 (
9𝑘 + 1

2
)2 

𝑑2 (𝑘 − 1)2 

𝑒2 (𝑘 + 2)2 

𝑓2 (
7𝑘 − 1

2
)2 

        (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) = ((3𝑘 + 1)2, (3𝑘 + 2)2, (
9𝑘 + 1

2
)2, (𝑘 − 1)2, (𝑘 + 2)2, (

7𝑘 − 1

2
)2) 

    𝑘 = 3，(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) = (102, 112, 142, 22, 52, 102) 

    𝑘 = 5，(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) = (162, 172, 232, 42, 72, 172) 

    𝑘 = 7，(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) = (222, 232, 322, 62, 92, 242) 

    𝑘 = 9，(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) = (282, 292, 412, 82, 112, 312) 

 

 

 

 

 

 

 

 

       3.等角六邊形範例 3 

(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2, 𝑒2, 𝑓2)，其中 𝑘 ≥ 4 
圖示 

 

𝑎2 (8𝑘 + 2)2 

𝑏2 (8𝑘 + 6)2 

𝑐2 (7𝑘 + 3)2 

𝑑2 (4𝑘 − 2)2 

𝑒2 (4𝑘 + 6)2 

𝑓2 (𝑘 − 3)2 



28 

 

       (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) = ((8𝑘 + 2)2, (8𝑘 + 6)2, (7𝑘 + 3)2, (4𝑘 − 2)2, (4𝑘 + 6)2, (𝑘 − 3)2) 

    𝑘 = 4，(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) = (342, 382, 312, 142, 222, 12) 

    𝑘 = 5，(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) = (422, 462, 382, 182, 262, 22) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    

     4.等角六邊形範例 4    

(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2, 𝑒2, 𝑓2)，其中 𝑘 ≥ 3 
圖示 

 

𝑎2 (5𝑘 + 1)2 

𝑏2 (5𝑘 + 4)2 

𝑐2 (4𝑘 + 2)2 

𝑑2 (3𝑘 − 1)2 

𝑒2 (3𝑘 + 4)2 

𝑓2 (2)2 

       (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) = ((5𝑘 + 1)2, (5𝑘 + 4)2, (4𝑘 + 2)2, (3𝑘 − 1)2, (3𝑘 + 4)2, 22) 

    𝑘 = 1，(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) = (62, 92, 62, 22, 72, 22) 

    𝑘 = 2，(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) = (112, 142, 102, 52, 102, 22) 

    𝑘 = 3，(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2, 𝑒2, 𝑓2) = (162, 192, 142, 82, 132, 22) 

 

 

 

 

 

 

 

 

六、等角六邊形面積 

  1.所有的等角六邊形都可以用正三角形鑲嵌。 

2.若邊長為(𝑎、𝑏、𝑐)、(𝑎、𝑏、𝑐)的等角六邊形的面積為
√3

4
[(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 − (𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2)] 
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         =
√3

2
(𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐) =

√3

2
(不相鄰三邊之兩兩乘積和)，鑲嵌所需要大小相同正三角形的 

        最大邊長為(𝑎、𝑏、𝑐)的公因數，即 最大公因數𝐻. 𝐶. 𝐹. (𝑎、𝑏、𝑐) = 𝐻，所需的正三角形個 

        數為
2(𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐)

𝐻2
=
2(不相鄰三邊之兩兩乘積和)

𝐻2
個。 

    3.若邊長為(𝑎1、𝑎2、𝑎3)、(𝑎1
′、𝑎2

′、𝑎3
′ )等角六邊形的面積為𝐴  

        𝐴 =
√3

4
[𝑎3
′ 2 − 𝑎3

2 + 2(𝑎1𝑎3
′ + 𝑎1𝑎2 + 𝑎3

′ 𝑎2) 

            =
√3

4
[𝑎2

2 − 𝑎2
′ 2 + 2(𝑎3

′ 2𝑎2 + 𝑎3
′ 2𝑎1

′ + 𝑎2𝑎1
′ )] 

        𝐴 =
√3

4
[𝑎𝑖

2 − 𝑎𝑖
′2 + 2 × (𝑎𝑖與兩鄰邊之兩兩乘積和)]，𝑖 = 1,2,3 

            =
√3

4
[𝑎𝑖
′2 − 𝑎𝑖

2 + 2 × (𝑎𝑖
′與兩鄰邊之兩兩乘積和)]，𝑖 = 1,2,3 

      鑲嵌所需要大小相同正三角形的最大邊長為(𝑎1、𝑎2、𝑎3、𝑎1
′
1
、𝑎2

′、𝑎3
′ )的最大公因數， 

  即最大公因數𝐻. 𝐶. 𝐹. (𝑎1、𝑎2、𝑎3、𝑎1
′
1
、𝑎2

′、𝑎3
′ ) = 𝐻，即所需的正三角形個數為 

       
𝑎𝑖
2 − 𝑎𝑖

′2 + 2 × 𝑎𝑖(與兩鄰邊之兩兩乘積和)

𝐻2
=
𝑎𝑖
′2 − 𝑎𝑖

2 + 2 × (𝑎𝑖
′與兩鄰邊之兩兩乘積和)

𝐻2
個。 

 

  

 

伍、未來展望 

一、尋找一組等比數數列是否為等角六邊形的 6個邊？ 

二、尋找 6個完全立方數是否為等角六邊形的 6個邊？是否有規律？ 

三、討論等角六邊形鑲嵌時，至少需要幾個不盡相同的正三角形？ 

 

 

陸、參考文獻 

一、2023 年 12 月科學研習期刊第 62 卷第 6期森棚教官數學題---內角相等六邊形」---游 

    森棚教授。  

二、作品的圖、表全由作者自己繪製。  

 

 



【評語】030404  

作者從《科學研習》2023 年 12 月第 62 卷第 6 期中游森棚

教授提出的「內角相等六邊形」問題出發，進一步思考並探究以

下幾何問題：如何繪製邊長不等但內角相等的六邊形、哪些整數

組合可作為其六邊長、這些邊長間又具備何種數學關係。 

此作品獲得成果值得肯定與建議的有:若已知四邊長且其中

三邊相鄰，即可決定唯一的等角六邊形；三組對邊都相等或都不

相等，才能決定一個等角六邊形，為等角六邊形的構造提供了明

確的條件；證明了取兩組有相同公差的數列中連續三個正數為邊

長，可決定唯一的等角六邊形；在一組等差數列中任取 6 個連續

正數為邊長，可形成兩個相異的等角六邊形，展現了規律性；探

討等角六邊形邊長為完全平方數的特殊情況，給出了在特定條件

下存在解的結論，具有原創性。 另一方面，對於一些以敘述來

說明的成果，若能以定理方式呈現、進一步探究其他方式所形成

的等角六邊形的可能性質與探討對應的幾何性質，相信將增添此

作品的研究廣度與深度。 



總體而言，此作品發現多個關於等角六邊形邊長決定的條件

和構造方法，結合幾何圖形與數論的探索精神，並透過表格與圖

形輔助說明，是成果特色，值得肯定與鼓勵。 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

作品海報 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 
  





    作任意等角六邊形之6邊的延長線，即會得到兩個 

正三角形，其中三組對邊以[(𝑎, 𝑎′), 𝑏, 𝑏′ , (𝑐, 𝑐′)]表示 

，則有以下成果： 

1.三組對邊均相互平行，任兩相鄰邊長和必等於其對 

  邊長和(三組對邊差均相等)。等角六邊形的三組 

  對邊↔ [ 𝑥, 𝑦 , 𝑥 + 𝑘, 𝑦 + 𝑘 , (𝑥 + 𝑚, 𝑦 + 𝑚)]。 

2.兩組有相同公差的數列 𝑎𝑛 、 𝑏𝑛 為其特列，則若三組對邊為 [ 𝑎𝑥 , 𝑏𝑦 , 

     (𝑎𝑥+𝑘 , 𝑏𝑦+𝑘),(𝑎𝑥+𝑚 , 𝑏𝑦+𝑚)] 時，可得唯一等角六邊形，其中𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 > 0。 

3.已知4邊長度，且其中3邊相鄰，即可決定唯一之等角六邊形。 

4.三組對邊都相等或都不相等，才能決定一個等角六邊形。 

5.當等角六邊形邊長為完全平方數[(𝑎2, 𝑑2), (𝑏2, 𝑒2), (𝑐2, 𝑓2)]時，可以求 

  出6邊不相等的一些特例。     

6.討論等角六邊形的面積與用相同大小正三角形鑲崁的最少個數。 
 
 
 
 

 

        
 
 
 

     
 
 

   
 
 
 

     
     
 
 
 
 

 

        
 
 
 

一、等角六邊形6邊長(三組對邊)為 [ 𝑎, 𝑎′ , 𝑏, 𝑏′ , (𝑐, 𝑐′)]，如右上圖所示。 

     𝐴𝐵 = 𝑎 + 𝑐′ + 𝑏、 𝐵𝐶 = 𝑏 + 𝑎′ + 𝑐、 𝐴𝐶 = 𝑐 + 𝑏′ + 𝑎， 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 = 𝐴𝐶 

    則 
𝑎 + 𝑐′ + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎′ + 𝑐
𝑏 + 𝑎′ + 𝑐 = 𝑐 + 𝑏′ + 𝑎
𝑐 + 𝑏′ + 𝑎 = 𝑎 + 𝑐′ + 𝑏

 →  
𝑎 + 𝑐′ = 𝑎′ + 𝑐
𝑏 + 𝑎′ = 𝑏′ + 𝑎
𝑐 + 𝑏′ = 𝑐′ + 𝑏

→  
𝑎 − 𝑎′ = 𝑐 − 𝑐′
𝑏 − 𝑏′ = 𝑎 − 𝑎′
𝑐 − 𝑐′ = 𝑏 − 𝑏′

⋯⋯(∗) 

    已知1邊、2邊(相鄰,不相鄰)、3邊(3相鄰,2相鄰1不相鄰,3不相鄰)、4邊 

    (4相鄰,3相鄰1不相鄰,2相鄰2相鄰)等，9種情況加以討論。 
 

 

        
 
 
 

二、討論，若 
𝑎 = 𝑎′
𝑏 = 𝑏′
𝑐 = 𝑐′

、 
𝑎 = 𝑎′
𝑏 = 𝑏′
𝑐 ≠ 𝑐′

、 
𝑎 = 𝑎′
𝑏 ≠ 𝑏′
𝑐 ≠ 𝑐′

、 
𝑎 ≠ 𝑎′
𝑏 ≠ 𝑏′
𝑐 ≠ 𝑐′

條件下(∗)式是否成立？ 

 

    
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
𝑏 + 𝑎 = 𝑏 + 𝑎
𝑐 + 𝑏 = 𝑐 + 𝑏
𝑎 + 𝑐 = 𝑎 + 𝑎

       

        恆成立 

 
𝑏 + 𝑎 ≠ 𝑏′ + 𝑎
𝑎 + 𝑐 ≠ 𝑐′ + 𝑎
𝑐 + 𝑏′ = 𝑐′ + 𝑏

 

恆不成立 

 
𝑏 + 𝑎 = 𝑏 + 𝑎
𝑐 + 𝑏 ≠ 𝑐′ + 𝑏
𝑎 + 𝑐 ≠ 𝑎 + 𝑐′

 

恆不成立 

 
𝑏 + 𝑎′ = 𝑏′ + 𝑎
𝑐 + 𝑏′ = 𝑐′ + 𝑏
𝑎 + 𝑐′ = 𝑎′ + 𝑐

 

可能成立 

    1.任兩相鄰邊長和必等於其對邊長和(三組對邊差均相等)。 
    2.若已知4邊長度，且其中3邊相鄰，即可決定唯一之等角六邊形。 

已知2邊 

2相鄰 

 

已知2邊 

不相鄰 

 

已知3邊 

3相鄰 

 

已知3邊 
  2相鄰 
  1不相鄰 
   

已知3邊 

3不相鄰 

 

已知4邊 

 4相鄰 

  

已知4邊 
 3相鄰 

 1不相鄰 
  

已知4邊 
 2相鄰 
 2相鄰 
  

圖中𝑥, 𝑦為變數 
𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑為已知 



𝐴𝐵 = 2𝑎 + 𝑏 + (2𝑥 + 𝑦 + 𝑘 +𝑚)𝑑 

𝐵C = 2𝑎 + 𝑏 + (2𝑥 + 𝑦 + 𝑘 +𝑚)𝑑 

𝐴𝐶 = 2𝑎 + 𝑏 + (2𝑥 + 𝑦 + 𝑘 +𝑚)𝑑 

𝐴𝐵 = 𝐵C = 𝐴𝐶 

四、討論等角六邊形的6邊長是否可能為6個完全平方數？ 
    令等角六邊形的6邊長為[(𝑎2, 𝑑2), (𝑏2, 𝑒2), (𝑐2, 𝑓2)]，右圖所示。 

    依(*)式的條件限制 

𝑏2 + 𝑑2 = 𝑒2 + 𝑎2

𝑐2 + 𝑒2 = 𝑏2 + 𝑓2

𝑑2 + 𝑐2 = 𝑓2 + 𝑎2
 

         → 𝑏2 + 𝑑2 = 𝑒2 + 𝑎2 → (𝑏 − 𝑎)(𝑏 + 𝑎) = (𝑒 − 𝑑)(𝑒 + 𝑑) = 𝑙 

    ，若𝑎、𝑏、𝑒、𝑑為相異正整數且𝑙 > 0。 

     
𝑏 − 𝑎 = 𝑒 − 𝑑
𝑏 + 𝑎 = 𝑒 + 𝑑

→ 
𝑏 = 𝑒
𝑎 = 𝑑

(×)、 
𝑏 − 𝑎 = 𝑒 + 𝑑
𝑏 + 𝑎 = 𝑒 − 𝑑

→ 
𝑏 = 𝑒
𝑎 = −𝑑

(×)，又  
𝑏 − 𝑎 ≠ 𝑏 + 𝑎
𝑒 − 𝑑 ≠ 𝑒 + 𝑑

  

    若(𝑏 − 𝑎)為偶數→ (𝑏 + 𝑎)為偶數→ (𝑏 − 𝑎)(𝑏 + 𝑎)為偶數→ 𝑒 − 𝑑 , (𝑒 + 𝑑)均為偶數 

    若(𝑏 − 𝑎)為奇數→ (𝑏 + 𝑎)為奇數→ (𝑏 − 𝑎)(𝑏 + 𝑎)為奇數→ 𝑒 − 𝑑 , (𝑒 + 𝑑)均為奇數 

    則(𝒃 − 𝒂)、(𝒃 + 𝒂)、(𝒆 − 𝒅)、(𝒆 + 𝒅)為𝒍 的四個同奇或同偶的相異因數。 
    假設 𝑏 − 𝑎 < (𝑒 − 𝑑)，且𝑝 < 𝑞，𝑝、𝑞為大於1的奇數 

𝑙 (𝑏 − 𝑎) (𝑏 + 𝑎) (𝑒 − 𝑑) (𝑒 + 𝑑) 備註 

奇數 𝑝𝑞 1 𝑝𝑞 𝑝 𝑞 3,5,15, ⋯的倍數 

2的倍數 
2𝑝 無法找到4個相異同奇或同偶的因數 

2𝑝𝑞 無法找到4個相異同奇或同偶的因數   

4的倍數 
4𝑝 無法找到4個相異同奇或同偶的因數   

4𝑝𝑞 2 2(2𝑘 + 1)(2𝑘′ + 1) 2(2𝑘 + 1) 2(𝑘′ + 1)   

8的倍數 

8𝑝 2 4(2𝑘 + 1) 4 2(2𝑘 + 1)   

8𝑝𝑞 

2 4𝑝𝑞 4 2𝑝𝑞   

2 4𝑝𝑞 2𝑝 4𝑞   

2 4𝑝𝑞 2𝑞 4𝑝 2𝑞 < 4𝑞 

4 2𝑝𝑞 2𝑝 4𝑞   

4 2𝑝𝑞 2𝑞 4𝑝 2𝑞 < 4𝑞 

2𝑝 4𝑞 2𝑞 4𝑝 2𝑞 < 4𝑞 

16的倍數 16𝑝 

2 8(2𝑘 + 1) 4 4(2𝑘 + 1)   

2 8(2𝑘 + 1) 8 2(2𝑘 + 1) 8<2(2𝑘 + 1) 

2 8𝑝 2𝑝 8 2𝑝 < 8 

4 4(2𝑘 + 1) 8 2(2𝑘 + 1) 8 < 2(2𝑘 + 1) 

4 4𝑝 2𝑝 8 2𝑝 < 8 

三、討論等角六邊形的6邊長是否為等差數列？ 
    由(∗)式得知，等角六邊形的邊長關係。     
    令等角六邊形的三組對邊為[ 𝑥, 𝑦 , (𝑥 + 𝑘, 𝑦 + 𝑘), (𝑥 + 𝑚, 𝑦 + 𝑚)]。 

  1.若𝑥 = 𝑦，得三組對邊相等 [ 𝑎, 𝑎 , (𝑏, 𝑏), (𝑐, c)]的等角六邊形。    

  2.若𝑥 ≠ 𝑦，兩組公差相等的數列為其特例。 

         兩數列分別為 𝑎𝑛 , 𝑏𝑛 ，其中𝑛 = 0,1,2,3,⋯⋯。在 𝑎𝑛 中任取 

    3項分別為(𝑎𝑥, 𝑎𝑥+𝑘 , 𝑎𝑥+𝑚)，又在 𝑏𝑛 中取對應的3項分別為 

         𝑏𝑦, 𝑏𝑦+𝑘 , 𝑏𝑦+𝑚 ，其中兩數列 𝑎𝑛 , 𝑏𝑛 的首項分別為𝑎, 𝑏，公差為𝑑，𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 > 0 

    ，則[ 𝑎𝑥, 𝑏𝑦 , 𝑎𝑥+𝑘 , 𝑏𝑦+𝑘 , (𝑎𝑥+𝑚, 𝑏𝑦+𝑚)]可得到唯一的等角六邊形。 

𝑥 = 𝑦 



[(𝑎2, 𝑑2), (𝑏2, 𝑒2), (𝑐2, 𝑓2)] 
= [ 8𝑘 + 2 2, 4𝑘 − 2 2), ( 8𝑘 + 6 2, 4𝑘 + 6 2), ( 7𝑘 + 3 2), 𝑘 − 3 2)] 

參考文獻 
1.2023年12月科學研習期刊第62卷第6期森棚教官數學題---內角相等六邊  
  形」---游森棚教授。 
2.本作品所有圖表，都由作者創作。 

  任意等角六邊形之6邊，三組對邊以[ 𝑎, 𝑎′ , 𝑏, 𝑏′ , (𝑐, 𝑐′)]表示 
1.等角六邊形的充要條件，任兩相鄰邊長和必等於其對邊長和(三組對邊 
  差均相等) 。 
2.三組對邊相等[ 𝑎, 𝑎 , (𝑏, 𝑏), (c, 𝑐)]及兩組等公差的數列[(𝑎 + 𝑥𝑑, 𝑏 + 𝑦𝑑) 
     , (𝑎 + 𝑥 + 𝑘 𝑑, 𝑏 + (𝑦 + 𝑘)𝑑), (𝑎 + 𝑥 + 𝑚 𝑑, 𝑏 + 𝑦 + 𝑚 𝑑] 均可得等角  
  六邊形。 
3.當等角六邊形邊長為完全平方數[(𝑎2, 𝑑2), (𝑏2, 𝑒2), (𝑐2, 𝑓2)]時，可以求出 
  6邊不相等的充要條件。    
4.討論等角六邊形的面積與用相同大小正三角形鑲崁的最少個數。 
5.若𝑙 = 32𝑝，其中𝑝 = 2𝑘 + 1 

𝑙 = 4𝑝𝑞, 8𝑝, 8𝑝𝑞, 16𝑝, 16𝑝𝑞, 32𝑝 … …等，同偶情況，可歸納出的可能性 

𝑙 (𝑏 − 𝑎) (𝑏 + 𝑎) (𝑒 − 𝑑) (𝑒 + 𝑑) 備註 

16的倍數 16𝑝𝑞 

2 8𝑝𝑞 4 4𝑝𝑞   
2 8𝑝𝑞 8 2𝑝𝑞   

2 8𝑝𝑞 2𝑝 8𝑞   

2 8𝑝𝑞 2𝑞 8𝑝 2𝑞 < 8𝑝 

2 8𝑝𝑞 4𝑝  4𝑞   

2 8𝑝𝑞 8𝑝  2𝑞 8𝑝 < 2𝑞 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮   

32的倍數 32𝑝 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮   

4 8(2𝑘 + 1) 8 4(2𝑘 + 1)   

⋮ ⋮ ⋮ ⋮   

      (𝑏 − 𝑎) (𝑏 + 𝑎) (𝑒 − 𝑑) (𝑒 + 𝑑) 

假設 4 8(2𝑘 + 1) 8 4(2𝑘 + 1) 

解 
𝑏 = 8𝑘 + 6 
𝑎 = 8𝑘 + 2 

𝑒 = 4𝑘 + 6 
𝑑 = 4𝑘 − 2 

 𝑑2+𝑐2 = 𝑓2 + 𝑎2 
→ 𝑐2 − 𝑓2 = 48𝑘2 + 48𝑘 
= 48 𝑘2 + 𝑘 = 𝑐 − 𝑓 𝑐 + 𝑓  
 令(𝑐 − 𝑓) = 6(𝑘 + 1)且 𝑐 + 𝑓 = 8𝑘 → 𝑐 = 7𝑘 + 3、 𝑓 = 𝑘 − 3 

𝑘 = 4 𝑘 = 5 

(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2, 𝑒2, 𝑓2)，其中 𝑘 ≥ 4 圖示 

𝑎2 (8𝑘 + 2)2 
  

𝑏2 (8𝑘 + 6)2 

𝑐2 (7𝑘 + 3)2 

𝑑2 (4𝑘 − 2)2 

𝑒2 (4𝑘 + 6)2 

𝑓2 (𝑘 − 3)2 

若𝑘 = 4 
[(𝑎2, 𝑑2), (𝑏2, 𝑒2), (𝑐2, 𝑓2)] 

[ 342, 142), (382, 222), (312, 12 ] 

若𝑘 = 5 
[(𝑎2, 𝑑2), (𝑏2,𝑒2), (𝑐2,𝑓2)] 

[ 422, 182), (462, 262), (382,22 ] 
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