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作品名稱：來電不來電 

摘要 

本作啟發自線上的影片「Can you solve the giant iron riddle?」，內容是在有外觀無法辨

認的 4顆有電與 4個沒電的電池中，在一次只能取 2顆電池測試的限制下，以最少的次數找

到 2顆有電電池的方法，結論是以分組的方式進行測試會有較佳的結果。本作先驗證影片的

方法有效後再進行推廣，得到找出 2顆有電電池較佳的方法為分組法或直接取法。再嘗試推

廣至取 3顆電池的情形，發現除了分組法與直接取法外，還可使用「X2Y1循環檢查法」。

最後改良「X2Y1循環檢查法」後，不但可以有系統地測試所有可能的情形以外，能更有效

地減少測試次數，提高尋找有電電池組的效率。 

壹、前言 

一、研究動機 

前陣子，我們一起到朋友家玩，準備要開電視，發現電視遙控器裡的電池沒電了，電視

打不開，我們便開始尋找有電的電池，發現櫃子中的電池有些有電有些沒電，需要一個一個

試，這時我們想：有沒有一種方法，不用一個一個試就能找到兩顆有電的電池可以讓遙控器

使用。所以我們這個情境做成數學題目，就得到了－來電不來電這個主題。 

二、研究目的 

(一) 驗證原始題目的情形：在 4 顆有電與 4 顆沒電電池中，找到 2 顆有電電池的測

試次數上界。 

(二) 在 4 顆有電與 𝑏 顆沒電電池中，找出有 2 顆有電電池的測試次數上界。 

(三) 在 𝑎 顆有電與 𝑏 顆沒電電池中，找出有 2 顆有電電池的測試次數上界。 

(四) 在 𝑎 顆有電與 𝑏 顆沒電電池中，找出有 3 顆有電電池的測試次數上界。 
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三、文獻探討 

(一)原始題目 

本題原自 TED-Ed 在 YouTube 上發佈的影片 (Gendler, 2018)：Can you solve the giant 

iron riddle? 內容如下：「你在為一個巨人家庭工作，他們打算要辦場很炫的晚餐派對，他們

都希望能展現自己最好的樣子。但有一個問題——年長巨人最愛的襯衫是皺的！為了解決這

個問題，你需要啟動巨型熨斗。熨斗需要兩個巨型電池才能運作。你有四個電池是能用的，

四個已經沒電的，分別放在不同堆，但看來巨人寶寶把它們都混在一起了。你得要盡快讓熨

斗能運作並把巨人的襯衫燙平——不然你可能就要變成今晚的主菜了！你要如何測試電池，

才能確保不超過七次嘗試就找出一對可以用的電池？」 

而該影片中有提出一個解決方法：若要一顆顆找的話，所需最多次數為 𝐶!" − 𝐶!# + 1 =

23 次。但是分成三組，分別是 3 顆、3 顆、2 顆。那前二組只要各測 3 次，若這 6 次

都沒辦法讓熨斗啟動，代表這兩組中各只有 1 顆有電電池，所以最後一組的 2 顆電池皆必

為有電電池。所以只要 7 次必可找出 2 顆有電的電池。 

(二)鴿籠原理 (葉永南, 2015) 

定理 1  （鴿籠原理）若有 𝑛 個籠子卻有 𝑛 + 1 隻鴿子，則必至少有一個籠子中停了 2 

隻或以上的鴿子。 

此定理可延伸成以下命題：將 𝑘 個物體分成 𝑛 類，若 𝑘  ≥ 𝑛𝑟 − 𝑛 + 1 ，則必至

少有一類的數目不小於 𝑟 。 

我們利用此特性規畫電池分組情形。 

(三)巴斯卡定理 (許介彥, 2024) 

定理 2  （巴斯卡定理）所有的組合數 𝐶$%  ，可以用巴斯卡三角形中列出。其中下層的值

可由上層相鄰的兩個值相加而成，而得到 𝐶$% = 𝐶$&'%&' + 𝐶$%&' 
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四、對題目完整命題 

為了後續研究順利，我們要先對題目進行完整的命題，並規範各種細節。命題如下： 

定義 1  （本作完整命題）有一個電器，它的電池匣中可以放 𝑝 顆電池。該電器只有 2 

種反應：能運作及不能運作。而能運作的唯一條件是放入剛好 𝑝 顆有電電池。其

餘情形如放入電池不足、放入的電池有部份沒電等皆無法使電器運作，且無法由

外觀得知是因為何原因不能運作。 

今天有一批外觀無法辨識的電池，只知道其中有 𝑎 顆有電電池與 𝑏 顆沒電電

池，則最多需要測試 𝑘 次才能使電器運作。問 𝑘 值為何？ 

五、名詞解釋 

1. 有電電池數(𝑎)：在測試的電池中，已知有電的電池個數 

2. 沒電電池數(𝑏)：在測試的電池中，已知沒有電的電池個數 

3. 總電池數(𝑛)：有電電池數與沒電電池數的和，且 𝑛 = 𝑎 + 𝑏 

4. 測試次數(𝑘)：可以在此測試次數時必能找出題目所求 

5. 取電池的數量(𝑝)：該電器一次要安裝的電池數量，在安裝的電池皆要有電的情形

下，電器才能運作。同時也是本次研究中，一次檢查電池的數量。 

6. 分組數(𝑚)：為了找出較少次數時，需要將電池分的組數。 

7. 高斯符號([𝑥])：在本作的數學式中，以方括號 [𝑥] 代表高斯符號，表示取不大於 

𝑥 的最大整數。例 [3.5] = 3、[4] = 4 

8. 求餘符號(%)：在本作的數學式中，以 𝑎	%	𝑏 表示求 𝑎 除以 𝑏 之餘數。例：

5	%	2 = 1 

9. 電池編號表示法(𝑥()：我們使用 𝑥', 𝑥!, ⋯ 來為電池編號。以字母對如 (𝑥', 𝑥!, 𝑥)) 

表示該組有 𝑥', 𝑥!, 𝑥) 三顆電池。 

10. 分組編號表示法：以大寫英文字母（𝐴, 𝐵, 𝐶,⋯）表示電池組別的編號，以數對如 

(3,3,2) 表示將電池分成 𝐴 組 3 顆、𝐵 組 3 顆、𝐶 組 2 顆共三組電池。 

11. 電池取法：我們以 𝐴1𝐵2 表示從 𝐴 組取 1 顆電池、𝐵 組取 2 顆電池做測試。 
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六、研究架構 

 

圖 1：研究架構圖 

貳、研究設備及器材 

文具用品、電腦軟體 

參、研究過程或方法 

（本研究所有圖片均由作者與指導老師使用 Microsoft PowerPoint 軟體繪製） 

參考原題的做法，我們知道要減少檢查的次數，將電池分組是很關鍵的步驟。為了在尋

找在較少次數下可保證找到所需要的有電電池數量，我們需要先解決兩個問題： 

1. 分組數越多越好嗎？ 

2. 每組的數量越平均，所需的檢查次數會比較少嗎？ 

所以我們先整理出以下的定理，並證明其是正確的。 

定理 3  (分組數與組合數總和的關係) 在電池總數 𝑛 和欲取的電池數量 𝑝 是固定的前題

下，分組數越多組合數總和越少。 
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[證明] 圖 2說明在一般的情形下，電池（以紅點表示）可以配對的部份由黑線連線。但當

進行分組時，本來可以配對的連線將有部份無法連線（如圖 3中虛線部份）。分越多組，

可能的組合越少，如圖 4中的實線部份，由此可說明此命題正確。∎ 

 

圖 2：一般配對關係 
 

圖 3：分組時的配對關係 

 
圖 4：分更多組時的關係 

雖然 定理 3 說明分越多組可以獲得越少的組合總數，但有可能會發生每組都檢查完後

仍無法找出所求的一組有電電池，所以也不能無限制地分組。 

定理 4  (平均分配定理) 電池總數 𝑛 與分組數 𝑚 固定的情形下， 

平均分組有最少的組合數 

為了證明 定理 4 的結論正確，我們需要先說明組合數 𝐶 的兩個引理。 

引理 1  若 𝑝 > 𝑞 ，則 𝐶%
* ≥ 𝐶%

+ 

[證明] 我們可以利用公式直接比較兩者的大小，因為 

𝐶%
* =

𝑝 ⋅ (𝑝 − 1) ⋅ (𝑝 − 2)⋯ (𝑝 − 𝑛 + 1)
1 ⋅ 2 ⋅ 3⋯𝑛  

𝐶%
+ =

𝑞 ⋅ (𝑞 − 1) ⋅ (𝑞 − 2)⋯(𝑞 − 𝑛 + 1)
1 ⋅ 2 ⋅ 3⋯𝑛  

兩式中，分母相同且分子的項數相同，所以當 𝑝 > 𝑞 時，𝐶%
* > 𝐶%

+ 。∎ 

引理 2  若 𝑥 > 𝑦 ，則 𝐶%,-' − 𝐶%, ≥ 𝐶%
. − 𝐶%

.&' 

[證明] 由巴斯卡定理，𝐶%,-' − 𝐶%, = 𝐶%&', 、𝐶%
. − 𝐶%

.&' = 𝐶%&'
.&'。因 𝑥 > 𝑦 > 𝑦 − 1， 

由 引理 1 得 𝐶%&', ≥ 𝐶%&'
.&'。故原式 𝐶%$-' − 𝐶%$ ≥ 𝐶%$ − 𝐶%$&' 成立。∎ 
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引理 2 讓我們可以知道數量多的組再加 1 所多出來的組合數比數量少的組再減 1 所減少

的組合數還多。 

由 引理 1 及 引理 2 ，我們就可以用以下方法證明 定理 4 是對的： 

[證明 定理 4 ] 我們用以下方法比較平均分組與不平均分組的方法數： 

1. 比較平均分組與不平均分組的差異，可以發現比平均多出來的電池數量總數必和比平均

少掉的電池數量總數相同。如圖 5 

2. 將平均分組中的某組增加 1 項，同時將另 1 組減少 1 項 (如圖 6)。由 引理 2 可以

發現增加時所多出來的組合數必比減少時所少的組合數還多，所以此時的組合總數比平

均時的組合總數多。 

3. 重覆調整組中數量直到與不平均分組相同，可以發現在調整時，數量較多的組加 1 項

與數量少的組少 1 項必同時發生，所以每次操作都會使組合數增加。 

得到操作結束後，不平均分組的組合數必比平均分組的組合數多。∎ 

 
圖 5：各組數量與平均關係 

 

圖 6：平均組調整方法示例 

 

肆、研究結果 

一、取 𝟐 顆電池（𝒑 = 𝟐）時的情形 

(一)驗證原影片，在 𝟒 顆有電與 𝟒 顆沒電的電池中，找出 𝟐 顆有電電池

的較佳測試方案 

我們嘗試改變分組的方法，看看原影片的說明是否為最佳方案。我們不考慮只有 1 顆

的組，因為沒辦法從該組中取出 2 顆電池。測試結果如下： 

1.不分組 

+2

-1 -1

平均線
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從 8 顆電池中任取 2 顆總共有 𝐶!" = 28 種組合，其中有電電池 4 顆中任取 2 顆有 

𝐶!# = 6 種組合。所以最糟的情形是，前面取的組合中都不是 2 顆有電電池，直到所有情形

皆取完為止，最後才取出一組有電電池。總共 (28 − 6) + 1 = 23 次 

2.分 2 組時 

(1)分成 6 顆一組與 2 顆一組 

可以先測試 2 顆的那組，若不能通電，則最差情形為裡面只有 1 顆有電。所以另外 

6 顆中最少有 3 顆電池有電。最差情形下，需要測試 𝐶!/ − 𝐶!) + 1 = 13 次，共 14 次。 

若直接先測 6 顆的那組，則最差情形下該組只有 2 顆有電。最多要測試 𝐶!/ = 15 次

才能找到一對有電的電池。 

(2)分成 5 顆一組與 3 顆一組 

若先測 3 顆的那組且都無法找到一對有電的電池，此時已測試 𝐶!) = 3 次，可知最差

情形下該組最多有 1 顆有電電池。可知 5 顆電池中最少會有 3 顆有電電池，最差情形下

需測 𝐶!0 − 𝐶!) + 1 = 8 次才能找到一對有電的電池。共需要 11 測試。 

若先測 5 顆的那組都無法找到一對有電電池。表示 3 顆的那組全都是有電電池。也是

需要 𝐶!0 + 1 = 11 次測試才能找到一對有電的電池。 

(3)分成 4 顆二組 

若第 1 組中都沒辦法找到一對有電的電池，表示裡面最多只有 1 顆有電電池。此時已

經測試了 𝐶!# = 6 次。另一組中，最少會有 3 顆有電電池。所以最多只要測試 𝐶!# − 𝐶!) +

1 = 4 次就能找到一組有電電池，共需要 10 次即可。 

3.分 3 組時 

(1)分成 4 顆、 2 顆、 2 顆三組 

先測 2 顆的二組，若皆無法找到一組有電的電池，最差的情形是該二組中各有一顆有

電電池，此時剩下的一組中只會有 2 顆電池。所以最後一組最多需測試 𝐶!# = 6 次，共需

測 1 + 1 + 6 = 8 次。 

(2)分成 3 顆、 3 顆、 2 顆三組 
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先測 3 顆的兩組（每組皆測𝐶!) = 3次），若此兩組皆無法找到一對有電的電池，表示

這兩組裡最多各只有一顆有電的電池。所以最後一組 2 顆必皆為有電電池。共需測 

2 × 𝐶!) + 1 = 7 次。 

4.分 4 組時 

(1)分成 2 顆四組 

每組皆測試 1 次後，若無法找到一對有電電池。表示每組各只有 1 顆有電電池，所以

對前 2 組進行交叉測試後必可找出一對有電電池。共需測 4 × 𝐶!! + 2 × 2 = 8 次。 

5.小結 

我們將以上結果整合成表 1： 

表 1：原始題目的其它分組方式結果 
分組數 1	 2	 2	 2	 3	 3	 4	

分組 

方法 
(8)	 (6,2)	 (5,3)	 (4,4)	 (4,2,2)	 (3,3,2)	 (2,2,2,2)	

測試 

次數 
23	 14	 11	 10	 8	 7	 8	

從這個表格中，我們有幾個結論： 

1. 分組數越多，所需要測試的次數越少。但分組數太多時反而測試次數增加。 

2. 分組數相同時，若每組的電池數量越平均，所需測試的次數越少。 

又我們觀察分 4 組的情形時，我們還發現一個重要的特性： 

定理 5  (𝒑 = 𝟐時的交叉測試) 若已知有兩組皆只有一顆有電電池，則加上交叉測試後與兩

組合併視為一組等價。 

[證明] 假設 𝐴 組及 𝐵 組皆只有 1 顆有電電池，並進行 𝐴 取 2 顆、𝐵 取 2 顆、𝐴, 𝐵 

各取 1 顆三階段檢查。檢查的結果如圖 7所示：綠線為 𝐴 組內部檢查、藍線為 𝐵 組內部

檢查、而黃線為兩組交互檢查。可以發現分成兩組與合併成一組的結果是相同的。∎ 
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圖 7：兩組交互檢查示例 

由上述結論，我們就可以以此延伸，找出不同情形下的測試次數上界為何。 

(二)在 𝟒 顆有電電池與 𝒃 顆沒電電池時，找出 𝟐 顆有電電池的較佳方法 

我們想要了解，在有電電池數固定為 4 時，不同數量的沒電電池數 𝑏 會有什麼影響。

經測試，我們分成以下結論： 

1.當沒電電池數 𝒃 為 𝟏 或是 𝟐 時 

因沒電電池數量較少，在這種情形下，只要一次取 2 顆電池測試，若無法使機器運作

就捨棄這一組電池，並換另一組的 2 顆電池進行測試，直到取出一組皆為有電電池即可。

以 𝑏 = 2 為例，總共有 6 顆電池（編號為 𝑎 到 𝑓），只要依序測試 (𝑎, 𝑏)、(𝑐, 𝑑)、(𝑒, 𝑓) 

共 3 次，必可以找到一組有電電池。 

2.當沒電電池數 𝒃 為 𝟑 以上時 

若將所有的電池分成 4 組或以上時，則在最差情形下可能會出現沒有任何一組中有 2 

顆有電電池。又由 定理 3 可知要分越多組才會有越少的方法數。所以我們將所有電池分成 

3 組。並利用 定理 4 的結論將所有電池數量平均分配，來討論較佳的測試次數，得到的結

果節錄於下表 2： 

表 2：當 𝑎 = 4 時，分組方法與測試次數比較表 
電池 

數量 

分組方法 

最差情形分析 

測試次數

上界𝑘 

𝑏 = 3	

𝑛 = 7 

(𝑥', 𝑥!)(𝑥), 𝑥#)(𝑥0, 𝑥/, 𝑥1)  

有電電池編號為 𝑥!, 𝑥#, 𝑥/, 𝑥1，最多需測試 𝐶!! + 𝐶!! + 𝐶!) =5 次 
5 

A B
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𝑏 = 4	

𝑛 = 8 

(𝑥', 𝑥!)(𝑥), 𝑥#, 𝑥0)(𝑥/, 𝑥1, 𝑥")  

有電電池編號為 𝑥!, 𝑥0, 𝑥1, 𝑥"，最多需測試 𝐶!! + 𝐶!) + 𝐶!) = 7 次 
7 

𝑏 = 5	

𝑛 = 9 

(𝑥', 𝑥!, 𝑥))(𝑥#, 𝑥0, 𝑥/)(𝑥1, 𝑥", 𝑥2)  

有電電池編號為 𝑥), 𝑥/, 𝑥", 𝑥2，最多需測試 𝐶!) + 𝐶!) + 𝐶!) = 9 次 
9 

𝑏 = 6	

𝑛 = 10 

(𝑥', 𝑥!, 𝑥))(𝑥#, 𝑥0, 𝑥/)(𝑥1, 𝑥", 𝑥2, 𝑥'3)  

有電電池編號為 𝑥), 𝑥/, 𝑥2, 𝑥'3，最多需測試 𝐶!) + 𝐶!) + 𝐶!# = 12 次 
12 

𝑏 = 7	

𝑛 = 11 

(𝑥', 𝑥!, 𝑥))(𝑥#, 𝑥0, 𝑥/, 𝑥1)(𝑥", 𝑥2, 𝑥'3, 𝑥'')  

有電電池編號為 𝑥), 𝑥1, 𝑥'3, 𝑥''，最多測試 𝐶!) + 𝐶!# + 𝐶!# = 15 次 
15 

 

(三)總結尋找 𝟐 顆有電電池的方法 

由上述的測試可以知道，沒電電池數量會改變電池的取法。總共會有兩種不同的情形，

我們如下定義： 

定義 2  (直接取法) 從所有電池中取出所需電池數量 𝑝 放入電器中測試，若無法使電器運

作則捨棄並取出下一組，直到使電器運作為止。稱之為直接取法。 

定義 3  (分組法) 將所有電池平均分成 𝑚 組，並對各組中的所有 𝑝 顆電池的組合進行測

試，直到使電器運作為止，組與組之間不互相測試，稱此方法為分組法。 

同樣以上述有 4 顆有電電池時為例，沒電電池數量 𝑏 為 1 或 2 時，我們是使用直

接取法，而當沒電電池數量 𝑏 為 3 以上時，因有電電池數量不足以逐一測試，故需要進行

交叉測試，此時會發生 定理 5 的現象反而會有比較多的測試次數，故採用分組法較佳。 

(四)計算在不同數量的有電電池與沒電電池時，利用分組法與直接取法找出 

𝟐 顆有電電池的方法數 

1.使用分組法時不同有電電池數量 𝒂 與分組數 𝒎 的關係 

我們在測試 4 顆有電電池時知道，為了要保證至少有一組中有 2 顆以上的有電電池，

最多只能分成 3 組進行測試。所以要先討論，在不同數量的有電電池 𝑎 下，與分組數量 

𝑚 的關係。 
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定理 6  (𝒑 = 𝟐 時分組法所需的分組數 𝒎) 取 2 顆電池時，以分組法測試時分組數 𝑚 

最多為有電電池數 𝑎 少 1 。即 𝑚 ≤ 𝑎 − 1 。 

[證明] 由鴿籠原理可知，當 𝑚 ≤ 𝑎 − 1 時可以保證必有一組有至少 2 顆有電電池，故必

可在測試其中一組時找到一組有電電池。∎ 

2.直接取法與分組法的選擇 

我們在測試時發現，沒電電池數 𝑏 很少的情形下，不需要使用分組法進行測試，只要

使用直接取法即可。且可由以下的定理判斷需使用何種方法。 

定理 7  (𝒑 = 𝟐 時的分組法與直接取法判斷) 當需要取 2 顆電池（𝑝 = 2）時，若 𝑎 ≥

𝑏 + 2 時，需使用直接取法，且測試次數 𝑘 = 𝑏 + 1 。而 𝑎 < 𝑏 + 2 時直接取法

無效，需使用分組法。 

[證明] 在最差情形下，每取 2 顆電池中會有 1 顆沒電電池。所以有 𝑏 顆沒電電池時，至

少需要做 𝑏 次測試，同時會排除 𝑏 顆有電電池，但最後仍需 2 顆有電電池才能確保可以

在不回頭使用測試過的電池下取到有電電池。故只要 𝑏 + 2	 ≤ 𝑎，即可逐一排除沒電電池，

且一共測試 𝑏 + 1 次即可找到一組有電電池。若 𝑎 < 𝑏 + 2 ，則每次取 2 顆測試時會將所

有有電電池用盡，使得在最差情形下無法找到一組有電電池。 

3.計算方法數 

由上述的討論，我們可以知道在沒電電池數少時，需使用直接取法。而在沒電電池數多

的情形下，需使用分組法。分組法的計算可參考表 3當 𝑎 = 4 時的狀況，我們把 𝑎 = 2 至 

8 時的計算結果摘錄如下表 3： 

表 3：當 𝑎 = 2 至 8 時的分組數 𝑚、與測試次數 𝑘 的計算結果 

𝑎 𝑚 
𝑏 

1	 2	 3	 4	 5	 6	 7	 8	 9	 10	

2	 1	 3	 6	 10	 15	 21	 28	 36	 45	 55	 66	

3	 2	 2	 4	 6	 9	 12	 16	 20	 25	 30	 36	

4	 3	 2	 3	 5	 7	 9	 12	 15	 18	 22	 26	

5	 4	 2	 3	 4	 6	 8	 10	 12	 15	 18	 21	
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6	 5	 2	 3	 4	 5	 7	 9	 11	 13	 15	 18	

7	 6	 2	 3	 4	 5	 6	 8	 10	 12	 14	 16	

8	 7	 2	 3	 4	 5	 6	 7	 9	 11	 13	 15	

其中，灰色底是使用直接取法得到的結果，而其它數據是使用分組法得到的結果。 

(五)一般化分組法所需之測試次數 

1.以有電電池數 𝒂 = 𝟒 為例進行推導 

我們希望推導出當 𝑎 = 4 時分組法的一般式。由 定理 7 可知在 𝑏 ≥ 3 時才適用分組

法，且由 定理 6 可知要最多可以將所有電池分成 3 組（以 𝐴, 𝐵, 𝐶 表示），與 定理 4 

得到需將所有電池盡量平均分組才能得到較佳的測試次數上界 𝑘 。所以分組的情形如下表 

4節錄： 

表 4：𝑎 = 4 時，使用分組法時各組的數量表 
𝑏	 𝑛	 𝐴 組數量 𝐵 組數量 𝐶 組數量 

3	 7	 2	 2	 3	

4	 8	 2	 3	 3	

5	 9	 3	 3	 3	

6	 10	 3	 3	 4	

7	 11	 3	 4	 4	

8	 12	 4	 4	 4	

9	 13	 4	 4	 5	

由上表 4中，我們可以知道： 

1. 每組的電池數必為 X%
)
Y 和 X%

)
Y + 1 兩種可能，而且不論該組有多少顆電池，都是任取 

2 顆做測試。 

2. 兩種數量的組數呈現三個一循環，當 𝑛 % 3 = 0 時，只有第一種數量。 

由以上觀察到的兩個結果，我們可以推算出分組法測試次數上界 𝑘 的一般化公式為： 

𝑘 = Z3 − (𝑛	%	3)[𝐶!
4%)5 + (𝑛	%	3)𝐶!

4%)5-', (𝑛 ≥ 7) 

2.不同的有電電池數 𝒂 時的分組法一般化公式 
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不同數量的有電電池數推導與 𝑎 = 4 時相似，需先確認其分組數 𝑚 = 𝑎 − 1 以及最少

適用範圍（𝑏 > 𝑎 − 2 ⇒ 𝑛 > 2𝑎 − 2）。得到不同的 𝑎 值求得一般式如下表 5： 

表 5：不同有電電池數時分組法的一般化公式 
𝑎 分組數 𝑚 測試次數 𝑘 適用範圍 

2	 1	 𝐶!% 𝑛 > 2 

3	 2	
𝐶!
4%!5 + 𝐶!

4%-'! 5
 

𝑛 > 4 

4	 3	
(3 − 𝑛	%	3)𝐶!

4%)5 + (𝑛	%	3)𝐶!
4%)5-' 

𝑛 > 6 

5	 4	
(4 − 𝑛	%	4)𝐶!

4%#5 + (𝑛	%	4)𝐶!
4%#5-' 

𝑛 > 8 

6	 5	
(5 − 𝑛	%	5)𝐶!

4%05 + (𝑛	%	5)𝐶!
4%05-' 

𝑛 > 10 

7	 6	
(6 − 𝑛	%	6)𝐶!

4%/5 + (𝑛	%	6)𝐶!
4%/5-' 

𝑛 > 12 

8	 7	
(7 − 𝑛	%	7)𝐶!

4%15 + (𝑛	%	7)𝐶!
4%15-' 

𝑛 > 14 

由上表可知，我們可以推出當 𝑝 = 2 時的測試次數上界 𝑘 如以下結論： 

結論 1  (𝒑 = 𝟐 時的測試次數上界-1) 當 𝑝 = 2 時，測試次數上界 𝑘 與有電電池數 𝑎 、

總電池數 𝑛 的關係如下： 

𝑘 = ]
𝑏 + 1 , 𝑛 ≤ 2𝑎 − 2

(𝑚 − 𝑛	%	𝑚)𝐶!
4%$5 + (𝑛	%	𝑚)𝐶!

4%$5-' , 𝑛 > 2𝑎 − 2
	

其中，沒電電池數 𝑏 = 𝑛 − 𝑎 、分組數 𝑚 = 𝑎 − 1 。 

(六)分組法的另一種一般化公式 

在使用分組法時，我們需要將總電池數 𝑛 盡量平均分成 𝑚 組，且無法平分的數量需

放在後面的組中。所以我們嘗試用另一種方法將每組的個數表示出來。首先，我們需要使用

以下的定理： 

定理 8  (整數平分方法) 對於任意整數 𝑛 盡量平均分成 𝑚 組時， 

可得 𝑛 = X%
$
Y + X%-'

$
Y + ⋯+ X%-$&'

$
Y。 
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[證明] 設 𝑛 除以 𝑚 的商是 𝑞 、餘數 𝑟，我們可以得到 𝑛 = 𝑚 ⋅ 𝑞 + 𝑟 且 0 ≤ 𝑟 < 𝑚，並

假設 𝑟’ = 𝑚 − 𝑟，可知 𝑟 + 𝑟’ = 𝑚。 

若 𝑖 為一個整數，且 0 ≤ 𝑖 < 𝑚，我們可以寫出 X%-(
$
Y = X$⋅+-7-(

$
Y = 𝑞 + X7-(

$
Y。 

1. 當 0 ≤ 𝑖 < 𝑟′ 時，因 𝑟 + 𝑖 < 𝑟 + 𝑟′ = 𝑚，所以 7-(
$
< 1。 

得到 X%-(
$
Y = 𝑞 + X7-(

$
Y = 𝑞 + 0 = 𝑞。 

2. 當 𝑟8 ≤ 𝑖 < 𝑚 時，因 𝑟 + 𝑖 ≥ 𝑟 + 𝑟′ = 𝑚 且 𝑟 + 𝑖 < 𝑟 +𝑚 < 2𝑚， 

所以 1 ≤ 7-(
$
< 2。得到 X%-(

$
Y = 𝑞 + X7-(

$
Y = 𝑞 + 1。 

3. 定理中，X%
$
Y + X%-'

$
Y + ⋯+ X%-$&'

$
Y 共 𝑚 項。從 1. 和 2. 可知其中前 𝑟8 項為 𝑞、後 

𝑚 − 𝑟′ 項為 𝑞 + 1 。所以和為  

𝑟’ ⋅ 𝑞 + (𝑚 − 𝑟’) ⋅ (𝑞 + 1) = 𝑟’ ⋅ 𝑞 + (𝑚 − 𝑟’) ⋅ 𝑞 + (𝑚 − 𝑟’) = 𝑚 ⋅ 𝑞 + 𝑟 = 𝑛 

得證。∎ 

由此定理，我們可以很容易地將分組法各組的一般式表達出來，所以可以得到以下結論： 

結論 2  (𝒑 = 𝟐 時的測試次數上界-2) 以分組法計算測式次數上界 𝑘 時的第二種計算公式

為 𝑘 = 𝐶!
4!"5 + 𝐶!

4!#$" 5
+⋯+ 𝐶!

4!#"%$
" 5

= ∑ 𝐶!
4!#&" 5$&'

(93 , (𝑛 > 2𝑎 − 2) 

這種表示法雖然在各項的計算上比較容易，但需各自將每項計算出來才能求出答案。在

效率上會比原來我們找到的一般式較差。為了確保兩者間任何差異，我們得到以下定理： 

定理 9  兩種計算分組法測試次數上界的公式等價。 

[證明] 延續 定理 8 證明的符號，可以知道各組數量 X%
$
Y , X%-'

$
Y ,⋯ , X%-$&'

$
Y	中有 𝑚 − 𝑟 個

值為 𝑞、𝑟 個值為 𝑞 + 1。所以第二種表示法可以進行如下改寫： 

b 𝐶!
4%-($ 5

$&'

(93

= (𝑚 − 𝑟)𝐶!
+ + 𝑟𝐶!

+-' = Z𝑚 − (𝑛	%	𝑚)[𝐶!
+ + (𝑛	%	𝑚)𝐶!

+-' 
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又分組數 𝑞 = X%
$
Y代入上式得到 

b 𝐶!
4%-($ 5

$&'

(93

= Z𝑚 − (𝑛	%	𝑚)[𝐶!
4%$5 + (𝑛	%	𝑚)𝐶!

4%$5-' 

可知兩種表示法相等。∎ 

二、取 𝟑 顆電池（𝒑 = 𝟑）時的情形 

(一)由 𝒑 = 𝟐 時使用的分組法與直接取法進行延伸 

1.原理 

回顧取電池數 𝑝 = 2 時的分配方法，我們是利用鴿籠原理，調整分組數 𝑚 = 𝑎 − 1，

來保證至少有一組電池中有 2 顆有電電池，使得分組法可以找出所求。所以在取電池數量 

𝑝 = 3 時，我們也先嘗試在分組時，讓至少一組的有電電池數量不少於 3 顆。如此就能保

證在檢查的過程中可以找到所求。 

2.使用分組法時將電池分組的方法 

要保證至少有一組中包含 3 顆以上的有電電池，則最差情形下其它組最多都只有 2 

顆。依照有電電池數 a 的不同，分組數與最差情形時有電電池分配的方法節錄於下表 6。 

表 6：有電電池數不同時最差情形分組 

有電電池數 𝑎 分組數 𝑚 
最差情形時 

有電電池分組方法 

3 1 (3) 

4 1 (4) 

5 2 (2,3) 

6 2 (2,4) 

7 3 (2,2,3) 

8 3 (2,2,4) 

9 4 (2,2,2,3) 

10 4 (2,2,2,4) 

依照上表結果，我們得到兩個結論： 
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1. 分組數兩個一循環，可以推論出分組數 𝑚 與有電電池數 𝑎 的關係式為 𝑚 = X:&'
!
Y。 

2. 最後一組的有電電池數因為分配的問題，有時會有 3 顆電池或 4 顆電池。 

3.計算結果 

在計算測試次數之前，如同 𝑝 = 2 時的情形，要先確認什麼時候適用直接取法，又什

麼時候要用分組法。所以我們給了如下的定理： 

定理 10  (𝒑 = 𝟑 時的分組法與直接取法判斷) 當需要取 3 顆電池（𝑝 = 3）時，若 𝑎 ≥

2𝑏 + 3 時，需使用直接取法，且測試次數 𝑘 = 𝑏 + 1 。而 𝑎 < 2𝑏 + 3 時直接取

法無效，需使用分組法。 

[證明] 一次取 3 顆電池時，使用直接取法最壞情形是每次皆取到 1 顆沒電和 2 顆有電電

池，導致每排除 1 顆沒電電池時皆會捨棄 2 顆有電電池。所以有 𝑏 顆沒電電池就需要 

2𝑏 顆有電電池，另外仍需多一組 3 顆有電電池才能保證取完後能得到一組有電電池。故有

電電池數 𝑎 ≥ 2𝑏 + 3 才能使用直接取法。∎ 

進一步的說，使用分組法的時機可以改寫為 3𝑎 < 2(𝑎 + 𝑏) + 3 ⇒ 3𝑎 − 3 < 2𝑛，即總電

池數 𝑛 > ):&)
!

 時可適用分組法。 

了解在什麼情形下要使用直接取法後，我們就能計算使用直接取法或分組法時的測試次

數。結果節錄於下表 7： 

表 7：使用分組法與直接取法計算測試次數表 

𝑎 𝑚 
𝑏 

1	 2	 3	 4	 5	 6	 7	 8	 9	 10	

3	 1	 4	 10	 20	 35	 56	 84	 120	 165	 220	 286	

4	 1	 7	 17	 32	 53	 81	 117	 162	 217	 283	 361	

5	 2	 2	 5	 8	 14	 20	 30	 40	 55	 70	 91	

6	 2	 2	 5	 11	 17	 27	 37	 52	 67	 88	 109	

7	 3	 2	 3	 6	 9	 12	 18	 24	 30	 40	 50	

8	 3	 2	 3	 6	 9	 15	 21	 27	 37	 47	 57	

9	 4	 2	 3	 4	 7	 10	 13	 16	 22	 28	 34	
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10	 4	 2	 3	 4	 7	 10	 13	 19	 23	 31	 37	

上表 7中灰底的部份表示使用直接取法時計算的測試次數。我們發現在分組數相同時

（同底色區域）有電電池數變多會導致總電池數變多，導致測試次數變多。 

4.一般式推導 

與 𝑝 = 2 時相同，我們觀察分組數與每組的個數關係，可以將使用分組法的一般式推

導如下表 8： 

表 8：當 𝑝 = 3 時以分組法求測試次數一般化公式表 

𝑎 分組數 𝑚 測試次數 𝑘 適用範圍 

3 1 𝐶)% 𝑛 ≥ 1 

4 1 𝐶)% − 𝐶)# + 1 𝑛 ≥ 2 

5 2 𝐶)
4%!5 + 𝐶)

4%-'! 5
 𝑛 ≥ 4 

6 2 𝐶)
4%!5 + 𝐶)

4%-'! 5
− 𝐶)# + 1 𝑛 ≥ 5 

7 3 Z3 − (𝑛	%	3)[𝐶)
4%)5 + (𝑛	%	3)𝐶)

4%)5-' 𝑛 ≥ 7 

8 3 Z3 − (𝑛	%	3)[𝐶)
4%)5 + (𝑛	%	3)𝐶)

4%)5-' − 𝐶)# + 1 𝑛 ≥ 8 

9 4 Z4 − (𝑛	%	4)[𝐶)
4%#5 + (𝑛	%	4)𝐶)

4%#5-' 𝑛 ≥ 10 

10 4 Z4 − (𝑛	%	4)[𝐶)
4%#5 + (𝑛	%	4)𝐶)

4%#5-' − 𝐶)# + 1 𝑛 ≥ 11 

由以上表格，我們可以推得使用分組法到的測試次數一般式為 

𝑘 = Z𝑚 − (𝑛	%	𝑚)[𝐶)
4%$5 + (𝑛	%	𝑚)𝐶)

4%$5-' − 𝐶)
#&(:%!) + 1	, 𝑛 >

3𝑎 − 3
2  

又如同 𝑝 = 2 時的討論，將總電池數 𝑛 平分 𝑚 組可以表示成 

X%
$
Y , X%-'

$
Y ,⋯ , X%-$&'

$
Y ，得使用分組法時的測試次數一般式亦可表示成 

𝑘 = 𝐶)
4%$5 + 𝐶)

4%-'$ 5
+⋯+ 𝐶)

4%-$&'$ 5
− 𝐶)

#&(:%!) + 1 

= b 𝐶)
4%-($ 5

$&'

(93

− 𝐶)
#&(:%!) + 1	 
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(二)另一種測試方法：𝑿𝟐𝒀𝟏 循環檢查法 

在上述的測試方法中，我們使用鴿籠原理來保證至少有一組的有電電池數不少於 3 

顆。但因為最差情形下其它組最多可以有 2 顆有電電池，造成分組的數量不多。所以我們

再嘗試尋找其它方案，看看是否可以有更少的測試次數即可找出 3 顆有電電池。 

1.測試方法流程 

我們找到一個新的測試流程，步驟如下說明： 

(1) 我們將分組數 𝑚 設為有電電池數 𝑎 少 1 將電池平均分組。利用鴿籠原理可知，

我們可以保證至少有 1 組其有電電池數不少於 2 。 

(2) 在每個不小於 3 顆電池組中，將所有 3 顆電池的組合進行測試，若皆無法使電器

運作，我們就能確保沒有任何一組有多於 2 顆有電電池。 

(3) 先從 𝐴 組取 2 顆、 𝐵 組取 1 顆電池進行測試（以 𝐴2𝐵1 表示），再由 𝐵 組

取 2 顆、𝐶 組取 1 顆電池測試（以 𝐵2𝐶1 表示）以此類推。假設最後一組編號

為 𝑋，則最後從 𝑋 組取 2 顆、 𝐴 組取 1 顆電池做測試（如圖 8說明）。我們

得到在測試過程中必可找出 3 顆有電電池。 

 
圖 8：𝑋2𝑌1循環檢查法操作示例 

定義 4  (𝑿𝟐𝒀𝟏 循環檢查法) 依上述方式尋找一組 3 顆有電電池， 

稱為「𝑋2𝑌1 循環檢查法」 

舉例而言：假設有電電池數 𝑎 = 4、沒電電池數 𝑏 = 5，我們分成 𝑚 = 3 組，編號為 

𝐴, 𝐵, 𝐶 ，每組各 3 顆電池。下表 9說明測試流程與次數： 

A

B

C

D

X
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表 9：𝑋2𝑌1循環檢查法測試流程 
 測試方法 測試次數 說明 

(1) 𝐴3、𝐵3、𝐶3 𝐶)) + 𝐶)) + 𝐶)) = 3 測試各組沒有 3 顆有電電池，若皆無法找出 3 

顆有電電池，則有電電池的分佈為以下 6	種： 

1. (2,2,0)   2. (2,0,2)   3. (0,2,2) 

4. (2,1,1)   5. (1,2,1)   6. (1,1,2) 

(2) 𝐴2𝐵1 𝐶!) × 𝐶') = 9 測試 𝐴 組有 2	顆、 𝐵 組至少 1 顆的情形，

即 (2,2,0) 和 (2,1,1) 二種情形。 

(3) 𝐵2𝐶1 𝐶!) × 𝐶') = 9 測試 𝐵 組有 2 顆、 𝐶 組至少 1 顆的情形，

即 (0,2,2) 和 (1,2,1) 二種情形。 

(4) 𝐶2𝐴1 𝐶!) × 𝐶') = 9 測試 𝐶 組有 2 顆、 𝐴 組至少 1 顆的情形，

即 (2,0,2) 和 (1,1,2) 二種情形。 

總計 30 次 所有狀況皆有測試，必可找出 3 顆有電電池。 

 

2.檢查流程完整性 

我們為了確認，以 𝑋2𝑌1 循環檢查法是否確實能找到一組有電電池，我們做了以下的

定理與證明： 

定理 11  (𝑿𝟐𝒀𝟏循環檢查法的完整性) 以 𝑋2𝑌1 循環檢查法必可找出一組 3 顆有電電池。 

[證明] 已知：在 𝑎 顆有電電池時，我們會分成 𝑚 = 𝑎 − 1 組，由鴿籠原理可知至少有一

組含 2 顆有電電池，且已排除一組中有 3 顆以上的有電電池。 

(1) 若有一組中有含 2 顆有電電池，則只要下一組中有 1 顆或 2 顆有電電池，則必可在

進行 𝑋2𝑌1 循環檢查時找出 3 顆有電電池，只有在下一組中沒有有電電池時，才無法

找出所求。所以若有一種分配無法找到所求時，可知有 2 顆有電電池的組後皆為沒有

有電電池的組，故沒有有電電池的組數不能小於有 2 顆有電電池的組數。 

(2) 令有 𝑖 顆有電電池的組數為 𝑘( ，並假設 𝑘3 ≥ 𝑘! 。 

(3) 則由分組數可知 𝑘3 + 𝑘' + 𝑘! = 𝑚 = 𝑎 − 1，由有電電池數可知 𝑘' + 2𝑘! = 𝑎 。 
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(4) 兩式相減，得到 𝑘! − 𝑘3 = 1 ，可知有 2 顆有電電池的組數比沒有有電電池的組數多 

1，與 (2) 的假設矛盾，假設不成立。 

可知以此方式檢查時，必可找出 3 顆有電電池。∎ 

3.一般式的推導 

若有電電池數為 𝑎 、沒電電池數為 𝑏 ，可知總電池數 𝑛 = 𝑎 + 𝑏、分組數  

𝑚 = 𝑎 − 1。以下是測試次數 𝑘 的一般式推導： 

(1) 與原公式相同，分組時越平均越好。可知每組的數量分別為 X%
$
Y , X%-'

$
Y ,⋯ , X%-$&'

$
Y 

(2) 先檢查每組是否有多於 3 顆的有電電池，方法數為 

𝐶)
4%$5 + 𝐶)

4%-'$ 5
+⋯+ 𝐶)

4%-$&'$ 5
= b 𝐶)

4%-($ 5
$&'

(93

 

（註：若 𝑥 < 𝑦 ，規定 𝐶., = 0） 

(3) 再利用循環檢查法，取前項的 2 顆與後項的 1 顆進行計算，方法數為 

𝐶!
4%$5 × 𝐶'

4%-'$ 5
+ 𝐶!

4%-'$ 5
× 𝐶'

4%-!$ 5
+⋯+ 𝐶!

4%-$&'$ 5
× 𝐶'

4%$5	

= gb 𝐶!
4%-($ 5

× 𝐶!
4%-(-'$ 5

$&!

(93

h + 𝐶!
4%-$&'$ 5

× 𝐶'
4%$5 = b 𝐶!

4%-($ 5
× 𝐶!

>%-((-')%$$ ?
$&'

(93

 

(4) 綜合以上，可知 

𝑘 = b 𝐶)
4%-($ 5

$&'

(93

+ b 𝐶!
4%-($ 5

× 𝐶!
>%-((-')%$$ ?

$&'

(93

 

4.以 𝑿𝟐𝒀𝟏 循環檢查法計算方法數 

利用上述的分組方法，我們計算在不同有電電池與沒電電池時所需的測試次數，得到的

結果節錄於下表 10： 

表 10：以 𝑋2𝑌1 循環檢查法計算測試次數結果 

𝑎 𝑚 
𝑏 

1	 2	 3	 4	 5	 6	 7	 8	 9	 10	

3	 2	 4	 10	 20	 35	 56	 84	 120	 165	 220	 286	



 21 

4	 3	 3	 6	 12	 20	 30	 45	 63	 84	 112	 144	

5	 4	 2	 5	 8	 14	 22	 30	 40	 55	 73	 91	

6	 5	 2	 5	 7	 10	 16	 24	 32	 40	 50	 65	

7	 6	 2	 3	 7	 9	 12	 18	 26	 34	 42	 50	

8	 7	 2	 3	 7	 9	 11	 14	 20	 28	 36	 44	

9	 8	 2	 3	 4	 9	 11	 13	 16	 22	 30	 38	

10	 9	 2	 3	 4	 9	 11	 13	 15	 18	 24	 32	

由此表格中，我們發現了幾個性質： 

(1) 在灰色區域中，同分組法 定理 10 的判斷，因沒電電池數過少，我們使用直接取法。 

(2) 在粉色區域中，我們發現只要沒電電池數比有電電池數少 3 顆以上，則使用 𝑋2𝑌1 循

環法時會有固定的方法數 𝑘，且此時 𝑘 = 2𝑏 + 1 。 

定理 12  若沒電電池數 𝑏 比有電電池數 𝑎 少 3 以上（即 𝑏 ≤ 𝑎 − 3），則以 𝑋2𝑌1 循環

檢查法測試時，測試次數 𝑘 = 2𝑏 + 1 

[證明] (1) 因分組數 𝑚 = 𝑎 − 1 且總電池數 𝑛 = 𝑎 + 𝑏 ≤ 2𝑎 − 3 = 2𝑚 − 1 ，可知在平均分

配電池時，每組最多只有 2 顆電池。 

(2) 又 𝑛 = 𝑎 + 𝑏 = (𝑎 − 1) + (𝑏 + 1) = 𝑚 + (𝑏 + 1)，且 𝑏 + 1 ≤ 𝑎 − 2 = 𝑚 − 1 。可知只

有 𝑏 + 1 組有 2 顆電池，且至少 1 組只有 1 顆電池。 

(3) 測試次數計算分 2 種情形：第一種為 2 顆 1 組的後面亦為 2 顆 1 組，則會需要測

試 2 次；第二種為 2 顆 1 組的後面為 1 顆 1 組，會需要測試 1 次。其餘情形不需

測試。 

(4) 因只有 𝑏 + 1 組有 2 顆電池。所以第一種情形有 𝑏 個，而第二種情形只有 1 個，故

測試次數為 𝑘 = 2𝑏 + 1 。∎ 

5.與分組法的比較 

我們將兩者所計算出的測試次數進行比較，如節錄於下表 11，每個格子中前面的數字

表示使用 𝑋2𝑌1 循環法計算的測試次數，後面的數字為使用分組法計算的測試次數。底色
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為綠色表示 𝑋2𝑌1 循環法較佳，紅色底表示分組法較佳，而灰色底為使用直接取法，在此

不討論。 

表 11：分組法和 𝑋2𝑌1 循環檢查法比較表 
𝑎\𝑏	 2	 3	 4	 5	 6	 7	 8	 9	

4	 𝟔|17	 𝟏𝟐|32	 𝟐𝟎|53	 𝟑𝟎|81	 𝟒𝟓|117	 𝟔𝟑|162	 𝟖𝟒|217	 𝟏𝟏𝟐|283	

5	 5|5	 8|8	 14|14	 22|𝟐𝟎	 30|30	 40|40	 55|55	 73|𝟕𝟎	

6	 5|5	 𝟕|11	 𝟏𝟎|17	 𝟏𝟔|27	 𝟐𝟒|37	 𝟑𝟐|52	 𝟒𝟎|67	 𝟓𝟎|88	

7	 3|3	 7|𝟔	 9|9	 12|12	 18|18	 26|𝟐𝟒	 34|𝟑𝟎	 42|𝟒𝟎	

8	 3|3	 7|𝟔	 9|9	 𝟏𝟏|15	 𝟏𝟒|21	 𝟐𝟎|27	 𝟐𝟖|37	 𝟑𝟔|47	

9	 3|3	 4|4	 9|𝟕	 11|𝟏𝟎	 13|13	 16|16	 22|22	 30|𝟐𝟖	

10	 3|3	 4|4	 9|𝟕	 11|𝟏𝟎	 13|13	 𝟏𝟓|19	 𝟏𝟖|25	 𝟐𝟒|31	

11	 3|3	 4|4	 5|5	 11|𝟖	 13|𝟏𝟏	 15|𝟏𝟒	 17|17	 20|20	

我們由此表格中，觀察到幾個性質： 

(1) 在 𝑎 為偶數時，使用 𝑋2𝑌1 循環法比較好，在 𝑎 為奇數時，使用分組法比較好。推

測是因為使用分組法時，在 𝑎 為奇數時測試數量會變多導致。 

(2) 因為在 𝑏 固定時，只要 𝑎 大於一定的值， 𝑋2𝑌1 循環檢查法所需次數就固定，而分

組法測試次數仍會變小。故在左下部區域中，仍是以分組法有較佳的結果。 

(三)修正後的 𝑿𝟐𝒀𝟏 循環檢查法 

1.原 𝑿𝟐𝒀𝟏 循環檢查法的問題與改良方法 

雖然 𝑋2𝑌1 循環檢查法在某些情形下可以讓測試次數變得更少，但仍有例外。所以我

們想了解可不可以將其做進一步地改良。 

在原來的 𝑋2𝑌1 循環檢查法，我們採用的分組方式與分組法相同，是將數量少的放前

面的組，多的放後面的組。但在進行交叉檢查時，數量多的組相鄰會造成測試次數增加。所

以我們做如下的調整： 

定義 5  (修正後的 𝑿𝟐𝒀𝟏 檢查法) 檢查方法與原 𝑋2𝑌1 檢查法相同，但分組方式不同： 

假設第 𝑖 組的電池個數為 𝑀( ，則 𝑀( = X%-@&
$
Y 。其中𝑠( = r

(&'
!

, 𝑖為奇數
!$&(
!

, 𝑖為偶數
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若以原 𝑋2𝑌1 檢查法進行分組時， 𝑠( = 𝑖 − 1 。 

以 𝑚 = 8 為例，兩者的排列如下表 12： 

表 12：兩種 𝑋2𝑌1 檢查法的 𝑠' 差異 

 原 𝑋2𝑌1 檢查法的分組順序 修正後 𝑋2𝑌1 檢查法的分組順序 

𝑖	 1	 2	 3	 4	 5	 6	 7	 8	 1	 2	 3	 4	 5	 6	 7	 8	

𝑠( 	 0	 1	 2	 3	 4	 5	 6	 7	
0	 	 1	 	 2	 	 3	 	

	 7	 	 6	 	 5	 	 4	

𝑠( 越大，該組的電池數量越多。修正後的分組會使數量多的組與少的組交錯，這可以

讓測試次數進一步地減少。 

2.以修正後的 𝑿𝟐𝒀𝟏 檢查法計算測試次數 

首先，我們先討論修正後的 𝑋2𝑌1 檢查法計算測試次數的一般式： 

定理 13  (修正後的 𝑿𝟐𝒀𝟏 檢查法計算測試次數一般式) 以修正後的 𝑋2𝑌1 檢查法計算測

試次數一般式為 𝑘 = ∑ 𝐶)
4!#(&" 5$&'

(93 + ∑ 𝐶!
4!#(&" 5

× 𝐶!
>
!#((&#$)%"

" ?
$&'
(93  

由 定理 13 我們就可以計算測試次數 𝑘 ，節錄於下表 13： 

表 13：修正後的 𝑋2𝑌1 循環檢查法計算測試次數結果 

𝑎	 𝑚	
𝑏	

3	 4	 5	 6	 7	 8	 9	 10	 11	 12	

4	 3	 12	 20	 30	 45	 63	 84	 112	 144	 180	 225	

5	 4	 8	 14	 20	 30	 40	 55	 70	 91	 112	 140	

6	 5	 7	 10	 16	 22	 30	 40	 50	 65	 80	 98	

7	 6	 6	 9	 12	 18	 24	 30	 40	 50	 60	 75	

8	 7	 5	 8	 11	 14	 20	 26	 32	 40	 50	 60	

9	 8	 4	 7	 10	 13	 16	 22	 28	 34	 40	 50	

10	 9	 4	 6	 9	 12	 15	 18	 24	 30	 36	 42	

值得注意的是，修正後的 𝑋2𝑌1 循環檢查法在 𝑏 夠小的情形下，測試次數與直接取法

相同。所以不用另外判斷是否需要改用其它方法來進行測試。 

3.與分組法的比較 
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我們將分組法與修正後的 𝑋2𝑌1 循環檢查法進行比較。得到下表 14的結果： 

表 14：修正後的 𝑋2𝑌1 檢查法與分組法比較表 

 

表 14中，「△」表示兩者相同，「○」表示修正後的 𝑋2𝑌1 循環檢查法較佳。可以發

現以修正後的 𝑋2𝑌1 循環檢查法進行測試，皆可以有較少的測試次數。 

結論 3  (𝒑 = 𝟑 時的測試方法) 當取 3 顆電池時，以修正後的 𝑋2𝑌1 循環檢查法進行測

試有較少的測試次數。 

伍、討論 

一、與真假幣問題之比較 

在討論這個問題時，我們有發現一個類似的經典名題：真假幣問題。在我們尋找其相關

的科展研究後，發現其與我們的研究有很大的差異。以下列出差異的部份如下表 15： 

表 15：本作品與真假幣問題比較 

 
本作品 

來電不來電 

真假幣問題 (郭玥均,吳承軒,李承熹,

郭家綺, 2024) 

目的 
在一堆電池中尋找指定數量的有電電

池，不需找出所有有電電池。 

在硬幣堆中找出所有假幣，可能需判

別重量差異 

測試方式 
一次只能放入指定數量的電池進入電

器中測試，不能多也不能少。 

使用天秤進行測試，可調整左右秤盤

中硬幣的數量。或有額外的硬幣/砝

碼可供測試 



 25 

分組原理 

利用鴿籠原理將電池進行分組後再對

各組進行測試。依順序找出符合條件

的電池組合。 

利用二分法或三分法將硬幣分組後再

放入天秤中進行測試，找出不同重的

組後再平分該組硬幣，直到可辨認出

偽幣為止。 

 

二、以分組法取電池時，電池分組數 𝒎 的計算 

以分組法取電池時，分組數 𝑚 會隨著有電電池數 𝑎 與欲取的電池數 𝑝 有關，我們發

現有以下關係： 

定理 14  (以分組法測試時的分組數) 以分組法測試時，分組數與有電電池數 𝑎 和欲取的

電池數 𝑝 有關。且 𝑚 = X:&'
*&'

Y 。 

[證明] 為了要確保至少有一組中要有 𝑝 顆有電電池，最差情形時其餘的 𝑚 − 1 組皆有 

𝑝 − 1 顆電池。所以有電電總數 𝑎 ≥ (𝑚 − 1)(𝑝 − 1) + 𝑝。整理後得到 

𝑎 − 𝑝
𝑝 − 1 + 1 ≥ 𝑚 ⇒

𝑎 − 1
𝑝 − 1 ≥ 𝑚 

故 𝑚 取 X𝒂&𝟏
𝒑&𝟏

Y 為最大符合需求之解。∎ 

三、取 4 顆電池（𝒑 = 𝟒）時的情形與推廣 

(一)觀察 𝒑 = 𝟐 與 𝒑 = 𝟑 的取法並做延伸猜測 

我們先前已討論取 2 顆電池與 3 顆電池時的情形，所以想進行延伸推廣，看看在取 4 

顆電池時的結果如何。所以我們先針對先前使用的檢查方法嘗試進行推論，看是否可以有效

減少取 4 顆電池時所需的測試次數。 

1.直接取法的推廣 

與 定理 7 和 定理 10 相似，在 𝑝 = 4 使用直接取法時，最差情形下每排除 1 顆沒

電電池就需捨棄 3 顆有電電池，最後仍需有 4 顆有電電池才能找到一組有電的電池。可知

當 𝑎 ≥ 3𝑏 + 4 才能使用直接取法，且測試次數 𝑘 = 𝑏 + 1 。 
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2.分組法的推廣 

使用分組法之前，我們要確定在不同的有電電池數 𝑎 時所需的分組數 𝑚 。依 定理 

14 的結論，當 𝑝 = 4 時分組數 𝑚 = X:&'
)
Y 。下表 16是當 𝑎 = 4 至 12 時，以分組法檢

查時的分組數量與有電電池的最差分配。 

表 16：當 𝑝 = 4 時分組數與有電電池分配摘錄 
有電電池數 𝑎 分組數 𝑚 有電電池最差分配 

4	 1	 (4)	

5	 1	 (5)	

6	 1	 (6)	

7	 2	 (3,4)	

8	 2	 (3,5)	

9	 2	 (3,6)	

10	 3	 (3,3,4)	

11	 3	 (3,3,5)	

12	 3	 (3,3,6)	

我們發現，在最差情形下，最後一組的有電電池數可能是 4 到 6。同 𝑝 = 3 時的情

形，在計算最後一組的測試次數時，要扣除有電電池的數取 4組合數再加 1（設 𝑥 為最後

一組有電電池數量，則測試次數需−𝐶#, + 1） 

3.𝑿𝟐𝒀𝟏 循環檢查法的推廣：交叉檢查法 

在 𝑝 = 3 時，若需要利用 2 組湊出 3 顆有電電池，則有電電池的分配必為 2 顆及 1 

顆的組合。但當 𝑝 = 4 時，就有其它的可能性，所以我們如下定義： 

定義 6  (交叉檢查法) 在尋找一組有電電池的過程中，除了單獨從每組中取電池進行測試

外。也會從不同的組中各取數個電池進行測試，則稱此測試方法為交叉檢查法。 

顯然，在 𝑝 = 3 時所用的 𝑋2𝑌1 循環檢查法為其中一個例子，但其有特定的循環檢查

方法以有效減少測試次數。 

在 𝑝 = 4 進行交叉檢查法時，我們希望可以先進行有效的分組，讓後續可以減少測試

次數的同時，也可以全面考量有電電池的所有可能分佈。所以我們規畫要綜合以下兩種方法
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進行測試，以下討論均已排除一組中有 4 顆以上的有電電池，因為我們進行交叉檢查之

前，會先對各組檢查是否有 4 顆有電電池。 

(1)循環檢查法 

定義 7  (循環檢查法) 同 圖 8 的說明，依序從 𝐴 組、𝐵 組取特定數量的電池檢查後，

再從 𝐵 組、𝐶 組 取同樣模式的電池數量進行檢查，重覆進行直到一輪結束。 

在 𝑝 = 4 的情況下，取 2 組做交叉測試時（取 3 組以上會讓測試次數大幅增加，暫

不考慮），有下列二種情形。 

i. 𝑋3𝑌1 循環檢查：同 定理 11 的證明，能利用此方法檢查的條件為含 3 顆有電電池

的組數大於不含有電電池的組數。 

ii. 𝑋2𝑌2 循環檢查：條件為含 3 顆或 2 顆有電電池的組數不小於含 1 顆或不含有電電

池的組數。 

(2)握手檢查法 

定義 8  (握手檢查法) 從 𝐴 組、𝐵 組取特定數量的電池檢查後，再由 𝐴, 𝐶 組、𝐴, 𝐷 組

等進行相同模式檢查，直到任兩組皆進行此模式檢查為止，稱為握手檢查法。 

相較於 𝑝 = 3 的有電電池分佈， 𝑝 = 4 時電池的分佈的情形較複雜，可能導致只使用

循環檢查時會有無法檢查到的情形，故握手檢查也需要列入考量中。 

i. 𝑋3𝑌1 握手檢查：至少一組有 3 顆有電電池且其它至少一組有 1 顆有電電池。 

ii. 𝑋2𝑌2 握手檢查：至少二組有 2 顆以上有電電池。 

(二)實際驗證的結果 

1.以直接取法及分組法計算的結果 

下表 17節錄不同的有電電池數 𝑎 與沒電電池數 𝑏 時的測試次數列表： 

表 17：𝑝 = 4 時直接取法與分組法的測試次數節錄 

𝑎	 𝑚	
𝑏	

1	 2	 3	 4	 5	 6	 7	 8	 9	 10	

4	 1	 5	 15	 35	 70	 126	 210	 330	 495	 715	 1001	
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5	 1	 11	 31	 66	 122	 206	 326	 491	 711	 997	 1361	

6	 1	 21	 56	 112	 196	 316	 481	 701	 987	 1351	 1806	

7	 2	 2	 6	 10	 20	 30	 50	 70	 105	 140	 196	

8	 2	 2	 6	 16	 26	 46	 66	 101	 136	 192	 248	

9	 2	 2	 6	 16	 36	 56	 91	 126	 182	 238	 322	

10	 3	 2	 3	 7	 11	 15	 25	 35	 45	 65	 85	

與 𝑝 = 3 時的結果近似，當有電電池數增加但分組數沒增加時，測試次數反而會增加而不

是減少。 

2.以交叉檢查法時的計算結果 

使用交叉檢查法進行測試時，是以下列步驟進行： 

(1) 先檢查各組是否有 4 顆有電電池。 

(2) 使用 𝑋3𝑌1 循環檢查。 

(3) 使用 𝑋2𝑌2 握手檢查。 

以上述三步驟進行後，在分組適當的情形下，可以檢查出所有有電電池可能的分佈。但

在進一步的觀察後，我們發現有以下現象： 

(1) 當我們使用 𝑋3𝑌1 循環檢查後，有時不需進行完整的 𝑋2𝑌2 循環檢查，即可完整檢查

所有有電電池分佈情形，所以檢查次數可以較上述的步驟少。 

(2) 當 𝑎 除以 3 餘 1 時，適當的分組與檢查流程會使測試次數與分組法相同。而在其它

情形下，測試次數通常會比分組法少。 

下表 18為 𝑝 = 4 時我們以交叉檢查法進行檢查的步驟，及與相同情形下分組法的比

較。 

表 18：𝑝 = 4 時以交叉檢查時的檢查步驟與同情形下分組法比較 
有電電

池數𝑎 

分組

數𝑚 
檢查方法 

當 𝑏 = 15 時

的測試次數 

相同情形下分組

法的測試次數 

5	 3	
𝐴4, 𝐵4, 𝐶4,	

𝐴3𝐵1, 𝐵3𝐶1, 𝐶3𝐴1,	
𝐴2𝐵2, 𝐵2𝐶2, 𝐶2𝐴2	

1751	 4841	
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6	 4	

𝐴4, 𝐵4, 𝐶4, 𝐷4,	
𝐴3𝐵1, 𝐵3𝐶1, 𝐶3𝐷1, 𝐷3𝐴1,	
𝐴2𝐵2, 𝐵2𝐶2, 𝐶2𝐷2, 𝐷2𝐴2,	

𝐴2𝐶2, 𝐵2𝐷2	

1040	 5971	

7	 4	
𝐴4, 𝐵4, 𝐶4, 𝐷4,	

𝐴3𝐵1, 𝐵3𝐶1, 𝐶3𝐷1, 𝐷3𝐴1,	
𝐴2𝐵2, 𝐶2𝐷2	

660	 660	

8	 5	
𝐴4, 𝐵4, 𝐶4, 𝐷4, 𝐸4,	

𝐴3𝐵1, 𝐵3𝐶1, 𝐶3𝐷1, 𝐷3𝐸1, 𝐸3𝐴1,	
𝐴2𝐵2, 𝐵2𝐶2, 𝐶2𝐷2, 𝐷2𝐸2, 𝐸2𝐴2	

527	 821	

9	 5	
𝐴4, 𝐵4, 𝐶4, 𝐷4, 𝐸4,	

𝐴3𝐵1, 𝐵3𝐶1, 𝐶3𝐷1, 𝐷3𝐸1, 𝐸3𝐴1,	
𝐴2𝐵2, 𝐶2𝐷2	

391	 976	

10	 6	
𝐴4, 𝐵4, 𝐶4, 𝐷4, 𝐸4, 𝐹4,	

𝐴3𝐵1, 𝐵3𝐶1, 𝐶3𝐷1, 𝐷3𝐸1, 𝐸3𝐹1, 𝐹3𝐴1,	
𝐴2𝐵2, 𝐶2𝐷2, 𝐸2𝐹2	

266	 266	

11	 7	

𝐴4, 𝐵4, 𝐶4, 𝐷4, 𝐸4, 𝐹4, 𝐺4,	
𝐴3𝐵1, 𝐵3𝐶1, 𝐶3𝐷1, 𝐷3𝐸1,	

𝐸3𝐹1, 𝐹3𝐺1, 𝐺3𝐴1,	
𝐴2𝐵2, 𝐵2𝐶2, 𝐶2𝐷2, 𝐷2𝐸2,	

𝐸2𝐹2, 𝐹2𝐺2, 𝐺2𝐴2	

265	 318	

12	 7	

𝐴4, 𝐵4, 𝐶4, 𝐷4, 𝐸4, 𝐹4, 𝐺4,	
𝐴3𝐵1, 𝐵3𝐶1, 𝐶3𝐷1, 𝐷3𝐸1,	

𝐸3𝐹1, 𝐹3𝐺1, 𝐺3𝐴1,	
𝐴2𝐵2, 𝐶2𝐷2, 𝐸2𝐹2	

192	 364	

13	 8	

𝐴4, 𝐵4, 𝐶4, 𝐷4, 𝐸4, 𝐹4, 𝐺4, 𝐻4,	
𝐴3𝐵1, 𝐵3𝐶1, 𝐶3𝐷1, 𝐷3𝐸1,	
𝐸3𝐹1, 𝐹3𝐺1, 𝐺3𝐻1,𝐻3𝐴1,	
𝐴2𝐵2, 𝐶2𝐷2, 𝐸2𝐹2, 𝐺2𝐻2	

140	 140	

 

陸、結論 

1. 在取 2 顆電池時，當沒電電池數較少時採直接取法、沒電電池數較多時採分組法較有

效率，且數量多的組需放後面進行測試 
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2. 取 2 顆電池時測試次數上界為  

𝑘 = ]
𝑏 + 1 , 𝑛 ≤ 2𝑎 − 2

(𝑚 − 𝑛	%	𝑚)𝐶!
4!"5 + (𝑛	%	𝑚)𝐶!

4!"5-' , 𝑛 > 2𝑎 − 2
， 

而分組法(𝑛 > 2𝑎 − 2 時)的一般式也可寫為 ∑ 𝐶!
4!#&" 5$&'

(93  

3. 取 3 顆電池時，以分組法在 𝑎 為偶數時較沒有效率，需使用改良後的 𝑋2𝑌1 循環檢

查法。 

4. 取 3 顆電池時，以改良後的 𝑋2𝑌1 循環檢查法所需的測試次數為  

𝑘 = ∑ 𝐶)
4!#𝐬&" 5$&'

(93 + ∑ 𝐶!
4!#𝐬&" 5

× 𝐶!
>
!#𝐬(&#$)%𝒎

" ?
$&'
(93 	，其中 𝑠( = r

(&'
!

, 𝑖為奇數
!$&(
!

, 𝑖為偶數
 。 

柒、未來展望 

1. 找出取不同電池數量下，較佳測試次數的一般式 

2. 找出取 𝑝 顆電池中，至少有 𝑞 顆有電電池的測試次數一般式 

3. 在有部份電池只有一半電量時，取出指定電量總和的電池時較佳方法 
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【評語】080404 

本研究是一個典型的組合問題，從生活中所面臨的實際問題出發，嘗

試將生活問題轉化為數學問題，然後利用數學知識來解決問題，並在

探究過程中嘗試改變條件來推廣問題的解決，整體而言，雖然關於數

學原理的應用並不深奧，但是研究結果具備應用價值，不失為一份佳

作。  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

作品簡報 










	080404-封面
	080404-本文
	080404-評語
	080404-作品海報

