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摘要 

        本研究探討倒立擺在不同鉛直振動頻率下的擺動軌跡、擺動時間、擺動範圍及自主校正

之情形。我們發現單一倒立擺是否能夠達成穩定自主校正主要受鉛直振動頻率影響，且隨著

鉛直振動頻率增加，倒立擺擺動範圍會縮小。當倒立擺的長度增加時，擺達穩定所需之角頻

率上升，相同頻率下的擺動範圍增加。接著再將不同長度的擺頭尾以螺絲相連組合，觀察雙

擺之運動情形，我們發現在雙擺的情形下，下擺與上擺的長度會影響擺是否能穩定，在上下

長度相同與下長上短時，擺在適當頻率下即可達成平衡，但在下短上長的狀況下，下擺及上

擺長度則須達特定比例才可平衡。 

 

壹、研究動機 

        我們於《物理馬戲團》此書中看到一裝置，高速鉛直振動下的倒立擺不會因重力落下，

而是維持在中線附近擺動，我們想探討鉛直振動頻率及倒立擺各屬性對倒立擺各項運動情形

之影響，並找出能使倒立擺擺動最穩定之情形，使之維持在一個能克服重力而保持豎立的狀

態。並增加擺的數量形成雙擺，觀察各變因對雙擺的影響。 

 

貳、研究目的 

  （一）實驗一：探討相同擺長單一倒立擺在不同振動頻率下的運動情形  

  （二）實驗二：探討不同擺長單一倒立擺達穩定所需之最低頻率 

  （三）實驗三：探討單一擺長倒立擺在不同振動頻率下達穩定後的平均擺動範圍 

  （四）實驗四：探討雙擺在上下長度相同之組合下的運動情況 

  （五）實驗五：探討雙擺在上下長度不相同之組合下的的運動情況 

  （六）實驗六：比較倒立擺在穩定與不穩定情況下的 FFT 頻譜圖差異 
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參、研究設備及器材 

一、實驗器材與裝置圖 

表 1 實驗器材 

直流馬達 

（T 電子 24V/15A 

895 直流馬達） 

（照片由第三作者拍

攝）  

水平儀 

（照片由第三作者拍

攝） 

 

電源供應器 

（TOKYOMAEKAW

ABK-5A） 

直流電 0~15V 5A 

（照片由第三作者拍

攝） 

 

高速攝影機 

（MEGA SPEED 

HHC X1 最高可達每

秒 500 幀） 

（照片由第三作者拍

攝） 

 

 

閃頻儀 

（LUTR ON DT-

2639A） 

（照片由第三作者拍

攝）  

鋁質支架 

（照片由第三作者拍

攝） 

 

手提式線鋸機 

（AS56K） 

（照片由第三作者拍

攝） 
 

ExceL 軟體 

（照片由第三作者拍

攝） 

        

 

Thonny 軟體 

（照片由第一作者拍

攝） 
 

Tracker 軟體 

（照片由第一作者拍

攝） 
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表 2 實驗裝置圖 

  

（a）實驗裝置基座組合完成 3D 圖 

（照片由第一作者拍攝）  

（b）驗裝置組合完成實際圖 

（照片由第三作者拍攝） 

  

（c）高速攝影機下的倒立擺（單擺） 

（照片由第一作者拍攝） 

（d）雙擺裝置圖 

（螺絲以下為基座） 

（照片由第三作者拍攝）   
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肆、研究過程或方法 

一、本實驗中的名詞解釋 

 （一）倒立擺 ： 將一質量均勻的壓克力擺倒放，如表 2-（b）。 

 （二）雙擺： 將兩個倒立擺以輕量螺絲組合，如表 2-（d）。 

 （三）自主校正運動 ：定義倒立擺在特定鉛直振動頻率下不會因重力影響而傾倒並能自主 

             維持在中線附近擺動的現象。 

 （四）平均擺動範圍 ： 待倒立擺達穩定後，會於中線附近左右擺動，其擺動角度會有一個 

             區間，我們測量其擺動範圍（如下方圖 1）後，計算平均值。 

 

圖 1 倒立擺之擺動範圍（照片由第三作者拍攝） 

 （五）最大擺角 cos MAX ：擺在擺動過程中距中線最遠時與中線的夾角。 

 （六）組合擺的長度表示方法為：若下擺長度為 5cm，上擺長度為 6cm，則記為 5+6。 

二、實驗方法 

 （一）首先將反光條黏貼於擺中線之頂部的固定位置，並將擺安裝於器材上。 

 （二）為確保軸水平，訂定座標軸原點在擺基部的固定部件上。 

 （三）使用閃頻儀輔助調整至待測頻率後，將固定板拿起令擺從中線開始運動，並以高速 

             攝影機錄影後利用 Tracker 軟體追蹤擺頂端之反光條，得到 x 及 y 分量與時間的關 

             係，進而分析確切頻率、擺的運動軌跡、擺動時長及擺動範圍。 
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圖 2（a）左、2（b）右 Tracker 追蹤方法示意圖（照片由第三作者拍攝） 

 （四）另外，將數據利用 Thonny 軟體（Python 程式）進行快速傅立葉變換（FFT）後可得 

             到頻譜圖，藉由頻譜圖觀察主要影響頻率、其強度及頻率分布。 

 

圖 3 Thonny 軟體示意圖（照片由第三作者拍攝） 

 （五）改變各操縱變因並重複以上實驗。 

 （六）以 Excel 分析數據,求出擺振盪時的與鉛直線的角度，並以振動支點為原點，繪出擺動 

             軌跡圖。 

 （七）進行雙擺實驗時，將多種不同長度組合的壓克力擺頂端以螺絲連結組成雙擺，由於 

            原本之實驗裝置可負荷之振動頻率不足以使雙擺穩定，我們在雙擺實驗採用以線鋸機 

            改裝的基座連接雙擺後以與單擺相同流程進行實驗。 
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伍、研究結果 

一、在實驗一中，測得倒立擺在不同鉛直振動頻率下的 x 及 y 分量後對時間作圖，以計算其

確切振動頻率及平均擺動範圍。 

以下範例為 8 公分倒立擺在閃頻儀測定 600rpm 下的 x-t、y-t 圖。 

其中，橫軸為 t（單位為秒 s），縱軸為 x 或 y （單位為公尺 m）。 

  

圖 4（a）8 cm 倒立擺在 600rpm 下的 x-t 圖 圖 4（b）8 cm 倒立擺在 600rpm 下的 y-t 圖 

二、實驗二探討不同擺長恰達穩定所需之鉛直振動頻率 

表 3 倒立擺達穩定之情況 

擺長（cm） 施加頻率 1（r.p.m.） 施加頻率 2（r.p.m.） 施加頻率 3（r.p.m.）  

8 660 690 720 

9 660 690 720 

10 未穩定 690 720 

11 未穩定 690 720 

依據表 3，我們將 10cm 單一倒立擺的穩定頻率記為 690rpm，再改變擺長，做出穩定頻率 f

對擺長關係圖。 
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圖 5 穩定頻率 f 對擺長關係圖 

 

三、實驗三探討單一擺長倒立擺在不同振動頻率下達穩定後的平均擺動範圍 

     （選擇 8 及 9 公分是因為在裝置可負荷的極限下，8 及 9 公分能夠達到穩定的頻率較多） 

 

圖 6 同擺長在不同振動頻率下穩定後的平均擺動範圍 
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四、實驗四及實驗五，探討雙擺在上、下擺各種長度之組合下的運動情況 

        以下以 5+5 雙擺為例，我們分別追蹤上擺及下擺的頂點繪出 x-t 與 y-t 圖。 

 

圖 7 5+5 雙擺 x-t 圖 

（圖中上方波為上擺，下方波為下擺） 

        由圖 7 可看出，x 值的正負代表擺在某瞬間位於中線的左側或右側，由圖 7 可知擺偏向

左側。 

五、比較倒立擺在穩定與不穩定情況下的 FFT 頻譜圖差異 

        以下為 8cm，630rpm 的倒立擺暫時穩定期間與倒下期間之 FFT 頻譜圖與實際影像。 

 

   

圖 8 （a）8cm，630rpm 暫時

穩定期間頻譜圖 

圖 8（b）8cm，630rpm 自穩

定到出現倒下趨勢頻譜圖 

圖 8（c）8cm，630rpm 出現

倒下趨勢至倒下頻譜圖 

   

圖 8 （d）8cm，630rpm 暫時

穩定期間 Tracker 影像 

圖 8（e）8cm，630rpm 自穩

定到出現倒下趨勢 Tracker 影

像 

圖 8（f）8cm，630rpm 出現

倒下趨勢至倒下 Tracker 影像 

（圖 8(d)(e)(f)照片由第三作者拍攝） 
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陸、討論 

一、數據判讀 

  （一）以 12 公分，720rpm 的倒立擺數據為例，擺會倒下時的 x-t、y-t 圖 

            

                   圖 9（a）12cm， 720rpm x-t 圖                 圖 9（b）12cm， 720rpm y-t 圖 

  

       可以看到圖 9（a）中約 4s 的地方，x 值開始有上升之趨勢，對應到圖 9（b）中的 y 值則

是開始下降，代表擺未能達成穩定而傾倒，約 4.4s 後擺倒下撞到器材反彈，與實驗無關。 

 （二）以 10 公分，690rpm 的倒立擺數據為例，擺會穩定時的 x-t、y-t 圖  

 

圖 10（a）10cm 690rpm x-t 圖                 圖 10（b）10cm 690rpm y-t 圖 

       圖 10（a）及圖 10（b）中，x 與 y 一直維持穩定振盪沒有顯著變化，即代表擺未傾倒能

在該頻率下達成穩定。 
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（三）雙擺的 x-t、y-t 圖，以 5+5 上擺數據為例 

        雙擺的 x-t、圖 y-t 圖與單一倒立擺類似，可看出 y 方向有一穩定振動，x 方向有週期性

擺蕩。 

 

圖 11（a）左及圖 11（b）右 5+5 上擺 x-t、y-t 圖 

（四）以 FFT 頻譜圖分析倒立擺的運動，以 8 公分，630rpm 數據為例 

 

圖 12  8 公分 630rpm  FFT 頻譜圖 

圖中 y₁及 y₂分別為倒立擺之 x 軌跡及 y 軌跡進行 FFT 分析後得出的頻譜圖，圖中的峰值即為

振動主頻率，右上角可讀出 x 及 y 主頻率的數值與強度，分析雙擺時，我們會分別對上擺和

下擺作處理。 
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    二、力學分析 

（一）單一倒立擺力學分析 

 

   圖 13（a）慣性坐標系擺動過程力學圖      圖 13（b）非慣性坐標系擺動過程力學圖 

 

        考慮一長度為 L 的均勻壓克力擺，因受支點處的鉛直振動影響而能達成不穩定平衡，我

們試著以振動點為參考點，探討非慣性座標下的倒立擺運動狀況。圖 13（b）所示為以圖 2

（a）中的座標原點為參考點時觀察到的倒立擺運動 狀況，圖 13（b）則是以圖 13（a）中倒

立擺振動點為參考點時畫出的倒立擺運動狀態。 

在非慣性座標中倒立擺除了受重力 mg 外，還會有一額外的假想慣性力 F=-ma，此力施

加在擺的質心上，假想力與系統的加速度方向相反因此加一個負號。今參考點沿著鉛直線進

行簡諧振動，角頻率：ω，振幅：a，可以由以下方程式描述參考點運動方式： 

( ) cos( )y t a t=  

所以假想慣性力 F， 

 
2 2[ cos( )] ( )F ma m a t m y t  = − = − − =  

由圖 13（a）可知，參考點在點 A 和 B 間上下振動，對應到圖 13（b）中後，點 A 與點 B 分

別為圖上的點Ａ’和點Ｂ’，且產生的慣性力ＦＡ、ＦＢ方向如圖所示。 
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（二）關於假想慣性力造成之力矩的詳細分析 

 

由圖 13（a）可知擺相對於鉛直線的瞬時偏角 ( ) ( ) ( )t t t  = + 。 ( )t 為為低振盪頻率的

角度變化， ( )t 為高振盪頻率造成的小角度變化。且這個小角度 ( )t 以受到下方振動影響之

高頻率 ω 振動，在一個振動週期內的平均值為零。 

因為 ( ) ( ( ) )sint y t L = 使擺在振盪時產生一個位移： ( )L t ，造成假想慣性力有一力臂                                       

( ) cos ( )sin cosL t y t   = 。 

因此由 ( )L t 造成的力矩： 

                               2 2

1( ) ( ) ( )sin cos ( )sin cost F t y t m y t     = =                                                          （1） 

將（1）式在參考點快速振動的一次週期 2T 


= 的區間 內進行平均（假設低振盪頻率造成

的角度變化在這個短週期內不變） 

因為⟨ 2 ( )y t ⟩ =
2

2

a
，可得慣性力平均值⟨ 1( )t ⟩： 

                                                          

2 2 2 2

1

sin cos sin (2 )
( )

2 4

m a m a
t

    
 = =                                      （2） 

當擺角 小於 
2


 時，擺與向上鉛直方向成銳角，慣性力矩的平均值會使擺傾向向上轉

動。反之，如果 大於
2


 ，則平均力矩會使擺向下轉動。 

現在討論另一部分由低震盪頻率產生的角度 ( )t 產生 （非高速振動影響）的力臂，由 

圖 13（b）可知,力臂 等於 sinL  ，在快速振動的一個週期 T 期間內可視為保持不 變。因此,

與這個力臂造成的假想慣性力力矩為 

2

2 ( ) ( ) sin ( ) ( ) sin ( )t F t L t m y t L t   = ， 

因為⟨ ( )y t ⟩ = 0，故⟨ 2 ( )t ⟩平均值為零。 

現在來考慮重力的影響， ⟨ ( )g t  ⟩ =  sin ( )mgL t ，它傾向於使擺向下傾斜。 

同時考慮重力與慣性力的力矩的影響，在離鉛直方向很小的偏差時（即 θ 極小），     

sin  。因此： 

2 2

( )
2

m a
l t

 
 ， ( )g t mgL   

比較兩力矩，我們發現在 極小時，平均慣性力矩⟨1( )t  ⟩的大小應大於重力造成的力矩（偏

離鉛直的小角度），故滿足下列關係式： 
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2 2 2a gL  ……（3） 

而當我們要討論在不同振盪頻率下倒立擺能達到穩定時最大的擺盪角度時， 

再將（3）式修正： 

2 2 sin cos
sin

2

m a
mgL

  
  

2 2 cos 2a gL    

擺盪角度關係式為： 

                                                                                                           
2 2

2
cos

gL

a



                                                                                                            （4） 

由上式可得出倒立擺所能達到之最大擺動角度 ： 

2 2

2
cos MAX

gL

a



=  
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（一）拉格朗日力學分析 

        由於原力學分析方法難以應用於雙擺，我們接著採用歐拉-拉格朗日方程式（Euler-

Lagrange equation）對雙擺之運動模式進行分析，同時也追加了單擺部分。 

 

1. 單擺: 

 

 

圖 14 單擺在慣性坐標系擺動過程力學圖 

 

本擺質量為 1m 質量分布均勻，質心位於擺中心點， 

首先定義擺的支點為加速度坐標系的原點，下擺之頂點位置函數為 1X 及 1Y ， 

其中，由於支點受簡諧運動影響，可列 

1 1
1

sin

2

L
X


=  

1 1
1

cos
cos( )

2

L
Y a t


= +  

2 2 2. . . .
2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1
1 1

m L
 cos ( ) sin ( ) sin ( ) sin sin ( )( ) ( )

2 4 4 24

     ( cos cos ( ))
2

L m L
L a t L a t

L
m g a t

          

 

 
= + + + + 

 

− +

 

. .
2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1

.

1

( ) sin sin( )

4 2 12

L m L a m t m LL     




= + +



 

 

1

1 1

   

 

    

  : 

 (x ,y ) : 

L

a





：擺長

    : 振動振幅

：振動角頻率

為下擺與鉛直線偏移角度

擺質心座標
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. .
2

1 1 1 1 1 1
1 1

1

sin( )sin cos ( )
( ) sin

4 2

L a m t mL
gL

    




−
= +


 

可得倒立擺的運動方程式為： 

1 1

.
2 3 2

21 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

0

( ) sin cos ( ) sin ( )cos ( )1
( ) sin )

4 2 12 4 2

d L L

dt

L m L a t m L a t m m
m L gL

 

       
 

 
− =

 

+ + − −

 

2.雙擺 

                    

圖 15 雙擺在慣性坐標系擺動過程力學圖 

上、下擺質量分別為 1m 及 2m ，質量分布均勻，質心分別位於擺中心點， 

我們首先定義下擺的支點為加速度坐標系的原點，下擺之頂點位置函數為 1X 及 1Y ， 

其中，由於支點受簡諧運動影響，可列 

1 1
1

sin

2

L
X


=  

1 1
1

cos
cos

2

L
Y a t


= +  

而上方擺之頂點位置函數為 2X 及 2Y ， 

其中 

2 2
2 1 1

sin
sin

2

L
X L


= +  

2 2
2 1 1

cos
cos cos

2

L
Y L a t


 = + +  

 

1

2

1

2

1 1

2 2

 

 

 

    

  : 

  : 

 (x ,y ) : 
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：下擺擺長

：上擺擺長

    : 振動振幅

：振動角頻率

為下擺與鉛直線偏移角度

為上擺與鉛直線偏移角度

下擺質心座標質心座標

下擺質心座標質心座標
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計算系統之總動能 T 為上下兩個擺分別的線動能與旋轉動能之和： 

2 2

2 2 2 21 1 2 2 2
1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

m I m I
T X Y X Y

    
= + + + + +

      
 

21
1

1

( )
2

3

L
m

I =  

22
2

2

( )
2

3

L
m

I =  

1I 、 2I 分別為上擺與下擺的轉動慣量 

計算系統之總位能 U 為上下兩個擺分別的位能之和： 

1 1 2 2U m gY m gY= +  

由 L T U= −   

2 2. . .
2 2 2 2 2 2 21 1 1

1 1 1 1 1 1 1

2. . . . .
2 2 2 2 2 2 2 22 2

1 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 1 1

2 .
2 2 2 2 22

2 2 1

m L
 cos ( ) sin ( ) sin ( ) sin ( )sin ( )

2 4 4

     [ cos ( ) cos ( ) cos cos ( ) sin ( )
2 4

     sin ( ) sin ( )
4

L
L a t L a t

m L
L L L L

L
a t L L

         

         

   

 
= + + + 

 

+ + + +

+ + +
. .

2 1 2 1 2

2 2. . . .
2 21 1 2 2

1 1 1 2 2 2 1 2

1 2
1 1 2 1 1 2

sin sin ( )( )

     sin sin ( )( ) sin sin ( )( )] ( ) ( )
24 24

     cos cos ( ) ( cos cos cos ( ))
2 2

m L m L
L a t L a t

L L
m g a t m g L a t

   

         

    

+ + + +

 
− + − + + 

 

 

. .
2 2

1 1 2 1 1 1 1 2 2 1 2 2 1 2 1 2

.

1

.
2
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4 2 2
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2 12
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. . . . .
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. . . . .

2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2 2 2
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. . . .
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因此上擺的運動方程式為：
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且

下擺的運動方程式為 ：
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四、以上述理論驗證實驗結果 

        （一）實驗一中，我們發現倒立擺 x 分量位置存在小角度與大角度週期性變化現象，倒

立擺之擺動軌跡在鉛直方向穩定振盪下會呈現週期性函數。以 10 公分，690rpm 為例： 

 

圖 16  10 公分擺長在 690rpm 下的 x-t （上）及 y-t （下）對照圖 

         由 x-t 圖可看到倒立擺除了頻率較低的大週期振盪外還有頻率較高的小週期振盪，同時

觀察 x-t 和 y-t 圖發現在同個時刻的波峰波谷會相互對應，我們將影響倒立擺振盪的角度分為

兩角度 及 ， ( )t 為擺盪角度， ( )t 則為鉛直振動造成的小角度變化。 

 

（二）實驗二，由圖 5 可看出擺長增加要達到穩定所需的頻率也會跟著上升，由   

理論分析式我們將實驗結果與預測值對比來做圖。 

表 4 由不同擺長達穩定所需之鉛直振動頻率實際值 

擺長 

（cm） 
4 5 6 7 8 9 10 11 

實驗結果 

f（Hz） 
7.55 8.74 9.68 10.8 11.87 12.4 12.86 13.14 
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由於倒立擺在左右擺動時，其擺動角度會有一極大值，我們想驗證式（4）
2 2

2
cos

gL

a



 與

實驗結果是否吻合，將式（4）改成： 

                                                                                                 
2 2

2

(2 ) cos

g
f L

a 
                                                                                                             (5) 

在實驗中測出倒立擺達穩定後的最大擺動角度後，代入式(5)算出在特定長度下達成穩定所需

的頻率預測值，再與實際測量值互相比較。 

 

圖 17 倒立擺穩定所需頻率預測值與實際值 

由上圖可看出，f 與 L 不論是實際測量值或預測值皆呈現線性增加的趨勢，但實際實驗時

所需的穩定頻率會高於理論預測值。 

       （三）實驗三 

由圖 6 可知在支點振動頻率增加時，倒立擺達穩定時的平均擺動範圍會減少，依據理論分析

式（4）
2 2

2
cos

gL

a



 ，可驗證在擺長固定的情況下，振動頻率越高擺動角度會越小。 
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       （四）實驗四探討雙擺在上、下長度相同之組合下的運動情況。 

 

圖 18  5+5 倒立擺 x-t 圖（藍色為上擺，橘色為下擺） 

在上、下長度相同的組合下，下擺與上擺的 x-t 運動模式相近。再使用 FFT 頻譜分析。 

  

圖 19（a）4+4 上擺頻譜圖 圖 19（b）4+4 下擺頻譜圖 

  

圖 20（a）5+5 上擺頻譜圖 圖 20（b）5+5 下擺頻譜圖 

4+4 與 5+5 在特定頻率下皆可穩定，從頻譜圖可看出在上、下擺長度相同的情況下，x、y 頻

譜圖主頻率頻率接近，且強度特別強。 
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（五）實驗五探討雙擺在上、下長度不相同之組合下的的運動情況 

1.上下擺長度不相同之組合下是否能穩定 

 

圖 21 6+4 倒立擺 x-t 圖（藍色為上擺，橘色為下擺） 

（1）下擺長上擺短之情況，以 5+4 的實驗來舉例 

  

圖 22（a）5+4 上擺頻譜圖 圖 22（b）5+4 下擺頻譜圖 

5+4 是可以維持穩定的，觀察頻譜圖，不論是上擺還是下擺，我們發現 x、y 主頻率相同， 

且上下兩擺主頻率強度亦相近。 

2.下擺短上擺長之情況 

     在下擺長度較短的情況下，並非所有的長度比皆能達成穩定，表 5 是改變下擺長度，固 

     定上擺長度 6cm 所做出來的情形。 

表 5  雙擺能達成穩定之情況 

下+上（cm） 4+6 4.2+6 4.4+6 4.6+6 4.8+6 

是否能穩定 否 否 否 有時穩定

有時傾倒 

是 

將可達成穩定狀況的長度以 FFT 分析比較其差異。 
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圖 23（a）4.6+6 上擺頻譜圖 圖 23（b）4.6+6 下擺頻譜圖 

  

圖 24（a）4.8+6 上擺頻譜圖 圖 24（b）4.8+6 下擺頻譜圖 

4.6+6 雙擺組合中，並非每次實驗都能達成穩定，觀察頻譜圖 23（a）、圖 23

（b），除主頻率外的其他小頻率強度都較 4.8+6 頻譜圖 24（a）、圖 24（b）雙擺組

合大，整體雜亂的小頻率強度較高，除此之外 4.8+6 也同樣呈現了我們會在後續討

論到可穩定情況下的頻譜圖特性，結合雙擺直到 4.8+6 後才可完全穩定，佐證下擺

與上擺長度在下擺長度越短時越不穩定。 
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   3.實驗六比較倒立擺在穩定與不穩定情況下的 FFT 頻譜圖差異 

   

圖 25（a）8 cm ，660 rpm 圖 25（b）8cm ，690rpm 圖 25（c）8 cm， 720 rpm 

在圖 25（a）、25（b）、25（c）中，擺可達成穩定，FFT 頻譜圖中 x 及 y 的主要振動頻

率相同，且能看出隨著鉛直振動頻率增加，主頻率有增加趨勢，且主頻率之強度也會隨

著穩定度越高而增強，而圖 25（b）、圖 25（b）中主頻率強度差異不大是因為倒立擺擺

動角度已趨近於零。 

  

圖 26（a）8 cm， 600 rpm 圖 26（b）8cm， 630rpm 

在圖 26（a）、26（b）中擺未達穩定，FFT 頻譜圖中 x 及 y 的主要振動頻率依然相同，

但相較於能達穩定的圖 25（a）、25（b）、25（c）之頻譜圖，主要振動頻率強度低許

多。 
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        4.在 5+5 雙擺實驗中是可以達成穩定的，但上擺及下擺會有不一樣的擺動情況，於是我

們透過頻譜圖統計其在各個擺動情況下的時間長分布，探討不同擺動情況對 FFT 圖有何影

響。 

                    
圖 27（a）呈直線情況圖     圖 27（b）向左歪斜之擺動情況   圖 27（c）向右歪斜之擺動情況 

（圖 27(a)(b)(c) 照片由第三作者拍攝） 

  

圖 28（a）呈歪斜情況-上擺 圖 28（b）呈歪斜情況-下擺 

  

圖 29（a）呈直線情況-上擺 圖 29（b）呈直線情況-下擺 

相較於圖 29（a）及圖 29（b）中上、下擺的頻譜圖分布非常相似，此時上下兩擺較趨近為

一值線，圖 28（a）及圖 28（b）在主頻率前頻譜圖有強度與分布的差異，推測是因下擺歪

斜導致，且頻譜圖中主頻率強度也會下降，此時擺之狀態是較不穩定且歪斜之振動。  
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柒、結論 

一、 倒立擺須外加一個鉛直振動頻率，才能使擺抵抗重力力矩在鉛直方向穩定振盪，單一 

倒立擺運動會有下列現象： 

(一)倒立擺 x 分量位置在穩定的鉛直振盪下，擺動軌跡會呈現週期性函數，擺的 x-t 與   

       y-t 圖 波峰與波谷位置會相對應，且 x-t 關係圖呈現出大週期與小週期疊加的震盪 

      情形。 

         (二)擺長度增加時，達成穩定所需的振動頻率會上升。 

         (三)在相同擺長下，鉛直振動頻率增加，倒立擺擺動範圍將縮小。 

         (四)倒立擺長度增加會使在相同振動頻率下倒立擺的平均擺動範圍增加。 

二、 雙擺 

(一)雙擺上、下擺長的長度會影響擺是否容易穩定，當上、長度相同或下擺長度大於上 

      擺長度時，雙擺較容易達成平衡，但若下擺長度小於上擺，則需要在特定長度比下 

      才能穩定。 

(二)雙擺總擺長長度增加時，達成穩定所需的振動頻率也會上升。 

三、以 FFT 圖分析倒立擺的運動時，可發現當倒立擺運動有一下模式： 

(一)穩定振盪時的頻譜圖呈現為： 

x、y 方向的主頻率接相近，且強度高，頻譜圖的頻率分布近似但和擺動角度、擺動

情形沒有顯著關係。 

(二)當倒立擺未能達成穩定時，頻譜圖會出現主要振動頻率強度大幅降低且 x、y 方向的 

       主頻率差異變大的狀況。 
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二、 “Upside down pendulum”YouTube, upLoaded by Steve Mould, March 25, 2014, https：

//www.youtube.com/watch?v=gnn21smGVrQ&t=69s 

三、 “Self-correcting Inverted Pendulum Defies Gravity”, YouTube, upLoaded by The Action Lab, 

January 4, 2021, https：//www.youtube.com/watch?v=5uZdwxbLdJ8 

四、 Eugene, I., Butikov. Kapitza Pendulum： A Physically Transparent Simple Explanation 

” 檢自 http：//butikov.facuLty.ifmo.ru/InvPenduLumPTSE.pdf 
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【評語】051815 

本作品探討倒立擺在選定鉛直振動頻率下的擺動軌跡，有探究空間。

以自製簡易彈射裝置，紀錄物體彈跳軌跡，能達實驗功效，以擺長、

振動頻率為實驗參數，拍攝紀錄運動軌跡，以 FFT 頻譜圖分析，能得

出鉛直振動頻率升高，倒立擺擺動範圍縮小，及倒立擺長度增長時，

穩定擺動需較高的角頻率。內容已完整，分析詳實。  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

作品簡報 



探討特殊震盪頻率下的
倒立擺自主校正運動



研究過程及方法

本研究探討倒立擺在不同鉛直振動頻率下的運動軌跡、擺動時長、擺動範圍及自主校正之情形。我們發現單一倒立擺是否能夠達成穩

定自主校正主要受鉛直振動頻率影響，且隨著鉛直振動頻率增加，倒立擺擺動範圍會縮小。當倒立擺的長度增加時，擺達穩定所需之

頻率上升，相同頻率下的擺動範圍增加。接著將不同長度的擺頭尾相連組合，觀察雙擺之運動情形，我們發現下擺與上擺的長度會影

響擺是否能穩定，在上下等長與上短下長時，雙擺在適當頻率下即可達成平衡，但在上長下短的狀況下，上擺及下擺長度比值過大時

將無法穩定。而當擺可以穩定時，FFT頻譜圖會有一高強度的主頻率，且其他雜亂的小頻率強度較低。

（一）實驗一：探討相同擺長單一倒立擺在不同振動頻率下的運動情形

（二）實驗二：探討不同擺長單一倒立擺達穩定所需之最低頻率

（三）實驗三：探討單一擺長倒立擺在不同振動頻率下達穩定後的平均擺動範圍

（四）實驗四：比較單一倒立擺在穩定與不穩定情況下的 FFT頻譜圖差異

（五）實驗五：探討雙擺在上下長度相同之組合下的運動情況

（六）實驗六：探討雙擺在上下長度不相同之組合下的的運動情況

我們於《物理馬戲團》此書中看到一裝置，高速鉛直振動下的倒立擺不會因重力落下，而是維持在中線附近擺動，我們想探討

鉛直振動頻率及倒立擺各屬性對倒立擺運動情形之影響，並找出如何能使倒立擺擺動穩定，使之維持在一個能克服重力而保持

豎立的狀態。再增加擺的數量形成雙擺，觀察各變因對雙擺的影響。

直流
馬達

水平儀
電源
供應器

高速
攝影機

閃頻儀
鋁質
支架

手提式
線鋸機

Excel
軟體

Thonny
軟體

Tracker
軟體

一、名詞解釋

（一）自主校正運動：定義倒立擺在特定鉛直振動頻率下不會因重力影響傾倒，而能自主維持在中線附近擺動的現象。

（二）平均擺動範圍：待倒立擺達穩定後，會於中線附近左右擺動，其擺動角度會有一個區間，我們測量其擺動範圍後計算

平均值。

（三）最大擺角：擺在擺動過程中距中線最遠時與中線的夾角。

（四）雙擺：若下擺長度為 5 cm，上擺長度為 6 cm，則記為 5+6。將倒立擺兩兩以輕量螺絲組合後同樣倒放，後續實驗中

我們會將上方的擺稱為上擺，下方與基座連接的擺稱為下擺。

二、實驗方法

（一）架設單一倒立擺：將壓克力擺倒放於裝置上，如圖1。

（二）架設雙擺：將多種不同長度的壓克力單擺頂端以螺絲

連結組成雙擺，由於原單一倒立擺實驗裝置可負荷之振動

頻率不足以使雙擺穩定，我們在雙擺實驗採用以線鋸機改

裝的基座連接雙擺，如圖2。

（三）使用閃頻儀輔助調整至待測頻率後，以高速攝影機錄影並

利用Tracker軟體追蹤擺的運動狀況，分析擺的確切頻率、

運動軌跡、擺動時長及擺動範圍，如圖3。

（四）以Excel分析數據，求出擺振盪時與鉛直線的夾角，繪出

擺動軌跡對時間關係圖。

（五）利用Thonny軟體（可執行Python程式，如圖4 ）進行快速傅立葉變換 (FFT)後可得到頻譜圖，藉由頻譜圖觀察

主頻率、主頻率強度及頻率分布。

（六）改變倒立擺長度與振動頻率並重複以上實驗。

圖1 單一倒立擺實驗裝置圖 圖2 雙擺裝置圖（螺絲以下為振動基座）

圖3 Tracker追蹤方法示意圖 圖4 Thonny軟體示意圖

摘要

研究動機

研究目的

研究設備及器材

下擺

振動軸

（照片皆由第三作者拍攝）

（照片由第三作者拍攝）
（照片由第三作者拍攝）

（照片由第三作者拍攝） （照片由第三作者拍攝）



一、力學分析

（一）單一倒立擺力學分析

擺相對於鉛直線的瞬時偏角φ(t) = δ(t) + θ(t)，其中δ(t)為振盪頻率造成的小角度變化，θ(t)為振盪頻率造成的大角度變化。

由δ(t)產生之假想慣性力造成的力矩為：

在簡諧運動一週期 的時間內平均後可得平均慣性力矩：

而由θ(t)產生的角度造成的力臂形成的力矩為 其在簡諧運動一個週期內的平均值為零。

倒立擺所受重力力矩為：

綜合以上討論，在倒立擺與鉛直方向偏移角度θ極小時，

，

當慣性力矩大於重力力矩時，倒立擺可平衡，即：

若要討論在不同振盪頻率下倒立擺能達到穩定時最大的擺盪角度時，再

調整式(4)可得擺盪角度關係式為：
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二、以理論驗證實驗結果

（一）實驗一中，測得單一倒立擺在不同鉛直振動頻率下的x-t與y-t圖。

由圖7可看到倒立擺除了頻率較低的大週期振盪外還有頻率較高的小週期
振盪，由理論可知：影響倒立擺振盪的角度分為兩角度為θ(t)及δ(t)，θ(t)
為擺動角度，δ(t)則為鉛直振動影響造成的小角度變化。

同時觀察x-t和y-t圖能發現在同個時刻的波峰波谷會相互對應，
即擺盪角度φ(t) = δ(t) + θ(t)。

（二）實驗二，改變單一倒立擺擺長，測得倒立擺可達穩定的最小頻率，圖為不同擺長下的頻率關係。

根據式(5)：

倒立擺穩定後擺動角度會有極大值，在測出倒立擺達穩定後的最大擺角後，我們將
之代入式(5)計算預測值，再與實際測量結果比較（如圖 8）並驗證式(5)，即頻率與
擺長開根號會呈線性關係。

由圖 8 可看出隨著擺長增加擺要達到穩定所需的頻率也會跟著上升，並呈線性關
係。
但實驗結果與預測值不完全吻合，應是由於實驗時倒立擺所受阻力使得擺達成穩定
所需的頻率提高。

（三）實驗三，在特定擺長下改變振動頻率，觀察倒立擺的平均擺動範圍
圖 9 為 8 cm與9 cm倒立擺可維持穩定振動30秒時，改變支點振動頻率
所對應的平均擺動範圍關係圖，依據式(3)

發現在特定擺長的情況下，當振動頻率增加，會使假想慣性力矩增加，
擺動角度減少，且接近線性關係。

圖7 10 cm擺長在690 rpm下的 x-t 及 y-t 對照圖

（二）拉格朗日力學分析

接著我們在無摩擦與風阻的理想情況下，用 Euler-Lagrange equation :

來分析單擺與雙擺的運動。

均勻倒立擺擺長L，質量m，使做簡諧運動，以支點處為新的參考點，倒立擺會

受到假想慣性力，由圖5(a)可知參考點在點 A 和 B 間上下振動，對應到圖5(b)

中，點A與點B分別為Ａ’和點Ｂ’，產生的假想慣性力ＦＡ、ＦＢ方向如

圖5(b)所示。若簡諧運動的角頻率為ω，振幅為a，假想慣性力的大小為：

圖8 倒立擺穩定所需頻率理論與實驗值

圖9 倒立擺在不同頻率下穩定30秒內的平均擺動範圍
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圖5(a) 慣性坐標系擺動過程力學圖 圖5(b) 非慣性坐標系擺動過程力學圖

(a) (b)

圖6(a) 單擺運動示意圖 圖6(b) 雙擺運動示意圖
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質量 長度 與中線夾角

單擺 m L θ

雙擺上擺 m₁ L₁ θ₁

雙擺下擺 m₂ L₂ θ₂

8cm 單擺 振動頻率630 rpm 振動頻率660 rpm

力學關係式對時

間關係圖

表1  符號說明

表2  單擺力學關係式對時間關係圖

為再度驗證摩擦力的影響，表2為8 cm倒立擺在630 rpm與660 rpm振動
頻率下，利用每一瞬間的 x 分量計算出擺與中線夾角、角速度及角加速
度後，帶入式(6)，嘗試驗證實驗結果與理論是否吻合，由表中圖可看出
實驗中並非每一瞬間都滿足理想狀態下的Euler-Lagrange equation，判
斷是風阻與摩擦力對運動造成影響。

（本圖由第一作者製
作）

（本圖由第一作者製作）

（本表中圖由第二作者製作）

（本圖由第一作者製作）

（本圖由第一作者製作）

（本圖由第一作者製作）
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(a) (b)

倒立擺穩定所需頻率理論與實驗值

倒立擺在不同頻率下穩定30秒內的平均擺動範圍
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（四）實驗四：以FFT分析單一倒立擺可穩定振盪與即將傾倒時的不同。

實驗發現上、下擺的 x-t 圖及 y-t 圖運動模式相近。使用FFT分析可看出 4+4 與 5+5 達到特定頻率後皆可穩定，
上、下擺長度相同的情況下，x、y 頻譜圖主頻率接近，且強度高。

一、 Jearl Walker （2010）。《物理馬戲團The Flying Circus of Physics with Answers》。葉偉文譯。臺北。天下文化。
二、“Upside down pendulum”YouTube, upLoaded by Steve Mould, March 25, 2014, https：

//www.youtube.com/watch?v=gnn21smGVrQ&t=69s
三、“Self-correcting Inverted Pendulum Defies Gravity”, YouTube, upLoaded by The Action Lab, January 4, 2021, 

檢自https：//www.youtube.com/watch?v=5uZdwxbLdJ8
四、 Eugene, I., Butikov. Kapitza Pendulum： A Physically Transparent Simple Explanation” 

檢自http：//butikov.facuLty.ifmo.ru/InvPenduLumPTSE.pdf

1.下長上短
圖15 為 6+4 組合的上、下擺運動
的 x-t 圖，在下長、上短組合下只
要達到特定頻率，雙擺皆能穩定。

圖16 為 5+4 組合在可穩定頻率下
的頻譜圖，上、下擺 x、y 主頻率
相同、強度相近。

（六）實驗六探討雙擺在上、下長度不相同之組合下的的運動情況。

2.下短上長 在下擺短的情況下，並非所有長度比皆能穩定，表 3 是改變下擺長度，固定上擺長度為 6 cm之情形。

圖16(a) 5+4上擺頻譜圖 圖16(b) 5+4下擺頻譜圖圖15 6+4倒立擺x-t圖（藍色為上擺，橘色為下擺）

圖17(a) 4+6上擺頻譜圖 圖17(b) 4+6下擺頻譜圖 圖18(a) 4+7上擺頻譜圖 圖18(b) 4+7下擺頻譜圖

圖12  5+5倒立擺x-t圖（藍色為上擺，橘色為下擺）圖13(a) 4+4上擺頻譜圖 圖13(b) 4+4下擺頻譜圖 圖14(a) 5+5上擺頻譜圖 圖14(b) 5+5下擺頻譜圖

表3  雙擺能達成穩定之情況

圖10(a)、10(b)、10(c)為8 cm倒立擺在可達成穩定的頻率下所對應的FFT頻譜圖。在可穩定時，x 及 y 的主要振動頻率相
同，且能看出隨著鉛直振動頻率增加，主頻率強度有增加趨勢。而圖10(b)、10(c)中主頻率強度差異不大因為擺擺動角度
已趨近於零。圖11(a)、圖11(b)為8 cm倒立擺在不可達成穩定的頻率下所對應的FFT頻譜圖。擺不穩定代表只能維持非常短
暫的鉛直狀態就會傾倒，雖然FFT頻譜圖中 x 及 y 的主要振動頻率依然相同，但相較於能達穩定的情形下主要振動頻率強度
低許多。

圖10(a) 8 cm ，660 rpm   圖10(b) 8 cm ，690 rpm      圖10(c) 8 cm ，720 rpm 頻譜圖 圖11(a) 8 cm ，600 rpm                圖11(b) 8 cm ，630 rpm

3.雙擺實際擺動情形探討。

圖21(a) 向左歪斜之
擺動情況

圖22(a) 呈歪斜情況-上擺 圖22(b) 呈歪斜情況-下擺

一、倒立擺須外加一鉛直振動頻率，才能抵抗重力力矩在鉛直方向穩定振盪，單擺運動會有下列現象：
(一)擺的 x- t 與 y-t 圖波峰與波谷位置相對應，且 x-t 圖呈現出大週期與小週期疊加的振盪情形。
(二)擺長度增加時，達成穩定所需的振動頻率會上升，在相同振動頻率下的平均擺動範圍增加。
(三)在相同擺長下，當鉛直振動頻率增加，倒立擺擺動範圍將縮小。

二、雙擺
(一)雙擺上、下擺長的長度會影響擺是否易穩定，當上、長度相同或下擺長度大於上擺長度時，雙擺較容易達成

平衡。
(二)雙擺下長上短時，需要在特定長度下才能穩定。

三、以FFT圖分析倒立擺的運動時，可發現當倒立擺運動有一下模式：
(一)穩定振盪時的頻譜圖呈現：x、y方向的主頻率相近，且強度高，頻譜圖的頻率分布近似，但和擺動角度、擺

動情形沒有顯著關係。
(二)當倒立擺未能達成穩定時，頻譜圖會出現主要振動頻率強度大幅降低且x、y方向的主頻率差異變大的狀況。

（五）實驗五探討雙擺在上、下擺長度相同之組合下的運動情況。

下短上長雙擺組合中，圖18除主頻率外的其他小頻率強度都較圖17大，整體雜亂的小頻率強度較高，再增加上擺長度後發現
雙擺已無法達成穩定。推論雙擺在下短上長時，上擺越長越不穩定。且4+6和4+7的雙擺雖都可達穩定振盪，但4+7不論是上
擺或下擺主頻率強度皆較4+6下降，代表擺動時的狀況是較為歪斜的。

圖19、圖20為 5+5 雙擺實驗情況，雖然在特定頻率
下可達成穩定，但上擺及下擺會有不一樣的擺動情
況，圖20(a)及圖20(b)中，上、下擺的頻譜圖非常
相似，此時上、下兩擺較趨近為一直線，如圖
19(a)。

圖21(a)及圖21(b)中，x、y 主頻率大小不一致，推
測是因上、下擺歪斜導致，如圖19(c)、19(b)，頻
譜圖中主頻率強度下降，此時擺之狀態是較不穩定
且歪斜之振動。
也可由此驗證實驗六中下短上長的雙擺中，4+7的頻
譜圖強度下降的原因。

下+上(cm) 4+6 4+7 4+8 4+9

是否能穩定 是 是 否 否

結論

參考資料

圖19(a) 呈直線情況 圖20(a) 呈直線情況-上擺 圖20(b) 呈直線情況-下擺

（本圖由第一作者製作）

註：（本頁海報FFT圖及單雙擺照片由第三作者製作）

下長上短

下短上長

X:1.24 Hz-3.77
Y:1.24 Hz-21.13

X:1.14 Hz-4.01
Y:1.14 Hz-18.90

X:1.19 Hz-4.17
Y:1.19 Hz-21.51

X:0.99 Hz-1.00
Y:0.99 Hz-6.14

未穩定
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圖21(b) 向右歪斜之
擺動情況
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