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摘要 

    本文以單堆拈有關的問題出發，討論當給定首項為 1 的連續數列，接著再就未刪除、刪

除不同長度連續或不連續的數列等條件，觀察結果並找出其必勝策略。在刪除特定數列時，

發現必勝點的數量與大小與「刪除的數列的首項」和「刪除的數列的長度」有關，最後將其

簡化成公式。 

壹、 前言 

一、研究動機： 

    在暑假時，因為熱愛數學，所以報名營隊，上課的時候，老師給了我們一道題目

如下： 

「與對手猜拳，輸的人先決定一個不大於 10 的正整數 n，贏的人決定當先手或後手。

雙方輪流依次減去 1 到 3 的正整數，最後使 n 減至 0 者獲勝，則必勝策略為何？」 

    因緣際會下，我們認識了數學益智遊戲——單堆拈，發現初始的遊戲設定有簡單

的必勝策略，但此必勝策略僅能使用在可減去的數字為連續正整數的情況。若改變條

件，使可減去的數字不連續，則此必勝策略不再管用。這讓我們感到非常有趣，因此

我們決定深入探討可減去的數字不連續時的必勝策略。 

二、研究目的： 

探討以公式表示單堆拈的必勝點。 

貳、 研究設備及器材 

    白板、筆記型電腦(GeoGebra 經典 6 版、Microsoft Word 2019)。 

參、 研究過程及方法 

一、 問題討論及初步推廣： 

問題： 

與對手猜拳，輸的人先決定一個不大於 10 的正整數 n，贏的人決定當先手或後手。雙

方輪流依次減去 1 到 3 的正整數，最後使 n 減至 0 者獲勝，則後手的必勝策略為何？ 
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【解】 

    方法一： 

令有兩玩家 A、B，其中 A 為後手。 

定義：A 的必勝點為可以確保後手 A 必勝的數。 

(1)當 n = 1、2、3 時，B 可直接減去 1、2 或 3，所以 1、2、3 不為 A 的必勝點。 

(2)當 n = 4 時，因 B 只能減去 1 到 3 的整數，若 B 減去 1 則 A 減去 3，若 B 減去 2 則

A 減去 2， 若 B 減去 3 則 A 減去 1，A 必定獲勝。所以 4 為 A 的必勝點。 

(3)當 n = 5、6、7 時，因 B 必可將 n 減為 4，此時回到 n = 4 的情形，此時可視 A 為先

手。由上述討論可知 B 必勝，所以 5、6、7 不為 A 的必勝點。 

(4)當 n = 8 時，因 B 減去 1 到 3 任一數時，A 必可將 n 減為 4，此時回到 n = 4 的情

形，所以 8 也是 A 的必勝點。 

同理，對 A 而言，當4 | n時，𝑛皆為 A 的必勝點。 

方法二： 

由方法一可知，當一個數可直接由必勝點減去數字得到，則此點不為必勝點。根據題目

所述，當 n = 0 時，A 獲勝，可知0為 A 的必勝點，接著可由0逆推其餘必勝點： 

1、2、3 可由0直接走到⇒ 4 為必勝點；5、6、7 可由4直接走到⇒ 8 為必勝點； 

依此類推可得下表。 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

○ ╳ ╳ ╳ ○ ╳ ╳ ╳ ○ ╳ ╳ 

(○代表 A 的必勝點，╳代表不為 A 的必勝點。) 

所以對 A 而言，如同方法一所述，可知當 4 | n時，該點為必勝點。 

二、 符號定義： 

1. ⟨ai⟩i=1
k = ⟨1,2, … , k⟩。 

2. ⟨bj⟩j=1

𝑙
為⟨ai⟩i=1

k 中不可減去的數所組成的數列，其中𝑙 ∈ ℕ 且 1, k 不在⟨bj⟩j=1

𝑙
中，

𝑏1 < 𝑏2 < ⋯ < 𝑏𝑙。 
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例如：(1)在初始問題中，兩玩家可減去的數為 1,2,3，則⟨ai⟩i=1
k = ⟨1,2,3⟩， 

        ⟨bj⟩j=1

𝑙
不存在。 

      (2)假設 1,2,4,6,7 為兩玩家可減去的數，則⟨ai⟩i=1
k = ⟨1,2,3,4,5,6,7⟩， 

        ⟨bj⟩j=1

l
= ⟨3,5⟩。 

3. 當⟨bj⟩j=1

𝑙
為連續數列時，令⟨bj⟩j=1

𝑙
= ⟨a𝑚, a𝑚+1, … , a𝑚+𝑙−1⟩，且𝑎𝑚+𝑙到𝑎𝑘之長度 

𝑘 − 𝑚 − 𝑙 + 1為𝑝。 

例如：當⟨ai⟩i=1
10 = ⟨1,2, … ,10⟩、⟨bj⟩j=1

4
= ⟨4,5,6,7⟩時， 

      ⇒ 𝑚 = 4 ⇒ 𝑝 = a8~a10的長度 = 3。 

三、 研究流程： 

 

(一) 給定⟨ai⟩i=1
k 、⟨bj⟩j=1

𝑙
，

推出必勝點，觀察結

果。 

(二) 將⟨ai⟩i=1
k 畫成數線，

討論當⟨bj⟩j=1

𝑙
為一連

續數列時，必勝點

的情況。 

7.  𝑝 > 𝑙 = 𝑚 − 1 

1. 𝑚 − 1 = 𝑙 = 𝑝 

2. 𝑚 − 1 = 𝑙 > 𝑝 

4. 𝑚 − 1 = 𝑝 > 𝑙 

3. 𝑙 = 𝑝 > 𝑚 − 1 

5. 𝑚 − 1 > 𝑙 = 𝑝 

6. 𝑙 > 𝑚 − 1 = 𝑝 

8. 𝑚 − 1 > 𝑝 > 𝑙 

9. 𝑚 − 1 > 𝑙 > 𝑝 

11. 𝑙 > 𝑝 > 𝑚 − 1 

10. 𝑙 > 𝑚 − 1 > 𝑝 

12. 𝑝 > 𝑙 > 𝑚 − 1 

13. 𝑝 > 𝑚 − 1 > 𝑙 

1. ⟨bj⟩j=1

𝑙
不存

2. 𝑙 = 1 

3. 𝑙 = 2 
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四、 討論： 

    令 A 為後手。 

(一)給定⟨ai⟩i=1
k 、⟨bj⟩j=1

𝑙
，推出必勝點，觀察結果。 

1. ⟨bj⟩j=1

𝑙
不存在： 

(1) ⟨ai⟩i=1
4 = ⟨1,2,3,4⟩： 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

╳ ╳ ╳ ╳ ○ ╳ ╳ ╳ ╳ ○ 

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

╳ ╳ ╳ ╳ ○ ╳ ╳ ╳ ╳ ○ 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

╳ ╳ ╳ ╳ ○ ╳ ╳ ╳ ╳ ○ 

A 的必勝點為𝑥 = 5𝑟。 

推測：當⟨bj⟩j=1

𝑙
不存在時，𝑥 = (k + 1)𝑟為 A 的必勝點。 

證明： 

考慮 1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑘。 

 因 B 可直接減去𝑥，因此不為 A 的必勝點。 

 考慮𝑥 = 𝑘 + 1。 

 若 B 第一個減去的數為𝑏 ∈ {1, … … , 𝑘}，則 A 減去 

 (𝑘 + 1) − 𝑏 ∈ {1, … … , 𝑘}，可知在1至𝑘中 A 的必勝點為𝑘 + 1。 

 

令𝑡為任意正整數。 

假設在(𝑡 − 1)(𝑘 + 1) + 1至𝑡(𝑘 + 1)中 A 的必勝點為𝑡(𝑘 + 1)。 

 設𝑥 = 𝑡(𝑘 + 1) + 𝑦，且𝑦 ∈ {1, … … , 𝑘}，則因𝑡(𝑘 + 1)為 A 的必勝點，則

 B 可直接減去𝑦，可知𝑥不為 A 之必勝點。 

設𝑥 = (𝑡 + 1)(𝑘 + 1)， 若 B 第一個減去的數為𝑏′則 A 接下來減去
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(𝑘 + 1) − 𝑏′，因此可在每次 A 減完後仍維持在𝑘 + 1的倍數，故 

(𝑡 + 1)(𝑘 + 1)為 A 之必勝點。 

結論：當⟨bj⟩j=1

𝑙
不存在時，𝑥 = (k + 1)𝑟為 A 的必勝點。 

2. 𝑙 = 1： 

⟨ai⟩i=1
4 = ⟨1,2,3,4⟩且𝑏1 = 2 (𝑚 = 2, p = 2)： 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

╳ ○ ╳ ╳ ╳ ╳ ○ ╳ ○ ╳ 

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

╳ ╳ ╳ ○ ╳ ○ ╳ ╳ ╳ ╳ 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

○ ╳ ○ ╳ ╳ ╳ ╳ ○ ╳ ○ 

A 的必勝點為𝑥 = 7𝑟 與 𝑥 = 7𝑟 + 2。 

證明： 

考慮𝑥 = 1,3,4，因 B 可直接減去𝑥，故不為 A 之必勝點。 

 考慮𝑥 = 2，因 B 只能減去 1，接著 A 減去 1，所以 2 為 A 之必勝點。 

考慮𝑥 = 5,6，因 B 可直接減去 3 或 4，與原始拈問題相同，故不為 A 之

必勝點。 

考慮𝑥 = 7，若 B 減去 1 則 A 減 4，與𝑥 = 2的情況相同，若 B 減去 3 或

4，則 A 可減去 4 或 3，故 7 也為 A 之必勝點。 

 

令𝑡為任意正整數。 

假設在7(𝑡 − 1) + 1至7𝑡中，A 之必勝點為7(𝑡 − 1) + 2和7𝑡。 

設𝑥 = 7𝑡 + 1，則 B 可直接減去 1 達到7𝑡，故不為 A 之必勝點。 

設𝑥 = 7𝑡 + 2，則 B 減去 1 接著 A 減去 1 達到7𝑡，或 B 減去 3 或 4，接著

A 減去 4 或 3 達到7(𝑡 − 1) + 2，故為 A 的必勝點。 
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設𝑥 = 7𝑡 + 𝑦，且𝑦 ∈ {3,4}，則 B 可直接減去𝑦達到7𝑡，故不為 A 之必勝

點。 

設𝑥 = 7𝑡 + 𝑦′，且𝑦′ ∈ {5,6}，因 B 可直接減去 3 或 4 達到7𝑡 + 2，故不為

A 之必勝點。 

設𝑥 = 7𝑡 + 7，若 B 減去 1 則 A 減 4，與𝑥 = 7𝑡 + 2的情況相同；若 B 減

去 3 或 4，則 A 可減去 4 或 3 達到7𝑡，故7𝑡 + 7也為 A 之必勝點。 

 ⟨ai⟩i=1
4 = ⟨1,2,3,4⟩且𝑏1 = 3 (𝑚 = 3, p = 1) 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

╳ ╳ ○ ╳ ╳ ○ ╳ ╳ ○ ╳ 

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

╳ ○ ╳ ╳ ○ ╳ ╳ ○ ╳ ╳ 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

○ ╳ ╳ ○ ╳ ╳ ○ ╳ ╳ ○ 

 A 的必勝點為𝑥 = 3𝑟 。 

證明： 

考慮𝑥 = 1,2,4，因 B 可直接減去𝑥，故不為 A 之必勝點。 

考慮𝑥 = 3，因 B 只能減去 1 或 2，接著 A 減去 2 或 1，所以 3 為 A 之必

勝點。 

考慮𝑥 = 5，因 B 可直接減去 2，與𝑥 = 3情況相同，故不為 A 之必勝點。 

考慮𝑥 = 6，若 B 減去 1 則與𝑥 = 5情況相同；若 B 減去 2 或 4，則 A 可減

去 4 或 2，故 6 也為 A 之必勝點。 

 

令𝑡為任意正整數。 

假設在6(𝑡 − 1) + 1至6𝑡中，A 之必勝點為6(𝑡 − 1) + 3和6𝑡。 

設𝑥 = 6𝑡 + 𝑦，且𝑦 ∈ {1,2,4}，則 B 可直接減去𝑦，故不為 A 之必勝點。 

設𝑥 = 6𝑡 + 3，若 B 減去 1，接著 A 減去 2；若 B 減去 2，則 A 減去 1 或
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4；若 B 減去 4，A 減去 2，可達到6(𝑡 − 1) + 3或6𝑡，所以6𝑡 + 3為 A 之

必勝點。 

設𝑥 = 6𝑡 + 5，因 B 可直接減去 2，與𝑥 = 6𝑡 + 3情況相同，故不為 A 之

必勝點。 

設𝑥 = 6(𝑡 + 1)，若 B 減去 1 則與𝑥 = 6𝑡 + 5情況相同；若 B 減去 2 或 4，

則 A 可減去 4 或 2，達到6𝑡，故6(𝑡 + 1)也為 A 之必勝點。 

 綜合上述，A 的必勝點為6𝑡 + 3和6(𝑡 + 1)，亦即3𝑡。 

3. 𝑙 = 2： 

⟨𝑎𝑖⟩1
4 = ⟨1,2,3,4⟩且𝑏1 = 2，𝑏2 = 3 (𝑚 = 2, p = 1)： 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

╳ ○ ╳ ╳ ○ ╳ ○ ╳ ╳ ○ 

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

╳ ○ ╳ ╳ ○ ╳ ○ ╳ ╳ ○ 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

╳ ○ ╳ ╳ ○ ╳ ○ ╳ ╳ ○ 

A 的必勝點為𝑥 = 5𝑟 與 𝑥 = 5𝑟 + 2。 

證明： 

考慮𝑥 = 1,4，因 B 可直接減去𝑥，故不為 A 之必勝點。 

考慮𝑥 = 2，因 B 只能減去 1，所以 2 為 A 之必勝點。 

考慮𝑥 = 3，因 B 只能減去 1，與𝑥 = 2情況相同，故不為 A 之必勝點。 

考慮𝑥 = 5，若 B 減去 1 或 4，則 A 可減去 4 或 1，故 5 為 A 之必勝點。 

 

令𝑡為任意正整數。 

假設在5(𝑡 − 1) + 1至5𝑡中，A 之必勝點為5(𝑡 − 1) + 2和5𝑡。 

設𝑥 = 5𝑡 + 𝑦，且𝑦 ∈ {1,4}，則 B 可直接減去𝑦，故不為 A 之必勝點。 

設𝑥 = 5𝑡 + 2，若 B 減去 1，接著 A 減去 1，所以5𝑡 + 2為 A 之必勝點。 
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設𝑥 = 5𝑡 + 3，則 B 可直接減去 1，與𝑥 = 5𝑡 + 2情況相同，故不為 A 之

必勝點。 

設𝑥 = 5𝑡 + 5，若 B 減去 1 或 4，則 A 可減去 4 或 1，故5𝑡 + 5為 A 之必

勝點。 

 綜合上述，A 的必勝點為5𝑡 + 2和5𝑡 + 5。 

⟨ai⟩i=1
8 = ⟨1,2, … ,8⟩且𝑏1 = 3, 𝑏2 = 6 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

╳ ╳ ○ ╳ ╳ ○ ╳ ╳ ○ ╳ 

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

╳ ○ ╳ ╳ ○ ╳ ╳ ○ ╳ ╳ 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

○ ╳ ╳ ○ ╳ ╳ ○ ╳ ╳ ○ 

A 的必勝點為𝑥 = 3𝑟 。 

證明： 

考慮𝑥 = 1,2,4,5,7,8，因 B 可直接減去𝑥，故不為 A 之必勝點。 

考慮𝑥 = 3，因 B 只能減去 1 或 2，則 A 可減去 2 或 1，故 3 為 A 之必勝

點。 

考慮𝑥 = 6，若 B 減去 1，則 A 可減去 2 或 5；B 減去 2，則 A 可減去 1

或 4；B 減去 4 或 5，則 A 可減去 2 或 1，故 6 為 A 之必勝點。 

考慮𝑥 = 9，若 B 減去 1，則 A 可減去 2 或 5 或 8；B 減去 2，則 A 可減

去 1 或 4 或 7；B 減去 4，則 A 可減去 2 或 5；B 減去 5，則 A 可減去 1

或 4；B 減去 7 或 8，則 A 可減去 2 或 1，故 9 為 A 之必勝點。 

 

令𝑡為任意正整數。 

假設在9(𝑡 − 1) + 1至9𝑡中，A 之必勝點為9(𝑡 − 1) + 3、9(𝑡 − 1) + 6和

9𝑡。 
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設𝑥 = 9𝑡 + 𝑦，且𝑦 ∈ {1,2,4,5,7,8}，則 B 可直接減去 y，故不為 A 之必勝

點。 

設𝑥 = 9𝑡 + 3，若 B 減去 1 或 2，則 A 可減去 2 或 1 到達9𝑡；B 減去 4 或

5，則 A 可減去 5 或 4 到達9(𝑡 − 1) + 3；B 減去 7 或 8，則 A 可減去 5 或

4 到達9(𝑡 − 1)，故9𝑡 + 3為 A 之必勝點。 

設𝑥 = 9𝑡 + 6，若 B 減去 1，則 A 可減去 2 或 5；B 減去 2，則 A 可減去 1

或 4；B 減去 4 或 5，則 A 可減去 2 或 1；B 減去 7 或 8，則 A 可減去 2

或 1，故9𝑡 + 6為 A 之必勝點。 

設𝑥 = 9(𝑡 + 1)，若 B 減去 1，則 A 可減去 2 或 5 或 8；B 減去 2，則 A

可減去 1 或 4 或 7；B 減去 4，則 A 可減去 2 或 5；B 減去 5，則 A 可減

去 1 或 4；B 減去 7 或 8，則 A 可減去 2 或 1，故9(𝑡 + 1)為 A 之必勝

點。 

綜合上述，A 的必勝點為9𝑡 + 3、9𝑡 + 6和9(𝑡 + 1)，亦即3𝑡。 

⟨ai⟩i=1
10 = ⟨1,2, … ,10⟩且𝑏1 = 3, 𝑏2 = 6 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

╳ ╳ ○ ╳ ╳ ○ ╳ ╳ ╳ ╳ 

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

╳ ╳ ╳ ╳ ╳ ╳ ○ ╳ ╳ ○ 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

╳ ╳ ○ ╳ ╳ ╳ ╳ ╳ ╳ ╳ 

A 的必勝點為𝑥 = 17𝑟 與 𝑥 = 17𝑟 + 3 與 𝑥 = 17𝑟 + 6 。 

證明： 

考慮𝑥 = 1,2,4,5,7,8,9,10，因 B 可直接減去 x，故不為 A 之必勝點。 

考慮𝑥 = 3，因 B 只能減去 1 或 2，則 A 可減去 2 或 1，故 3 為 A 之必勝

點。 

考慮𝑥 = 6，若 B 減去 1，則 A 可減去 2 或 5；B 減去 2，則 A 可減去 1
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或 4；B 減去 4 或 5，則 A 可減去 2 或 1，故 6 為 A 之必勝點。 

考慮𝑥 = 11，若 B 減去 5 或 8，則與𝑥 = 3、𝑥 = 6情況相同，故 11 不為

A 之必勝點。 

考慮𝑥 = 12，若 B 減去 9，則與𝑥 = 3情況相同，故 12 不為 A 之必勝點。 

考慮𝑥 = 13，若 B 減去 7 或 10，則與𝑥 = 3、𝑥 = 6情況相同，故 13 不為

A 之必勝點。 

考慮𝑥 = 14，若 B 減去 8，則與𝑥 = 6情況相同，故 14 不為 A 之必勝點。 

考慮𝑥 = 15，若 B 減去 9，則與𝑥 = 6情況相同，故 15 不為 A 之必勝點。 

考慮𝑥 = 16，若 B 減去 10，則與𝑥 = 6情況相同，故 16 不為 A 之必勝

點。 

考慮𝑥 = 17，若 B 減去 1，則與𝑥 = 16情況相同；B 減去 2，與𝑥 = 15情

況相同；B 減去 4，與𝑥 = 13情況相同；B 減去 5，與𝑥 = 12情況相同；B

減去 7、8、9、10，則 A 可直接減 10、9、8、7，故 17 為 A 之必勝點。 

 

令𝑡為任意正整數。 

假設在17(𝑡 − 1) + 1至17𝑡中，A 之必勝點為17(𝑡 − 1) + 3、17(𝑡 − 1) + 6

和17𝑡。 

設𝑥 = 17𝑡 + 𝑦，且𝑦 ∈ {1,2,4,5,7,8,9,10}，則 B 可直接減去 y，故不為 A

之必勝點。 

設𝑥 = 17𝑡 + 3，若 B 只能減去 1 或 2，則 A 可減去 2 或 1；B 減去 4 或

5，則 A 可減去 10 或 9；B 減去 7、8、9 或 10，則 A 可減去 10、9、8 或

7，故17𝑡 + 3為 A 之必勝點。 

設𝑥 = 17𝑡 + 6，若 B 減去 1，則 A 可減去 2 或 5；B 減去 2，則 A 可減去

1 或 4；B 減去 4 或 5，則 A 可減去 2 或 1；B 減去 7、8、9 或 10，則 A

可減去 10、9、8 或 7，故17𝑡 + 6為 A 之必勝點。 

設𝑥 = 17𝑡 + 11，若 B 減去 5 或 8，則與𝑥 = 17𝑡 + 3、𝑥 = 17𝑡 + 6情況相
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同，故17𝑡 + 11不為 A 之必勝點。 

設𝑥 = 17𝑡 + 12，若 B 減去 9，則與𝑥 = 17𝑡 + 3情況相同，故17𝑡 + 12不

為 A 之必勝點。 

設𝑥 = 17𝑡 + 13，若 B 減去 7 或 10，則與𝑥 = 17𝑡 + 3、𝑥 = 17𝑡 + 6情況

相同，故17𝑡 + 13不為 A 之必勝點。 

設𝑥 = 17𝑡 + 14，若 B 減去 8，則與𝑥 = 17𝑡 + 6情況相同，故17𝑡 + 14不

為 A 之必勝點。 

設𝑥 = 17𝑡 + 15，若 B 減去 9，則與𝑥 = 17𝑡 + 6情況相同，故17𝑡 + 15不

為 A 之必勝點。 

設𝑥 = 17𝑡 + 16，若 B 減去 10，則與𝑥 = 17𝑡 + 6情況相同，故17𝑡 + 16不

為 A 之必勝點。 

設𝑥 = 17(𝑡 + 1)，若 B 減去 1，則與𝑥 = 17𝑡 + 16情況相同；B 減去 2，

與𝑥 = 17𝑡 + 15情況相同；B 減去 4，與𝑥 = 17𝑡 + 13情況相同；B 減去

5，與𝑥 = 17𝑡 + 12情況相同；B 減去 7、8、9、10，則 A 可直接減 10、

9、8、7，故17(𝑡 + 1)為 A 之必勝點。 

綜合上述，A 的必勝點為17𝑡 + 3、17𝑡 + 6和17(𝑡 + 1)。 

⟨ai⟩i=1
5 = ⟨1,2,3,4,5⟩且𝑏1 = 2, 𝑏2 = 4 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

╳ ○ ╳ ○ ╳ ○ ╳ ○ ╳ ○ 

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

╳ ○ ╳ ○ ╳ ○ ╳ ○ ╳ ○ 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

╳ ○ ╳ ○ ╳ ○ ╳ ○ ╳ ○ 

A 的必勝點為𝑥 = 2𝑟 。 

證明： 

考慮𝑥 = 1,3,5，因 B 可直接減去 x，故不為 A 之必勝點。 
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考慮𝑥 = 2，因 B 只能減去 1，所以 2 為 A 之必勝點。 

考慮𝑥 = 4，若 B 減去 1，則 A 可減 1(回到𝑥 = 2的情況)或 3，若 B 減去

3，則 A 可直接減 1，故 4 為 A 之必勝點。 

考慮𝑥 = 6，若 B 減去 1，則 A 可減 1(回到𝑥 = 4的情況)或 3(回到𝑥 = 2的

情況)或 5，若 B 減去 3 則 A 可減 1(回到𝑥 = 2的情況)或 3，若 B 減去 5，

則 A 可直接減 1，故 6 為 A 之必勝點。 

 

令𝑡為任意正整數。 

假設在6(𝑡 − 1) + 1至6𝑡中，A 之必勝點為6(𝑡 − 1) + 2、6(𝑡 − 1) + 4和

6𝑡。 

設𝑥 = 6𝑡 + 𝑦，且𝑦 ∈ {1,3,5}，則 B 可直接減去 y，故不為 A 之必勝點。 

設𝑥 = 6𝑡 + 2，若 B 減去 1，則 A 減去 1；B 減去 3，則 A 減去 5；B 減去

5，則 A 減去 3，所以6𝑡 + 2為 A 之必勝點。 

設𝑥 = 6𝑡 + 4，若 B 減去 1，與𝑥 = 6𝑡 + 3情況相同； B 減去 3，則 A 減

去 1；B 減去 5，則 A 減去 5，故6𝑡 + 4為 A 之必勝點。 

設𝑥 = 6(𝑡 + 1)，若 B 減去 1，A 可減 1(與𝑥 = 6𝑡 + 4情況相同)、3(與𝑥 =

6𝑡 + 3情況相同)、5，若 B 減去 3，A 可減 1(與𝑥 = 6𝑡 + 2情況相同)或

3，若 B 減去 5，A 可減 1，故6(𝑡 + 1)為 A 之必勝點。 

 綜合上述，A 的必勝點為6(𝑡 − 1) + 2、6(𝑡 − 1) + 4和6𝑡，亦即2𝑡。 

⟨ai⟩i=1
5 = ⟨1,2, … ,5⟩且𝑏1 = 3, 𝑏2 = 4 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

╳ ╳ ○ ╳ ╳ ○ ╳ ╳ ○ ╳ 

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

╳ ○ ╳ ╳ ○ ╳ ╳ ○ ╳ ╳ 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
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○ ╳ ╳ ○ ╳ ╳ ○ ╳ ╳ ○ 

A 的必勝點為𝑥 = 3𝑟 。 

證明： 

考慮𝑥 = 1,2,5，因 B 可直接減去 x，故不為 A 之必勝點。 

考慮𝑥 = 3，因 B 只能減去 1 或 2，所以 3 為 A 之必勝點。 

考慮𝑥 = 4，若 B 減去 1，與𝑥 = 3情況相同，故不為 A 之必勝點。 

考慮𝑥 = 6，若 B 減去 2，與𝑥 = 4情況相同；若 B 減去 1 或 5，則 A 可直

接減去 5 或 1，故 6 為 A 之必勝點。 

考慮𝑥 = 7，若 B 減去 1，與𝑥 = 6情況相同，故不為 A 之必勝點。 

考慮𝑥 = 8，若 B 減去 2，與𝑥 = 6情況相同；若 B 減去 5，與𝑥 = 3情況相

同，故不為 A 之必勝點。 

考慮𝑥 = 9 ，若 B 減去 1，與𝑥 = 8情況相同；若 B 減去 2，與𝑥 = 7情況

相同；若 B 減去 5，與𝑥 = 4情況相同，故 9 為 A 之必勝點。 

 

令𝑡為任意正整數。 

假設在9(𝑡 − 1) + 1至9𝑡中，A 之必勝點為9(𝑡 − 1) + 3、9(𝑡 − 1) + 6和

9𝑡。 

設𝑥 = 9𝑡 + 𝑦，且𝑦 ∈ {1,2,5}，則 B 可直接減去 y，故不為 A 之必勝點。 

設𝑥 = 9𝑡 + 3，若 B 減去 1 或 2，則 A 減去 2 或 1；若 B 減去 5，則 A 減

去 1 或 4，所以9𝑡 + 3為 A 之必勝點。 

設𝑥 = 9𝑡 + 4，則 B 可直接減去 1，與𝑥 = 9𝑡 + 3情況相同，故不為 A 之

必勝點。 

設𝑥 = 9𝑡 + 6，若 B 減去 2，與𝑥 = 9𝑡 + 4情況相同；若 B 減去 1 或 5，則

A 可直接減去 5 或 1，故9𝑡 + 6為 A 之必勝點。 

設𝑥 = 9𝑡 + 7，若 B 減去 1，與𝑥 = 9𝑡 + 6情況相同，故不為 A 之必勝

點。 
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設𝑥 = 9𝑡 + 8，若 B 減去 2，與𝑥 = 9𝑡 + 6情況相同；若 B 減去 5，與𝑥 =

9𝑡 + 3情況相同，故不為 A 之必勝點。 

設𝑥 = 9(𝑡 + 1)，若 B 減去 1，與𝑥 = 9𝑡 + 8情況相同，若 B 減去 2，與

𝑥 = 9𝑡 + 7情況相同；若 B 減去 5，與𝑥 = 9𝑡 + 4情況相同，故9(𝑡 + 1)為

A 之必勝點。 

綜合上述，A 的必勝點為9𝑡 + 3、9𝑡 + 6和9𝑡，亦即3𝑡。 

 我們在給定⟨ai⟩i=1
k 和⟨bj⟩j=1

𝑙
的情況下，發現𝑚、𝑙、𝑝的大小會造成必勝點的結 

 果有不一樣的變化，因此將𝑚、𝑙、𝑝以數線表示來討論。 

(二)將⟨ai⟩i=1
k 畫成數線討論當⟨bj⟩j=1

l
為一連續數列，且𝑝 ≥ 𝑚的必勝點的情況。 

1. 𝑚 − 1 = 𝑙 = 𝑝 (以𝑚 − 1 = 𝑙 = 𝑝 = 3為例)： 

 

(圖一)(由第一作者製作) 

將𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑚−1、𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑙、𝑎𝑚+𝑙, 𝑎𝑚+𝑙+1, … , 𝑎𝑘以線段表示成𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 、𝐸𝐹̅̅ ̅̅

三線段，經過觀察，可以知道𝑥 = 𝑏1（𝐺點）是一個必勝點，依照方法二，可

從𝑥 = 𝑏1 + 1處再做一次和𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 、𝐸𝐹̅̅ ̅̅ 相同的三線段𝐻𝐼̅̅̅̅ 、𝐽𝐾̅̅ ̅、𝐿𝑀̅̅ ̅̅ ，接著又

可以在𝑥 = 𝑏𝑙（即𝑥 = 𝑎𝑚+𝑙−1）發現另一個必勝點，由此必勝點又可推得下一

個必勝點，以此類推，我們可以找到當𝑚 − 1 = 𝑙 = 𝑝時，必勝點為 

𝑥 = (2𝑚 + 2)𝑟 = (𝑘 + 1)𝑟 與 𝑥 = (2𝑚 + 2)𝑟 + 𝑚 = (𝑘 + 1)𝑟 + 𝑚。 

2. 𝑙 = 𝑝 > 𝑚 − 1： 

(1)𝑚 = 𝑙 = 𝑝 (以𝑚 = 𝑙 = 𝑝 = 4 為例)： 
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(圖二) (由第一作者製作) 

同上，可在𝑥 = 𝑏1 + 1處再做一次和𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 、𝐸𝐹̅̅ ̅̅ 相同的三線段𝐻𝐼̅̅̅̅ 、𝐽𝐾̅̅ ̅、

𝐿𝑀̅̅ ̅̅ ，接著又可以在𝑥 = 𝑘 + 𝑚 + 1發現另一個必勝點，以此類推，我們可以找

到當𝑙 = 𝑝 > 𝑚 − 1且𝑚 = 𝑙 = 𝑝時，必勝點為𝑥 = (𝑘 + 𝑚 + 1)𝑟 與  

𝑥 = (𝑘 + 𝑚 + 1)𝑟 + 𝑚。 

(2)𝑚 < 𝑙 = 𝑝 (以𝑚 = 3，𝑙 = 𝑝 = 4 為例)： 

 

(圖三) (由第一作者製作) 

同上，可從𝑥 = 𝑏1 + 1處再做一次和𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 、𝐸𝐹̅̅ ̅̅ 相同的三線段𝐻𝐼̅̅̅̅ 、𝐽𝐾̅̅ ̅、𝐿𝑀̅̅ ̅̅ ，

以此類推，不同於前面的例子，如上圖所示，有兩個必勝點在𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 內。 

 

(圖四) (由第一作者製作) 

作法同前，發現當𝑚固定，𝑙越大時，𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 內有越多必勝點。 

3. 𝑚 − 1 = 𝑝 > 𝑙 (以𝑚 − 1 = 𝑝 = 3，𝑙 = 2 為例)： 
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(圖五) (由第一作者製作) 

作法同前，必勝點為𝑥 = (2𝑚 + 𝑙 − 1)𝑟 與 𝑥 = (2𝑚 + 𝑙 − 1)𝑟 + 𝑚。 

4. 𝑙 > 𝑚 − 1 = 𝑝： 

同 3.，若𝑙、𝑝越大，𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 內有越多必勝點。 

5. 𝑝 > 𝑙 = 𝑚 − 1 (以𝑚 − 1 = 𝑙 = 2， 𝑝 = 3 為例)： 

 

(圖六) (由第一作者製作) 

作法同前，必勝點為𝑥 = (𝑘 + 𝑚 + 1)𝑟 與 𝑥 = (𝑘 + 𝑚 + 1)𝑟 + 𝑚。 

6. 𝑙 > 𝑝 > 𝑚 − 1： 

同 3.若𝑙越大，𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 內有越多必勝點。 

7. 𝑝 > 𝑙 > 𝑚 − 1： 

同 3.若𝑙越大，𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 內有越多必勝點。 

8. 𝑝 > 𝑚 − 1 > 𝑙  (以𝑚 − 1 = 4， 𝑙 = 2， 𝑝 = 5 為例)： 

 

(圖七) (由第一作者製作) 

作法同前，必勝點為𝑥 = (𝑚 + 𝑘 + 1)𝑟 與 𝑥 = (𝑚 + 𝑘 + 1)𝑟 + 𝑚。 

由上述 1.至 13.可以得出當𝑙 > 𝑚 − 1時，無法確定𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 內會有多少必勝點，因此

我們發現當在⟨bj⟩j=1

𝑙
為一連續數列，且𝑝 ≥ 𝑚時，可以直接討論𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 內必勝點數量，

就可以推得當𝑝 ≥ 𝑚時𝑥的公式解。 

 

令𝑙 = 𝑚𝑞 + 𝑟(𝑞, 𝑟 ∈ ℤ 且𝑞, 𝑟 ≥ 0)。在第一個循環裡可以找到當 
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𝑥 = 𝑚, 2𝑚, 3𝑚, … , (𝑞 + 1)𝑚, (1 + 𝑞)𝑚 + 𝑘 + 1，共(2 + 𝑞)個解。 

⇒  𝑥的必勝點為[(1 + 𝑞)𝑚 + 𝑘 + 1]𝑟, [(1 + 𝑞)𝑚 + 𝑘 + 1]𝑟 + 𝑚, 

[(1 + 𝑞)𝑚 + 𝑘 + 1]𝑟 + 2𝑚, … , [(1 + 𝑞)𝑚 + 𝑘 + 1]𝑟 + (𝑞 + 1)𝑚。 

 

1. 𝑚 − 1 = 𝑝時的必勝策略。  

        我們發現當𝑚 − 1 = 𝑝時的必勝情況。 

設𝑙 = 𝑚𝑞 + 𝑟，則 

{(𝑘 + 1)𝑡 + 𝑚, (𝑘 + 1)𝑡 + 2𝑚, … … , (𝑘 + 1)𝑡 + (𝑞 + 1)𝑚, (𝑘 + 1)(𝑡 + 1) ∶ 𝑟 ∈ ℤ 

且 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚}為 A 的必勝點(後手有必勝策略)。 

(1)考慮1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑚 + 𝑙 − 1 = (𝑞 + 1)𝑚 + (𝑡 − 1)。 

因為𝑚 + 𝑙, … … , 𝑚 + 𝑙 + 𝑝 − 1皆無法使用，故與原始的拈問題相同，可知

𝑚, 2𝑚, … … , (𝑞 + 1)𝑚為 A 之必勝點。 

(2)考慮𝑚 + 𝑙 ≤ 𝑥 ≤ 𝑘 + 1 = 𝑚 + 𝑙 + 𝑝。 

因為 B 可直接取𝑚 + 𝑙, 𝑚 + 𝑙 + 1, … … , 𝑚 + 𝑙 + 𝑝 − 1 = 𝑘中的任意數， 

故𝑚 + 𝑙, 𝑚 + 𝑙 + 1, … … , 𝑚 + 𝑙 + 𝑝 − 1 = 𝑘不為 A 之必勝點， 

設𝑥 = 𝑘 + 1 = 𝑚 + 𝑙 + 𝑝。 

若𝑏為 B 第一個減去的數，則𝑏 ∈ {1, … … , 𝑚 − 1} ∪ {𝑚 + 𝑙, … … , 𝑚 + 𝑙 + 𝑝}。 

A 減去(𝑘 + 1) − 𝑏，A 一定獲勝。 

其中可知(𝑘 + 1) − 𝑏 ∈ {1, … … , 𝑚 − 1} ∪ {𝑚 + 𝑙, … … , 𝑚 + 𝑙 + 𝑝}。 

可知在1至𝑘 + 1中，A 之必勝點為𝑚, 2𝑚, … … , (𝑞 + 1)𝑚, 𝑘 + 1， 

共(𝑞 + 2)個必勝點。 

 

假設在(𝑡 − 1)(𝑘 + 1) + 1至𝑡(𝑘 + 1)中， 

(𝑡 − 1)(𝑘 + 1) + 𝑚, (𝑡 − 1)(𝑘 + 1) + 2𝑚, … … , (𝑡 − 1)(𝑘 + 1) + (𝑞 + 1)𝑚,  

𝑡(𝑘 + 1)為 A 之必勝點。 

考慮 𝑡(𝑘 + 1) + 1 ≤ 𝑥 ≤ (𝑡 + 1)(𝑘 + 1)， 
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(1)設𝑥 = 𝑡(𝑘 + 1) + 𝑦，且𝑦 ∈ {1, … … , 𝑚 − 1} ∪ {𝑚 + 𝑙, … … , 𝑚 + 𝑙 + 𝑝}。 

則因𝑡(𝑘 + 1)為 A 之必勝點，且 B 可直接減去𝑦，可知𝑥不為 A 之必勝點。 

(2)設𝑥 = (𝑡 + 1)(𝑘 + 1)，則 B 減去的數為𝑏′，則 A 接下來則減去 

(𝑘 + 1) − 𝑏′，依此可維持每次 A 減完數字之後，所剩數字為 

(𝑘 + 1)的倍數。 

故(𝑡 + 1)(𝑘 + 1)為 A 的必勝點。 

(3)設𝑥 = 𝑡(𝑘 + 1) + 𝑙 × 𝑚，其中1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑞 + 1。 

則可依前述方式，使所剩數字為𝑙 × 𝑚，此時𝑚 + 𝑙, … … , 𝑚 + 𝑙 + 𝑝 − 1皆無法使

用，故由開始的拈問題可知𝑡(𝑘 + 1) + 𝑙 × 𝑚為 A 之必勝點。 

所以𝑡(𝑘 + 1) + 𝑚, 𝑡(𝑘 + 1) + 2𝑚, … … , 𝑡(𝑘 + 1) + (𝑞 + 1)𝑚皆為 A 之必勝點。 

(4)設𝑥 = 𝑡(𝑘 + 1) + 𝑦，且𝑦 ∈ {𝑚, … … , 𝑚 + 𝑙 − 1}，且𝑦不為𝑚的倍數。 

可設𝑦 = 𝑢𝑚 + 𝑣，其中1 ≤ 𝑢 ≤ 𝑞 + 1, 1 ≤ 𝑣 ≤ 𝑚 − 1，B 可先減去𝑣，剩下

𝑡(𝑘 + 1) + 𝑢𝑚，此後若 A 減去𝑡，則 B 接著減去(𝑘 + 1) − 𝑡，至剩下的數為

𝑢𝑚 ≤ 𝑦 ≤ 𝑚 + 𝑙 − 1，因此時只能減去1至𝑚 − 1中的數，由原始的拈問題可

知，𝑥為 B 之必勝點。 

2. 𝑚 − 1 < 𝑝時的必勝策略。 

  設𝑙 = 𝑚𝑞 + 𝑟，則在 1 至𝑘 + 𝑚 + 1中𝑚, 2𝑚, 3𝑚, … , (𝑞 + 1)𝑚為 A 的必勝點 

   (後手有必勝策略)。 

若𝑚 ≥ 𝑙，則𝑘 + 𝑚 + 1亦為 A 的必勝點。 

(1)考慮1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑚 + 𝑙 − 1 = (𝑞 + 1)𝑚 + (𝑟 − 1)。 

因為𝑚 + 𝑙, … … , 𝑚 + 𝑙 + 𝑝 − 1皆無法使用，故與原始的拈問題相同，可知

𝑚, 2𝑚, … … , (𝑞 + 1)𝑚為 A 之必勝點，且其餘點不為 A 的必勝點。 

(2)考慮𝑚 + 𝑙 ≤ 𝑥 ≤ 𝑚 + 𝑙 + 𝑝 − 1 = 𝑘。 

因為 B 可直接取𝑚 + 𝑙, 𝑚 + 𝑙 + 1, … … , 𝑚 + 𝑙 + 𝑝 − 1 = 𝑘中的任意數， 

故𝑚 + 𝑙, 𝑚 + 𝑙 + 1, … … , 𝑚 + 𝑙 + 𝑝 − 1 = 𝑘不為 A 之必勝點。 

(3)考慮𝑚 + 𝑙 + 𝑝 = 𝑘 + 1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑘 + 𝑚。 
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因為𝑙 + 𝑝 ≤ 𝑥 − 𝑚 ≤ 𝑘，由𝑚 − 1 < 𝑝可知𝑙 + 𝑝 ≥ 𝑙 + 𝑚，故 B 可直接取 

𝑥 − 𝑚，此時剩下𝑚，可知為 B 的必勝點。 

設𝑚 ≥ 𝑙。 

(1)假設在𝑥 = 𝑘 + 𝑚 + 1，𝑏為 B 第一個減去的數且𝑏 ∈ {1, … … , 𝑚 − 1}，因為𝑚 − 

  1 < 𝑝，A 減去(𝑘 + 1) − 𝑏，此時剩下𝑚，可知為 A 的必勝點。 

(2)假設𝑥 = 𝑘 + 𝑚 + 1，𝑏為 B 第一個減去的數且𝑏 ∈ {𝑚 + 𝑙, … … , 𝑚 + 𝑙 + 𝑝 − 1} 

若𝑏 ∈ {𝑙 + 𝑝 + 1 … … , 𝑚 + 𝑙 + 𝑝 − 1}，A 減去(𝑘 + 1) − 𝑏，此時 

(𝑘 + 1) − 𝑏 ∈ {1 … … , 𝑚 − 1}且剩下𝑚，可知為 A 的必勝點。 

接著考慮𝑏 ∈ {𝑚 + 𝑙 … … , 𝑙 + 𝑝}。 

若𝑏 ≤ 𝑘 + 1 − (𝑚 + 𝑙) = 𝑝，則 A 減去𝑘 + 1 − 𝑏 ≥ m + l，此時剩下m，可知為

A 之必勝點。 

若𝑝 + 1 ≤ 𝑏 ≤ 𝑙 + 𝑝，因為剩下的數≥ 2𝑚且≤ 2𝑚 + 𝑙 − 1，又因𝑚 ≥ 𝑙， 

則2𝑚 ≥ 𝑚 + 𝑙，A 減去剩下的數即可獲勝。 

(三) 將⟨ai⟩i=1
k 畫成數線討論當⟨bj⟩j=1

l
為一連續數列，且𝑝 ≤ 𝑚的必勝點的情況。 

1.  𝑚 − 1 = 𝑙 > 𝑝(以𝑚 − 1 = 𝑙 = 4，𝑝 = 3為例)： 

 

(圖八) (由第一作者製作) 

同上，可從𝑥 = 𝑏1 + 1處再做一次和𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 、𝐸𝐹̅̅ ̅̅ 相同的三線段𝐻𝐼̅̅̅̅ 、𝐽𝐾̅̅ ̅、𝐿𝑀̅̅ ̅̅ ，

接著又可以在𝑥 = 𝑎𝑘 + 1發現另一個必勝點，以此類推，我們可以找到當𝑚 −

1 = 𝑙 > 𝑝時，必勝點為𝑥 = (𝑘 + 1)𝑟或𝑥 = (𝑘 + 1)𝑟 + 𝑚。 

2. 𝑚 − 1 > 𝑙 = 𝑝 (以𝑚 = 4，𝑝 = 𝑙 = 2 為例)： 
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(圖九) (由第一作者製作) 

作法同前，必勝點為𝑥 = (2𝑚)𝑟 與 𝑥 = (2𝑚)𝑟 + 𝑚（即𝑥 = 𝑚𝑟）。 

3. 𝑚 − 1 > 𝑝 > 𝑙： 

(1)𝑚 < 𝑙 + 𝑝  (以𝑚 − 1 = 5， 𝑙 = 3， 𝑝 = 4 為例)： 

 

(圖十) (由第一作者製作) 

作法同前，必勝點為𝑥 = (𝑘 + 1)𝑟 與 𝑥 = (𝑘 + 1)𝑟 + 𝑚。 

(2)𝑚 ≥ 𝑙 + 𝑝 (以𝑚 − 1 = 4， 𝑙 = 2， 𝑝 = 3 為例)：

 

(圖十一) (由第一作者製作) 

作法同前，必勝點為𝑥 = 2𝑚𝑟 與 𝑥 = 2𝑚𝑟 + 𝑚。 

4. 𝑚 − 1 > 𝑙 > 𝑝： 

(1)𝑚 < 𝑙 + 𝑝  (以𝑚 − 1 = 5， 𝑙 = 4，𝑝 = 3 為例)： 

 

(圖十二) (由第一作者製作) 

作法同前，必勝點為𝑥 = (𝑘 + 1)𝑟 與 𝑥 = (𝑘 + 1)𝑟 + 𝑚。 
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(2)𝑚 ≥ 𝑙 + 𝑝 (以𝑚 − 1 = 5，𝑙 = 3， 𝑝 = 2 為例)： 

  

(圖十三) (由第一作者製作) 

作法同前，必勝點為𝑥 = 2𝑚𝑟 與 𝑥 = 2𝑚𝑟 + 𝑚。 

5. 𝑙 > 𝑚 − 1 > 𝑝： 

同 3.若𝑙越大，𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 內有越多必勝點。 

證明： 

1. 𝑚 − 1 > 𝑝時的必勝策略。 

(1) 若𝑚 ≥ 𝑙 + 𝑝。 

 可知在 1 至𝑘中𝑚為 A 的必勝點。 

考慮1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑚 + 𝑙 − 1因為𝑚 + 𝑙, … … , 𝑚 + 𝑙 + 𝑝 − 1皆無法使用，故與原始的

拈問題相同，可知𝑚為 A 之必勝點，且其餘點不為 A 的必勝點。 

考慮𝑚 + 𝑙 ≤ 𝑥 ≤ 𝑘 = 𝑚 + 𝑙 + 𝑝 − 1，因為 B 可直接取 

𝑚 + 𝑙, 𝑚 + 𝑙 + 1, … … , 𝑚 + 𝑙 + 𝑝 − 1 = 𝑘中的任意數， 

故𝑚 + 𝑙, 𝑚 + 𝑙 + 1, … … , 𝑚 + 𝑙 + 𝑝 − 1 = 𝑘不為 A 之必勝點。 

 

假設在(𝑡 − 1)𝑚 + 1至𝑡 × 𝑚中，𝑡 × 𝑚為 A 之必勝點。 

   考慮𝑡 × 𝑚 + 1 ≤ 𝑥 ≤ (𝑡 + 1) × 𝑚。 

   設𝑥 = 𝑡 × 𝑚 + 𝑦，且𝑦 ∈ {1, … … , 𝑚 − 1}。 

   則因𝑡𝑚為 A 之必勝點，則 B 可直接減去𝑦，可知𝑥不為 A 的必勝點。 

設𝑥 = (𝑡 + 1) × 𝑚，若 B 減去的數為𝑏 ∈ {1, … … , 𝑚 − 1}，則 A 接下來減去

𝑚 − 𝑏；若 B 減去的數為𝑏′ ∈ {𝑚 + 𝑙, … … , 𝑚 + 𝑙 + 𝑝 − 1}，則 A 接下來減去

2𝑚 − 𝑏′ ∈ {1, … … , 𝑚 − 1}(因為𝑚 ≥ 𝑙 + 𝑝，可知𝑚 − 1 ≥ 2𝑚 − 𝑏′ ≥ 1)，依此
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可維持每次 A 減完數字後所剩的數為𝑚的倍數。可知(𝑡 + 1) × 𝑚為 A 的必勝

點。 

 

(2) 若𝑚 − 1 <  𝑙 + 𝑝且𝑚 ≥ 𝑙。 

可知在 1 至𝑘 + 1中𝑚, 𝑘 + 1為 A 的必勝點。 

考慮1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑚 + 𝑙 − 1因為𝑚 + 𝑙, … … , 𝑚 + 𝑙 + 𝑝 − 1皆無法使用，故與原始的

拈問題相同，可知𝑚為 A 之必勝點，且其餘點不為 A 的必勝點。 

考慮𝑚 + 𝑙 ≤ 𝑥 ≤ 𝑘 = 𝑚 + 𝑙 + 𝑝 − 1，因為 B 可直接取 

𝑚 + 𝑙, 𝑚 + 𝑙 + 1, … … , 𝑚 + 𝑙 + 𝑝 − 1 = 𝑘中的任意數， 

故𝑚 + 𝑙, 𝑚 + 𝑙 + 1, … … , 𝑚 + 𝑙 + 𝑝 − 1 = 𝑘不為 A 之必勝點。 

考慮𝑚 + 𝑙 + 𝑝 = 𝑘 + 1 = 𝑥。 

若 B 取的第一個數為𝑏 ∈ {1, … … , 𝑝} ∪ {𝑚 + 𝑙, … … , 𝑚 + 𝑝 + 𝑙 − 1}，則 A 取 

   (𝑘 + 1) − 𝑏 ∈ {1, … … , 𝑝} ∪ {𝑚 + 𝑙, … … , 𝑚 + 𝑝 + 𝑙 − 1}。 

   若 B 取的第一個數為𝑏 ∈ {𝑝 + 1, … … , 𝑚 − 1}，則 A 取 

   (𝑙 + 𝑝 − 𝑏) ∈ {𝑙 + 𝑝 − 𝑚 + 1, … … , 𝑙 − 1}(因𝑚 ≤ 𝑙，可知(𝑙 + 𝑝 − 𝑏) ∈ 

{1, … … , 𝑚 − 1})，所剩數字為𝑚，綜合上述𝑘 + 1為 A 的必勝點。 

 

假設在(𝑡 − 1)(𝑘 + 1) + 1至𝑡(𝑘 + 1)中， 

(𝑡 − 1)(𝑘 + 1) + 𝑚, 𝑡(𝑘 + 1)為 A 之必勝點。 

考慮 𝑡(𝑘 + 1) + 1 ≤ 𝑥 ≤ (𝑡 + 1)(𝑘 + 1)， 

設𝑥 = 𝑡(𝑘 + 1) + 𝑦，且𝑦 ∈ {1, … … , 𝑚 − 1} ∪ {𝑚 + 𝑙, … … , 𝑚 + 𝑙 + 𝑝}。 

則因𝑡(𝑘 + 1)為 A 之必勝點，且 B 可直接減去𝑦，可知𝑥不為 A 之必勝點。 

設𝑥 = 𝑡(𝑘 + 1) + 𝑚，且 B 減去的數為𝑏′ ∈ {1, … … , 𝑚 − 1}，則 A 接下來則減去

𝑚 − 𝑏′，所剩數字為𝑡(𝑘 + 1)。 

設𝑥 = 𝑡(𝑘 + 1) + 𝑚，且 B 減去的數為𝑏′ ∈ {𝑚 + 𝑙, … … , 𝑚 + 𝑝 + 𝑙 − 1}，則 A 接

下來則減去(𝑘 + 1) − 𝑏′，所剩數字為𝑡(𝑘 + 1)。 
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可知𝑡(𝑘 + 1) + 𝑚為 A 之必勝點。 

設𝑥 = (𝑡 + 1)(𝑘 + 1)，且 B 減去的數為𝑏′ ∈ {1, … … , 𝑝} ∪ {𝑚 + 𝑙, … … , 𝑚 + 𝑝 +

𝑙 − 1}，則 A 接下來則減去(𝑘 + 1) − 𝑏′，依此可維持每次 A 減完數字之後，所

剩數字為(𝑘 + 1)的倍數。 

故(𝑡 + 1)(𝑘 + 1)為 A 的必勝點。 

設𝑥 = (𝑡 + 1)(𝑘 + 1)，且 B 減去的數為𝑏′ ∈ {𝑝 + 1, … … , 𝑚 − 1}，則 A 接下來

則減去𝑙 + 𝑝 − 𝑏′，則所剩數字為𝑡(𝑘 + 1) + m。 

可知(𝑡 + 1)(𝑘 + 1)為 A 的必勝點。 

設𝑥 = 𝑡(𝑘 + 1) + 𝑦，且𝑦 ∈ {𝑚 + 1, … … , 𝑚 + 𝑙 − 1}。 

B 可先減去𝑦 − 𝑚，剩下𝑡(𝑘 + 1) + 𝑚， 𝑥不為 A 之必勝點。 

肆、 研究結果 

一、 ⟨bj⟩j=1

l
不存在時的結果為 x = (𝑘 + 1)𝑛。 

二、 ⟨bj⟩j=1

l
為一連續數列，且𝑝 ≥ 𝑚時必勝點為[(1 + 𝑞)𝑚 + 𝑘 + 1]𝑟, 

[(1 + 𝑞)𝑚 + 𝑘 + 1]𝑟 + 𝑚, [(1 + 𝑞)𝑚 + 𝑘 + 1]𝑟 + 2𝑚, 

[(1 + 𝑞)𝑚 + 𝑘 + 1]𝑟 + 3𝑚, … , [(1 + 𝑞)𝑚 + 𝑘 + 1]𝑟 + (𝑞 + 1)𝑚。 

三、 ⟨bj⟩j=1

l
為一連續數列，且𝑚 − 1 = 𝑝，必勝點為 

 {(𝑘 + 1)𝑡 + 𝑚, (𝑘 + 1)𝑡 + 2𝑚, … … , (𝑘 + 1)𝑡 + (𝑞 + 1)𝑚, (𝑘 + 1)(𝑡 + 1) ∶ 𝑡 ∈ ℤ}。 

四、 ⟨bj⟩j=1

l
為一連續數列，且𝑚 − 1 > 𝑝 

1.  𝑚 ≥ 𝑙 + 𝑝，必勝點為{𝑡 × 𝑚: 𝑡 ∈ ℤ}。 

2. 𝑚 ≤ 𝑙 + 𝑝，必勝點為{𝑡(𝑘 + 1) + 𝑚, (𝑘 + 1)(𝑡 + 1) ∶ 𝑡 ∈ ℤ}。 

伍、 討論 

在⟨bj⟩j=1

l
為一不完全連續數列時，我們發現其必勝點會在許多不一樣地方出現。 
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(圖十四)(由第一作者製作) 

1. 如圖十四所示，當⟨bj⟩j=1

𝑙
為兩段連續數列組成時，必勝點可能會在許多不一樣的

地方出現，我們發現在某些情況下，由一個必勝點所延伸之第二段紅色線段(及該

必勝點⟨bj⟩j=1

𝑙
後段連續數列)可能與下一個必勝點的前段紅色線段有交集。若假設

⟨bj⟩j=1

𝑙
是許多段連續數列(例如：⟨bj⟩j=1

10
= ⟨2,3,5,6,7,8,10,11,12,15⟩)，則會變得相

當複雜，但我們仍可以直接使用最前面所述之方法二來找出必勝點。 

2. 當𝑚 − 1 > 𝑝且𝑙 > 𝑚時，在不同的數字條件下，我們無法確認每個循環之間的區

間大小，因此我們目前只能從數字中找出規律，尚無法進一步推導出必勝點公

式，僅能使用最前面所述之方法二來找出必勝點。 

陸、 結論 

    由此研究得出當我們在玩單堆拈時，給定從 1 開始的連續數列，接著再將部分數字刪

除，可以利用我們求出的公式找出必勝點。但是當刪掉部分為不完全連續的數字且刪掉的數

字量大於 2 時，我們仍只能用方法一及方法二或數線求解，期望在我們持續研究下，能推算

出所有情況的必勝點公式並設法推廣到多堆拈。 

    此外，我們想到數線的概念及最終的結果可以應用在生活中。例如紅綠燈：當每一燈號

可停留的秒數為特定幾個值，如同先手後手可減去的數字有限制，利用類似的概念，優化交

通秩序，可以減少汽、機車廢氣的排放以及民眾等待的時間，達到減少能源使用和空氣汙

染。此外例如排班表：假設一個值班周期是一週(7 天)，那麼就可以套入 n= 7的情況，並選

擇上班日或休息日的規律，依照每個人不同的需求，調整上班與休息之間隔，不但對身心有

一定的幫助，也可提高整體的工作效率，以達到最佳平衡。 
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四、曾柏翔、吳語陞。數學增減遊戲分析以一加一打手指遊戲和拈為例。 



【評語】050411 

本作品探討一個拈遊戲的變型：起始有一正整數 n，兩位玩家輪流取

將 n 減去數值，最終減至 0者勝，規定可以減的數為{1,2,...,k}\C。

然而，作者用直接討論的方法做出一些特例，共計如下：k=4,C={2}、

k=4,C={3} 、 k=4,C={2,3} 、 k=8,C={3,6} 、 k=10,C={3,6} 、

k=5,C={2,4}、k=5,C={3,4}、和 k∈ℕ,C 是一個區間。因其結果與同

餘相關，只須逐一討論即可。本作品分析有條有理，且輔以圖形解說，

建議深化討論不連續情況。  
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拈拈有餘—單堆拈必勝策略探討



本文以單堆拈有關的問題出發，討論當給定首項為 1 的連續數列，接著再就未刪除、刪除不同長度連續或

不連續的數列等條件，觀察結果並找出其必勝策略。在刪除特定數列時，發現必勝點的數量與大小和「刪除的數

列的首項」及「刪除的數列的長度」有關，最後將其簡化成公式。

一、研究動機：

    在暑假時，因為熱愛數學，所以報名了營隊，上課的時候，老師給了我們一道題目如下：「與對手猜拳，輸

的人先決定一個不大於10的正整數𝑛，贏的人決定當先手或後手。雙方輪流依次減去1到3的正整數，最後使𝑛減至

0者獲勝，則必勝策略為何？」

    因緣際會下，我們認識了數學益智遊戲——單堆拈，發現初始的遊戲設定有簡單的必勝策略，但此必勝策略

僅能使用在可減去的數字為連續正整數的情況。若改變條件，使可減去的數字不連續，則此必勝策略不再管用。

這讓我們感到非常有趣，因此我們決定深入探討可減去的數字不連續時的必勝策略。

二、研究目的：

    探討以公式表示單堆拈的必勝點。

白板、筆記型電腦(GeoGebra經典6版、Microsoft Word 2019)。

壹、前言

貳、研究設備及器材

參、研究過程及方法

一、問題討論及初步推廣：

問題：

與對手猜拳，輸的人先決定一個不大於10的正整數

𝑛 ，贏的人決定當先手或後手。雙方輪流依次減去1到

3的正整數，最後使𝑛減至0者獲勝，則後手的必勝策

略為何？

【解】

方法一：

令有兩玩家A、B，其中A為後手。

定義：A的必勝點為可以確保後手A必勝的數。

(1)當𝑛 = 1、2、3時，B可直接減去1、2或3，所以1  

   、2 、3不為A的必勝點。

(2)當𝑛 = 4時，因B只能減去1到3的整數，若B減去1

   則A減去3，若B減去2則A減去2，若B減去3則A減去

   1，A 必定獲勝。所以4為A的必勝點。

(3)當𝑛 = 5、6、7時，因B必可將𝑛減為4，此時回到

       𝑛 = 4的情形，此時可視A為先手。由上述討論可

二、符號定義：

1. 𝑎𝑖 𝑖=1
𝑘 = 1,2, ⋯ , 𝑘 。

2. bj j=1

𝑙
為 ai i=1

𝑘 中不可減去的數所組成的數列，其中𝑙 ∈ ℕ且1, 𝑘不在 bj j=1

𝑙
中，𝑏1 < 𝑏2 < ⋯ < 𝑏𝑙。

  例如：(1)在初始問題中，兩玩家可減去的數為1,2,3，則 ai i=1
𝑘 = 1,2,3 ， bj j=1

𝑙
不存在。

(2)假設1,2,4,6,7為兩玩家可減去的數，則 ai i=1
𝑘 = 1,2,3,4,5,6,7 ， bj j=1

𝑙
= 3,5 。

3.當 bj j=1

𝑙
為連續數列時，令 bj j=1

𝑙
= a𝑚, a𝑚+1, … , a𝑚+𝑙−1 ，且𝑎𝑚+𝑙到𝑎𝑘之長度𝑘 − 𝑚 − 𝑙 + 1為𝑝。

例如：當 ai i=1
10 = 1,2, … , 10 、 bj j=1

4
= 4,5,6,7 時，⇒ 𝑚 = 4 ⇒ 𝑝 = a8~a10的長度= 3。

(此圖表由第一作者製作)

所以對A而言，如同方法一所述，可知當4| 𝑛 時，該點

為必勝點。

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

○ ╳ ╳ ╳ ○ ╳ ╳ ╳ ○ ╳ ╳

知B必勝，所以5、6、7不為A的必勝點。

(4)當𝑛 = 8時，因B減去1到3任一數時，A必可將𝑛

減為4，此時回到𝑛 = 4的情形，所以8也是A的必 

勝點。

   同理，對A而言，當4| 𝑛 時，𝑛皆為A的必勝點。

方法二：

由方法一可知，當一個數可直接由必勝點減去數字得

到，則此點不為必勝點。根據題目所述，當𝑛 = 0時，

A獲勝，可知0為A的必勝點，接著可由0逆推其餘必勝

點：1、2、3可由0直接走到⇒ 4為必勝點；5、6、7可

由4直接走到⇒ 8為必勝點；依此類推可得下表。 (○

代表A的必勝點，╳代表不為A的必勝點。)

(一)給定 ai i=1
𝑘 、 bj j=1

𝑙
，

推出必勝點，觀察結果。

(二)將 ai i=1
𝑘 畫成數線，討論

當 bj j=1

𝑙
為一連續數列時，

必勝點的情況。

1. bj j=1

𝑙
不存在

2. 𝑙 = 1

3. 𝑙 = 2 7. 𝑝 > 𝑙 = 𝑚 − 1

6. 𝑙 > 𝑚 − 1 = 𝑝

8. 𝑚 − 1 > 𝑝 > 𝑙

9. 𝑚 − 1 > 𝑙 > 𝑝

11. 𝑙 > 𝑝 > 𝑚 − 1

10. 𝑙 > 𝑚 − 1 > 𝑝

12. 𝑝 > 𝑙 > 𝑚 − 1

13. 𝑝 > 𝑚 − 1 > 𝑙

1. 𝑚 − 1 = 𝑙 = 𝑝

2. 𝑚 − 1 = 𝑙 > 𝑝

4. 𝑚 − 1 = 𝑝 > 𝑙

3. 𝑙 = 𝑝 > 𝑚 − 1

5. 𝑚 − 1 > 𝑙 = 𝑝

(此圖表由第一作者製作)

三、研究流程



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

╳ ○ ╳ ╳ ╳ ╳ ○ ╳ ○ ╳

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

╳ ╳ ╳ ○ ╳ ○ ╳ ╳ ╳ ╳

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

○ ╳ ○ ╳ ╳ ╳ ╳ ○ ╳ ○

3. 𝑙 =2：

舉例： ai i=1
4 = 1,2,3,4 且𝑏1 = 2 ， 𝑏2 = 3(𝑚 = 2, 𝑝 = 1)，A的

必勝點為𝑥 = 5𝑟 與𝑥 = 5𝑟 + 2。

（𝑁點）發現另一個必勝點，由此必勝點又可推得下一個必勝

點，以此類推，我們可以找到當𝑝 > 𝑚 − 1 > 𝑙時，必勝點為

𝑥 = 𝑚 + 𝑘 + 1 𝑟與 𝑥 = 𝑚 + 𝑘 + 1 𝑟 + 𝑚

舉例： 𝑙 = 𝑝 > 𝑚 − 1：

(1)𝑚 = 𝑙 = 𝑝 (以𝑚 = 𝑙 = 𝑝 = 4為例)：

必勝點為𝑥 = 𝑘 + 𝑚 + 1 𝑟 與 𝑥 = 𝑘 + 𝑚 + 1 𝑟 + 𝑚

(2)𝑚 < 𝑙 = 𝑝 (以𝑚 = 3，𝑙 = 𝑝 = 4為例)：

不同於前面的例子，如上圖所示，有兩個必勝點在𝐶𝐷內。

作法同前，發現當𝑚固定，𝑙越大時，𝐶𝐷內有越多必勝點。

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

╳ ○ ╳ ╳ ○ ╳ ○ ╳ ╳ ○

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

╳ ○ ╳ ╳ ○ ╳ ○ ╳ ╳ ○

(此圖表由第一作者製作)

(此圖表由第一作者製作)

我們在給定 ai i=1
𝑘 和 bj j=1

𝑙
的情況下，發現𝑚、𝑙、𝑝的大小會造成

必勝點的結果有不一樣的變化，因此將𝑚、𝑙、𝑝以數線表示來討

論。

結論：令𝑙 = 𝑚𝑞 + 𝑟(𝑞, 𝑟 ∈ ℤ且𝑞, 𝑟 ≥ 0)。在第一個循環裡可以找

到當𝑥 = 𝑚, 2𝑚, 3𝑚, … , 𝑞 + 1 𝑚, 1 + 𝑞 𝑚 + 𝑘 + 1，共 2 + 𝑞 個

解。

⇒  𝑥的必勝點為 1 + 𝑞 𝑚 + 𝑘 + 1 𝑟, 1 + 𝑞 𝑚 + 𝑘 + 1 𝑟 + 𝑚,

1 + 𝑞 𝑚 + 𝑘 + 1 𝑟 + 2𝑚, … , 1 + 𝑞 𝑚 + 𝑘 + 1 𝑟 + 𝑞 + 1 𝑚。

(二)將 ai i=1
𝑘 畫成數線，討論當 bj j=1

𝑙
為一連續數列，

    且𝑝 ≥ 𝑚的必勝點的情況。

舉例：𝑝 > 𝑚 − 1 > 𝑙(以𝑚 − 1 = 4，𝑙 = 2，𝑝 = 5為例):

(此圖由第一作者製作)

四、討論

令A為後手。

(一)給定 ai i=1
𝑘 、 bj j=1

𝑙
，推出必勝點，觀察結果。

1. bj j=1

𝑙
不存在：

舉例：

𝑎𝑖 𝑖=1
4 = 1,2,3,4 ，A的必勝點為𝑥 = 5𝑟。

結論：當 bj j=1

𝑙
不存在時，𝑥 = (𝑘 + 1)𝑟為A的必勝點。

證明：

考慮1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑘。因B可直接減去𝑥，因此不為A的必勝點。

考慮𝑥 = 𝑘 + 1。若B第一個減去的數為𝑏 ∈ 1, … … , 𝑘 ，則A減去

𝑘 + 1 − 𝑏 ∈ 1, … … , 𝑘 ，可知在1至𝑘中A的必勝點為𝑘 + 1。

令𝑡為任意正整數。  

假設在 𝑡 − 1 𝑘 + 1 + 1至𝑡(𝑘 + 1)中A的必勝點為𝑡(𝑘 + 1)。

設𝑥 = 𝑡 𝑘 + 1 + 𝑦，且𝑦 ∈ 1, … … , 𝑘 ，則因𝑡(𝑘 + 1)為A的必勝

點，則B可直接減去𝑦，可知𝑥不為A之必勝點。

設𝑥 = (𝑡 + 1) 𝑘 + 1 ， 若B第一個減去的數為𝑏′則A接下來減去

𝑘 + 1 − 𝑏′，因此可在每次A減完後仍維持在𝑘 + 1的倍數，故

(𝑡 + 1) 𝑘 + 1 為A之必勝點。

2. 𝑙 = 1：

舉例： ai i=1
4 = 1,2,3,4 且𝑏1 = 2(𝑚 = 2, 𝑝 = 2)，A的必勝點為

𝑥 = 7𝑟 與𝑥 = 7𝑟 + 2。

證明：

我們發現當𝑚 − 1 = 𝑝時的必勝情況。

設𝑙 = 𝑚𝑞 + 𝑟，則{ 𝑘 + 1 𝑡 + 𝑚, 𝑘 + 1 𝑡 + 2𝑚, … … , 𝑘 + 1 𝑡 +

𝑞 + 1 𝑚, 𝑘 + 1 𝑡 + 1 ∶ 𝑟 ∈ ℤ

且1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚}為A的必勝點(後手有必勝策略)。

(1)考慮1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑚 + 𝑙 − 1 = 𝑞 + 1 𝑚 + (𝑡 − 1)。

因為𝑚 + 𝑙, … … , 𝑚 + 𝑙 + 𝑝 − 1皆無法使用，故與原始的拈問題相同，可

知𝑚, 2𝑚, … … , 𝑞 + 1 𝑚為A之必勝點。

(2)考慮𝑚 + 𝑙 ≤ 𝑥 ≤ 𝑘 + 1 = 𝑚 + 𝑙 + 𝑝。

因為B可直接取𝑚 + 𝑙, 𝑚 + 𝑙 + 1, … … , 𝑚 + 𝑙 + 𝑝 − 1 = 𝑘中的任意數，故

𝑚 + 𝑙, 𝑚 + 𝑙 + 1, … … , 𝑚 + 𝑙 + 𝑝 − 1 = 𝑘不為A之必勝點，

設𝑥 = 𝑘 + 1 = 𝑚 + 𝑙 + 𝑝。

若𝑏為B第一個減去的數，則𝑏 ∈ 1, … … , 𝑚 − 1 ∪ 𝑚 + 𝑙, … … , 𝑚 + 𝑙 + 𝑝 。

A減去 𝑘 + 1 − 𝑏，A一定獲勝。

其中可知 𝑘 + 1 − 𝑏 ∈ 1, … … , 𝑚 − 1 ∪ 𝑚 + 𝑙, … … , 𝑚 + 𝑙 + 𝑝 。

可知在1至𝑘 + 1中，A之必勝點為𝑚, 2𝑚, … … , 𝑞 + 1 𝑚, 𝑘 + 1，

共 𝑞 + 2 個必勝點。

假設在 𝑡 − 1 𝑘 + 1 + 1至𝑡 𝑘 + 1 中，

𝑡 − 1 𝑘 + 1 + 𝑚, 𝑡 − 1 𝑘 + 1 + 2𝑚, … … , 𝑡 − 1 𝑘 + 1 + 𝑞 + 1 𝑚, 

𝑡(𝑘 + 1)為A之必勝點。

考慮 𝑡 𝑘 + 1 + 1 ≤ 𝑥 ≤ (𝑡 + 1)(𝑘 + 1)，

(1)設 𝑥 = 𝑡 𝑘 + 1 + 𝑦，且𝑦 ∈ 1, … … , 𝑚 − 1 ∪ 𝑚 + 𝑙, … … , 𝑚 + 𝑙 + 𝑝 。

則因𝑡 𝑘 + 1 為A之必勝點，且B可直接減去𝑦，可知𝑥不為A之必勝點。

(2)設𝑥 = 𝑡 + 1 𝑘 + 1 ，則B減去的數為𝑏′，則A接下來則減去

𝑘 + 1 − 𝑏′，依此可維持每次A減完數字之後，所剩數字為

𝑘 + 1 的倍數。故 𝑡 + 1 𝑘 + 1 為A的必勝點。

將𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑚−1、𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑙、𝑎𝑚+𝑙 , 𝑎𝑚+𝑙+1, … , 𝑎𝑘以線段表示

成𝐴𝐵、𝐶𝐷、𝐸𝐹三線段，經過觀察，可以知道𝑥 = 𝑏1（𝑀點）是

一個必勝點，依照方法二，可從𝑥 = 𝑏1 + 1處再做一次和𝐴𝐵、

𝐶𝐷、𝐸𝐹相同的三線段𝐺𝐻、ഥ𝐼𝐽、𝐾𝐿，接著又可以在𝑥 = 𝑚 + 𝑘 + 1

(此圖表由第一作者製作)

(此圖表由第一作者製作)

(此圖表由第一作者製作)



1.如上圖所示，當 bj j=1

𝑙
為兩段連續數列組成時，必勝點可能會在許多不一樣的地方出現，我們發現在某些情況

下，由一個必勝點所延伸之第二段紅色線段(及該必勝點 bj j=1

𝑙
後段連續數列)可能與下一個必勝點的前段紅色線

段有交集。假設 bj j=1

𝑙
是許多段連續數列(例如： bj j=1

10
= 2,3,5,6,7,8,10,11,12,15 )，則會變得相當複雜，但我們

仍可以直接使用最前面所述之方法二來找出必勝點。

2.當𝑚 − 1 > 𝑝且𝑙 > 𝑚時，在不同的數字條件下，我們無法確認每個循環之間的區間大小，因此我們目前只能從

數字中找出規律，尚無法進一步推導出必勝點公式，僅能使用最前面所述之方法二來找出必勝點。

一、 𝒃𝒋 𝒋=𝟏

𝒍
不存在時的結果為𝒙 = 𝒌 + 𝟏 𝒏。

二、 𝒃𝒋 𝒋=𝟏

𝒍
為一連續數列時且𝒑 ≥ 𝒎必勝點為 𝟏 + 𝒒 𝒎 + 𝒌 + 𝟏 𝐫, 𝟏 + 𝒒 𝒎 + 𝒌 + 𝟏 𝒓 + 𝒎, 

𝟏 + 𝒒 𝒎 + 𝒌 + 𝟏 𝒓 + 𝟐𝒎, 𝟏 + 𝒒 𝒎 + 𝒌 + 𝟏 𝒓 + 𝟑𝒎, … , 𝟏 + 𝒒 𝒎 + 𝒌 + 𝟏 𝒓 + 𝒒 + 𝟏 𝒎。

三、 𝒃𝒋 𝒋=𝟏

𝒍
為一連續數列，且𝒎 − 𝟏 = 𝒑，必勝點為

 { 𝒌 + 𝟏 𝒕 + 𝒎, 𝒌 + 𝟏 𝒕 + 𝟐𝒎, … … , 𝒌 + 𝟏 𝒕 + 𝒒 + 𝟏 𝒎, 𝒌 + 𝟏 𝒕 + 𝟏 ∶ 𝒕 ∈ ℤ}。

四、 𝒃𝒋 𝒋=𝟏

𝒍
為一連續數列，且𝒎 − 𝟏 > 𝒑

1. 𝒎 ≥ 𝒍 + 𝒑，必勝點為{𝒕 × 𝒎: 𝒕 ∈ ℤ}。

2. 𝒎 < 𝒍 + 𝒑，必勝點為{𝒕 𝒌 + 𝟏 + 𝒎, 𝒌 + 𝟏 𝒕 + 𝟏 ∶ 𝒕 ∈ ℤ}。

伍、討論

柒、參考文獻
一、 尼姆遊戲。維基百科。二、 張鎮華。拈及其各種變型遊戲。數學傳播季刊, 第3卷第2期, 6-15。三、 張

進安。有關單堆積偶的拈。數學傳播季刊, 第47卷第3期, 72-79。

(此圖表由第一作者製作)

陸、結論
由此研究得出當我們在玩單堆拈時，給定從1開始的連續數列，接著再將部分數字刪除，可以利用我們求出

的公式找出必勝點。但是當刪掉部分為不完全連續的數字時，我們仍只能用方法一及方法二或數線求解，期望

在我們持續研究下，能推算出所有情況的必勝點公式並設法推廣到多堆拈。

    此外，我們想到數線的概念及最終的結果可以應用在生活中。例如紅綠燈：當每一燈號可停留的秒數為特

定幾個值，如同先手後手可減去的數字有限制，利用類似的概念，優化交通秩序，可以減少汽、機車廢氣的排

放以及民眾等待的時間，達到減少能源使用和空氣汙染。此外例如排班表：假設一個值班周期是一週(7天)，那

麼就可以套入𝑛 = 7的情況，並選擇上班日或休息日的規律，依照每個人不同的需求，調整上班與休息之間隔，

不但對身心有一定的幫助，也可提高整體的工作效率，以達到最佳平衡。

肆、研究結果

在 bj j=1

𝑙
為一不完全連續數列時，我們發現其必勝點會在許多不一樣的地方出現。

(三)將 ai i=1
𝑘 畫成數線討論當 bj j=1

𝑙
為一連續數列，

且𝑝 < 𝑚的必勝點的情況。

舉例：𝑚 − 1 = 𝑙 > 𝑝(以𝑚 − 1 = 𝑙 = 4，𝑝 = 3為例)：

(此圖由第一作者製作)

同上，可從𝑥 = 𝑏1 + 1處再做一次和𝐴𝐵、𝐶𝐷、𝐸𝐹相同的三

線段𝐺𝐻、ഥ𝐼𝐽、𝐾𝐿 ，接著又可以在𝑥 = 𝑎𝑘 + 1發現另一個必勝

點，以此類推，我們可以找到當𝑚 − 1 = 𝑙 > 𝑝時必勝點為

𝑥 = 𝑘 + 1 𝑟或𝑥 = 𝑘 + 1 𝑟 + 𝑚。

(3)設𝑥 = 𝑡 𝑘 + 1 + 𝑙 × 𝑚，其中1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑞 + 1。

則可依前述方式，使所剩數字為𝑙 × 𝑚，此時𝑚 + 𝑙, … … , 𝑚 + 𝑙 +

𝑝 − 1皆無法使用，故由開始的拈問題可知𝑡 𝑘 + 1 + 𝑙 × 𝑚為A之

必勝點。

所以𝑡 𝑘 + 1 + 𝑚, 𝑡 𝑘 + 1 + 2𝑚, … … , 𝑡 𝑘 + 1 + (𝑞 + 1)𝑚皆A之

必勝點。

(4)設𝑥 = 𝑡 𝑘 + 1 + 𝑦，且𝑦 ∈ 𝑚, … … , 𝑚 + 𝑙 − 1 ，且𝑦不為𝑚的

倍數。

可設𝑦 = 𝑢𝑚 + 𝑣，其中1 ≤ 𝑢 ≤ 𝑞 + 1, 1 ≤ 𝑣 ≤ 𝑚 − 1，B可先減

去𝑣，剩下𝑡 𝑘 + 1 + 𝑢𝑚，此後若A減去𝑡，則B接著減去 𝑘 + 1 −

𝑡，至剩下的數為𝑢𝑚 ≤ 𝑦 ≤ 𝑚 + 𝑙 − 1，因此時只能減去1至𝑚 − 1

中的數，由原始的拈問題可知，𝑥為B之必勝點。
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