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n 倍等角差線 

 

本研究從分析產生 n 倍等角差線的聯立方程式與參數式出發，首先從觀察圖形的變化及計算，得

到不同初始條件下的圖形分類，進一步探索其漸近線、輻射點的特性，並解決文獻中的稠密性猜想。 
本研究再考慮 n 倍等角差線經旋轉、鏡射、反演後的圖形，討論封閉圈數，並求得分割區域數。

並且得到當 n 為有理數時，能利用圖形逆推 n 值。 
 

 

 
    「等角差線」一詞起初由李永約在數學傳播 178 期(2021 年)提出。等角差線的概念是兩條通過不

同定點的曲線，分別以等速率逆時針及順時針旋轉一固定角度範圍時，考慮所有兩直線的交會點所形

成的曲線。李永約利用微分與矩陣工具發現了曲線的性質，包含對稱性、漸近線。 
    其後鍾文體在數學傳播 181 期(2022 年)、張鎮華在數學傳播 183 期(2022 年)均利用二元二次方程式

的方法，指出了此曲線即為二次曲線中的雙曲線。 
    後續李永約在數學傳播 186 期(2023 年)將定義的部份修改，並且引進「 n 倍等角差線」的情境：即

「兩條通過不同定點的曲線，分別以固定倍數的速率逆時針及順時針旋轉時，考慮所有兩直線的交會

點所形成的曲線」。關於 n 倍等角差線，李永約使用微分與矩陣工具，提出曲線的對稱性、輻射點與漸

近線，並提出關於此曲線是否能於坐標平面上稠密之猜測。 
 

  
    對於過去兩年多，這三位作者在此問題上的發想，我們想使旋轉的角度為不設限的廣義角，順著

這個情境觀察 n 倍等角差線，解決李永約提出的猜測問題，並且描述此線的一些樣貌。 
在研究中我們也確實解決了猜測，亦在不同倍數 n (正整數、整數、有理數、實數)的速率下，描述

軌跡隨著角度的產生過程、圖形分類、漸近線的數量、對稱性、封閉圈數、分割區域數、逆推 n 值…

等等，形成本書的研究目的及研究結果。 
 

 
(一)將 n 倍等角差線的圖形分類。 
(二)探索 n 倍等角差線的漸近線與輻射點。 
(三)探索 n 倍等角差線的漸近線數量。 
(四)處理 n 倍等角差線是否於坐標平面佈滿或稠密的猜想。 
(五)探索 n 倍等角差線經旋轉、鏡射、反演後之圖形。 
(六)探索 n 倍等角差線的封閉圈數及分割區域數。 
(七)當 n 為有理數時，在已知為 n 倍等角差線的前提下，由圖形特徵逆推 n 值。 
 

摘要 

壹、前言 

(一) 文獻回顧 

(二) 研究動機 

(三) 研究目的 
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紙、筆、Geogebra 軟體。 

 

 
一、等角差線：(參考文獻[1]，作者李永約) 

如圖，考慮 為一常數、 為一實數變數、 l為一大於 0 的常數。給定兩直線 1 2,L L ，其中 1L 為通

過原點且與 x 軸正向夾角為  的直線； 2L 為通過原點且與 x 軸正向夾角為  的直線。將 1 2,L L 分

別以原點  0, 0B 及  , 0C l 為旋轉中心，並且同時以 作為變數開始旋轉。此時 1 2,L L 的交點 A 所形成

的軌跡稱為等角差線，並將此軌跡記作 ,1
l
 。 

           
圖 1： 1 2,L L 在坐標平面上旋轉      圖 2： 1 2,L L 的交點軌跡 

 

二、 n 倍等角差線：(參考文獻[4]，作者李永約)  

設 n 為一實數，考慮 為一常數、 為一實數變數、 l為一大於 0 的常數。給定兩直線 1 2,L L ，其

中 1L 為通過原點且與 x 軸正向夾角為 n  的直線； 2L 為通過原點且與 x 軸正向夾角為  的直

線。將 1 2,L L 分別以原點  0, 0B 及  , 0C l 為旋轉中心，並且同時以 作為變數開始旋轉。此時 1 2,L L 的

交點 A 所形成的軌跡稱為 n 倍等角差線，並將此軌跡記作 ,
l
n 。 

  
 
三、 n 倍等角差線的漸近線：(參考文獻[4]，作者李永約) 
    設 n 倍等角差線上一 P 點沿著線上移動，無限遠離原點時，若此 P 點與某一條直線 L的距離趨近

於 0，則稱 L為 n 倍等角差線的一條漸近線。 
 
四、輻射點：(參考文獻[4]，作者李永約) 

    固定同一組 , ,n l 的情形下， ,
l
n 的所有漸近線之交點稱為輻射點。 

 
五、封閉圈數： 
    n 倍等角差線自相交形成封閉圈的數量。 
 
六、分割區域數： 
    n 倍等角差線將坐標平面分割成不相交的區域之數量。 

貮、研究設備及器材 

參、名詞解釋 

圖 3： n倍等角差線 
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設 n 為一實數，考慮 為一常數、 為一變數、 l為一大於 0 的常數。給定兩直線 1 2,L L ，其中 1L

為通過原點且與 x 軸正向夾角為 n  的直線； 2L 為通過原點且與 x 軸正向夾角為  的直線。將

1 2,L L 分別以原點  0, 0B 及  , 0C l 為旋轉中心，並且同時以 作為變數開始旋轉。此時 1 2,L L 的交點

A 所形成的軌跡稱為 n 倍等角差線，並將此軌跡記作 ,
l
n 。 

  
交點 A 的軌跡即為下列聯立方程式的交點： 

 
 

1

2

: tan
: tan

L y n x
L y x l

 


 
    

 

 
試著解聯立並將軌跡轉為 的參數式： 

因為    tan tann x x l        tan tan tann x l          

得
 
 
   

tan                             
tan tan

tan tan
tan

tan tan

lx
n

l n
y n x

n


  

  
 

  

   
         

 

 
    上述參數式在參考文獻[4]，作者李永約亦曾化簡得到。考慮兩直線 1 2,L L 以 作為變數開始旋轉，

上述關於 、 n 的定義實際上在改變通過  0, 0B 之 1L 的旋轉情形：其中 可被視為「預先旋轉」的旋

轉角度、 n 可被視為 1L 的「轉速倍率」為 2L 的 n 倍。 
 

      
 
 
 
    使 、 n 作為控制項，我們可以得到不同的 n 倍等角差線圖形。當 、 n 滿足或不滿足以下的性

質 1 時，圖形會有兩類不同的狀況，茲整理與說明如下： 

 
    我們在使用 Geogebra 繪圖時，發現在不同的 、 n 之下，某些 n 倍等角差線不會包含水平線

0y  、某些則會包含水平線。關於這個現象，我們嘗試觀察 與 n 的關係，給出下列的兩個性質，以

便將曲線予以分類。 

肆、研究結果 

(一) n 倍等角差線的圖形分類 

1.第一類 n倍等角差線與第二類 n倍等角差線 

圖 4： 1 2,L L 在坐標平面上旋轉 圖 5： 1 2,L L 的交點軌跡 
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證明： 
   當  nm k   ， ,m k  時， 

我們有     1 : tan tanL y nmn k k xmx n        及   2 : tanL y x l   。 
故當 m   時， 1L 、 2L 皆為水平線 0y  ，即 1L 與 2L 相交的點集合包含水平線 0y  。 
即當  nm k   ， ,m k  時，n倍等角差線包含水平線 0y  。 

   若n倍等角差線包含直線 0y  ， 

則存在 ,m m   ，使得    1 : tan tan 0L y mn x x   ，即 mn k    ， k。 

故  nm k   ， ,m k  。█ 
 

因此，我們將n倍等角差線予以定義為兩類： 

 
 

                     
圖 6：第一類 n倍等角差線

2
3

n  、
5
3

       圖 7：第二類 n倍等角差線
2
3

n  、
5
3

   
 

 
證明： 

因為
 
 
   

tan                             
tan tan

tan tan
tan

tan tan

lx
n

l n
y n x

n


  

  
 

  

   
         

，故

 
      

 
      

sin cos
cos

sin 1

sin sin
sin

sin 1

l n
x r n

n

l n
y r n

n

  
  

 

  
  

 

 
     


       

， 

其中     
sin

sin 1
lr

n


 



 

。(  r  可能為正、負或 0) 

當圖形為第二類n倍等角差線時，我們有  nm k   ， ,m k  ，因此： 

x坐標
   

  
sin cos

lim
sin 1m

l mn k n
mn k n

   
  

  
      

 (往下使用羅必達法則) 

       
    

cos cos sin sin
lim

11 cos 1m

mn k n n mn k n ll
nn mn k n

       
  

     
        

 

類似地我們有 y坐標 0 。 

所以第二類n倍等角差線通過 ,0
1
l
n

 
  

。█ 

性質 1：  nm k   ， ,m k     n倍等角差線包含水平線 0y  。 

定義：第一類 n 倍等角差線與第二類 n 倍等角差線 

(1)不滿足  nm k   ， ,m k  的n倍等角差線稱為「第一類n倍等角差線」， 
其圖形不包含水平線 0y  ； 

(2)滿足  nm k   ， ,m k  的n倍等角差線稱為「第二類n倍等角差線」， 
其圖形包含水平線 0y  。 

性質 2：第二類n倍等角差線通過 ,0
1
l
n

 
  

。 
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當  nm k   ， ,m k  時，我們可以依 n 值的不同整理聯立方程式或參數式，並且考慮特別

情形，將曲線予以分類描述。分別為一般情形下的「 0n  時的曲線、 0n  時的曲線」，以及特別情形

「 1n  時的雙曲線、 0n  時的直線、 1n   時的圓」，說明如下： 
 

表 1：(1)  nm k   ， ,m k  時的 n 倍等角差線一般情形： 

  
○1 0n  (不具封閉圈的 n 倍等角差線) (圖 8) ○2 0n  (具封閉圈的 n 倍等角差線) (圖 9) 

 
表 2：(2)  nm k   ， ,m k  時的 n 倍等角差線特別情形： 

 
(1)一般情形： 
    一般情形均為具有漸近線的曲線。 
○1 0n  時為具有多條漸近線，以及漸近線均相交於一輻射點，且不具封閉圈的圖形；█ 
○2 0n  時為具有漸近線，以及漸近線均通過一輻射點，且具有封閉圈的圖形。█ 
 
(2)特別的情形： 
○3 1n   時： 

考慮聯立方程式
 

 
1

2

: tan    
: tan

L y x
L y x l

 


 
    

， 

將 2L 移項可得 tan y
l x

 


， 

   
 

tantan tantan
1 tan tan tan

l x yy
x l x y

 
 

  
 

    
   

 

經整理後得
 2 22 2 2 22

22 2

2

1
1 tan cos

sin2 2 tan 4 tan 4 4sin
cos

ll l l lx y
 

  


            
   

 

故在  nm k   ， ,m k  ， 1n   時，曲線為以 ,
2 2 tan
l l


  
 

為圓心且半徑為
2sin
l


的圓。█ 

   
○3 1n   (一圓) (圖 10) ○4 0n  (直線) (圖 11) ○5 1n  (雙曲線) (圖 12) 

2.第一類 n倍等角差線的圖形分類 

圖 10： 1n   時為一圓 



  

n 倍等角差線 6 

 

○4 0n  時： 
相當於 1L 不轉動、 2L 在旋轉，因此交點軌跡即為 1L ： tany x  。 

另外當
2


  時，圖形為鉛垂線。 

故 0n  時為一條過  0,0 的直線。█ 

 
○5 1n  時：(參考文獻[2]、[3]，鍾文體、張鎮華兩位作者均整理出此類特例為雙曲線) 

考慮聯立方程式
 

 
1

2

: tan    
: tan

L y x
L y x l

 


 
    

 ， 

將 2L 移項可得 tan y
l x

 


， 

   
 

tan tan
tan

tan1 tan

y
l x yy l x

yx l x y
l x

 
 



      
  



  

2 2tan 2 tan tan 0x xy y l x l y             
因為上式具有二元二次方程式的形式， 
由二次曲線的判別式 2 24 4 4 tan 0D b ac      ， 
得 1n  時的曲線為雙曲線。█ 
 

 
在  nm k   ， ,m k  時， 1 2,L L 的交點圖形皆包含水平線 0y  。 

我們可以依 n 值的不同整理聯立方程式或參數式，並且考慮特別情形，將 0  時的曲線予以分類

描述。共同部份為水平線 0y  ，再分別為一般情形下的「 0n  時的曲線、 0n  時的曲線」，以及特別

情形「 2n  時的雙曲線、 1n  時的鉛直線、
1
2

n  時的雙曲線、 0n  時僅有 x軸、
1
2

n   時的一圓、

1n   時僅有 x軸、 2n   時的一圓」，說明如下： 
 

(1)一般情形與  nm k   ， ,m k  時類似。 

一般情形均為具有漸近線的曲線。 
○1 0n  時為具有多條漸近線，以及漸近線均相交於一輻射點，且不具封閉圈的圖形；█ 
○2 0n  時為具有漸近線，以及漸近線均通過一輻射點，且具有封閉圈的圖形。█ 
 

表 3：(1)  nm k   ， ,m k  時的 n 倍等角差線一般情形：共同部份為 0y   

  

○1 0n  (不具封閉圈) (圖 13： 3
2

n  ) ○2 0n  (具封閉圈) (圖 14： 5
2

n   ) 

3.第二類 n倍等角差線的圖形分類 

圖 11： 0n  時為一條過  0,0 的直線 

圖 12： 1n  時為雙曲線 
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表 4：(2)  nm k   ， ,m k  時的 n 倍等角差線特別情形：共同部份為 0y  ，其餘的部份如下 

  
(2)特別的情形：  
○3 2n   時： 

考慮聯立方程式
 

 
1

2

: tan 2    
: tan   

L y x
L y x l

 


 
    

， 

將 2L 移項可得 tan y
l x

 


， 

 
 

 

2 22 2

2
2 tan 2tan 2

1 tan
1

y
y yl x
x l x yy

l x l x




        
       

 

 
 

2 2

2
l x y

x
l x

 
  


 

經整理後得到 2 2 2x y l    

故在  nm k   ， ,m k  ， 2n   時，圖形為 x軸及一個以  0,0 為圓心且半徑為 l的圓。█ 

 
 
 
 

   

○3 2n   (一圓) (圖 15) ○4 1n   (僅有 x軸) (圖 16) ○5 1
2

n   (一圓) (圖 17) 

   

○6 0n  (僅有 x軸) (圖 18) ○7 1
2

n  (雙曲線) (圖 19) ○8 1n  (鉛直線) (圖 20) 

 
○9 2n  (雙曲線) (圖 21) 

圖 15： 2n   時為 x軸及一圓 
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○4 1n   時： 

1 2,L L 為兩條同時旋轉的平行線， 

故相交的點圖形僅有 x軸。█ 
 
 
 

○5 1
2

n   時： 

相當於考慮參數式

2 2

3 2

2 2

2

2 tan 2 tan
2 2

1 tan 1 tantan 22 2
2 tan 2 tan tan tan 1 tantan tan

2 2 2 2 22 tan
21 tan 1 tan

2 2

2 t
                                              

an
2tan

2 1 tan
 

2

  

l l

l lx

l
y x

 

 


     
 






 
 

   
      
  

 

      
  

                              

















， 

則 x和 y可以轉換為

2

2

      

a

2 cos
2

2 t n co

 

s

    

2

  

2

x l

y l



 

  

    


 。 

我們發現 
2 2

2 22 cos 2 tan cos
2 2 2

l l l             
   

， 

 2 2 2 4cos 4 tan cos
2 2

l  


        
 

 2 2 2 2cos sinl l     

即  2 2 2x l y l   。 

故在  nm k   ， ,m k  ，
1
2

n   時，圖形為 x軸及一個以  ,0C l 為圓心且半徑為 l的圓。█ 

 
○6 0n  時： 

考慮參數式

                

tan tan
tan tan 0

t     
tan

a  n 0  0  

l lx l

y x

 
 
    


   

 ， 

1L 為不動的水平線 0y  、 2L 為  ,0C l 為中心旋轉的直線， 

故相交的點圖形僅有 x軸。█ 
 
 
 
 

圖 16： 1n   時為 x軸 

圖 17： 1
2

n   時為 x軸及一圓 

圖 18： 1n   時為 x軸 
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○7 1
2

n  時： 

相當於考慮參數式

tan

tan tan
2

tan tan
2

tan tan
2

lx

l
y








 







 


 

將 
2

2 tan
2tan

1 tan
2









 代入，可以得到

2

2

2

2 tan
2

1 tan 22
2 tan 3 tan

2 2tan
21 tan

2

l

lx





 





 






 

故 23 tan 2
2

x x l
  ，得 2 2tan 3

2
l
x


  。 

另外，因為 tan
2

y x
 ，將 2 2 2tan

2
y x

 代回得 2 223 ly x
x

   
 

， 

經整理後得到 2 23 2 0x y l x    。 

故在  nm k   ， ,m k  ，
1
2

n  時，圖形為 x軸及雙曲線。█ 

 
○8 1n  時： 

考慮參數式

tan tan
tan tan 2 2tan

tan tan
2

                

l l lx

ly x

 
  

 

     

   





， 

因為 tan ，故 y。 

故在  nm k   ， ,m k  ， 1n  時， 

圖形為 x軸及鉛直線
2
lx  。█ 

 

○9 2n  時： 

考慮聯立方程式
 

 
1

2

: tan 2  
: tan

L y x
L y x l

 


 
    

，將 2L 移項可得 tan y
l x

 


， 

故
 
 

 
 

2 2 22 2 2

2

2 2
2 tan 2tan 2

1 tan
1

y y
y yl x l x
x l x y l x yy

l x l xl x





     

          

 

得
 

 

2 2

2
l x y

x
l x

 



 經整理後得到 2 2 23 4 0x y l x l     。 

故在  nm k   ， ,m k  ， 2n  時，圖形為 x軸及雙曲線。█ 

圖 19： 1
2

n  時為 x軸及雙曲線 

圖 20： 1n  時為 x軸及鉛垂線 

圖 21： 2n  時為 x軸及雙曲線 
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    在上述分類情形中，我們發現圖形在多數情況下，若不是特殊的 與 n 值，似乎會具有漸近線。

本研究不循參考文獻[4]的方式，而是透過對參數式的處理來對漸近線與輻射點說明如下。 
為方便處理算式，將參數式適當改寫： 

因為
 
 
   

tan                             
tan tan

tan tan
tan

tan tan

lx
n

l n
y n x

n


  

  
 

  

   
         

， 

將分子分母同乘以  cos cos n    後，再利用和角公式，可以將參數式化為 

 
      

 
      

sin cos
cos

sin 1

sin sin
sin

sin 1

l n
x r n

n

l n
y r n

n

  
  

 

  
  

 

 
     


       

，其中     
sin

sin 1
lr

n


 



 

。 (  r  可能為正、負或 0) 

 

 
承改寫後的參數式，考慮圖形在遠離原點 (0,0) 時的狀況， 

即考慮    
  

2 2

2
sin

sin 1
x

l
y

n


 
 

 
     

，其中 , ,l n 為常數時， 

若
 
  

2
sin

sin 1
l

n


 

 
    

時，必有分母   sin 1 0n    ， 

則
1
k

n
 


 




， k。 

即漸近線可能產生之角度為
1
k

n
 


 




， k之時。且其斜率為 tan tan
1
k

n
 


 

  


， k。 

假設直線 sin cos 0
1 1
k kx y c

n n
                  

， 

若此直線為漸近線，即

   
  

   
  

2 21

sin cos sin sin
sin cos

1 1sin 1 sin 1
lim 0

sin cos
1 1

k
n

l n l nk k c
n nn n

k k
n n

 

        
   

    




                               
             

， 

即
   

  
   

  
1

sin cos sin sin
lim sin cos

1 1sin 1 sin 1k
n

l n l nk k c
n nn n 

        
    




                                   
， 

即
 
      

1

sin
lim sin cos cos sin

1 1sin 1k
n

l k kn n c
n nn 

    
   

  




                                
， 

即
 
  

1

sin
lim sin

1sin 1k
n

l kn c
nn 

  
 

  




                      
， 

(二) n 倍等角差線的漸近線與輻射點 

1. n倍等角差線的漸近線 
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若
1
k

n
 


 




， k，則

sin
1

sin

kl
n
 



  
  

 1n 


1
k

n




sin 

 
 
 
  
     

n


1
nk

n
  




 

 

sin sin
01

1 sin 0

kl k
k n

n k

  




    
                 

 

。 

利用羅必達法則，因為 

 

  
1

sin sin
1lim

sin 1k
n

kl n
n

n 

   

  




         
  

 
 

 

   

    
1

cos sin sin cos
1 1lim

1 cos 1k
n

k kl n n n
n n

n n 

        

  




                        
   
 
 

 

 sin cos
1
knl k

n
    

  
   1 cosn k

 

 

sin
1

1

knl
n c

n

   
    


 

故漸近線存在，且其方程式為 sin cos 0
1 1 1
k nl kx y

n n n
                      

， k。 █ 

 

上述證明中發現具有漸近線的時機為
1
k

n
 


 




， k。實際上這個時機使得「 1 2, ,L L 漸近線 」

這三條直線均平行，證明如下： 
若 1 2//L L ，則  tan tann      

即
 
 

tan tan
tan

1 tan tan
n
n

 


 


 
 

 

即    tan tan tan tan tan tann n            

即
tan tantan( )

tan tan 1
n  


 



 

 

即    tan tann      

得  n k      ， k  

故
1
k

n
 


 




， k  恰為漸近線的斜率。█ 

 
因此可以將此情境想成： 
當 1L 趨近於平行 2L 時，兩直線的交點趨近於無窮遠處，此時的交點軌跡近似一直線(即漸近線)。 

漸近線分別與 1 2,L L 之間的距離則取決於轉速比 n 。 
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固定 , ,n l ，可以發現漸近線 sin cos 0
1 1 1
k nl kx y

n n n
                      

均通過 ,0
1

nl
n

 
  

。 

其中 ,0
1

nl
n

 
  

可以看成    1,0 0,0
1 1

n l
n n


 

，這個點的坐標具有

「分點公式」的形式。若將 ,B C 擺放在坐標平面上的相異位置，

並且將 1 2,L L 分別 ,B C 為旋轉中心作逆/順時針旋轉，保持轉速為 n
倍速，所形成的曲線若有漸近線，則 

漸近線均通過將 BC 分隔為 :1n 的點，並稱之為輻射點。 █  

其中在本研究中設定情境的輻射點即為 ,0
1

nl
n

 
  

。 

備註：(1)若 1n   ，曲線沒有輻射點； 

(2)若 0n  可以看成外分點，輻射點在 BC 外。 

 

在研究結果(二)中可知漸近線方程式為sin cos 0
1 1 1
k nl kx y

n n n
                      

， k。 

由於 k，因此有無數個時機形成漸近線。然而漸近線並不一定會有無限多條，因為隨著 k 值的

增加，
1
k

n
 


 




可能開始出現重疊現象，這也使得漸近線出現了重疊現象。在固定 的情形下，隨

著 n 值的不同，可以得到非同界角的數量，進而得到漸近線的數量。 

 
(1) n： 

因為 k，故當 n時，
1
k

n
 


 




，可以取 0,1,2,...k n ，共有

1n  個相異 k 值。當 1k n  時，     ，此時 1 2,L L 均回到同樣的位

置。因此若重疊的漸近線不重複計算，則共有 1n  條相異的漸近線。 
(2) 0n  ： 

 nm k   ， ,m k  時，圖形為 0y  ，有 1 條漸近線； 

 nm k   ， ,m k  時，圖形為一直線，有 1 條漸近線。 

(3) 1n   ： 

 nm k   ， ,m k  時，圖形為 0y  ，有 1 條漸近線；(特例) 

 nm k   ， ,m k  時，圖形為一圓，有 0 條漸近線。 

(4)n 為小於 1 的負整數： 

因為 k，故當 n時，
1
k

n
 


 




，可以取 0,..., 1 1k n   ，共有 1n  個 k 值均不為同界

角。例如右圖為 3n   的圖形，可以發現該圖形具有 2 條漸近線與 1 個封閉圈。 
綜合上述(1)~(4)，可得結論： 

n，則 n 倍等角差線不重疊的漸近線數量為 1n  條。 █ 

唯一的特例為當  nm k   ， ,m k  、且 1n   時仍具有 1 條漸近線。 

2. n倍等角差線的輻射點 

(三) n 倍等角差線的漸近線數量 

1. n，漸近線數量為 1n  條 

圖 22：漸近線均通過輻射點 ,0
1

nl
n

 
  

 

圖 23： 3n  時的圖形 

圖 24： 3n   時的圖形 
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當 n 為有理數時，不妨設
qn
p

 ，且 ( , ) 1p q  ，則 =
1

k p pk
q p q
p

       



。取 0,..., 1k p q   ，

共有 p q 個 k 值均不為同界角，因此不重疊的漸近線數量為 p q 。█ 

    另一方面，若 n 為負的有理數時， p q 在計算時具有「互相抵消」的感覺存在，同時可以觀察到

圖形出現了封閉圈。關於漸近線數量、封閉圈數量與坐標平面被分割的區域數量關係將於後文討論。 
 

 

    因為 k，所以當 n 為無理數時，無論取 k 值為多少，均不能使
1
k

n
 

  
 

   


整數倍的 。

因此 1 2,L L 無論取 k 值為多少，均無法在任何時機同時回到同樣的位置，故隨著 k 值不斷增長或減少，

曲線與漸近線均將持續增加且不會重疊，因此 n 為無理數時， n 倍等角差線有無限多條曲線及漸近線。 

         
圖 25： 0, 2, 0 ~ 50n     及 0 ~ 200  時的圖形 

 
並且曲線條數隨著 不斷增加而增加，因此漸近線亦隨著 不斷增加而增加。如下圖例子： 

         

圖 26：
21, 2, 1,1
3

n        
及

31,1
3

     
的圖形 

 

○1  每增加
 2 1n



，增加後的角度即為
 1

1
2

1 2 1 1

k
k

n n n

 
  

         
  

。 

○2  每增加
1n




，增加後的角度即為
 

2

1
1 1 1

kk
n n n

   
   

  
  

 

因此圖形增加了「一條」，可將漸近線視為也增加了「一條」。█ 

 

2. n，設
qn
p

 ，且 ( , ) 1p q  時，漸近線數量為 p q 條 

3. n為無理數時， n倍等角差線有無限多條漸近線，漸近線數量的增加速率與 n有關 
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    當 n 為無理數時， n 倍等角差線有無限多條漸近線，並且曲線條數隨著 不斷增加而增加，會出現

的猜想有二： 
1.能否取得n 值，使得 n 倍等角差線佈滿坐標平面？ 
2.若n 倍等角差線無法佈滿坐標平面，則能否取得 n 值，使得 n 倍等角差線於坐標平面上稠密？ 
 

關於佈滿與稠密的猜想，在參考文獻[4]中，作者李永約在研究結尾前未曾提過關於佈滿的猜想，

但對於稠密性的猜想則有敘述如下： 

「猜想：存在 n為正實數，  0,  ， n倍等角差線 ,
l
n 中的所有點的集合在坐標平面上稠密。」 

 
關於上述佈滿與稠密這兩個猜想，我們均給出反證及證明： 

 
 
證明： 
假設 ,Γl

n 佈滿坐標平面，則 ,Γl
n 會佈滿平面中的一條直線。 

考慮此直線為 x l ，故 ,Γl
n 會佈滿 x l 。 

因等角差線 ,Γl
n 為兩直線 1L ， 2L 交點之軌跡。 

此時 2L 恰為 x l ，故
2

j
      j  

在此情況下 1 : tan
2
nL y nj x     

 
， 

隨著 j 變動， 1L 亦會隨之變動(如圖， 1.2  ， 2.5n  )。 

若 ,Γl
n 會佈滿 x l ，則 1L 會掃過 x l 上所有點， 

故對於所有的  0,1r ，皆存在 ,m j，滿足
2
n nj m r

     ， 

將這個等式化簡得
2
n nj m r   。 

若 n，則
2
n nj ，則必存在 \r ，使得

2
n nj m r

     不成立； 

同理，若 cn ，則 \
2
n nj  ，則必存在 r，使得

2
n nj m r

     不成立。 

故 ,Γl
n 不會佈滿 x l ， 

此結果與 ,Γl
n 佈滿坐標平面之假設矛盾， 

故 ,Γl
n 無法佈滿坐標平面。█ 

 
    因此，即使 n 為無理數時， n 倍等角差線的圖形具有無限多條曲線，亦具有無限多條漸近線。但曲

線無法通過坐標平面上的所有點，即無法佈滿坐標平面。 
    但 n 倍等角差線不佈滿坐標平面，並不代表 n 倍等角差線不在坐標平面上稠密。例如有理數不佈滿

實數軸，但有理數的所有點集合在實數上稠密。因此我們接下來處理當 n 為無理數時， n 倍等角差線中

的所有點形成的集合是否在坐標平面上稠密的猜想。 

(四) n 倍等角差線是否於坐標平面佈滿或稠密的猜想 

1.能否取得 n值，使得 n倍等角差線佈滿坐標平面的猜想 (答案：否) 

圖 27： 2n  時的部份圖形 
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證明：(本證明方法為已知) 

選取足夠大的正整數N ，將  0,1 分成N 等分，每等分長度為
1
N

。 

令  ia ix ix  ，則 0 1ia  。 

考慮 0 1, ,..., Na a a 共 1N  個數，則必存在  1 2, 0,1,..., Nk k  ，且 1 2k k ， 

使得
1 2k ka a      1 1 2 2k x k x k x k x         1 2 1 2

1k k x k x k x
N

     。 

令  1 2k k q  ，則 0 q N  。令    2 1p k x k x  ，則 p。 

故對於任意實數 x，及大於 1 的整數 N ，皆存在整數 q及 p，其中 0 q N  ，使得
1qx p
N

  。█ 
 

 
證明：(本證明方法為已知) 

給定 x 為無理數，由引理 1，存在 ,p q  ，使得
2

1px
q q

  。 

即對任意很小的 ' 0  ，皆存在 ,p q  ，使得 'px
q

  ，且 2

1'
q

  。 

考慮整數 n kq ，其中 k 為整數；並定義實數 a 的小數部分為   a a a  。 

因為  ' 'nx kqx k p q kp kq      ，且 kp 為整數， 

故 nx和 'kq 的小數部分相等，即   'nx kq 。 

由於 ' 很小，對於任意  0,1r  及 0  ，皆存在足夠大的 k ，使得  'kq r   ， 

即對於任意  0,1r  及 0  ，皆存在正整數n ，使得   nx nx r    。█ 
 

 
證明： 
定義實數 a 的小數部分為   a a a  ，由引理 2 可知 nx 在 0,1 稠密。 

因此對於任意  0,1r  及 0
2

 ，皆存在正整數 1n ，使得  1 2

n x r 
  。 

且因 為一定值，故對於任意正整數 n 亦存在 1n ，使得    1 2
n x nx 

   ， 

亦即 n 與 1n 存在一一對應關係。因此我們皆可以選擇適當的 1,n n   ， 

使得              1 1 1 1+
2 2

nx r nx n x n x r nx n x n x r  
                 。█ 

2.能否取得 n值，使得 n倍等角差線於坐標平面上稠密的猜想 (答案：當 n為無理數時，猜想成立) 

引理 3：(Dirichlet's approximation theorem，參考文獻[6]，本引理為已知定理) 

對於任意實數 x及大於 1 的整數 N ，皆存在整數 q及 p，其中 0 q N  ，使得
1qx p
N

  。 

引理 4：(無理數的正整數倍的小數部分在  0,1 上稠密。本引理為已知性質) 

       設 x 為無理數，則對於任意  0,1r  及 0  ，皆存在正整數 n ，使得   nx nx r    。 

引理 5：(無理數的正整數倍，再加上一實數後的數，其小數部分在 0,1 上稠密。) 

       給定 x 為無理數、 為一固定實數，對於任意  0,1r  及對於所有 0  ， 

皆存在正整數 n ，使得     nx nx r       。 
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證明： 
 
(1) x 軸以外的點： 
考慮坐標平面上 x 軸以外的任意一點  0 0,x y ，其中 0 0,x y   且 0 0y  ， 

設   ，使得  2 : tanL y x l  通過  0 0,x y 。 

此時     1 : tan tanL y n x n k x          ，其中 k  。 

令    : cos sinL r y r x  且 L通過  0 0,x y 。 

 
欲證明必存在 1L 與 2L 的交點(即存在 n 倍等角差線上的某點)， 

和  0 0,x y 的距離小於任意正實數， 

相當於證明 1L 斜角  n k     的同界角及其補角， 

和 L的斜角 r 滿足： 
對於所有 0  皆存在 ,k m ， 

使得  n k m r           ， 

其中 ,    且為一定值， \n  ，  0,1r  。 

 
令 j  ，  0,1j ，則我們提出絕對值內的 並設 j n nk m r      。 

因為 , ,j n  為定值， j n 可視為一實數 p ， 

取  m nk p   ，則    j n nk m r nk p nk p r         ， 

由引理 3，給定 n 為無理數， p 為一實數，可知對於所有 0  ，皆存在 k  ， 

使得    j n nk m r nk p nk p r           。 

 
    因此當 n 為無理數時，對於任意非 x 軸上的點，皆存在 1L 與 2L 的交點，使得該點和  0 0,x y 的距離

小於任意正實數。亦即平面上任意一點  0 0,x y ，其中 0 0,x y   且 0 0y  ，皆為 1L 與 2L 交點的極限點。 

 
(2) x 軸上的點： 
對於 x 軸上的任意一點  ,0t ，其中 0,t l ， t  。 

當 n 為無理數時，對於平面上非 x 軸的任意一點皆為曲線的極限點。 

因此我們可以取一以  ,0t 為圓心，半徑為 的圓， 

考慮  0 0, ,
2

x y t    
 

皆有曲線上的點  ,x y 滿足  , , ,
2 2

d t x y        
， 

則     ,0 , ,d t x y   對於所有 0  皆成立。 

因此  ,0t 亦為 n倍等角差線的極限點。 

 
合併上述(1)(2)，我們得證當n 為無理數時，平面上任意一點皆為 n倍等角差線的極限點。 
因此當 n 為無理數時， n 倍等角差線中的所有點的集合在坐標平面上稠密。█ 
 

定理 6：當 n 為無理數時， n 倍等角差線在坐標平面上稠密。 

圖 28：通過  0 0,x y 的直線 L  

圖 29：  ,0t 亦為極限點 
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在參考文獻[4]中，作者李永約將n 倍等角差線予以旋轉、鏡射後，發現亦為其他轉速倍率之等角

差線，我們可以用以下方式處理。而經反演後的圖形具有重要的性質，且未曾於文獻中出現，於下文

介紹： 

 

設 n 倍等角差線
 

   
   

   ,

tan tan tan
,

tan tan tan tan
l
n

l l n
n n

   
     

 
        

， 。 

此曲線以 ,0
2
l 

 
 

為中心，旋轉 後的圖形即為對 ,0
2
l 

 
 

作對稱。 

令 ,
l
n 對 ,0

2
l 

 
 

作點對稱後之圖形為 ' ，則有  ,' ,0l
n l   ，移項得： 

 
   

   
   

tan tan tan
' 1 ,

tan tan tan tan
l n

l
n n

   
     

    
           

 
   

   
   

tan tan tan
,

tan tan tan tan
l n l n

n n
    

     
   

       
 

令 n     ，則
n

 






，故： 

 

 

 

 

tan tantan
' ,

tan tan tan tan

ll n

n n

  
    

          
                 

 

 

 

 

tan tantan
,

tan tan tan tan

ll n

n n

  
    

   
    

              

1,

l

n n
   

  是一個
1
n

倍等角差線，且 1L 的起始角度為
n


。█ 

 

圖例：藍色為 2 倍等角差線 1
, 1,2

l
n   ； 

紅色為
1
2

倍等角差線 1
1 1 1, ,

2 2

l

n n
  。 

 

 

類似 1.，令 ,
l
n 對

2
lx  鏡射點對稱後之圖形為 ' ， 

則有
   

   ,

2 tan tan
' ,

tan tan
l
n

l n
l

n

  
  

 
       

，移項得：
 

   
   

   
tan tan tan

' ,
tan tan tan tan

l n l n
n n

    
     

  
        

 

令 n    ，則
n

 


 
 ，故： 

 

 

 

 

tan tantan
' ,

tan tan tan tan

ll n

n n

  
    

    
     

                

1,

l

n n
     

是一個
1
n

倍等角差線，且 1L 的起始角度為
n


 。█ 

(五) n 倍等角差線經旋轉、鏡射、反演後之圖形 

1. n倍等角差線以 ,0
2
l 

 
 

為中心，旋轉 後的圖形  (對 ,0
2
l 

 
 

作點對稱) 

2. n倍等角差線對直線
2
lx  鏡射後的圖形 圖 30： 1

1,2 與 1
1 1,
2 2
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圖例：藍色為 2 倍等角差線 1
, 1,2

l
n   ； 

紅色為
1
2

倍等角差線 1
1 1 1, ,

2 2

l

n n
 

   。 

 
 
 

 

考慮 n 倍等角差線的參數式

 
    

 
    

sin cos
cos

sin 1

sin sin
sin

sin 1

l n
x r n

n

l n
y r n

n

  
 

 

  
 

 

 
     


       

，
  

sin
sin 1

lr
n


 



 

， 。 

並且考慮反演圓為 2 2 2x y l  ，即反演中心O為  0,0 ，反演冪為 2l 。 

以T 表示反演變換、 ' T 表示反演變換後的曲線，即  , ,'l l
n nT k      ： 

因為
 
  ,

sin
sin 1

l
n

l
n


 

 
 

， 

所以     
 

 
  ,

sin 1 sin
'

sin sin 1
l
n

l n l
T k

n

  
  

 
    

 
，則

  
 

2

2

sin 1
sin

n
k

 


 
 ， 

可知
    

 
    

 
sin 1 cos sin 1 sin

' ,
sin sin

l n n l n n       
 

      
    

 
。 

令  1n      ，故： 

   sin cos sin sin
1 1 1 1' ,
1 1sin sin

1 1 1 1

n nl l
n n n n

n n n n

    

  

                   
                 

 

   sin cos sin sin
1 1 1 1,

sin 1 sin 1
1 1 1 1

n nl l
n n n n

n n
n n n n

    

  

                
                           

,
1 1

l
n

n n
 
 

   

  是一個
1
n

n



倍等角差線，且 1L 的起始角度為
1n




。█ 

 

   

1n   2n   
3
2

n   

圖 32：反演變換的圖例：
31, 2,
2

n  時， ,
l
n 與 ' 圖形的比較 

3. n倍等角差線對圓 2 2 2x y l  反演後的圖形 圖 31： 1
1,2 與 1

1 1,
2 2
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證明： 

考慮 ,
l
n 上，  0,0 與  ,0l 以外的一點 A，在通過此點 A 的前一刻 A

 與下一刻 A
 ， 2L 均為順時針旋

轉。故除了  0,0 、  ,0l 可從不同方向通過，其餘點通過方向固定。 

另一方面，例如圖形若通過  0,0 ，則此時 k  ， k。 

此時 1L 可能有許多不同的斜角，因此曲線可以從不同的方向通過  0,0 。 

同理曲線可以從不同的方向通過  ,0l 。█ 

 

 
證明： 
如研究目的(二)中的觀察： 
每條漸近線皆發生在兩線平行時，此時兩平行直線皆是唯一的，且此兩直線轉速皆固定， 
故此斜率的上一刻，及下一刻這兩線的轉動也是固定的。 

故每一條漸近線，都只由一組相反方向的發散曲線形成。(兩曲線從  0,0 、  ,0l 出發)。█ 

 
 
關於曲線的自相交，根據性質 2，我們可以發現： 

(1)第一類n 倍等角差線只有且必有  0,0 、  ,0l 兩個自相交點。 

(2)第二類n 倍等角差線除了  0,0 、  ,0l 外還有一點自相交點 ,0
1
l
n

 
  

。 

             

圖 33：曲線的自相交點  0,0 、  ,0l ，當  nm k   時還有 ,0
1
l
n

 
  

 

 
在  nm k   ， ,m k  時，因為只有  0,0 、  ,0l 有從不同方向通過，故若有封閉圈。必定

為      0,0 ,0 0,0l  或      ,0 0,0 ,0l l  ，且過程中不形成發散曲線，亦不具有漸近線。 

 
 
 

(六) n 倍等角差線的封閉圈數與分割區域數 

1. n倍等角差線的自相交與發散情形 

性質 7： n 倍等角差線的軌跡隨 增加時而產生時，除了  0,0 、  ,0l 可從不同方向通過以外，其餘

點的通過方向固定。 

性質 8： n 倍等角差線的每一條漸近線，都只由一組相反方向的發散曲線形成。 
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證明： 

(1)考慮  , 1r r     ， r： 

因為漸近線發生在 =
1
m

n
 


 


，m處， 

又
1 1

1n



，故 r ， m ，滿足  , 1

1
m r r

n
 

 
 

   
， 

故      0,0 ,0 0,0l  的過程中必有漸近線形成。 

(2)令 +n   ，則
n

 


 
 ， 

考慮  , 1r r      ， r： 

   因為漸近線發生在 =
1
m

n n
   


   




，m處， 

   又 1
1

n
n




，故對於所有的 r，皆存在m，滿足  , 1
1
nm r r

n
 

 


   
， 

   故      ,0 0,0 ,0l l  的過程中必有漸近線形成。 

由(1)(2)得知，當n 為正實數時，n 倍等角差線的每一條曲線皆為發散曲線。█ 
 

 
    根據反演變換中的推論，以及排除 n  時皆為發散曲線後，可以對封閉圈做以下的定義：  

 
 
如圖 34，在研究目的(五)的反演曲線例子中： 
 

   

1n   2n   
3
2

n   

圖 34： 31, 2,
2

n  時， ,
l
n 與 ' 圖形的比較 

性質 9：當 n 為正實數時， n 倍等角差線的每一條曲線皆為發散曲線。 

2. n倍等角差線的封閉圈數 

n 倍等角差線的封閉圈： 

(1)當  1,0n  時，封閉曲線皆由  0,0 出發，且  , 1k k      ， k時， n 倍等角差線的圖形

皆是連續的，故稱 n 倍等角差線在  , 1k k      時具有一個封閉圈。 

(2)當  , 1n   時，封閉曲線皆由  ,0l 出發，且
 1

,
k k
n n

   
    

 
 

， k時， n 倍等角

差線的圖形皆是連續的，故稱 n 倍等角差線在
 1

,
k k
n n

   
    

 
 

時具有一個封閉圈。 
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觀察
31, 2,
2

n  時， ,
l
n 與 ' 圖形，藍色曲線為 ,

l
n ，紅色曲線為 ' 。可以發現過  ,0l 之發散曲線

經過反演變換後，會變成封閉曲線，相反的封閉曲線經反演變換後會變為過  ,0l 之發散曲線。而過

 0,0 之曲線反演過後依舊為發散曲線，且會具有漸近線。意即 

n  時，將 ,
l
n 之漸近線數減去 ' 之漸近線數，即為 ' 之封閉圈數。 

 

將 n 分為  1,0 之間的有理數及  , 1  之間的有理數來看，首先  1,0 \ cn   時： 

 
 

而當  , 1n   時，令
qn
p

  ，其中 ,p q、  , 1p q  、 p q ， 

將
,

l
q
p

 
 透對 ,0

2
l 

 
 

點對稱變換為
,

l
p
q

 
 ，故

,

l
p
q

 
 與

,

l
q
p

 
 之封閉圈數相等，皆為 p。 

如此便可以處理所有 n 倍等角差線 ,
l
n 的封閉圈數。 

 

圖 35：綠色為原 n倍等角差線，藍色是原圖形對 ,0
2
l 

 
 

點對稱變換所得之曲線。 

 

 
    無論 n 倍等角差線是否具有封閉圈，曲線的「發散曲線」與「封閉曲線」一同將坐標平面分割成

數個區域，而這個區域數是可以被計算出來的，見下文說明。 
    首先，當 n 為無理數時，可以知道發散曲線有無限多條，因此分割區域數亦為無限多個。因此本

文僅需討論當 n 為有理數時的分割區域數。 
    考慮平面上的尤拉公式 1V E F   ：其中V 為圖形頂點數，E為圖形邊數，F 為圖形面數。在 n
倍等角差線中將曲線的自相交點視為頂點、將曲線本身視為邊、將分割區域視為面來處理。 
 
 
 

 

2n   、 1p  、 2q   3
2

n   、 2p  、 3q   3n   、 1p  、 3q   

性質 10：對於所有的
q
p

 ，其中 ,p q、  , 1p q  、 p q ，設
qn
p q




，則： 

n 倍等角差線 ,
l
n 之漸近線數為 p ，對 2 2 2x y l  反演後 ' 之漸近線數為 p q ， 

此時 ' 之封閉圈數為 p p q q   。 

3. n倍等角差線的分割區域數 
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設
qn
p

 ，其中  , 1p q  ： 

(1)  nm k   ， ,m k  ， 0n  時： 

圖形為斜直線，分割區域數為 2。 
 
(2)  nm k   ， ,m k  ， 0n  時： 

  因為 2V  (即    0,0 , ,0l )， 

根據前文，漸近線可視為為兩條曲線構成， 
故此處一條漸近線對應到兩條曲線； 
且 0n  時亦有封閉圈， 

一個封閉圈表示從      0,0 ,0 0,0l  或      ,0 0,0 ,0l l  ， 

因此一個封閉圈對應到兩條曲線， 

故  2E p q p q p q p q p q          。 

  代入 1V E F   ，得 1F p q p q     。 

  例如右圖綠色的 2 倍等角差線中， ,k k  、 2n   。 
可以取 2, 1p q   ，得分割區域數為 

1F p q p q      

    2 1 2 ( 1) 1 2 1 1 1 3            (個分割區域) 

 
(3)  nm k   ， ,m k  ， 0n  時：圖形為水平線，分割區域數為 2。 

 
(4)  nm k   ， ,m k  ， 1n  時：圖形為鉛直線，分割區域數為 4。 

 
(5)  nm k   ， ,m k  ， 1n   時：圖形為水平線，分割區域數為 2。 
 

(6)  nm k   ， ,m k  ，n為不包含 0,1, 1 的整數及其倒數，即  1, \ 0,1, 1n t t
t

    
 

 時： 

  因為 2V  (即    0,0 , ,0l )，根據前文，漸近線可視為兩條曲線構成， 

故此處一條漸近線對應到兩條曲線， 

  而水平線因為通過  0,0 、  ,0l 、 ,0
1
l
n

 
  

其中兩點，故需再加 1； 

且 0n  時亦有封閉圈， 

一個封閉圈表示從      0,0 ,0 0,0l  或      ,0 0,0 ,0l l  ， 

因此一個封閉圈對應到兩條曲線， 

故  2 1 1E p q p q p q p q p q            ， 

  代入 1V E F   ，得F p q p q    。 

例如右圖綠色的 3 倍等角差線中， ,k k  、 3n   。 
可以取 1, 3p q   ，得分割區域數為 

F p q p q    1 3 1 ( 3)      6 (個分割區域) 

圖 36：  nm k   ， ,m k ，

0n  時分割區域數為 2 

圖 38：  nm k   ， ,m k ，

3n   時分割區域數為 6 

圖 37：  nm k   ， ,m k ，

2n   時分割區域數為 2 
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(7)  nm k   ， ,m k  ，n不為整數及其倒數時： 

  因為 3V  (即    0,0 , ,0 , ,0
1
ll
n

 
  

)， 

根據前文，漸近線可視為為兩條曲線構成，故在此一條漸近線等價於兩條曲線； 

而水平線因為同時通過  0,0 、  ,0l 、 ,0
1
l
n

 
  

三點，故需再加 2； 

且 0n  時亦有封閉圈，一個封閉圈表示從      0,0 ,0 0,0l  或      ,0 0,0 ,0l l  ， 

因此一個封閉圈等價於兩條曲線， 

故  2 2 2E p q p q p q p q p q            。 

代入 1V E F   ，得F p q p q    。 

例如右圖綠色的
5

2


倍等角差線中， ,k k  、
5

2
n 
 。 

可以取 2, 5p q   ，得分割區域數為 

F p q p q    2 5 2 ( 5)      10 (個分割區域)  
 

結論如以上(1)~(7)的分類，原則是設
qn
p

 ，其中  , 1p q  ： 

排除掉兩個特例(見下表)，皆可適用： 

第一類 n 倍等角差線的分割區域數為 1F p q p q     ； 

第二類 n 倍等角差線的分割區域數為F p q p q    。█ 

另承前述結果，封閉圈數亦可表示為
2

p q p q  
。 

以下表格分類舉例列出 n 倍等角差線的封閉圈數及分割區域數： 
表 5：第一類 n 倍等角差線的封閉圈數及分割區域數的例子 

n  p q  p q  
漸近線條數 2

p q p q  
 

(封閉圈數) 

1p q p q     
(分割區域數) 

4
1

 4 1 5   4 1 5   0  9  

0 (特例) 0 1 1   0 1 1   0  2 (特例) 
2
5

   2 5 7     2 5 3    2  9  

 
表 6：第二類 n 倍等角差線的封閉圈數及分割區域數的例子 

n  p q  p q  
漸近線條數 2

p q p q  
 

(封閉圈數) 

p q p q    
(分割區域數) 

4
1

 4 1 5   4 1 5   0  10  

1 (特例)  1 1 2    1(特例) 0  2 
2
5

   2 5 7     2 5 3    2  10  

圖 39：  nm k   ， ,m k ，

5
2

n 
 時分割區域數為 10 



  

n 倍等角差線 24 

 

 
 

 
我們可藉由輻射點得到以下性質 

 
證明： 
    考慮兩個圖形相同的 n倍等角差線，其 n值分別為 1n 與 2n 且 1 2n n 。由於圖形的輻射點只由 n值決

定，因此兩個圖形的輻射點分別位在 1

1

,0
1

n l
n

 
  

與 2

2

,0
1

n l
n

 
  

，由於圖形相同代表輻射點位置相同，即 

1 2

1 21 1
n l n l
n n


 

，故 1 2n n ，與假設矛盾，因此給定一 n倍等角差線圖形會唯一決定 n的值。另外給定 n

值時，按照 n倍等角差線的定義作圖，其軌跡曲線也必唯一。 
因此我們可以得到結論： n倍等角差線的圖形與 n值有一一對應關係。█ 
 

唯二的特例，是第二類 n倍等角差線中的兩種情形：當 0n  及 1n   時的圖形均為水平線 0y  。 
 

 
    性質 11 給了我們藉由圖形逆推 n值的可能性。在已知圖形為 n倍等角差線的前提下，當 n為無理

數時，圖形會在平面上稠密，不易觀察對應的 n值，因此我們先考慮當 n為有理數時的圖形。 
我們可藉由觀察圖形的漸近線條數、封閉圈數、分割區域數，並利用輻射點、反演給出的公式判

斷 n值。以下給出逆推步驟： 
 

 
 

由性質 8 可知當 n為正實數時， n 倍等角差線的每一條曲線皆為發散曲線，圖形沒有封閉圈，反之

亦然。另外由反演變換可知當 n為正實數時，反演變換後的 'n 倍等角差線 '
1
nn

n





必為負數，故由性

質 10 可知當 0n  時圖形有封閉圈數，反之亦然。 
 

 
證明： 

    由性質 10，設
qn
p

  ，其中 ,p q、  , 1p q  、 p q 時， n倍等角差線的漸近線數為

p q a  ，封閉圈數為 q b ，因此可得 p a b  、 q b ，
bn

a b
 


。再由研究結果(五)的 1.中對此

(七)當 n 為有理數時，在已知為 n 倍等角差線的前提下，由圖形特徵逆推 n 值 

1. n倍等角差線的圖形與 n值有一一對應關係 

性質 11：若 n倍等角差線具有輻射點，則 n倍等角差線的圖形與 n值有一一對應關係。 

2.當 n為有理數時，由 n倍等角差線的圖形特徵逆推 n值 

(1)判斷n值為正或負： 
若 n倍等角差線圖形沒有封閉圈，則 0n  ； 
若 n倍等角差線圖形有封閉圈，則 0n  。 

 

(2)若n倍等角差線圖形有封閉圈 ( 0n  時)： 
令圖形的漸近線數為 a，封閉圈數為b 。 

若發散曲線由  0,0 延伸，則
bn

a b





；若發散曲線由  ,0l 延伸，則
a bn
b





。 
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等角差線以 ,0
2
l    

為中心進行點對稱變換，變換後的
a bn
b


  具有相同的漸近線數與封閉圈數，因此

當 n倍等角差線圖形的漸近線數為 a，封閉圈數為b 時，
bn

a b
 


或

a bn
b


  。 

    接著由輻射點 ,0
1

nl
n

    
判斷，當

bn
a b

 


時，輻射點為 ,0b l
a

    
必在 x軸負向，由此推得當

bn
a b

 


時，發散曲線必由由  0,0 延伸，此亦符合(六)2.(1)關於封閉圈數的定義。同理，當

a bn
b


  時，輻射點為 ,0a b l
a

     
必在  ,0l 右側，故當

a bn
b


  時，發散曲線必由  ,0l 延伸。█ 

 

 
證明： 

    考慮 n倍等角差線的
qn

p q





，其中 ,p q、  , 1p q  ，由性質 9 可知的漸近線數為

 p q q p   、封閉圈數為  p q p q q q     ，再由上述(2)可知的發散曲線由  0,0 延伸。 

    對進行反演變換得到 ' ，其中 ' qn
p

 。而 ' 圖形中由  0,0 延伸的發散曲線變換後仍為發散曲

線，通過  ,0l 的封閉圈則變換為發散曲線，因此 ' 圖形中通過  0,0 的曲線數為中的發散曲線數即為

漸近線數 p；通過  ,0l 的曲線數為中的封閉曲線數 q。故若 n倍等角差線圖形沒有封閉圈時，圖形

通過  0,0 的曲線數為 p，通過  ,0l 的曲線數為 q，則
qn
p

 。█ 

 

 
由上述 2.(1)(2)(3)得知，當n為有理數時，給定一 n倍等角差線圖形皆可逆推 n值。舉二例如下： 

 
(1) 如圖 40： 

圖形有封閉圈，因此 0n  ，漸近線條數為1、封閉圈數為 2 ，發散曲線由 ( ,0)l 延伸， 

因此 n值為
1 2 3

2 2


  。 

 
圖 40：(有封閉圈) 第一類 n倍等角差線圖形逆推 n值 

 
 
 

(3)若n倍等角差線圖形沒有封閉圈 ( 0n  時)： 

令圖形通過  0,0 的曲線數為 p，通過  ,0l 的曲線數為 q，則
qn
p

 。 

3.由圖形逆推 n值的例子 
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(2) 如圖 41： 

圖形沒有封閉圈，因此 0n  ，通過 0,0 的曲線有3 條，通過 ( ,0)l 的曲線有 2 條，因此
2
3

qn
p

  。 

 
圖 41：(無封閉圈)第一類 n倍等角差線圖形逆推 n值 

 

 
(1)圖形有封閉圈： 

由性質 2，當  nm k   ， ,m k  時，除了  0,0 、  ,0l 外的曲線自相交點有 ,0
1
l
n

 
  

。因此

當看到圖形有一封閉圈通過 x軸上異於  0,0 及  ,0l 的點時需判斷  nm k   ， ,m k  ，此時我

們一樣正常計算封閉圈數、漸近線數則須多考慮水平線，接著一樣觀察發散曲線(包含水平線)是由

 0,0 還是  ,0l 延伸即可判斷 n值。舉例如下： 

如圖 42： 

封閉圈數為 4 、漸近線數為1(水平線)，發散曲線由 0,0 延伸，因此
4 4

1 4 5
n 


。 

 
圖 42：(有封閉圈) 第二類 n倍等角差線圖形逆推 n值 

(2)圖形沒有封閉圈： 

同理，由性質 3，當看到圖形有一發散曲線通過 x軸上異於  0,0 及  ,0l 的點時需判斷為

 nm k   ， ,m k  ，此時須將水平線視為同時通過  0,0 及  ,0l 的發散曲線計算，即可正確判

斷 n值。舉例如下： 
如圖 43： 

通過  0,0 的發散曲線數為3 1 ；通過  ,0l 的發散曲線數為 2 1 ，因此 n值為
2 1 3
3 1 4





。 

 
圖 43：(無封閉圈) 第二類 n倍等角差線圖形逆推 n值 

4.第二類 n倍等角差線的 n值判斷 
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性質 1：  nm k   ， ,m k     n倍等角差線包含水平線 0y  。 

定義：第一類 n 倍等角差線與第二類 n 倍等角差線 

(1)不滿足  nm k   ， ,m k  的n倍等角差線稱為「第一類n倍等角差線」， 

其圖形不包含水平線 0y  ； 

(2)滿足  nm k   ， ,m k  的n倍等角差線稱為「第二類n倍等角差線」， 

其圖形包含水平線 0y  。 

性質 2：第二類n倍等角差線通過 ,0
1
l
n

 
  

。 

 
 nm k   ， ,m k  時的 n 倍等角差線一般情形： 

  
○1 0n  (不具封閉圈的 n 倍等角差線) ○2 0n  (具封閉圈的 n 倍等角差線) 

 nm k   ， ,m k  時的 n 倍等角差線特別情形： 

 

 
 nm k   ， ,m k  時的 n 倍等角差線一般情形：共同部份為 0y   

  
○1 0n  (不具封閉圈) ○2 0n  (具封閉圈) 

   
○3 1n   (一圓) ○4 0n  (直線) ○5 1n  (雙曲線) 

伍、研究結論 

(一) n 倍等角差線的圖形分類 

1.第一類 n倍等角差線與第二類 n倍等角差線 

2.第一類 n倍等角差線的圖形分類 

3.第二類 n倍等角差線的圖形分類 
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 nm k   ， ,m k  時的 n 倍等角差線特別情形：共同部份為 0y  ，其餘的部份如下 

 

 

 

n 倍等角差線的漸近線方程式為 sin cos 0
1 1 1
k nl kx y

n n n
                      

， k。 

 
將 ,B C 隨意擺放在坐標平面上的相異位置，並且將 1 2,L L 分別 ,B C 為旋轉中心作逆/順時針旋轉，

保持轉速為 n 倍速。所形成的曲線若有漸近線，則漸近線均會通過將 BC 分隔為 :1n 的點，並稱之為輻

射點。 

備註：(1)若 1n   ，曲線沒有輻射點；(2)若 0, 1n n   可以看成外分點，輻射點在 BC 外。 
 

 

 
n，則 n 倍等角差線不重疊的漸近線數量為 1n  條。 

唯一的特例為當  nm k   ， ,m k  、且 1n   時仍具有 1 條漸近線。 

   

○3 2n   (一圓) ○4 1n   (僅有 x軸) ○5 1
2

n   (一圓) 

   

○6 0n  (僅有 x軸) ○7 1
2

n  (雙曲線) ○8 1n  (鉛直線) 

 
○9 2n  (雙曲線) 

(二) n 倍等角差線的漸近線與輻射點 

1. n倍等角差線的漸近線 

2. n倍等角差線的輻射點 

(三) n 倍等角差線的漸近線數量 

1. n，漸近線數量為 1n  條 
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當 n 為有理數時，不妨設
qn
p

 ，且 ( , ) 1p q  ，則
p pk
p q
   




。 

取 0,..., 1k p q   ，共有 p q 個 k 值均不為同界角，因此不重疊的漸近線數量為 p q 。 

 

         
0, 2, 0 ~ 50n     及 0 ~ 200  時的圖形 

 

 

 
即使 n 為無理數時， n 倍等角差線的圖形具有無限多條曲線，亦具有無限多條漸近線。但曲線無法

通過坐標平面上的所有點，即無法佈滿坐標平面。 

 
定理 6：當 n 為無理數時， n 倍等角差線在坐標平面上稠密。 
 

 

 

,
l
n 對 ,0

2
l 

 
 

作點對稱後之圖形為 ' 1,

l

n n
   

 

,
l
n 對

2
lx  鏡射後之圖形為 ' 1,

l

n n
   

 
    ,

l
n 對圓 2 2 2x y l  反演變換後之圖形為 '

,
1 1

l
n

n n
 
 

   

   

1n   2n   
3
2

n   

2. n，設
qn
p

 ，且 ( , ) 1p q  時，漸近線數量為 p q 條 

3. n為無理數時， n倍等角差線有無限多條漸近線，漸近線數量的增加速率與 n有關 

(四) n 倍等角差線是否於坐標平面佈滿或稠密的猜想 

1.能否取得 n值，使得 n倍等角差線佈滿坐標平面的猜想 (答案：否) 

2.能否取得 n值，使得 n倍等角差線於坐標平面上稠密的猜想 (答案：當 n為無理數時，猜想成立) 

(五) n 倍等角差線經旋轉、鏡射、反演後之圖形 

1. n倍等角差線以 ,0
2
l 

 
 

為中心，旋轉 後的圖形(對 ,0
2
l 

 
 

作點對稱) 

2. n倍等角差線對直線
2
lx  鏡射後的圖形 

3. n倍等角差線對圓 2 2 2x y l  反演後的圖形 
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性質 7： n 倍等角差線的軌跡隨 增加時而產生時，除了  0,0 、  ,0l 可從不同方向通過以外，其餘點

的通過方向固定。 
性質 8： n 倍等角差線的每一條漸近線，都只由一組相反方向的發散曲線形成。 
性質 9：當 n 為正實數時， n 倍等角差線的每一條曲線皆為發散曲線。 

 

設
qn
p

 ，其中  , 1p q  ：封閉圈數為
2

p q p q  
。 

 

設
qn
p

 ，其中  , 1p q  ：排除掉兩個特例後(第一類的 0n  及第二類的 1n   )，皆可適用 

第一類 n 倍等角差線的分割區域數為 1F p q p q     ； 

第二類 n 倍等角差線的分割區域數為F p q p q    。 

 

 
若 n倍等角差線具有輻射點，則 n倍等角差線的圖形與 n值有一一對應關係。 
唯二的特例，是第二類 n倍等角差線中的兩種情形：當 0n  及 1n   時的圖形均為水平線 0y  。 

 
(1)判斷n值為正或負： 

若 n倍等角差線圖形沒有封閉圈，則 0n  ；若 n倍等角差線圖形有封閉圈，則 0n  。 
(2)若n倍等角差線圖形有封閉圈 ( 0n  時)： 

令圖形的漸近線數為 a，封閉圈數為b 。 

若發散曲線由  0,0 延伸，則
bn

a b





；若發散曲線由  ,0l 延伸，則
a bn
b





。 

(3)若n倍等角差線圖形沒有封閉圈 ( 0n  時)： 

令圖形通過  0,0 的曲線數為 p，通過  ,0l 的曲線數為 q，則
qn
p

 。 
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(六) n 倍等角差線的封閉圈數與分割區域數 

1. n倍等角差線的自相交與發散情形 

2. n倍等角差線的封閉圈數 

3. n倍等角差線的分割區域數 

(七)當 n 為有理數時，在已知為 n 倍等角差線的前提下，由圖形特徵逆推 n 值 

1. n倍等角差線的圖形與 n值有一一對應關係 

2.當 n為有理數時，由 n倍等角差線的圖形特徵逆推 n值 

陸、參考文獻 



【評語】050409 

本作品研究 n 倍等角差線，其定義如下：給定平面上的兩條直線，分

別在其之上各取一定點，以定點為旋轉中心，旋轉通過它的直線（旋

轉速度相差 n 倍），兩線交點的軌跡定義為 n 倍等角差線。作者廣泛

的研究了 n 倍等角差線相關的性質，包括漸近線及其交點的位置及數

量、其繞圈數、和將平面分割成的區域數。其中，區域數的計算套用

尤拉公式。雖然其證明都十分簡單，且發想也十分直接，但是處理的

手法還算創新，雖然本作品幾乎已涵蓋全部想得到的性質，堪稱完

整，但是作者沒能找出 n 倍等角差線的應用，也未能清楚說明 n 倍

等角差線的研究意涵，參考文獻中相似結果也無詳盡比較，是比較可

惜之處。  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

作品簡報 





 
 

本研究從分析產生 n 倍等角差線的聯立方程式與參數式出發，首先觀察圖形的變化及計算，得到不同初始條件下的圖形分類，

進一步探索其漸近線、輻射點的特性，並解決是否於坐標平面佈滿或稠密的猜想。本研究再考慮 n 倍等角差線經旋轉、鏡射、反演

後的圖形，討論封閉圈數與求得分割區域數。並且整理出當 n 為有理數時，利用圖形逆推產生曲線之 n 、 l 、 。 
 

 
 

設 n 為一實數，考慮 為一常數、 為一變數、l為一大於 0 的常數。給定兩直線 1 2,L L ，其中 1L 為通過原點且與 x 軸正向夾角

為 n  的直線； 2L 為通過原點且與 x 軸正向夾角為  的直線。將 1 2,L L 分別以原點  0, 0B 及  , 0C l 為旋轉中心，並且同時

以 作為變數開始旋轉。此時 1 2,L L 的交點 A所形成的軌跡稱為 n 倍等角差線，並將此軌跡記作 ,
l
n 。 

                      
圖 1： 1n  的兩直線 1 2,L L         圖 2： 1n  的交點軌跡(雙曲線)      圖 3： 2n  的 n倍等角差線       圖 4： 3.5n   的 n倍等角差線 

 

 
 

一、將 n 倍等角差線的圖形分類。 
二、探索 n 倍等角差線的漸近線與輻射點。 
三、探索 n 倍等角差線的漸近線數量。 
四、處理 n 倍等角差線是否於坐標平面佈滿或稠密的猜想。 
五、探索 n 倍等角差線經旋轉、鏡射、反演後之圖形。 
六、探索 n 倍等角差線的封閉圈數及分割區域數。 
七、當 n 為有理數時，在已知為 n 倍等角差線的前提下，由圖形特徵逆推 n 、 l 、 。 
 

 
 

 
n 倍等角差線即為聯立方程式

 
 

1

2

: tan
: tan

L y n x
L y x l

 


 
    

的交點軌跡，將聯立方程式轉為 的參數式，可得 

 
 
   

tan                             
tan tan

tan tan
tan

tan tan

lx
n

l n
y n x

n


  

  
 

  

   
         

或表為

 
    

 
    

sin cos
cos

sin 1

sin sin
sin

sin 1

l n
x r n

n

l n
y r n

n

  
 

 

  
 

 

 
     


       

，其中
  

sin
sin 1

lr
n


 



 

。  

 

 
 

表 1：第一類 n 倍等角差線  nm k   的圖形分類 

 

表 2：第二類 n 倍等角差線  nm k   的圖形分類 

 

 

1.當 1n   ，
1
k

n
 


 




， k  時，n倍等角差線具有漸近線。 

漸近線方程式為 sin cos 0
1 1 1
k nl kx y

n n n
                      

， k。 

2.n倍等角差線若有 2 條以上的漸近線，則漸近線均通過 ,0
1

nl
n

 
  

， 

我們將其稱之為輻射點，且輻射點為 ,B C 之分點。 

(1)一般情形 (2)特別情形 
○1 0n  (不具封閉圈) ○2 0n  (具封閉圈) ○3 1n   (一圓) ○4 0n  (一直線) ○5 1n  (雙曲線) 

     

(1)一般情形 (2)特別情形 

○1 0n  (不具封閉圈)  ○2 0n  (具封閉圈) ○3 2n   (一圓及一直線) ○4 1n   (一直線) ○5 1
2

n   (一圓及一直線) 

     
(2)特別情形 

○6 0n  (一直線) ○7 1
2

n  (雙曲線及一直線) ○8 1n  (相垂直的兩直線) ○9 2n  (雙曲線及一直線) 

    

摘要 

曲線介紹 

研究目的 

研究結果 

一、n 倍等角差線的圖形分類 

性質 1：  nm k   ， ,m k     n倍等角差線包含水平線 0y  。 
定義：第一類 n 倍等角差線與第二類 n 倍等角差線 

(1)不滿足  nm k   ， ,m k  的n倍等角差線稱為「第一類n倍等角差線」，其圖形不包含水平線 0y  ； 

(2)滿足  nm k   ， ,m k  的n倍等角差線稱為「第二類n倍等角差線」，其圖形包含水平線 0y  。 

性質 2：第二類n倍等角差線通過 ,0
1
l
n

 
  

。 

二、n 倍等角差線的漸近線與輻射點 

圖 6：漸近線均通過 ,0
1

nl
n

 
  

 
 

圖 5： 1 2,L L 與漸近線均平行 



 
表 3：n倍等角差線的漸近線數量 

n的數值 n為 1 以外的整數時 
n為0, 1 以外的有理數時， 

設
qn
p

 ， ,p q為互質的整數 n為無理數時 

漸近線數量 1n   p q  無限多條 

說明 1
k

n
   




，取 0,1,..., 1 1k n   ， 

共取 1n  個 k 值。 
1
k

n
   




，取 0,1,..., 1k p q   ， 

共取 p q 個 k 值。 

當 n為無理數且 0k  時，無論取 k 值為多少， 

均不能使
1 1
k k

n n
     

  
 

， k 。 

圖例 

 
 

圖 7： 3n    

 

 
圖 8： 3

2
n   

 

  
 

圖 9：  2, 0,50n         圖 10：  2, 0,200n     
備註：第二類n倍等角差線在 1n   時仍具有 1 條漸近線 0y  。 
 

 
 

 
證明架構 
 

○1 利用反證法，考慮當 (0.5 )k   ， k， 
即 2L 為鉛直線時。 

○2 固定 2L 為鉛直線，取各種斜角的 1L ， 
考慮 1L 與 2L 的交點，其交點是否能佈滿 2L 。 

○3 將 1L 與 2L 的交點是否能佈滿 2L 的問題， 
轉化為考慮 1L 的斜角問題。 

   
圖 11：特別取 2L 為鉛直線時 圖 12：不同斜角的 1L 與 2L 相交 圖 13：將直線相交問題轉化為角度問題 

 

 
證明架構 
 

(1) x軸以外的點： 
○1 在 x軸以外的點 0 0( , )x y ， 

作以 0 0( , )x y 為圓心，任意正實數為半徑的圓。 
○2 使 2L 通過 0 0( , )x y ， 

欲證存在某條 1L ，使 1L 與 2L 的交點在圓內。 
○3 作通過 (0,0)與 0 0( , )x y 的直線 L， 

用 1L 的斜角逼近 L的斜角。 

   
圖 14：圓半徑可以取任意小的正實數 圖 15：希望圓內有 1L 與 2L 的交點 圖 16：將直線交點問題轉化為角度問題 

 

(2) x軸上的點： 
○1 在 x軸上的點 ( ,0)t ， 

作以 ( ,0)t 為圓心，任意正實數為半徑的大圓。 
○2 在大圓內作一圓心在 x軸以外的點之小圓， 

且小圓完全落在大圓以內。 
○3 將小圓圓心視為情況(1)中的 0 0( , )x y ， 

即可利用(1)的結論完成證明。 

   
圖 17：任取 x軸上的點 ( , 0)t  圖 18：半徑取適當長便可保證小圓完全落在大圓以內 圖 19：將問題轉化為 x軸以外的點，利用(1)的結論 

 

 
 

表 4：n倍等角差線經旋轉、鏡射、反演後之圖形 

變換種類 旋轉 鏡射 反演 

變換方法 以點 ,0
2
l 

 
 

為中心，旋轉  對直線
2
lx  鏡射 對圓 2 2 2x y l  反演 

變換前的圖形 ,
l
n  ( 1L 起始角 、轉速 n倍) ,

l
n  ( 1L 起始角 、轉速 n倍) ,

l
n  ( 1L 起始角 、轉速 n倍) 

變換後的圖形 1,

l

n n
  ( 1L 起始角

n

、轉速

1
n
倍) 1,

l

n n
  ( 1L 起始角

n


 、轉速
1
n
倍) 

,
1 1

l
n

n n
 
 

  ( 1L 起始角
1n




、轉速
1
n

n



倍) 

圖例 
藍色曲線：變換前 
紅色曲線：變換後 

 

 
圖 20： 1, 1, 2l n    

 

 
圖 21： 1, 1, 2l n    

 

 
圖 22： 1, 1, 2l n    

 

三、n 倍等角差線的漸近線數量 

四、n 倍等角差線是否於坐標平面佈滿或稠密的猜想 

定理 6-1：無論 n值為何， n倍等角差線均無法佈滿坐標平面。 

定理 6-2：當 n為無理數時， n倍等角差線在坐標平面上稠密。 

五、n 倍等角差線經旋轉、鏡射、反演後之圖形 



 
 

n 倍等角差線的封閉圈數 
  當 n 為無理數時， n 倍等角差線的封閉圈具有無限多圈； 
  當 n 為有理數時我們有下列的性質： 

 
 

n 倍等角差線的分割區域數 
當 n 為無理數時，因為發散曲線有無限多條，所以曲線將坐標平面分割成無限多個區域； 
當 n 為有理數時我們有下列的性質： 

 
 

圖例：                                                    圖例： 

第一類 n 倍等角差線
2
5

n   ： 

取    , 5, 2p q   ，得： 
封閉圈數為 2、分割區域數為 9 

 

第二類 n 倍等角差線
4
1

n  ： 

取    , 1,4p q  ，得： 
封閉圈數為 0、分割區域數為 10 

 
                             圖 23：第一類 n倍等角差線的圖例                                        圖 24：第二類 n倍等角差線的圖例 
 

 
 

表 5：逆推程序表 
程序 圖例 

(1)判斷是第一類 n倍等角差線或第二類 n倍等角差線： 

  若圖形並非只有一直線，則 

  ○1 不包含一直線的為第一類 n 倍等角差線。 
○2 包含一直線的為第二類 n 倍等角差線。 

 

 
 

 
圖 25：判斷類別 
 
圖形並非只有一直

線，且圖形包含一直

線，故為第二類 n倍
等角差線。 

(2)利用自相交點判斷 l： 
  ○1 用曲線的自相交點先找出其中一條直線的旋轉中心。 

  ○2 用輻射點的分點性質找出第二條直線的旋轉中心。 

  ○3 兩個旋轉中心之間的距離即為 l，並且分別定坐標為  0, 0 及  , 0l 。 

 

 
 

 
圖 26：判斷 l  
 
取右側自相交點為旋

轉中心，再利用分點

性質得到另一個旋轉

中心。 

(3)利用通過兩直線的旋轉中心之曲線數量判斷n： 

  ○1 沒有封閉圈時，令過  0, 0 的曲線數為 p，過  , 0l 的曲線數為q，則
qn
p

 。 

  ○2 有封閉圈時，令漸近線數為 a ，封閉圈數為b 。 

發散曲線由  0, 0 延伸，則 bn
a b





；發散曲線由  , 0l 延伸，則 a bn
b





。 

 

 
 

 
圖 27：判斷 n  
 
沒有封閉圈，通過

 0, 0 的曲線數為

5，通過  , 0l 的曲線

數為 2，則
5
2

n  。 

(4)利用切線判斷 ： 

  當 0n  時，設 n 倍等角差線圖形的 qn
p

 ，其中 ,p q   且  , 1p q  ， 

則 的所有可能為通過  0, 0 的所有曲線在  0, 0 切線的斜角。 
考慮  0,  ，則共有 p 個相異的 。 

 

 
 

 
圖 28：判斷  
 
考慮曲線在  0, 0 切

線的斜角，可以取

為 0 及
2


。 

 

＊本研究之作品說明書及海報的圖表皆由本研究作者團隊自行繪製 
 

 
 

一、將圖形分為不包含 0y  的第一類 n倍等角差線及包含 0y  的第二類 n倍等角差線，且兩類分別具有一些特別情形。 
二、求得 n倍等角差線的漸近線方程式，並得出輻射點為兩旋轉中心 :1n 之分點。 
三、求得 n為整數及有理數時的漸近線數量；得出當 n為無理數時， n倍等角差線有無限多條漸近線。 
四、證明無論 n 值為何， n 倍等角差線均無法佈滿坐標平面；證明當 n 為無理數時， n 倍等角差線在坐標平面上稠密。 
五、求得 n 倍等角差線經旋轉、鏡射、反演後之圖形與原圖形之間起始角與轉速的關係。 
六、求得 n 倍等角差線的封閉圈數及分割區域數。 
七、當 n為有理數時，利用 n倍等角差線的性質，構造由圖形逆推 n 、 l、 的方法。 
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六、n 倍等角差線的封閉圈數與分割區域數 

性質 10：n為有理數時，設
qn
p

 ，其中 p， q，  , 1p q  或 0q  。 

則 n 倍等角差線的封閉圈數為
2

p q p q  
。 

性質 11：(1)當 n 為非零之有理數時，設
qn
p

 ，其中  , 1p q  。則： 

第一類 n 倍等角差線的分割區域數 1F p q p q     ； 

第二類 n 倍等角差線的分割區域數F p q p q    。 
(2) 0n  時， n 倍等角差線的分割區域數為 2。 

七、當 n為有理數時，在已知為 n倍等角差線的前提下，由圖形特徵逆推 n、l、α 

研究結論 
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