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摘要 

本作品靈感來自於其中一題日本算額問題（Sangaku problem）。該題是將一正 ABC  的

三邊上依固定比例各作其內分點，並由三頂點與各邊內分點連線段，此三線段會將 ABC  

被分割成四個三角形（如圖二）。本研究改變其分割方式，研究題目為：在 ABC  中，L、

M、N 分別為 BC、 AB、 AC  上一點，若 AMN 、 BML 、 CLN  之內切圓半徑相等，則 

ABC  內切圓半徑等於 LMN  內切圓半徑加三等圓半徑。此外，本研究找到 ABC  各邊上

三點 L、M、N 的相對位置，並透過二次體擴張的概念說明 L、M、N 三點的相對位置是能夠

利用尺規作圖實現的。最後也計算當 LMN  存在時，三等圓半徑（r）的上界。從上述的分

割三角形的方式擴展至正 n 邊形時，也將原先在 ABC  中的分割手法延伸至正 n 邊形和正

四面體進行研究。 

 

壹、 前言 

一、研究動機 

本人對數學有著濃厚的興趣，某次在數學課聽到老師講述著關於中點三角形的性

質，如圖一，點 L、M、N 分別為 BC、 AB、 AC  

的中點，而 AMN 、 BML 、 CLN 、 LMN  四

個三角形的內切圓半徑會相等。老師同時也提出

了一篇 Sangaku problem 的題目讓我閱讀 （如圖

二），該題針對已知 ABC  是正三角形，探討圖

中四個內切圓為等圓時，其內部正 ' ' ' CBA  邊長

（ ）與正 ABC  邊長（x） 的關係為 

x
4

321 
 （參考文獻 [7]）。在閱讀完該篇文章

後令我開始思考：「若是將分割三角形的方式改為

由相異邊上點的連線段，會不會具備其它有意思的

性質」。在與指導老師相關主題時，在網路上看到

了一篇文章（如圖三），其題目如下：若 ABC  為

任意三角形， ABC  內有三等圓  1
O 、 2O 、 3

O ，且

此三等圓皆與 ABC  的其中兩邊相切，在 ABC  

的三邊上各有一點 L、M、N，當 LMN  的三邊分

別與三等圓相切時，證明 ABC  內切圓半徑等於 

LMN  內切圓半徑加三等圓半徑。該篇文章僅拋出

上述的題目提問，並未有任何證明的任何線索或說明；

圖一：  為  之中點

三角形。研究者自製 

圖二：參考文獻 [7] 作者

Angela Drei 提供的圖形 
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另外，該篇文章並未提及 LMN  的存在性與 L、M、N 三點的位置該如何確定？基於

對幾何圖形的好奇心開始了本篇研究。 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

二、研究目的 

（一）如圖三， ABC  為任意三角形，其內切圓半徑為 
ABC

r


，在  內有三個半徑

為 r 的等圓與  的其中兩邊相切，L、M、N 三點分別在  三邊上，且  

LMN  的三邊與三等圓相切。若 LMN  存在，則其內切圓半徑（
LMN

r


）加三等

圓半徑 （r），等於  的內切圓半徑（
ABC

r


），即 rrr
LMNABC




。 

（二）承一，已知 rrr
LMNABC




。給定正  邊長與指定三等圓（r）半徑時，刻

劃出  三邊上 L、M、N 的位置與求出 r 的上界。以及討論任意 ABC  三邊

上 L、M、N 的相對位置與求出 r 的上界。 

（三）證明正 n 邊形  
n

A  內切圓半徑（  nA
r ）等於其內接正 n 邊形  

n
B  內切圓半徑

（  nB
r ）加 「與  

n
A  和  

n
B  同時相切的 n 個等圓的半徑（ }{}{ nBnA

r
 ）」，即 

    }{}{ nBnAnBnA
rrr


 。若  

n
B  內接正 n 邊形  

n
C ，則上式可推廣為 

     nCnCnBnBnAnA
rrrr 

 }{}{}{
…。 

（四）在 ABC  為正三角形的前提下，將三等圓 
1

O 、
2

O 、 3
O  的半徑比從 1：1：1 改

為 1：2：1，探討 rrr
LMNABC




 等式是否成立。 

ABC

ABC ABC

ABC

ABC

ABC

圖三：參考文獻資料 [2]。研究者重製 
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（五）探討將正 ABC  延伸至正四面體時，正四面體  
n

A （ } 4 , 3 , 2 , 1 {n ）的內切球

半徑（  nA
r ）與其內接八面體  

n
B （ } 6 , 5 , 4 , 3 , 2 , 1 {n ）的內切球半徑（  nB

r ）和 

4 個小正四面體內切球半徑（r）之關係。 

 

三、文獻回顧 

Sangaku（從原文被翻譯成 “算額”，字面意思是  “計算板”），起源於日本和西方文

化隔絕的兩個世紀，是被刻在木板上的一種特殊的幾何問題，於日本神社或寺廟屋頂下

的奉獻性數學木製平板上較為常見。這些數學問題在當地帶有宗教和祭祀的性質，而 

Japanese Temple Geometry Problem 時常有著極其有趣的幾何問題和數學性質，並且解決

這些問題被認為是一種對神靈的奉獻與尊敬的方式。目前可考的 Japanese Temple 

Geometry Problem在名古屋、大阪甚至東京都有留下不少資料，許多寺廟都有

Sangaku，較著名的 Sangaku problem 包含 Malfatti’s problem（如圖四）、Japanese 

theorem for cyclic polygons。透過當地的文化和宗教背景下的演進，它們代表了數學和

宗教之間獨特的交匯點。 

 

        如圖二， ABC  為一個正三角形，三頂點各與其對邊固定比例的內分點連線後，可

巧妙地將  分割成四個三角形，即 BAB  '  、 CBC '  、 CAA '   和 ' ' ' CBA 。其

中 BAB  '  、 CBC '  、 CAA '   三個三角形顯然全等故其內切圓半徑相同，由於是採固

定比例的內分點連線，故 ' ' ' CBA  顯然是一正三角形。當正 ' ' ' CBA  的內切圓半徑

也與 BAB  '  、 CBC '  、 CAA '   三個三角形的內切圓半徑相同時，討論正 ' ' ' CBA   

與正 ABC  的邊長關係。2012 年，Angela Drei 對上述的問題提出了一種解法。（參考

文獻 [7]）。 

ABC

圖四：與 Malfatti’s problem 相關的 Sangaku。取自參考文獻 [1] 
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首先，證明 
321

OOO  為一正三角形，也計算出 
21

OO  為 4 倍的三等圓的半徑，最後

透過面積的計算，得出正 ABC  邊長的 
4

321 
 倍會等於正 ' ' ' CBA  的邊長。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

貳、 研究設備及器材 

紙、筆、筆電、Geogebra 5.0、MAGMA、Microsoft Word 

 

參、 研究過程或方法 

一、名詞解釋 

（一）
多邊形

a  即為該多邊形的面積，例如：
ABC

a


 是 ABC  的面積。 

（二）
多邊形

s  即為該多邊形周長的一半 （半周長），例如： ABC
s
  是 ABC  的半周長。 

（三）
多邊形

r  即為該多邊形的內切圓半徑，例如：
ABC

r


 是 ABC  的內切圓半徑。 

（四）圖一中當 L、M、N 為分別為 BC、 AB、 AC  之中點時， LMN  即稱為 ABC  

之中點三角形。 

（五） 
n

A  是正 n 邊形。 

（六） 
n

B  是  
n

A  的內接正 n 邊形。 

（七） 
n

C  是  
n

B  的內接正 n 邊形。 

與圖二相同：參考文獻 [7] 作者 Angela Drei 提供的圖形 
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（八） 
n

O  是與  
n

A  和  
n

B  相切的 n 個等圓圓心連線所形成之正多邊形。 

（九） 
n

' O  是與  
n

B  和  nC  相切的 n 個等圓圓心連線所形成之正多邊形。 

（十）同時與  
n

A  和  
n

B  相切的 n 個等圓的半徑表示為 
}{}{ nBnA

r


。 

（十一）同時與  
n

B  和  
n

C  相切的 n 個等圓的半徑表示為  nCnB
r

}{
。 

 

二、研究過程 

在證明研究目的（一）等式 

rrr
LMNABC


  之前，先以純幾何作

圖作出 ABC  內的三等圓。首先在任

意 ABC  三頂點 A、B、C 上各作一

條內角平分線，然後在角 B 的角平分

線上任取一點 
1

O ，以 
1

O  點為圓心，

1
O  點到 BC  的垂直距離為半徑 

（r），決定圓心和半徑後即可作一個

圓 
1

O 。接著以 
1

O  對 AB、BC  作平行線且與另兩頂點之內角平分線交於
2

O 、 3
O ，最

後以 
2

O 、 3
O 為圓心，r 為半徑即可以作出三個等圓，如圖五。 

 

（一）主定理：  為任意三角形，其內切圓半徑為 ABC
r
 ，在  內有三個半徑

為 r 的等圓與  的其中兩邊相切，L、M、N 三點分別在  三邊上，且  

LMN  的三邊與三等圓相切。若 LMN  存在，則其內切圓半徑（ LMN
r
 ）加三等

圓半徑 （r），等於  的內切圓半徑（ ABC
r
 ），即 rrr

LMNABC


 。 

 

        圖三的三個小圓是半徑相等的等圓， ABC  的內切圓半徑是 ABC
r
 ， LMN  的

內切圓半徑是 LMN
r
 ，三個等圓的半徑是 r，求證 rrr

LMNABC


 。由於證明過程

中，需要以下兩個引理  Lemma1 及 Lemma2，其敘述與證明過程如下： 

 

ABC ABC

ABC ABC

ABC

圖五：  內的三等圓之尺規作圖。研究者自製 
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Lemma1：若 ABC  為任意三角形，則其內切圓半徑 
ABC

ABC

ABC
s

a
r






  

 

Pf： 

假設任意  之內心為 I 

CIABICAIBABC
aaaa


  

 
ABCABCABCABC

rsrACBCABa



2

1
      

ABC

ABC

ABC
s

a
r






  

 

Lemma2：若 ABC  為任意三角形，則其面積 )
2

cot
2

cot
2

(cot2 CBA
ra

ABCABC



 

 

Pf： 

 AECECDBDBFAFs
ABC




2

1
 

ABC
r

AF

IF

AFA




2

cot  

2
cot

A
rAF

ABC
  

同理，
2

cot
A

rAD
ABC

 ，
2

cot
B

rBD
ABC

 ， 

            
2

cot
B

rBE
ABC

 ，
2

cot
C

rCE
ABC

 ，
2

cot
C

rCF
ABC

  

)
2

cot
2

cot
2

(cot
2

cot
2

cot
2

cot
CBA

r
C

r
B

r
A

rs
ABCABCABCABCABC




 

 

並且將其代入 Lemma1。 

 

ABCABCABC
sra


  

)
2

cot
2

cot
2

(cot
CBA

rr
ABCABC




 

)
2

cot
2

cot
2

(cot2 CBA
r

ABC



 

 

在說明完  Lemma1 與 Lemma2 後，主定理的證明過程如下： 

如圖七，圓 
2

O ，圓 I，圓 
1

O ，與 AB  切點為 G、D、J， 

ABC

圖七：研究目的（一）之示意圖。研究者自製 

圖六：Lemma2 示意圖。研究者自製 
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圖八：假設角度。研究者自製 

JOGOABJO  ABGO
1212

// ，  且 JOGO
12

 ，所以四邊形 JOGO
12

 是平行四邊

形，故 ABOO //
12

，同理 BCOO //
31

、 ACOO //
32

。在 AMN  中，
↔
 A

2
O   為 MAN  

的內角分角線，在 ABC  中，
↔

 AI  為 BAC  的內角分角線，因此得知 A、
2

O 、I 

三點共線，同理 B、
1

O 、I，C、
3

O 、I 均三點共線。因  
↔

CO
3

 為 ACB  之內角平分

線 
33

BCOACO  ，又因為 BCOO //
31

、 ACOO //
32

，故 ACIIOO 
32

、

BCIIOO 
31

IOOIOO
3132

 
↔

IO
3

 為 
231

OOO  之內角平分線，又 C、

3
O 、I 三點共線，同理 

↔
IO

2
 為 

321
OOO  之內角平分線，又 A、

2
O 、I 三點共線，

故 I 亦為 
321

OOO  的內心。因 ABID   且 ID  交 
21

OO  於 K，又 ABOO //
21

21
OOIK  ，故 KI  即為 

321
OOO  內切圓半徑。令 

321 OOO
rKI


 ，因 

321 OOO
rrKIrID


 ，因此只要證明 
321

OOO  內切圓半徑等於 LMN  的內切圓

半徑，主定理中的等式 rrr
LMNABC




 即可得證。 

 

如圖八， 

令 
321

    ANMAMNMAN ，，  

     
321

    MLBBMLMBL ，，  

     
321

    NLCCNLLCN ，，  

  

由圖九可知， 

 NLMLMNs
LMN




2

1
 

        







 )

2
cot

2
cot()

2
cot

2
cot()

2
cot

2
cot(

2

1
323232


rrrrrr  

        









2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2

323232
r

 ———① 

 

 
323121321 2

1
OOOOOOs

OOO



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圖九：研究目的（一）之示意圖。研究者自製 

 

           









2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2

1
323322


rrrrrr  

           









2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
(cot

2

323232
r

 ———② 

對比 ① 和 ②
321 OOOLMN

ss


  

 

由 Lemma2 得知 












2

cot
2

cot
2

cot 3212 
ra

AMN
 ———③ 












2

cot
2

cot
2

cot 3212 
ra

BML
 ———④  












2

cot
2

cot
2

cot 3212 
ra

CLN
 ———⑤ 

 

 

又四邊形 BOAO
12

 為梯形， 




























2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2

212122

12


rrrrrr

r
a

BOAO
 











2
cot

2
cot

2
cot2

2
cot2

2

1122

2 r
 ———⑥ 

同理， 









2
cot

2
cot

2
cot2

2
cot2

2

1133

2

31

r
a

COBO
 ———⑦ 











2
cot

2
cot

2
cot2

2
cot2

2

1123

2

23

r
a

AOCO
 ———⑧ 

 

又 
 LMNCLNBMLAMNABC

aaaaa ③+④+⑤
LMN

a


  

     
 321233112 OOOAOCOCOBOBOAOABC

aaaaa ⑥+⑦+⑧
321 OOO

a


  

 

可得 
321 OOOLMN

aa


 。再透過前述的 
321 OOOLMN

ss


  及 Lemma1，可知 LMN  和 

321
OOO  的內切圓半徑相等，故 rrrr

ABCOOOLMN


 321
，即 rrr

LMNABC



。 

至此，本研究證明 rrr
LMNABC




。且顯然此關係式為 LMN  存在之必要條件。

且此關係式 rrr
LMNABC




 為貫穿本研究最重要的主定理。 

 

（二）承研究目的（一），已知 rrr
LMNABC


 。給定正 ABC  邊長與指定三等圓（r）
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圖十：Lemma3 之示意圖。研究者自製 

半徑時，刻劃出 ABC  三邊上 L、M、N 的位置與求出 r 的上界。以及討論任意 

ABC  三邊上 L、M、N 的相對位置與求出 r 的上界。 

 

        為了討論任意 ABC  三邊上 L、M、N 的位置，本研究先從幾個特殊的三角形 

（正三角形、等腰直角三角形）開始著手。透過數學繪圖軟體 Geogebra 繪製圖形

時發現，若三個等圓半徑太大，顯然 LMN  不存在。意即三等圓之內切圓半徑明

顯有其上界，以下針對正 ABC  邊長為 a 時，推導三等圓內切圓半徑 r 之上界。 

 

1. ABC  為正三角形時，討論 ABC   三邊上 L、M、N 的位置與求出 r 的上

界。 

假設正 ABC  邊長為 a，則 
2

4

3
aa

ABC



，

2

3a
s

ABC



，根據 Lemma1 可知 

a
a

a
r

ABC
6

3

2

3
4

3 2




。由主定理可知 rrr
LMNABC




，故 rar
LMN




6

3
。 

 

Lemma3：當 ABC  為正三角形時，則 LMN  為正三角形 

 

Pf： 

如圖十 

AGrBJ  3 ，同理得知 GMLJ  ， 

故可知 BLAM  ，同理 BMAN  ， 

且 BA  60 ，故 )(SASBLMAMN  ， 

故得知 LMMN  ，同理 LNMN  ， 

故 LMN  為正三角形。 

 

        在確定 LMN  是正三角形後，本研究針對三等圓內切圓半徑 （r） 的上

界進行計算與說明。 

 

令 tLM  ，根據 Lemma1 和 Lemma3， 

LMN  的內切圓半徑 t
t

t
r

LMN
6

3

2

3
4

3 2




 

tra
6

3

6

3
 032  rat

6

3

32

aa
r   
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圖十一：當  時。  

之位置示意圖。研究者自製 

圖十二：當   時。  

之位置示意圖。研究者自製 

令 xCNAMBL   

在 BML  中，由餘弦定理可知 

2

1

)(2

)32()(
60cos

222







xax

raxax
 

222222 )1234(2 xaxraraxaxax   

0123433 22  raraxx  

6

)144348(93 22 raraa
x


  

6

14434893 22 raraa
x


  

 

其中，將判別式 22 1443489 rara   分成以下三個情況討論： 

 

第一個情況：若判別式 01443489 22  rara   

0)1233()123(  rara  

ar
12

3
  或 ar

4

3
 （不合，因為 

6

3a
r  ） 

可以得知在 ar
12

3
  時， LMN  有兩解， 

即 LMN  和 ''' NML ，如圖十一。 

 

第二個情況：若判別式 01443489 22  rara  

0)1233()123(  rara  

ar
12

3
  或 ar

4

3
 （不合，因為 

6

3a
r  ） 

即 ar
12

3
 ，此時 

2

a
x   （重根），可發現當 ar

12

3
  時，L、M、N位於 

ABC  三邊的中點。且此時 L、M、N 三點的位置恰只有一處，即 LMN 。如

圖十二。 

 

第三個情況：若是判別式 01443489 22  rara ，則此時 x 不為實數。 

綜合上述三種情況可以得知 ar
12

3
 ，故 ar

12

3
  為 r 的上界。 
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        透過圖十三，可以發現 r 在變大過程中且尚未達到上界時（ ar
12

3
 ），

LMN  存在且 L、M、N 的位置有兩解；當 ar
12

3
  時，L 的位置會與 L’ 重

合，此時 LMN  唯一；當 ar
12

3
  時，則 LMN  不存在。 

        至此本研究說明了正 ABC  三邊上 L、M、N 的相對位置至多兩解，以及

三等圓內切圓半徑之上界與正 ABC  的邊長 a 之間的關係為 ar
12

3
 。 

        在 ABC  為正三角形的前提下，上述的計算過程可以得知 

6

14434893 22 raraa
BL


 。在得到了 BL  的長度後，就能夠透過尺規作

圖找到 L、M、N 三點的相對位置，進而能利用 Geogebra 繪圖軟體作出一個 

LMN  的生成器。具體步驟如下： 

 

Step 1：在給定一單位長、正 ABC  邊長 a 及三等圓半徑 r 後，透過比例線段

圖十三：當 r 由小至大時，L、M、N 之位置示意圖。研究者自製 

r 變大 

r 為上界時 r 超過上界時 
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圖十四：假設變量。研究者自製 

作出 
2a  和 2r ，因此即可作出 

29a  和 2144r  的線段長度。 

 

Step 2：透過子母相似性質作出 3，因此可以作出 348 ，再透過比例線段即

可作出 ar348  的線段長度。 

 

Step 3：結合前兩個步驟後即可作出 22 1443489 rara  ，再透過子母相似性

質即可作出 22 1443489 rara  。 

 

Step 4：透過 Step 3 就可以作出 BL，即 
6

14434893 22 raraa 
，透過此

線段長即可作出如圖十一的 L 和 ' L  點，再透過圓外點作圓的切線，進而就能

夠作出 LMN  和 ''' NML 。 

 

        在解決正 ABC  的邊長（a）與三等圓內切圓半徑（r）的關係，並找到

三等圓內切圓半徑 r 的上界，以及將 L、M、N 的相對位置作圖完畢後，本研

究想利用類似上述的計算方式，試著討論當 ABC  為等腰直角三角形時，L、

M、N 的位置與求出 r 的上界。 

 

2. ABC  為等腰直角三角形時，討論 ABC   三邊上 L、M、N 的位置與求出 r 

的上界。 

如圖十四，在等腰直角 ABC  中， 

令 aACAB  ， bBN  ， 

baCN  2 ， cCL  ， caAL   

， dAM  ， daBM   

 

在 AML 、 BMN 、 CNL  中， 

由餘弦定理可知 

 90cos)(2)( 22 cadcadLM  

       acdca 2222   

 45cos)(2)( 22 dabdabMN  

       bdabaddba 222222   

bcacabcbabacbacLN 2222245cos)2(2)2( 22222 
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圖十五：研究目的（二）之

示意圖。研究者自製 

由 Lemma1 可知 

bdabaddbadab

dab

acdcacad

cad

r
222

45sin)( 
2

2
2

2

90sin)( 
2

1
2

222222











bcacabcbacba

bac

222222

45sin)2( 
2

1
2

222 



  

 

        從上述的連等式可以看出，想要化簡得到一個有關於 a、 b、 c、d 的關係

式並不容易。可想而知在討論任意 ABC  時，必然會有更多連等式與更多的

變量。因此本研究決定更換方法，換一個不同的思路試圖解決任意 ABC  

時，三點 L、M、N 的相對位置與三等圓半徑（r）的上界時，。 

 

3. 討論任意 ABC  中，L、M、N 的三點相對位置。 

如圖十五。假設點 B 為原點，
→
 BC  為 x 軸正向。假設 mMK  ， nLK  ，在 

 BML  中，根據海龍公式及三角形面積公式 

rnm
r

bcar

r

bcar
nmnm

r

bcar
a

ABCABCABC

BML























 



















)(2

)(

2

1

2

)(

2

)(
        

2

2

2

)(

2

)(

2

)(























 


















nm
r

bcar
r

r

bcar
nmnm

r

bcar

ABCABCABC

 



















nm
r

bcar
r

r

bca
nm

ABCABC
2

)(

2
 

nrmr
r

bcar

r

bca
nm

ABCABC










2

)(

2

2

 

nr
r

bcar
r

r

bca
nm

ABCABC










2

)(
)

2
(

2

 









































 r
r

bca
n

nr
r

bcar
m

ABC

ABC

2

1

2

)(2

 

ABC

ABC

ABC
rrbcan

r
nr

r

bcar
m





















2)(

2

2

)(2

ABC

ABC

rrbcan

rnrbcar
m










2)(

2)(2

 

由圖十五顯然 BIEJBO  ~1 ，故 
ABC

r

bcar
BJ






2

)(
， 
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圖十六：當  成立時之示意圖。研究者自製 

同理 
ABC

r

cbar
CO






2

)(
，

ABC
r

acbr
AG


2

)( 
 。 

如圖十五令 MGuMQ  ， wQN  ， vNS  ， '' SLzOL   

ABC

ABC

ABCABC
rrbcan

rnrbcar

r

acbr

r

bcar
cu

















2)(

2)(

2

)(

2

)( 2

 

ABC

ABC

ABC
rrbcan

rnrbcar

r

cr
cu











2)(

2)(2

 

 

同樣地，根據海龍公式及三角形面積公式可知 

ABC

ABC

rracbu

ruracbr
w










2)(

2)(2

，
ABC

ABC

ABC
rracbu

ruracbr

r

br
bv











2)(

2)(2

ABC
rcba

vcbar
z







2

)(
  L  的點坐標為 














0,
2

  n
r

)bca( r
 

ABC

 

                                       'L  的點坐標為 














0,
2

  z
r

)cba( r
a 

ABC

 

當 ' LL   時，即 

























0,
2

0,
2

  z
r

)cba( r
a  n

r

)bca( r

ABCABC

 

                                      zna
r

ar

ABC




 

        當 zna
r

ar

ABC




 成立時，則 ' LL  ，即可得知在任意 ABC  中 L、M、

N三點的位置，即圖十六。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        由於等式 zna
r

ar

ABC




 中，有著 n、z 兩個變量，其中 z 可以用 v 代換、
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v 可以用 u 代換，將兩者同時代入上式，可使得上式形成一個 u 的式子： 

ABC

ABC

ABC

ABC

ABC
rcba

rracbu

ruracbr

r

br
bcbar

na
r

ar


















2

2)(

2)(
)(

2

 

接著將 
ABC

ABC

ABC
rrbcan

rnrbcar

r

cr
cu











2)(

2)(2

 代入上式，可得：

ABC

ABC
ABC

ABC

ABC

ABC

ABC

ABC
ABC

ABC

ABC rcba

rracb
rrbcan

rnrbcar

r

cr
c

rrbcan

rnrbcar

r

cr
crracbr

r

br
bcbar

na
r

ar



















 











































2

2)(
2)(

2)(

2)(

2)(
2)(

)(
2

2
2

 

由上式可見，為了使得 ' LL  ，即 zna
r

ar

ABC




 等式成立，整體式子可化簡

為關於 n 的式子，但由於算式較為複雜，本研究決定換個方式處理上式的計算

與化簡，利用 MAGMA 程式輔以計算。然而 MAGMA 程式無法直接表達多項

式除法，因此在操作程式時，先將前面提及的變量 v 與 u 之等式化成無分母的

型態，在 MAGMA 程式中定義，其程式碼如圖十七： 

 

P1 := (n*R +a*(r-R))*(v*(a+b-c)-2*r*R) + R*(r^2*(a+b-c)+ v*2*r*R); 

P2 := (u*R +c*(r-R))*(n*(a+c-b)-2*r*R) + R*(r^2*(a+c-b)+ n*2*r*R); 

P3 := (v*R +b*(r-R))*(u*(b+c-a)-2*r*R) + R*(r^2*(b+c-a)+ u*2*r*R); 

 

 

 

       為了將 P1、P3 中的 v 的變量消除，將 P3 中的 v 變量乘上 P1 再減掉 P1 中

的 v 變量乘上 P3，如此一來就可以寫出一個變量僅有 a、b、c、r、
ABC

r


、n、u 

的式子，並且本人將其定義成 P4，再透過一樣的方法，將 P4 中的 u 變量乘上 

P2 再減掉 P2 中的 u 變量乘上 P4，這樣就可以寫出一個變量僅有 a、b、c、

r、
ABC

r


、n 的式子，其程式碼如圖十八： 

 

P4:= P1 * Coefficient(P3,v,1) - P3 * Coefficient(P1,v,1); 

P5:= P2 * Coefficient(P4,u,1) - P4 * Coefficient(P2,u,1); 

 

 

       為了理解 L 的位置是否可以使用尺規作圖的方式找到，應確認 L 點在坐標

平面上的 x 坐標 （因 L 點在 x 軸上，故其 y 坐標為 0），若將其表達為 n 的多

項式時，次方數是否不大於二次。此時透過 MAGMA 程式將 P5 中 n 的多項式

圖十八：P4 和 P5 的定義。研究者自製 

圖十七：P1、P2 和 P3 的定義。研究者自製 
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中 2 次項係數單獨抽離出來計算，並將其定義為 Q2，其程式碼如圖十九： 

 

Q2:=Coefficient(P5,n,2); 

 

  

       由於在程式輸出的結果中，發現其 n 的二次項係數中各項皆有 
ABC

r


（程式

中的 R），因此將其提出，其結果如下： 

 

<r^2*R^4*a + r^2*R^4*b + r^2*R^4*c + 1/4*r^2*R^2*a^3 - 1/4*r^2*R^2*a^2*b - 

1/4*r^2*R^2*a^2*c - 1/4*r^2*R^2*a*b^2 + 5/2*r^2*R^2*a*b*c - 

1/4*r^2*R^2*a*c^2 + 1/4*r^2*R^2*b^3 - 1/4*r^2*R^2*b^2*c - 

1/4*r^2*R^2*b*c^2 + 1/4*r^2*R^2*c^3 - 1/4*r^2*a^3*b*c + 

1/4*r^2*a^2*b^2*c + 1/4*r^2*a^2*b*c^2 + 1/4*r^2*a*b^3*c - 

1/2*r^2*a*b^2*c^2 + 1/4*r^2*a*b*c^3 - 1/4*r^2*b^4*c + 1/4*r^2*b^3*c^2 + 

1/4*r^2*b^2*c^3 - 1/4*r^2*b*c^4 - 2*r*R^3*a*b*c + 1/2*r*R*a^3*b*c - 

1/2*r*R*a^2*b^2*c - 1/2*r*R*a^2*b*c^2 - 1/2*r*R*a*b^3*c + r*R*a*b^2*c^2 

- 1/2*r*R*a*b*c^3 + 1/2*r*R*b^4*c - 1/2*r*R*b^3*c^2 - 1/2*r*R*b^2*c^3 + 

1/2*r*R*b*c^4 - 1/4*R^2*a^3*b*c + 1/4*R^2*a^2*b^2*c + 1/4*R^2*a^2*b*c^2 

+ 1/4*R^2*a*b^3*c - 1/2*R^2*a*b^2*c^2 + 1/4*R^2*a*b*c^3 - 1/4*R^2*b^4*c 

+ 1/4*R^2*b^3*c^2 + 1/4*R^2*b^2*c^3 - 1/4*R^2*b*c^4, 1> 

 

 

從中可發現若減去 ))()(2(4 22 cbarrrrabcrr
ABCABCABC




，就可以再提出 

))()(( cbabcaacb  ，本人定義其方程式為 Q22，並且其程式碼如圖二

十一： 

 

Q20:= Q2 div R; 

Q21:= Q20 - ( 4*r*R^2*( 2*a*b*c*(R-r)-r*R^2*(a+b+c))); 

Q22:= Q21 div ((b+c-a)*(a+c-b)*(a+b-c)); 

 

 

透過上述的計算，被因式分解後的算式，即  

Q22 222 2)( ABCABCABC bcrbcrrbcrr   ，因此 Q2 （n 的二次項係數） 的式子就會

成為 Q22 乘上 ))()(( cbabcaacb   再加上

))()(2(4 22 cbarrrrabcrr
ABCABCABC




，最後再乘上 
ABC

r


。至此可以發現此式當

中在 a、b、c、r 給定時，
ABC

r


 也會是定值，自然可以得知上述 n 次方程式的

次方數顯然不大於 2 次。一個數是否可以被尺規作圖，可參考張海潮教授曾經

發表過的文章，即參考文獻 [3]。文章中指出，如欲使用尺規作出的數只涉及

圖十九：Q2 的定義。研究者自製 

圖二十：將 
ABC

r


 提出後的程式碼。研究者自製 

圖二十一：Q22 的定義。研究者自製 



17 

 

圖二十二：  為  

之中點三角形。研究者自製 

一元二次方程式的解，則該數必可尺規作圖。透過上述的說明，得以顯見 BL  

的長度必然會是一個 n 的二次方程式的解，故 BL  的長度必然可以透過計算方

程式的解的方法將其數值計算出來，因此將 BL  的長度透過尺規進行作圖必然

可以被實現。然而，只要 BL  能夠被尺規作圖，在找到了 L 點的位置以後，透

過圓外點作圓之切線的作圖方法，即可將 M、N 作出來，意即 LMN  能透過

尺規作圖實現。 

 

4. 計算在任意 ABC  中，三等圓半徑 （r） 的上界。 

由圖十三的討論可知，當 LMN  為 ABC  之中點三角形時，三等圓半徑 

（r） 有其上界。此時，
4

cba
s

LMN





。 

根據海龍公式， 

)
2

)(
2

)(
2

(
c

s
b

s
a

ssa
ABCABCABCABCLMN




 

  ))()((
4

1
csbsass

ABCABCABCABC



 

根據 Lemma1， 

ABC

ABCABCABCABC

LMN
s

csbsass

rr










))()((
4

1
2

 

ABC

ABCABCABC

LMN
s

csbsas
rr










))()((

2

1
 

 

（三）證明正 n 邊形  
n

A  內切圓半徑（  nA
r ）等於其內接正 n 邊形  

n
B  內切圓半徑

（  nB
r ）加 「與  

n
A  和  

n
B  同時相切的 n 個等圓的半徑（ }{}{ nBnA

r
 ）」，即 

    }{}{ nBnAnBnA
rrr


 。若  

n
B  內接正 n 邊形  

n
C ，則上式可推廣為 

     nCnCnBnBnAnA
rrrr 

 }{}{}{
…。 
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圖二十五：n 邊形的部份圖。研究者自製 

在證明     rrr
nBnA
  過程中，需先證明以下兩個性質，分別為 Lemma4 及 

Lemma5，其證明過程如下： 

 

Lemma4：當多邊形為正多邊形時，則必有內

切圓。 

 

Pf： 

如圖二十三，正 n 邊形中必有一對稱中心 

O。 

連 
1

OA 、
2

OA 、
6

OA ，因為 
6121

AAAA   又 

OAAOAA
1621

 ，
11

OAOA   

故  SASAOAAOA
1621


621

OAOAOA   

21
rr    正 n 邊形之中心到各邊距離相等，此即為其內切圓半徑，亦即 O 為內

切圓圓心。 

 

Lemma5：當 n 邊形為正 n 邊形時，則其內切圓半徑 
}{

}{

}{

nA

nA

nA
s

a
r   

Pf： 

        如圖二十四，令此正 n 邊形邊長為 a，

其內切圓半徑為 r， 
n

FOA ，即 

n
AAaAA

121
 ，

2

a
FA

n
 ，由圖可知 

cot
2


a
r ，且此正 n 邊形之半周長為 

2
}{

na
s

nA
 ，面積 n

aa
a

nA
2

2

1
cot

22
}{

 

}{

}{}{

}{

2
nA

nAnA

nA
s

a

na

a
r   

 

        如圖二十五，在 
122

BBA  

和 
n

BBA
11

  中，因為 
1122

BABA   

且 
11221

BABBAB
n

 ，又 
n

BABA
112

 ，故  SASBBABBA
n11122

  

圖二十三：Lemma 4 之示意圖。研究者自製 

圖二十四：Lemma5 之示意圖。研究者自製 
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n
BBABBA

11122
 ，

11212
BBABBA

n
 ，又 

2
cot

2
cot 122212

21

BBA
r

BBA
rBB





 ，

2
cot

2
cot 11212

21

n
BBA

r
BBA

rOO







2121
OOBB  ，其餘邊長同理，因此可以知道    

nn
OB  ，故  

n
B  和  

n
O  的半周

長與面積都相同，透過 Lemma5，即可知    nOnB
rr  。 

      }{}{ nBnAnAnOnB
rrrr


 ，即     }{}{ nBnAnBnA

rrr


 。 

至此，本研究將研究目的（三）的等式     }{}{ nBnAnBnA
rrr


  證明完畢。 

        若是在  
n

B  內接一正 n 邊形  
n

C  

時，參考圖二十六，利用上式得知 

    }{}{ nCnBnCnB
rrr


 ， 

又     }{}{ nBnAnBnA
rrr


 ， 

故       nnnBnBnAnA
rrrr

CC}{}{}{



。 

透過上述的說明可知，形如這樣的推

論過程可以透過一層層的內接正 n 邊

形繼續推廣。 

 

（四）在 ABC  為正三角形的前提下，將三等圓 
1

O 、
2

O 、 3
O  的半徑比從 1：1：1 改

為 1：2：1，探討 rrr
LMNABC


  等式是否成立。 

 

改變圓 
1

O 、
2

O 、
3

O  的半徑比例，將前述研究目的（一）、（二），由三等圓改

為 1 : 2 : 1 :  : 
321


OOO
rrr 。在尚未開始計算前，本研究猜想即使改變了圓 

1
O 、

2
O 、

3
O  

的半徑比例，仍擁有類似於 rrr
LMNABC




的關係。假設 

)(
321 OOOLMNABC

rrrrr 


 ，並給定正 ABC  邊長和圓 
1

O 、
2

O 、
3

O  半徑的實際

數字，計算   和 。其計算過程如下： 

如圖二十七，正 ABC  邊長為 10，圓 
1

O 、
2

O 、
3

O  的半徑分別為 1、2、1。假設

點 B 為原點，
→
 BC  為 x 軸正向， mMG  ， nLG  。 

 

圖二十六：n 邊形的部分圖。研究者自製 
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圖二十七：r 的半徑比為 2；1；1 之示意圖。研究者自製 

在  BML  中，根據海龍公式及三角形面積公式 

  12232
2

1
3)3(  nmnmnm  

 nmnmnm  33)3(  

  2 33)3( nmnmnm   

 nmnm  33
13

3






m

m
n  

 

 

 

如圖二十七令 uMH  ， wHN  ， vNS  ， zSL  mu  3310  

同理可得：
23

342






u

u
w ， wv  3310 ，

13

3






v

v
z 。 

計算完上述變量後，就可以計算出 
LMN

a


 和 
LMN

s


，也就可以計算 
LMN

r


。並且當圓 

1
O 、

2
O 、

3
O  的半徑分別為 1、

2

1
、

2

1
 時，

LMN
r


 也是一樣的計算邏輯，將其計算

出來之後，就可透過聯立方程式解   和 。也就代表可將 

)(
321 OOOLMNABC

rrrrr 


  此關係式解出。然而，目前的困難在於透過上述的變

量可發現 
LMN

r


 的數字較為複雜，以至於無法簡潔地表述 
LMN

r


 的數值。未來本研究

盼能找出減少變量的假設方法，完成   和   的計算。 

 

（五）探討將正 ABC  延伸至正四面體時，正四面體  
n

A （ } 4 , 3 , 2 , 1 {n ）的內切球

半徑（  nA
r ）與其內接八面體  

n
B （ } 6 , 5 , 4 , 3 , 2 , 1 {n ）的內切球半徑（  nB

r ）和 

4 個小正四面體內切球半徑（r）之關係。 

 

        如圖二十八，令正四面體  
n

A  邊長為 a32 ，並且 
2

A  為原點，
→

 
32

AA  為 x 軸

正向。令 ) 0 , 0 , 32 (
3

aA 、 ) 0 , 3 , 3 (
4

aaA  

432
AAA  之重心坐標為 ) 0 ,  , 3 ( aa 。令 ) 22 ,  , 3 (

1
aaaA 。 



21 

 

正四面體  
n

A  之內切球半徑為 

aa
2

2
22

4

1

4

1
高 。 

 

        接著討論當  
n

B

（ } 6 , 5 , 4 , 3 , 2 , 1 {n ）的六個點皆為正

四面體  
n

A （ } 4 , 3 , 2 , 1 {n ）六個邊上

之中點時，即 












a

aa
B 2 ,  

2
 , 

2

33
 

1 、

) 2 , 3 , 3 (
2

aaaB 、 












a

aa
B 2 , 

2
 , 

2

3
3 、














0 , 

2

3
 , 

2

33
4

aa
B 、 













0 , 

2

3
 , 

2

3
5

aa
B 、 ) 0 , 0 , 3 (

6
aB 。 

 

        在繪製出如圖二十八之圖形後，其內接八面體  
n

B （ } 6 , 5 , 4 , 3 , 2 , 1 {n ）為

了確認是否會有一顆與八個面相切的球，本研究先將此八面可被分為兩組，其中一

組是由黃、綠、紅、紫色的面所組成的，另一組則是由剩下沒有顏色的四個面所組

成的。首先由黃、綠、紅、紫色的面所組成的內切球球心應與 
653

BBB 、

641
BBB 、

542
BBB 、

654
BBB  之四個重心所形成之新的正四面體之外接球球心共

點。 

653
BBB  之重心坐標為 














3

2
 , 

3

2
 , 

3

32 aaa
，

641
BBB  之重心坐標為 















3

2
 , 

3

2
 , 

3

34 aaa
，

542
BBB  之重心坐標為 














3

2
 , 

3

5
 , 3

aa
a ，

321
BBB  之重心坐標

為 ) 2 ,  , 3 ( aaa ，故此四個重心所形成之正四面體的外接球球心坐標為 































2

2
 ,  , 3 2

3

2

3

2

3

2
 , 

3

5

3

2

3

2
 , 33

3

34

3

32 a
aaa

aaa
a

aaa
aa

aa

，由於四個重心所形成的正四面體的外接球球心與四個重心所在平面之內切球球心

共點。因此，黃、綠、紅、紫色四面所組成的內切球球心坐標為 













2

2
 ,  , 3

a
aa ，

圖二十八：將正  延伸至正四面

體時之示意圖。研究者自製 
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且其半徑為 
2

2a
。 

 

        同理，剩下沒有顏色的四個面所組成的內切球球心應與 
532

BBB 、
631

BBB 、

421
BBB 、

654
BBB  之四個重心所形成之新的正四面體之外接球球心共點。 

532
BBB  之重心坐標為 














3

22
 , 

3

4
 , 

3

32 aaa
，

631
BBB  之重心坐標為 















3

22
 , 

3
 , 3

aa
a ，

421
BBB  之重心坐標為 














3

22
 , 

3

4
 , 

3

34 aaa
，

654
BBB  之重心坐標

為 ) 0 ,  , 3 ( aa ，故此四個重心所形成之正四面體的外接球球心坐標為 































2

2
 ,  , 30

3

22

3

22

3

22
 , 

3

4

33

4
 , 3

3

34
3

3

32 a
aa

aaa
a

aaa
a

a
a

a

，由於四個重心的正四面體的外接球球心與四個重心所在平面之內切球球心共點，

因此，四個沒有顏色的面所組成之內切球球心坐標為 













2

2
,,3

a
aa ，且其半徑為 

2

2a
。 

 

        由上述計算發現兩組面之內切球是同一顆，故內接八面體  
n

B

（ } 6 , 5 , 4 , 3 , 2 , 1 {n ）有一顆內切球，且其半徑為 
2

2a
。與原正四面體的內切球

半徑相同，故正四面體  
n

A （ } 4 , 3 , 2 , 1 {n ）內切球半徑（  nA
r ）與其內接八面

體  
n

B （ } 6 , 5 , 4 , 3 , 2 , 1 {n ）的內切球半徑（  nB
r ）和 4 個小正四面體內切球半

徑（r）之間，不會有類似於研究目的（一）的等式需要討論。 

 

肆、 研究結果 

一、  為任意三角形，其內切圓半徑為 ABC
r
 ，在  內有三個半徑為 r 的等圓

與  的其中兩邊相切，L、M、N 三點分別在  三邊上，且  LMN  的三

邊與三等圓相切。若 LMN  存在，則其內切圓半徑（ LMN
r
 ）加三等圓半徑 （r），

ABC ABC

ABC ABC
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等於  的內切圓半徑（
ABC

r


），即 rrr
LMNABC




。此等式證明完成。 

二、（一）已知 rrr
LMNABC


 ，在 ABC  是正三角形時，三等圓內切圓半徑 r 的上界

發生在 LMN  為 ABC  之中點三角形時，且 ar
12

3
 ，此時 LMN  唯一；當 

ar
12

3
  時， LMN  存在兩個。若 B 為原點，

→
 BC  為 x 軸正向，則 L 的坐標為













 
0 , 

6

14434893 22 raraa
。在有了 L 的坐標後，即可透過圓外點作切線的尺

規作圖過程，分別畫出 M、N 兩點的相對位置。 

（二）已知 rrr
LMNABC


 ，在 ABC  是任意三角形時，三等圓內切圓半徑 r 的上

界發生在 LMN  為 ABC  之中點三角形時，且 

ABC

ABCABCABC

s

csbsas
r







))()((

2

1
，此時 LMN  唯一；而當 

ABC

ABCABCABC

s

csbsas
r







))()((

2

1
 時， LMN  存在兩個。若 B 為原點，

→
 BC  為 x 

軸正向，則 BL  的長度必然可以透過計算方程式的解的方法將其數值計算出來，由

於該方程式的次方數不大於二次，故 BL  的長度透過尺規作圖必然可被實現。然

而，在找到了 L 點的位置以後，透過圓外點作圓之切線的作圖方法，即可分別畫出 

M、N 兩點的相對位置，意即 LMN  能透過尺規作圖實現。 

三、證明正 n 邊形  
n

A  內切圓半徑（  nA
r ）等於其內接正 n 邊形  

n
B  內切圓半徑

（  nB
r ）加 「與  

n
A  和  

n
B  同時相切的 n 個等圓的半徑（ }{}{ nBnA

r
 ）」，即 

    }{}{ nBnAnBnA
rrr


 。若  

n
B  內接正 n 邊形  

n
C ，則上式可推廣為 

     nCnCnBnBnAnA
rrrr 

 }{}{}{
。且上式顯然可透過一層層的內接正 n 邊形繼續推廣。 

四、當 ABC  為正三角形，本研究猜想即使改變了圓 
1

O 、
2

O 、
3

O  的半徑比例，仍擁

有類似於 rrr
LMNABC




的關係，故假設 )(
321 OOOLMNABC

rrrrr 


  的等式成

ABC
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立，然而後續計算時，由於算式過於繁雜不易整理，未來本研究盼能找出減少變量

的假設方法，完成   和   的計算。 

五、將正 ABC  延伸至正四面體後，本研究發現正四面體  
n

A  內接的八面體  
n

B  之內

切球和正四面體  
n

A  之內切球是同一顆內切球，因此  nA
r  不會等於   rr

nB
 。 

 

伍、討論 

        在查找與本研究相關文章時，意外發現在 2018 

年以色列國內的數學奧林匹亞的第六題，即參考文獻 

[8]，該問題提及的圖與本研究之圖三相同，都是在 

ABC  內有三個等圓與  的其中兩邊相切，在 

ABC  三邊上各找到一點，使得三點形成的三角形各

邊與三等圓分別相切，這樣的三角形有兩個（即右圖

中的 MNK  與 PQR ），試證此兩個三角形的內切

圓半徑相等。其實這個競賽試題透過本研究的主定理

就可以自然的發現。 

  在本篇研究中，將類似的分割方式從 ABC  推

廣至正 n 邊形時，發現仍然有類似於主定理的性質

後，本研究嘗試不同的分割方式試圖尋找是否有相關

或類似的性質時，進行了如下的嘗試：在正六邊形

上，每隔一個頂點連線，所連成之「正三角形內切圓

半徑」與「原正六邊形各邊和內部形成的正三角形相

切之三等圓半徑」相加其實並不會等同於原正六邊形的內切圓半徑。 

 

一、本研究之實用性 

        假設 ABC  為一塊三角形的土地，三頂點 A、B、C 分別為敵對國家派遣來進攻此

土地的士兵，則三個等圓是我國用來防禦敵國士兵的防禦基地，這個防禦基地的用途是

使得敵國士兵因為被防禦基地擋住視線，而無法使用武器去攻擊土地內的居民，但仍不

排除士兵會進行爆破式攻擊，即是將爆裂物擲入土地中，所以我國設計了一個 

LMN  作為保護土地上居民的建築物，讓居民可以在 LMN  區域中保證不會受到攻

擊。另外，本研究之圖形亦可以運用於公共環境中的裝飾藝術。 

 

二、未來展望 

       在研究目的 （二） 中，本研究對正 ABC  三邊上 L、M、N 的相對位置是透過解

析幾何的方法，計算 L 的坐標位置，進而透過圓外一點作圓之切線的尺規作圖過程，完

成透過尺規作圖找到 L、M、N 的目標，換言之，若沒有計算出 L 的坐標位置，後續的

作圖仍無法完成。未來本研究想透過純幾何作圖的方法找出 L、M、N 三點的相對位

ABC

圖二十九：Israel 2018 Q6。

參考文獻 [8] 
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置。另外，本研究在尋找其他作圖方式時，有作過如下的嘗試：先計算 LM  和圓 
1

O  的

切點，此切點會依三等圓之內切圓半徑 r 的變大與縮小，產生不同的切點位置，在觀察

其不同位置所造成的軌跡時，與三葉線十分雷同，雖尚未確定該軌跡方程式為何，未來

或許可以嘗試朝切點軌跡方程式的研究方向努力。 

 

         最後在研究目的 （四） 中，因為 
LMN

r


 的數字過於複雜，以至於無法成功將   和 

  的實際數字計算出來，這點著實非常可惜，因此未來將會嘗試透過其他可以減少變

量的方式去計算，期待未來可以計算出   和   的實際數字，並進一步的計算出 

)(
FEDLMNABC

rrrrr 


  正確的線性組合。 

 

陸、 結論 

        在尋找研究題目時，看到了一篇網路貼文（如圖三），文中提及圓 
1

O 、
2

O 、
3

O  為

等圓， ABC  內切圓半徑 （
ABC

r


） 等於 LMN  內切圓半徑 （
LMN

r


） 加三等圓半徑 

（r） 時 （即 rrr
LMNABC




）。因為該篇文章僅提供了此等式但並未提及證明或任何說

明文字，這使我好奇該等式的正確性，也好奇若該等式正確，應當如何進行該等式的證

明。研究初期，我使用 Geogebra 數學軟體嘗試去繪製此圖形。一開始因為不了解該圖

形的作圖要領，也不清楚具備該等式時應有的性質為何，只能透過軟體不斷嘗試，在 

ABC  三邊上各取一點 L、M、N，此時光是要控制 AMN 、 BML 、 CLN  三個三角

形的內切圓半徑並使之相等就花了一番努力。顯然，在移動 L、M、N 三點的過程中，

不但 LMN  的內切圓半徑 
LMN

r


 會有所改變， AMN 、 BML 、 CLN  三個三角形也

會隨著 L、M、N 三點的位置變化導致 r 可能不盡相同。但透過不斷地嘗試，我發現在 r 

近似相等（因為縱使透過肉眼看起來是一樣的，但總會在小數點後的某一位就看出差

異）且 LMN  存在的前提下，
ABC

r


 的數值確實幾乎等於 
LMN

rr


 。透過 Geogebra 繪圖

的實驗過程也讓我有理由相信該等式 rrr
LMNABC




 是對的、可以被證明的，因而開啟

了本研究的證明過程。 

 
        然而在研究過程中，我並不是利用純幾何作圖的方式去完成本篇的研究目的，而是

使用解析幾何的方法，計算出所需的點坐標，進而完成本篇的研究目的。計算的過程

中，時常因為變量過多使得算式過於繁雜且無法簡潔地化簡，花了相當多的時間在思考

該透過什麼手段減少本篇研究的變量。本研究一開始先是討論特殊三角形的相關性質後

再延伸討論至任意三角形，本研究最終也透過 MAGMA程式計算 BL  的長度，在把 BL  

的長度表示成 n 的多項式後，確認了其次方數不大於二次，故 BL  的長度可被尺規作

圖。然而，在找到了 L 點的位置以後，透過圓外點作圓之切線的作圖方法，即可將 M、

N 作出來，意即 LMN  能透過尺規作圖實現。 
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        在本研究的研究目的（三）中，將三角形推廣至多邊形，但由於不是每一個多邊形

都會有內切圓，所以本研究目前只有針對正 n 邊形討論，未來將會嘗試建構一個保證會

有內切圓的非正 n 邊形之多邊形並持續進行研究之。而在研究目的（五）中，本研究將

原題從二維嘗試推廣至三維，但由於正四面體  
n

A  的內接八面體  
n

B  的內切球和正四

面體  
n

A  之內切球是同一顆內切球，因此  nA
r  並不會等於   rr

nB
 ，也就代表本研究的

定理並不會在正四面體中成立。 

 

        幾何的世界十分廣闊，本研究只完成了其中一小部分，但對我而言，本研究的意義

非凡，即使現在對於研究中可延伸的方向依舊充滿著許多未知數，相信隨著我在數學領

域上的不斷學習，未來必能在幾何領域中慢慢探索且更加了解之。 
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【評語】050406 

本作品的主要貢獻在於下述主定理：給定一個三角形，將它分成四個

小三角形，其中三個在角上，一個在內部，若三個角上的三角形的內

切圓都一樣大，則其半徑加上內部小三角形的內切圓半徑，等於原三

角形的內切圓半徑。這個題目算是相當有趣。此外，作者也算出符合

上述條件的三個角上的三角形的內切圓半徑的極大值以及用電腦程

式輔助證明給定小圓半徑時，三角形的切割可以通過尺規作圖完成。

以上結果算是有趣，且其部分證明也有運用到三角函數的對稱性，值

得嘉許。最後，作者也有嘗試做出延伸推廣，如改成設定三個角上的

三角形的內切圓半徑成固定比例，或是將原三角形改成正多邊形、正

四面體，然而都沒能取得有趣的結果，比較可惜。整體撰寫得不錯，

建立一些基本性質成工具來解決特殊圖形。  
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內切圓半徑與分割點的幾何研究



研究目的

預備知識及定理

圖二：製作三等圓之示意圖

Sangaku (算額問題)起源自日本和西方文化，是被刻在木板上一種特殊的幾何問題
，在日本的神社或寺廟屋頂下的木製平板上較為常見。這些幾何問題被世人通稱為
Japanese Problem，本研究題目的三角形切割方式改編自其中一篇的算額問題，並恰
巧在網路上看到一篇相關的文章，基於好奇心開啟了本研究。

問題說明

研究動機

研究結果

名詞解釋

主定理證明

一、

證明：

是 的內切圓半徑。

如圖一，本研究在任意 內，
分別作三個與兩個邊相切的等
圓 、 與 ，其中三等圓的半
徑為 r。在 三邊上各找到
一點 L、M、N，使得 的三
邊皆為三等圓的切線。在
存在的前提下，找尋 之內
切圓半徑 、 之內切圓
半徑 和 r 三者之間的關係。

圖一：討論 、 、r之示意圖

I是 的內心，亦是 的內心。

證明 內切圓半徑（ ）等於 內切圓半徑（ ）加三等圓半
徑（r），即 。
（一）承一，已知 。給定正 邊長與指定三等圓半徑（r）
時，畫出 三邊上 L、M、N的相對位置與求出 r的上界。
（二）討論任意 三邊上 L、M、N的相對位置與求出 r的上界。
證明正 n邊形（ ）內切圓半徑（ ）等於其內接正 n邊形（ ）內切圓半
徑（ ）加「與 和 同時相切的 n個等圓的半徑（ ）」的半徑，
即即 。若 內接正 n邊形 ，則可推廣為 。
在 為正三角形的前提下，將三圓 、 與 的半徑比從 1：1：1 改為
1：g：1，求出 r的上界並探討 、 和 r三個變量之間的關係。
探討將正 延伸至正四面體時，正四面體 （ ）的內切球半
徑（ ）與其內接的正八面體 （ ）的內切球半徑（ ）和
4 個小正四面體內切球（r）之關係。

一、

二、

三、

四、

五、

為該多邊形的面積； 為該多邊形的半周長。
為該多邊形的內切圓半徑； 是正 n邊形。

為 的內接正 n邊形； 為 的內接正 n邊形。

是與 和 相切的 n個等圓圓心連線之正多邊形。

是與 和 相切的 n個等圓圓心連線之正多邊形。
同時與 和 相切的 n個等圓的半徑表示為 。

如圖三，圓 、I、 與 切點為 G、D、J

證明 內切圓半徑（ ）等於 內切圓半徑（ ）加三等圓半徑
（r），即 。

圖三：主定理之示意圖

A、 、I；B、 、I；C、 、I皆三點共線。
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圖四：研究結果二、（一）之圖形

二、

假設 ， 。

圖六：當 r為最大值圖五：當 r並非最大值時

假設點 B 為原點， 為 x 軸正向。

討論 。

情況 1：如果

情況 2：如果

假設 三邊長為 a、b、c。

（一）在 為正三角形（其邊長為 a）的前提下，三等圓半徑 r的上界為 。

證明：

研究結果

計算 和 ，計算 和

證明：

主定理

餘弦定理 綜合以上所述

相似關係

利用MAGMA程式協助本研究計算上述的式子

海龍公式、三
角形面積公式

， ， ，

，同理 ， 。

圖七：研究結果二、（二）之圖形

假設 ，即可得出 解方程式

圖八：當 成立時之圖形針對 n 的多項式中的二次項係數輸出後，將 提出，

再減 就可以再提出 ，
其結果為 。也就是說當給定 a、b、c、r時， 也會是定值，也能發現
n次多項式的次數不大於 2 次，若此多項式有實數解，則 n必可以透過計算方程式的解的方法將
其數值計算出來，因此必然可以透過尺規將 進行作圖，也就可以找出 L、M、N的相對位置。
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同圖三：主定理之示意圖

後續僅須證明 與 的內切圓半徑相等即可得出主定理。
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二、（二）若 存在以及當 成立時，本研究計算出任意 三邊上 L、

M、N的位置以及三等圓半徑（r）之最大值，即 。
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研究結果
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討論

當 為 的中點三角形時，r 會有最大值。r之上界

ˊ

四、

證明正 n邊形（ ）內切圓半徑（ ）等於其內接正 n邊形（ ）內切圓半
徑（ ）加「與 和 同時相切的 n個等圓的半徑（ ）」的半徑，
即 。若 內接正 n邊形 ，可推廣為 。

三、

在研究目的（四）中，僅計
算出將正 三等圓半徑
從 1 : 1 : 1 改為 1 : g : 1時，
其 r的上界，並未完成將其
一般化的結果。未來將著手
研究在任意 中，三圓
半徑比為 1 : g : 1、以及 1 : 

g : h時，其 r的上界為何。

海龍公式

若是在 再內接一正 n邊形 ，因
為 ，又 。

圖十：正 n 邊形之部分圖

透過上述的說明可知，形如這樣的推論過程
可以透過一層層的內接正 n邊形繼續推廣。

圖十一：r的半徑比
為 1：g：1 之示意圖

r之上界 當 L為 之中點時，r會有最大值。

假設正 邊長為 a， 。

餘弦定理

計算 和 ，計算 和

圖九：正 n 邊形之部分示意圖

在 為正三角形的前提下，將三圓 的
半徑比從 1：1：1 改為 1：g：1，求出其 r的上界並
探討 、 和 r之間的關係。

因為
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本海報之圖片皆由作者自行繪製

在經過數學實驗後，偶然發現即使
為任意三角形，且三圓半徑比為 1 : g : 

h， 、 和 與 L、M、N六點會共橢圓，
如圖十二，未來將會嘗試證明之。

1
O 2O

3
O

圖十二：六點共橢圓之示意圖

在研究目的（五）中，將正 延伸至三維空間
後，中間的圖形為正八面體，並且這個正八面體的
內切球和外面的大正四面體的內切球會是同一顆球，
所以就不會有類似於平面的 等式產生。
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