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摘要 

    本研究主要在探討費馬點在正方形四頂點具有加權的狀況時，尋找隨著加權情況變化而

移動的費馬點位置。我們從原費馬點研究三角形一般加權情況開始發想，將費馬點研究推廣

至由正方形加權情況下的特殊化結果，利用加權的對稱性，來解得不同加權情況下的費馬點

位置，也利用偏微分和物理觀點證明了一般正加權情況下的唯一性。最後，我們將研究推廣

至負加權的情況，並找出特定加權條件下，存在費馬點的條件。 

壹、研究動機 

  在尋找題目的過程中，找到了一篇利用最小位能找尋三角形加權費馬點的研究，這引起

了我們的好奇。而在後來查找資料時，我們找到了一份討論三角形加權費馬點的報告，其中

給出了一般加權情況的解，我們想知道如果把加權費馬點延伸至多邊形的情況，又會有怎樣

的結論，因此我們開始從最簡單的情況—「正方形」開始研究。 

貳、文獻探討 

  在研究過程中，我們找到了一些討論關於三角形加權費馬點的作品，其中有提到加權費

馬點的一些性質，分述如下：  

一、三角形加權狀況 

目前三角形加權費馬點的一般情況已有解，且特定角度的 sin 值比將與線段長的加權係

數有密切相關。 

二、物理觀點 

考慮平面上一點 F 受到往三角形 ABC 各頂點的守

恆力分別為 aN, bN, cN 如右圖，則當該系統穩定平

衡時， aFA + bFB + cFC 將會有最小值。 

我們參考「數學傳播 32 卷 3 期，pp.75-79」之 3 力平衡內容，並將該結論推廣至 4 力。 

(作者群製) 
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【證明】：物理觀點推廣至四點後仍然適用 

如右圖，在 ABCD 所在平面內的 , , ,A B C D 四點各

鑽一孔，將四繩繫在一起並設結點為 P ，繩子分別

穿過四孔，繩下所受重力分別為 1 2 3 4, , ,q q q q ，當它

們平衡時，它們離地高度分別為 1 2 3 4, , ,h h h h ，則整

個系統的位能 E 即為 1 1 2 2 3 3 4 4q h q h q h q h+ + +  

設結點 P 到 , , ,A B C D 四點的距離為 1 2 3 4, , ,r r r r 且繫四重物的繩長分別為 1 2 3 4, , ,l l l l ，又若

平面離地面高度為 h ，則有 ( ) , ( 1,2,3,4)i i ir h h l i+ − = = 即 i i ih r h l= + − ，故前式可寫為

1 1 2 2 3 3 4 4 1 2 3 4 1 1 2 2 3 3 4 4, ( ) ( )E q r q r q r q r c c q q q q h q l q l q l q l= + + + + = + + + − + + + 為常量。 

顯然當位能 E 最小，即 1 1 2 2 3 3 4 4q r q r q r q r E c+ + + = − 最小時，系統處於平衡。                       

在接下來的研究中將會使用到此物理觀點，因此先行證明。 

參、符號定義 

在報告中，會設加權費馬點為 ( , )F FF x y ，並在坐標平面上取一正方

形 ABCD，坐標分別為 (0,0), (2,0), (2,2), (0,2)A B C D ，如右圖。而我

們將以 ( , , , )a b c d 來表示 + + +aFA bFB cFC dFD 的加權係數，其中

, , , 0a b c d 。 

肆、研究目的與研究架構 

一、研究目的 

(一)加權 (1, ,1, )m k ， 0k m  時，求得 F 位置 

(二)加權 ( , , , )m m k k ， 0k m  時，求得 F 位置 

(三)一般正加權情況 ( , , , )a b c d ， , , , 0a b c d  時，證明 F 存在且唯一 

(四)加權 (1,1,1, )k ， 0k  時，求得 F 位置 

(作者群製) 

(作者群製) 
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二、研究架構流程圖 
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伍、研究過程與方法 

 

 一、取 1, 2= =m k  

【步驟一】：證明當 2+ + +FA FB FC FD有最小值時， F 落在 2+ =x y 上 

考慮兩圖形    , 2 2 , 2 , 2 2s tP PA PC s s P PB PD t t = + =   = + =  如圖 1，其中s

是以 A、C 為焦點的橢圓(當 2 2=s 時s 即為 AC )。 

+s t 最小值會發生在s 和t 相切時，此最小值即為 2+ + +FA FB FC FD之最小值，說明

如下： 

【說明】：最小值會發生在s 和t 相切時 

由圖 1 可知，s 及t 交於兩點時，可求得其對應的 ,s t 值，再將圖 1 和圖 2 進行比較，

當固定 s 值 (即固定s )時，可發現圖 1 的 t 值並非最小值。 

因而推得：若要求 t 之最小值且s 及t 至少交於一點的情況，會發生在s 和t 的圖形

相切時，如圖 2(但s 和t 相切時，不一定是 +s t 的最小值)。 

(一) 問題：加權 (1, ,1, )m k ， 0k m  時， F 位置為何? 

圖 1： (作者群製) 圖 2： (作者群製) 
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我們又發現s 和t 的圖形都對稱於 2+ =x y ，對稱性證明如下： 

【證明】：s
和t

的圖形都對稱於 2+ =x y  

2PB PD t+ = 的方程式為 2 2 2 2( 2) 2 ( 2)− + + + − =x y x y t ，取其上一點 ( , )P x y ，將 P 對

稱 2+ =x y 後可得
0 0 0( , ) (2 ,2 )P x y y x= − − ，代入t

的方程式： 

2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0( 2) ( ) 2 ( ) ( 2) ( ) (2 ) 2 (2 ) ( )x y x y y x y x t− + + + − = − + − + − + − =  

0 t tP   為線對稱圖形，其對稱軸為 2+ =x y 。 

A、C 為s
圖形(橢圓)的焦點，且 2+ =x y 是 AC 的中垂線 

2 + =x y 也是s
的對稱軸。 

由上述證明可知：若s
和t

的圖形相切，切點會在 2+ =x y 上 

【步驟二】：求 2+ + +FA FB FC FD有最小值時 F 點的坐標 

由上敘述可知，可設 ( ,2 ),0 2−  F F FF x x x

2 2 2 2

2

2

2( ) 4 4 2( ) 8 8 2( ) 4 4 2 2( )

2(2 ( 1) 1 2)

 + + +

= − + + − + + − + +

= − + + +

F F F F F F F

F F

FA FB FC FD

x x x x x x x

x x

                                        

我們希望求上式最小值。 

取點 (0,0), (1,1), (1,0), ( ,0)FO E G J x ，如圖 3 

則 22(2 ( 1) 1 2) 2(2 2)F Fx x EJ OJ− + + + = + +  

由圖可發現，上式有最小值時， 0 1Fx  。 

令 為 JE 的方向角 

0 1

45 90

Fx



 

    
 

圖 3  

圖 3 (作者群製)  
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1 cos cos
, , 1

sin sin sin
EJ GJ OJ

 

  
= = = −  

( )

( )

2 sin 902 cos 2 cos
2 1 1 1

sin sin sin cos 90
EJ OJ

 

   

− +−
 + = + − = + = +

− +
 

令 1O 為以 (0,0)O 為圓心的單位圓，在其上取一點 ( ) ( )( )cos 90 ,sin 90Q  + + ，

135 90 180  +    

在平面上取一點 (0,2)K ，則
( )

( )

2 sin 90

cos 90





− +

− +
即為

QK
m ， 

當 0
QK

m  且有最小值時，QK 與 1O 相切，如圖 4 

90OQK = 又 : 2 :1OK OQ =  

60 =   

cos 3 3
1

sin 3
FOJ x






−
= − = =  

2FA FB FC FD + + + 有最小值時， F 坐標為
3 3 3 3

, )
3

(
3

− +
 

「物理觀點」： 

考慮以下情況：在平面上取一正方形 0 0 0 0A B C D 及內部一點

0F 並施予 0F 點 4 個指向正方形頂點的力
0 0 0 0
, , ,B C DAF F F F ，

四力大小分別為 N,1 ,N N 1N,21 ，並設
0 0
,A BF F 夾角為 ，

如圖 5。 

由物理觀點可知，4 力平衡時，
0 0 0 0 0 0 0 02A F B F C F D F+ + + 會有最小值。 

圖 4 (作者群製)  

圖 5 (作者群製) 
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顯然此時水平和力為零，而由鉛直合力可得： 

0 0 0 0
cos ( )

1
cos 60

2

C B DAF F F F

 

+ + =

 =  = 

 

將圖形轉向並平移後，即可求得 F 坐標為
3 3 3 3

, )
3

(
3

− +
，

如圖 6，此結果與數學方法之結論完全相同。 

二、取 0, 0m k  ，不失一般性假設 k m  

【步驟一】：證明當 FA mFB FC kFD+ + + 有最小值時， F 落在 2+ =x y 上 

以上述想法可以知道，可取 F 在 2+ =x y 上，這裡用另一種方式說明 F 為何在 

2x y+ = 上。 

【證明】： F 落在 2+ =x y 上 

取 P BD 且 P AC ，並取 P BD 且 PP BD ⊥ ，如圖 7。 

PP CA 為一梯形，將C 以 PP為軸作對稱點C，如圖 8。 

可得 P A P C PA PC   +  + ，又因 P C P C  = 和 PC PC =  

可推得 P A P C PA PC +  + 且顯然 ,P B PB P D PD    

  P A mP B P C kP D PA mPB PC kPD    + + +  + + +  

當 FA mFB FC kFD+ + + 有最小值時， F 會在

2x y+ = 上。 

【步驟二】：求 FA mFB FC kFD+ + + 有最小值時， F 點的坐標為何 

設 ( ,2 ),0 2−  F F FF x x x  

圖 6 (作者群製) 

圖 7 (作者群製) 

圖 8 (作者群製) 
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( )( )

2 2 2 2

2

2( 4 4 2( 8 8 2( 4 4 2(

2 2 ( 1) 1

) ) ) )

2

F F F F F F F

F F

FA mFB FC k

x x x x x x x

FD

m k

m k xmx

+ + +

= − + + − + +



− + +

= − + + + −

 

我們希望求上式最小值。 

取點 (0,0), (1,1), (1,0), ( ,0)FO E G J x ，如圖 9。 

則 ( )( ) ( )22 )2 ( 1 2 2 ( 21) 2F Fx x mm k m EJ k m OJ= + −++ − +− +  

情況 1： k m  

由圖 9 可發現，上式有最小值時， 0 1Fx  。 

令 為 JE 的方向角 

0 1

45 90

Fx



 

    
 

1 cos cos
, , 1

sin sin sin
EJ GJ OJ

 

  
= = = −  

( )

( )

2

1 cos
2( ) ( )(1 )

sin sin

2
sin 90

( )(1 )
cos(90 )

EJ k m OJ

k m

k mk m



 





 + −

= + − −

− +
−= − +
− +

 

令 1O 為以 (0,0)O 為圓心的單位圓，在其上取一點 ( ) ( )( )cos 90 ,sin 90Q  + + ，

135 90 180  +  ，並取一點
2

(0, )K
k m−

。 

則
( )

2
sin 90

cos(90 )

k m




− +
−

− +
即為 ( 0)

QK QK
m m  ，以下利用 K 的位置討論

QK
m 之最小值： 

圖 9 (作者群製) 
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(1)當
2

2(
k m


−

即 0 2)k m −  時，QK 與 1O 相切， 

如圖 10。 

2 2
1 2 2 12 4 2

tan ( ) 1 tan
k km m

k m k m
 − − − + −

 = − =
− −

 

2 2

1
1 1

tan 4 2
F

k m
OJ x

k km m

−
 = − = − =

− + −
 

此時 F 坐標為

2 2 2 2
1 ,1 )(

4 2 4 2

k m k m

k km m k km m

− −
− +

− + − − + −
 

(2)當
2

0 2(
k m

 
−

即 2)k m−  時，注意到 

135 90 180  +  ，則當
QK

m 有最小值時，

45 = ，如圖 11。 

此時 F 坐標為 (0,2)  

情況 2： k m=  

此時即為求 ( )2 2 2EJ m+ 的最小值，顯然當 1Fx = 時有

最小此時 F 坐標為 (1,1)  

 

 

 

 

 

  

圖 10 (作者群製) 

圖 11 (作者群製) 

結論：加權 (1, ,1, )m k ，取 0k m   

(1)當
2

2
k m


−

時， F 坐標為
2 2 2 2

1 ,1 )(
4 2 4 2

k m k m

k km m k km m

− −
− +

− + − − + −
 

(2)當
2

0 2
k m

 
−

時， F 坐標為 (0,2)  

(3)當 0k m− = 時， F 坐標為 (1,1)  
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一、取 1, 2= =m k  

【步驟一】：證明當 2 2FA FB FC FD+ + + 有最小值時， F 落在 1x = 上 

【證明】： F 落在 1x = 上 

在 1x = 上取一點 P ，另取一點 P P  使 P P 垂直 1x = ，如

圖 12。 

此時 P A P B PA PB +  + 且 2 2 2 2P C P D PC PD+ +   

等號成立時 P 在 AB 或CD 上，而顯然無法同時成立 

 2 2 2 2PA PB PC PD P A P B P C P D    + + +  + + +  

 2 2PA PB PC PD+ + + 之最小值會發生於 P 在 1x = 上。 

因此可設 (1, )FF y ，並將 2 2PA PB PC PD+ + + 以 ( )
221 2 1 2 )( ) 2(f y y y+= + + − 表示。 

( )( )

( ) ( )
2 2 2 2

2 2 12 2
2( 2 ) 2( 2 ) 2(sin 2sin ))

2 1 12 1 2 1 2
(

yy y y

y yy
f

y
y  

− − −
+ = + = −

+ ++ −
=

+ −
 

其中角度 、 如圖 13。 

【步驟二】：證明當 ( ) 0f y = 時 ( )f y 有最小值並求出兩角

度關係 

取一 (1, )P y 使得 ( ) 0f y = ，此時sin 2sin 0 − =  

並另取一點 0 0(1, )P y ，以下將利用 P 和 0P 兩點位置做討

論： 

情況 1： 0y y  

此時 0 0,     (如下頁圖 14) 0 0sin 2sin 0 −  該函數在此範圍遞增。 

情況 2： 0y y  

此時 0 0,     (如下頁圖 15) 0 0sin 2sin 0 −  該函數在此範圍遞減。 

(二) 問題：加權 ( , , , )m m k k ， 0k m  ， F 位置為何? 

圖 12 (作者群製) 

圖 13 (作者群製) 
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由上述推論可知當 ( ) 0f y = 時 ( )f y 有最小值 ( ) 0Ff y = 且
sin

sin 2sin 2
sin


 


=  =  

「物理觀點」： 

考慮以下情況：在平面上取一正方形 ABCD 及內部一點 F 並施予 F 點 4 個指向正方形頂

點的力 , , ,A B C DF F F F ，四力大小分別為 N,1 ,N N 2N,21 ，並設角度 、 如圖 16。 

由物理觀點可知，4 力平衡時， 2 2AF BF CF DF+ + + 會

有最小值。 

顯然此時水平和力為零，而由鉛直合力可得： 

sin ( ) sin ( )A B C DF F F F + = +  

sin
2

sin




 = ，此結果與數學方法之結論完全相同。 

二、取 0, 0m k  ，不失一般性假設 k m  

由前述【步驟一】和【步驟二】的論述可知， F 落在 1x = 上且 ( ) 0Ff y =
sin

sin

k

m




 =  

 

  

  

圖 14 (作者群製) 圖 15 (作者群製) 

圖 16 (作者群製) 

結論：加權 ( , , , )m m k k ，取 0k m   

此時 (1, )FF y 滿足
sin

sin

k

m




= ，其中角度 、 如圖 13。 
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 在經過上述的討論後，我們發現在正加權的況下時，好像都可以找到一個唯一的 F 。我們

想知道是否在任何一般正加權情況下，費馬點都具有唯一性，於是我們開始以一般正加權情

況 ( , , , )a b c d 進行討論。 

【步驟一】：說明費馬點必存在 

顯然，在 , , , 0a b c d  時，若存在費馬點，則必定落在正方形內(含邊和頂點) 

考慮 ( ),z f x y aPA bPB cPC dPD= = + + + ，可知此函數為四個距

離函數的相加 

該函數為平滑且連續的函數，如圖 17 (註：此圖為

( , , , ) (1,2,3,3)a b c d = 之圖形，且經過上下平移處理) 

必可在 0 2,0 2x y    的範圍找到至少一個最小值。 

費馬點必存在 

【步驟二】：證明費馬點唯一並找出位置或滿足的條件 

接下來，我們將利用偏微分和物理觀點來證明一般情況的 F 點唯一。 

情況 1：加權使費馬點落在正方形內部 

令 ( ),f x y aPA bPB cPC dPD= + + +  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 22 2 2 22 2 2 2a x y b x y c x y d x y= + + − + + − + − + + −  

則
( )

( )

( )

( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 22 2

2 2

2 2 2 2
x

b x c xa x d x
f

x y x y x y x y

 −  − 
= + + +

+ − + − + − + −

  

2 4 3 1  cos cos cos cosa b c d   =  −  −  +   

  
( )

( )

( ) ( )

( )

( )
2 2 2 2 2 22 2

2 2

2 2 2 2
y

c y d ya y b y
f

x y x y x y x y

 −  − 
= + + +

+ − + − + − + −

  

2 4 3 1sin sin sin sina b c d   =  +  −  −  ， 1 2 43, , ,    如圖 18。 

若可證明 0yxf f= = 有唯一解，即可證明費馬點具有唯一性，而該解將對應到費馬點位置。 

(三) 問題：一般正加權情況 ( , , , )a b c d ， , , , 0a b c d  時， F 是否唯一? 

圖 17 (作者群製)  

圖 18 (作者群製) 
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【證明】： 0yxf f= = 有唯一解 

設 P 滿足 0x yf f= =  2 1 4 3

2 1 4 3

cos cos cos cos ( )

sin sin sin sin ( )

a d b c

a d b c

    

    

   



+ = +
 

− = − +  
 

〈步驟 1〉： 

將 ( )( )  兩式平方後相加 

2 2 2 2

2 1 2 1 3 4 3 4

2 2 2 2

2 1 3 4

2 (cos cos -sin sin ) 2 (cos cos -sin sin )

2 cos( ) 2 cos( )=

a d ad b c bc

ad bc b c a d

       

   

 + + = + +

 + − + + − −  =常數
 

〈步驟 2〉： 

做 DAP外接圓，如圖 19。 

說明：若有一點 P在弧 DPA上，則由對同弧的圓周角相等之性質可知 DP A DPA = ，即 

2 1 + 維持不變。 

同理，做 BCP 的外接圓。 

〈步驟 3〉： 

在塗色範圍(含邊界)取一 P  

(1) P在左邊塗色範圍：此時 2 1 2 1

3 4 3 4

cos( ) cos( )

cos( ) cos( )

   

   

 +  +


 +  +
   

2 2 2 2

2 1 3 42 cos( ) 2 cos( )ad bc b c a d       + − +  − − +   

(2) P在右邊塗色範圍：此時 2 1 2 1

3 4 3 4

cos( ) cos( )

cos( ) cos( )

   

   

 +  +


 +  +
  

2 2 2 2

2 1 3 42 cos( ) 2 cos( )ad bc b c a d       + − +  − − +   

由上述討論可知除了兩圓交點，在塗色範圍內找不到一點 P滿足 0x yf f= = 。 

〈步驟 4〉： 

因為 5 6 7 8, , ,    分別是 2 4 1 3, , ,    的餘角由餘角關係和 ( )( )  兩式可得

5 7 6 8

5 7 6 8

sin sin sin sin

cos cos cos cos

a d b c

a d b c

   

   

   

 

+ = +






− = − + 
， 5 6 7 8, , ,    如前頁圖 18。 

移項整理後可得 5 6 8 7

5 6 8 7

cos cos cos cos ( )

sin sin sin sin ( )

a b c d

a b c d

    

    

+ = +


− = −

   

   
  

將 ( )( )  兩式平方後相加 

Ⅰ 

Ⅱ 

Ⅰ 

圖 19 (作者群製) 
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2 2 2 2

5 6 5 6 7 8 7 8

2 2 2 2

5 6 7 8

2 (cos cos -sin sin ) 2 (cos cos -sin sin )

2 cos( ) 2 cos( )=

a b ab c d cd

ab cd c d a b

       

   

 + + = + +

 + − + + − −  =常數
  

〈步驟 5〉： 

做 DCP 和 ABP的外接圓，在塗色範圍(含邊界)取一 P並做以下討論，如圖 20。 

(1) P在上方塗色範圍：此時 5 6 5 6

7 8 7 8

cos( ) cos( )

cos( ) cos( )

   

   

 +  +


 +  +
  

2 2 2 2

5 6 7 82 cos( ) 2 cos( )ab cd c d a b       + − +  − − +   

(2) P在下方塗色範圍：此時 5 6 5 6

7 8 7 8

cos( ) cos( )

cos( ) cos( )

   

   

 +  +


 +  +
  

2 2 2 2

5 6 7 82 cos( ) 2 cos( )ab cd c d a b       + − +  − − +  

由上述討論可知除了兩圓交點，在塗色範圍內找不到一點 P

滿足 0x yf f= = 。 

〈步驟 6〉： 

將未被覆蓋處編號為Ⅰ,Ⅱ,Ⅲ,Ⅳ(不含邊界)，如圖 19、20、21，並做以下討論： 

(1)Ⅰ,Ⅲ兩區重疊 

在重疊處取一 P，此時：

1 2 1 2

3 4 3 4

1 8 1 8

5 6 5 6

7 8 7 8

360 ( )

   

   
   

   

   

 +  +
  +  +

  + + =   + +
 +  +

  +  +

矛盾  

(2)Ⅰ,Ⅳ兩區重疊或Ⅱ,Ⅲ兩區重疊 

由圖 20 可知：





Ⅰ 黃色區塊 = 

Ⅳ 黃色區塊
Ⅰ,Ⅳ兩區不重疊 

同理可證Ⅱ,Ⅲ兩區不重疊。 

(3)Ⅱ,Ⅳ兩區重疊 

由圖 20 可知：

= 





 

Ⅱ 粉色區塊

Ⅳ 黃色區塊

黃色區塊 粉色區塊 

 

Ⅰ,Ⅳ兩區不重疊 

Ⅲ Ⅲ Ⅳ 

圖 20 (作者群製) 

圖 21 (作者群製) 

Ⅳ Ⅲ Ⅲ 

Ⅰ 

Ⅰ 

Ⅱ 
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由以上推論可知，圖 19 和圖 20 的陰影將完全覆蓋正方形 

且找不到另一點使
2 2 2 2

2 1 3 4

2 2 2 2

5 6 7 8

2 cos( ) 2 cos( )=

2 cos( ) 2 cos( )=

ad bc b c a d

ab cd c d a b

   

   

 + − + + − −


+ − + + − −



 


同時成立 

無法在正方形內部找到另一點 P滿足 0x yf f= =   

 0yxf f= = 有唯一解  

「物理觀點」：  

考慮以下情況：在平面上取一正方形 ABCD 及內部一點 F 並

施予 F 點 4 個指向正方形頂點的力 , , ,A B C DF F F F ，四力大

小分別為 N, , ,N N Na b c d ，如圖 22。 

當四力平衡時的平衡點在正方形內部時

N N = N N

N N = N N

a d b c

a b c d





和 向左的水平分力的和的量值 和 向右的水平分力的和的量值

和 向下的鉛直分力的和的量值 和 向上的鉛直分力的和的量值
 

2 1 4 3

2 4 3 1

cos cos cos cos

sin + sin sin + sin

a d b c

a b c d

   

   

   



+ = +


 = 



，此結果與數學方法之結論完全相同。 

  

圖 22 (作者群製) 
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情況 2：加權使費馬點落在正方形頂點 

以 D 點為例，即考慮 F D= ，並考慮以下情況： 

在平面上取一正方形 ABCD 及內部一點 F ，並施於 F 點

3 個指向正方形頂點 ABC 的力 , ,A B CF F F ，三個力的

大小分別為 N, N, Na b c ，並再施於點一力
DF 大小為

Nd 。 

此時 , ,A B CF F F 的鉛直分力量值為
2

2
a b+ ，水平分

力量值為
2

2
c b+ ，如圖 23

2 2

2 2

2 2
A B C a bF c bF F

   
 + + = + + +      

   

 

若
2 2

2 2

2 2
d a b c b

   
 + + +      

   

， (0,2)F D= ，其餘狀況以此類推。 

  

圖 23 (作者群製) 

結論：加權 ( , , , )a b c d ， , , , 0a b c d   

(1) F 點唯一且該點滿足 2 1 4 3

2 1 4 3

cos cos cos cos

sin sin sin sin

a d b c

a d b c

   

   

   

 

+ = +






− = − + 
， 1 2 3 4, , ,    如圖 18 

(2)若加權係數滿足
2 2

2 2

2 2
d a b c b

   
 + + +      

   

， F 為 ( )0,2 ，其餘狀況可以此類推。 
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圖 26 (作者群製) 

陸、延伸討論 

  在上述的研究中，只針對了正加權的情況來討論，而在證明出正加權情況下的費馬點具

有存在性和唯一性之後，我們開始好奇負加權的情況又會使費馬點有怎樣的改變。 

【說明】： 1Fx   

取一 P在 1x = 的左側(含 1x = )，將其對稱 1x = 得 P ，如圖 24 

此時 P A P B PA PB + = + ， P C PC  ， P D PD   

P A P B P C kP D PA PB PC kPD    + + +  + + +  

1Fx   

【步驟一】：證明當 FA FB FC kFD+ + + 有最小值且 0 1k  −

時， F 落在 2+ =x y 上且在正方形內(可能在頂點) 

〈步驟 1〉：說明 0 1k  − 時， F 在 2+ =x y 上 

取 P BD 且 P AC ，並取 P BD 且 PP BD ⊥ 。 

分別以 ,D B為圓心， , P D P B 為半徑做圓 1 2,C C ，並分別交 BD於 ,N M 兩點，可能情況如圖

25、26，不論圖 25 或是 26，皆可推論如下： 

則 ( )P B kP D BM kDN PM kPN PB kDP + = + = + + +  

又由圖可知，當 P 的 x 坐標 1 時， PM PN  

在 0 1k  − 時， 0PM kPN+   

在 0 1k  − 時， ...( )P B kP D PB kPD  +  +   

又可由前述想法(第 7 頁【步驟一】)知 ...( )P A P C PA PC  +  +  

由 ( )( )  兩式可知，在 0 1k  − 時， F 在 2+ =x y 上 

  

(四) 問題：加權 (1,1,1, )k ， 0k  時， F 位置為何? 

圖 25 (作者群製) 

圖 24 (作者群製) 
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圖 27 (作者群製) 

圖 28 (作者群製) 

〈步驟 2〉：說明 0 1k  − 時， F 不在正方形外(可能在頂點) 

取 (2,0)P ，並在正方形外取一 P BD ，如圖 27。 

則 ( )P B kP D kPD kPP PP   + = + + ，又此時 0 1k  −  

...( )P B kP D kPD   +   

且顯然 ...( )P A P C PA PC  +  +  

由 ( )( )  兩式可知，在 0 1k  − 時， F 不在正方形外(可能在頂點) 

【步驟二】：求在 0 1k  − 時， F 點的坐標為何 

由上敘述可知，可設 ( ,2 ),1 2F F FF x x x−    

設 2 2 22 2 4 4 8) 2( 2 8f kx x x x xx= − + + − + +  

2 2 2 2

4 4 2(2 ) 2
( )

(2 ) 2(2 ) 2

x x kx
f x

x x x x

− − −
 = + +

+ − −
 

情況 1：1 2Fx   

【證明】：當1 2x  時， ( ) 0f x = 時 ( )f x 有最小值 

此時
2 2

4 4
( ) 2 2

(2 )

x
f x k

x x

−
 = − +

+ −
 

2 2 2 2

4 4
2 2

(2 ) (2 )

1
4(cos ) 2 2

x
k

x x x x

k
PA



= − − +
+ − + −

= − − +

 

其中角度 、 PA 如圖 28。 

在 2+ =x y 上取一 ( , )P x y 滿足 ( ) 0f x = ，在 2+ =x y 上另取一 0 0 0( , )P x y ，以下將利用兩點位

置討論。 
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圖 29 (作者群製) 

圖 30 (作者群製) 

(1) 0x x (如圖 29)： 

 0cos cos  且
0P A PA 

0( ) 0f x  左側遞減 

(2) 0x x (如圖 30)： 

 0cos cos  且
0P A PA 

0( ) 0f x  右側遞增 

由(1) (2)得知，當1 2x  時， ( ) 0f x = 時 ( )f x 有最小值。 

 ( ) 0Ff x =  

2 2

4 4
2 2 0

(2 )

F

F F

x
k

x x

−
 − + =

+ −
 

2 2 2 2(4 4) ( 2 2 ) (2 )F F Fx k x x  − = −  + −   

2

1 1
1 1

(1 )( 2 33 )
F

k

k

k
x

k k k

− −
 = + = +

+ − − + +

 

又因 2Fx   

  

2
2

2

1 1 (1 )
1 1 (1 ) 2 1 2

4 (1 )(1 )(3 ) 2 (1 ) 2 (1 )

k k k
k k

kk k k k

− − −
 =     −    −

− −+ − − − + −
 

在 0 1 2k  − 時， F 坐標為
2 2

),
2

1 1
(1

2 3
1

3

k k

k k k k

−
−

− + + +
+

+

−

−
 

情況 2： 2Fx =  

由【步驟一】之推論可知，當 F 不落在正方形內部(不含頂點)時， F 坐標為 (2,0)   

在 1 1 2k−   − 時， F 坐標為 (2,0)  
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圖 31 (作者群製) 

圖 32 (作者群製) 

圖 33 (作者群製) 

【步驟三】：證明當 FA FB FC kFD+ + + 有最小值且 1k  − 時， F 落在 2+ =x y 上且在以 D

為圓心， BD為半徑的圓外(可能在圓上) 

〈步驟 1〉：說明 1k  − 時， F 在圓外(可能在圓上) 

做以 D 為圓心， BD為半徑的圓，在圓內取一點 P ；取 P 為

(1,1,1,1 2)− 的費馬點(由【步驟二】情況 2 可知，此時

(2,0)P = )，如圖 31 

P A P B P C kP D   + + +  

(1 2) 1[ ( )]2P A P B P C P D P Dk    = + + −+ − + −  

( [ (1 2) 1 2)]k PA PB PC kPDPA PB PC PD PD −+ + + − + + +−+ =  

 (2,0) =P 時距離和會更小 

 1k  − 時， F 以 D 為圓心， BD為半徑的圓外 

〈步驟 2〉：說明當 F 落在以 D 為圓心， BD為半徑的圓外

時， F 在 2+ =x y 上 

將正方形旋轉並縮小，得 0 0 0 0( 1,0), (0, 1), (1,0), (0,1)− −A B C D ，

在 ( 1)=  −y s s 取一點 S ，並做以 0 0,A C 為焦點且過 S 的橢圓，如圖 32。 

在橢圓上取一點T ，由 2

0 0 0 0 2 1+ = + = +A T C T A S C S s 可知，該橢圓與 x 軸交於 2( 1 ,0)s +

兩點 

因此可設 2( 1 cos , sin )T s s + −  

2
2 2 2

0

2 2 2 2 2

2 2 2

[ 1 cos ] (1 sin )

cos cos sin 2 sin 1

( 1) ( 1) ( sin )

D T s s

s s s

s s s

 

   



= + + +

= + + + +

= − + + − −
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圖 34 (作者群製) 

圖 35 (作者群製) 

2 2( 1) ( sin )s s +  − ( 1, 1 sin 1s  − −   ) 

2
2 2 2 2

0( 1) ( 1) ( sin ) ( 1)s s s s D S − + + − −  − =  

0 0D T D S   

橢圓在以為 0D 圓心，
0D S 為半徑的圓內(相切於

S )，如圖 33 

又顯然以為 0B 圓心，
0B S 為半徑的圓在橢圓內(相

切於 S )，如圖 33 

任取以
0D 為圓心，

0 0B D 為半徑的圓外一點 P ，皆可找到一以 0 0,A C 為焦點的橢圓，且與

y 軸的其中一個交點 P 在 0B 下方，如圖 34 

又因橢圓必在兩圓之間(如圖 35) 00 0 0
  + +P B kP D PB kPD   

0 0 0 0 + + +PA PB PC kPD 有最小值且 P 點落在以

0D 為圓心，
0 0B D 為半徑的圓外時，該點在 y 軸上 

FA FB FC kFD + + + 有最小值且 F 點落在以 D 為

圓心， BD為半徑的圓外時，該點在 2+ =x y 軸上 

【步驟四】：求在 1k  − 時， F 點的坐標為何 

由上敘述可知，可設 ( ,2 ), 2F F FF x x x−   

設 2 2 22 2 4 4 8) 2( 2 8f kx x x x xx= − + + − + +
2 2 2 2

4 4 2(2 ) 2
( )

(2 ) 2(2 ) 2

x x kx
f x

x x x x

− − −
 = + +

+ − −
 

情況 1： 2Fx   

【證明】：當 2x  時， ( ) 0f x = 時 ( )f x 有最小值 

此時
2 2

4 4
( ) 2 2

(2 )

x
f x k

x x

−
 = + +

+ −
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2 2 2

4
( ) 0

( 1) 1 (2 )
f x

x x x
 = 

 − + + − 

 

當 2x  時， ( ) 0f x = 時 ( )f x 有最小值。 

 ( ) 0Ff x =  

2 2

4 4
2 2 0

(2 )

F

F F

x
k

x x

−
 + + =

+ −
 

2 2 2 2(4 4) ( 2 2 ) (2 )F F Fx k x x  − = − −  + −   

2

1 1
1 1 , 1 3

) 2 3(1 )(3
F

k
x

k k k

k k
k

+

+ −

+
 = − = − −

+
  −

− −

 

當 3k  − 時無解 

又因 2x   

  2

2
2

2

1 1 (1 )
1 1 (1 ) 2 1 2

4 (1 )2 (1 ) 2 (1 )2 3

k k k
k k

kkk k k

+ + +
 =     +    − −

− ++ − +−− + +
 

在 3 1 2k−   − − 時， F 坐標為
2 2

),
2

1 1
(1

2 3
1

3

k k

k k k k

+
+

− +
−

− − +

+

−
 

情況 2： 2Fx =  

由【步驟三】之推論可知，當 F 不落在以 D 為圓心， BD為半徑的圓外(不含圓上)時， F 坐

標為 (2,0)  

在 1 2 1k− −   − 時， F 坐標為 (2,0)  

 

結論：加權 (1,1,1, )k ，取 0k   

(1)當 0 1 2k  − 時， F 坐標為
2 2

),
2

1 1
(1

2 3
1

3

k k

k k k k

−
−

− + + +
+

+

−

−
 

(2)當1 2 1 2k−   − − 時， F 坐標為 (2,0)  

(3)當 1 2 3k− −   − 時， F 坐標為
2 2

),
2

1 1
(1

2 3
1

3

k k

k k k k

+
+

− +
−

− − +

+

−
 

(4)當 3k  − 時， F 無解 
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(作者群製) (作者群製) 

柒、研究結果 

一、當 0( , , , ) (1, ,1, ),a b c d m k k m = 時，得出以下結論 

   (一) 當
2

2
k m


−

時， F 坐標為
2 2 2 2

1 ,1 )(
4 2 4 2

k m k m

k km m k km m

− −
− +

− + − − + −
。 

   (二) 當
2

0 2
k m

 
−

時， F 坐標為 (0,2)  

二、當 ( , , , ) ( , , , )( , 0)a b c d m m k k m k=  時， F 滿足
sin

sin

k

m




= ，其中角度 、 如下圖(左)。 

三、當 , , , 0a b c d  時，得出以下結論 

   (一) F 點唯一且該點滿足 2 1 4 3

2 1 4 3

cos cos cos cos
,

sin sin sin sin

a d b c

a d b c

   

   

+ = +


− = − +

   

   
1 2 3 4, , ,    如下圖(右)。 

   (二) 若加權係數滿足
2 2

2 2

2 2
d a b c b

   
 + + +      

   

， F 為 ( )0,2 ，其餘狀況可以此類推 

四、當 0( , , , ) (1,1,1, ),a b c d k k=  時，得出以下結論 

   (一) 當 0 1 2k  − 時， F 坐標為
2 2

),
2

1 1
(1

2 3
1

3

k k

k k k k

−
−

− + + +
+

+

−

−
。 

   (二) 當1 2 1 2k−   − − 時， F 坐標為 (2,0)  

   (三) 當 1 2 3k− −   − 時， F 坐標為
2 2

),
2

1 1
(1

2 3
1

3

k k

k k k k

+
−

− +
+

− − +

+

−
。 

   (四) 當 3k  − 時， F 無解 

 

  

問題：加權 ( , , , )a b c d ， , , , 0a b c d  時， F 位置為何? 
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捌、未來展望 

一、雖然已經有些許的討論，但還是被局限於正方形的狀況，希望未來可以找到方法推廣到

一般四邊形。 

二、目前在正方形內還有一些狀況經由討論後仍無法找出費馬點確切位置，希望未來能補齊

並總結。 

三、當加權出現負數的情況後，可能會出現兩個或以上的費馬點，甚至會有不存在的情況，

而簡單情況像 (1,1, , ), 0k k k  、 (1, ,1, ), 0m k k m  也會因為負加權的出現而難以討論，希望

之後能找到更有效率的討論方法並補齊未能討論出的結果。 

玖、參考文獻資料 

一、張雄 - 數學傳播。費馬一一斯坦勒爾問題與平衡態公理  

二、三角形加權費馬點問題的通用解法 https://zhuanlan.zhihu.com/p/643753764?utm_id=0 

三、三角形費馬點及深入拓展 https://zhuanlan.zhihu.com/p/136600079 

 



【評語】050403 

在尋找加權費馬點的過程中，作者對不同型態的加權，以不同幾何圖

形的相切或圖形的對稱性來做觀察，並佐以物理觀點。作者也以偏微

分證明唯一性，過程中以圖示來呈現不等式組，頗具巧思。對特殊形

態的負加權的情況，作者也獲致相應結果；證明中巧妙運用橢圓的焦

點，並用兩個圓與橢圓相切，十分精彩。作品有獨到觀點，深具內涵。

可嘗試拓展各個論證的適用範圍，獲致更一般性的結論。  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

作品簡報 





本研究主要在探討費馬點在正方形四頂點具有加權的狀況時，尋找隨著加權情況變化而移動的費馬點位置。我們從
原費馬點研究三角形一般加權情況開始發想，將費馬點研究推廣至由正方形加權情況下的特殊化結果，利用加權的
對稱性，來解得不同加權情況下的費馬點位置，也利用偏微分和物理觀點證明了一般正加權情況下的唯一性。最後，
我們將研究推廣至負加權的情況，並找出特定加權條件下，存在費馬點的條件。

在尋找題目的過程中，找到了一篇利用最小位能找尋三角形加權費馬點的研究，這引起了我們的好奇。而在後來查
找資料時，我們找到了一份討論三角形加權費馬點的報告，其中給出了一般加權情況的解，我們想知道如果把加權
費馬點延伸至多邊形的情況，又會有怎樣的結論，因此我們開始從最簡單的情況—「正方形」開始研究。

研究過程與方法

【步驟一】：當 有最小值時， 點會在 上2FA FB FC FD+ + + 2x y+ =F

［方法1］：

考慮 ：當 時
{ , 2 2}

{ 2 , 2 2}

s

t

P PA PC s s

P PB PD t t

 = + = 

 = + = 

3.2, 3.6s t= = 3.2, 2.72...s t= =

為線對稱圖形，其對稱軸為
∵ 、 為 圖形(橢圓)的焦點且 是 的中垂線
∴ 也是 的對稱軸
由上述證明可知：若 和 相切，切點會在 上

比較左邊兩圖形，發現當 有最小值時， 和 會相切
我們又發現 都對稱 ，對稱性證明如下：
證明：
取 在 上，將其對稱後得到 ，並
代回 的方程式：

s t+ s


t


,
s t

  2x y+ =

( , )P x y ( , ) (2 ,2 )P x y y x   = − −

t


( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2 2 2x y x y − + + + −

( ) ( )
2 22 22 2 2x y x y t= − + + + − =

t tP    2x y+ =

A C s
 2x y+ = AC

s
2x y+ =

s
 t

 2x y+ =

t


2 2s =

當加權費馬點 到正方形 四頂點 距離
的加權係數為 ，即求 有最小值時， 點坐標為何：

ABCD (0,0), (2,0), (2,2), (0,2)A B C D , , ,FA FB FC FD( , )F FF x y

, , ,a b c d aFA bFB cFC d FD+ + + F

(一)在 且 的條件下，求得 點的坐標。
(二)在 且 的條件下，求得 點的坐標。
(三)在一般加權情況 且 的條件下，證明 存在且唯一。
(四)在 且 的條件下，求得 點的坐標。0k 

( , , , ) (1, ,1, )a b c d m k=

( , , , ) (1,1,1, )a b c d k=

( , , , ) ( , , , )a b c d m m k k=

( , , , )a b c d , , , 0a b c d 

0k m  F

0k m  F

F

F

研究目的

研究動機

摘要

(一)三角形加權狀況
目前三角形加權費馬點的一般情況已有解，且特定角度的 值比將與
線段長的加權係數有密切相關。

sin

考慮平面上一 點受到往三角形 各頂點的守恆力分別為
，則當該系統穩定平衡時， 將會有最小值。將其推廣
至四力情況時仍完全適用。

P ABC N, N, Na b c

aPA bPB cPC+ +

(二)物理觀點

文獻探討

研究架構與流程

則

【步驟二】：求 的最小值，及此時 點坐標F

由上敘述可知，可設 ( ,2 ),0 2F F FF x x x−  

22(2 ( 1) 1 2)F Fx x= − + + +2 2 2 22 4 4 2 8 8 2 4 4 2 2F F F F F F Fx x x x x x x= − + + − + + − + +

我們希望求上式最小值

2FA FB FC FD+ + +

2FA FB FC FD+ + +

［方法2］：
取 且 ，並取 且
此時 為一梯形，將 以 為軸作對稱點

P BD P AC P BDPP BD ⊥

PP CA C PP C

可得 ，又因 和
可推得
且顯然

當 有最小值時， 點會在 上

P A P C PA PC   +  + P C P C  = PC PC =

,P B PB P D PD  
  2 2P A P B P C P D PA PB PC PD    + + +  + + +

P A P C PA PC +  +

F 2x y+ =2FA FB FC FD+ + +

問題：加權 ， 位置為何?(1,1,1,2) F

(作者群製)

(作者群製)

(作者群製)(作者群製)

(作者群製)

s
AC =

(作者群製)

(作者群製)



即 0( (0,2))Fx F=

(1)當 時， 與 TS 相切

(2)當 時，注意到 ，

情況一： k m>
，則0 1Fx≤ ≤ 45 90θ≤ ≤ 

( )
2 sin(90 )

( )(1

2

)
cos(90 )

k mk

EJ k m O

m

J

θ

θ

⇒

− +
−= − +

+

− +

−





設
2(cos(90 ),sin(90 )), (0, )Q K

k m
θ θ+ +

−
 

由物理觀點可知，四力平衡時，
會有最小值。顯然此時水平和力為零，而由鉛直合力可

得：

= 2(2 ( ) 2 )EJ k m OJ m+ − +

無法和 TS 相切

∵ ∴

22(2 ( 1) 1 2)F Fx x− + + +

則 即為
2 sin(90 )

cos(90 )
θ
θ

− +
− +



 QKm

在TS上取一點

在平面上取一點 ，

(cos(90 ),sin(90 ))Q θ θ+ + 

= 2(2 2)EJ OJ+ +
0 1Fx≤ ≤ 45 90θ≤ ≤ 

1 cos, 1
sin sin

EJ OJ θ
θ θ

⇒ = = −

2EJ OJ⇒ +
2 cos 2 sin(90 )1 1

sin 0 cos(90 )
θ θ

θ θ
− − +

= + = +
− +





當 有最小值時， 與 TS 相切

3 3
3Fx −

=

(0,2)K

QK


QKm

FA mFB FC k FD+ + + 22(2 ( 1) 1 2 ( ) )F Fx m k m x= − + + + −
設 ( ),2 ,0 2F F FF x x x− ≤ ≤

2 2
k m

>
−

QK


θ⇒ =
2 2

1 4 2tan k km m
k m

− − + −
−

2 2

11 1
tan 4 2

k mOJ
k km mθ

−
⇒ = − = −

− + −

⇒
2 2

1
4 2

F
k mx

k km m
−

= −
− + −

當 有最小值時，QKm 45θ = 

20 2
k m

< ≤
−

135 90 +  < 180θ≤  

QK


當位能 最小時，系統處於平衡。

之鉛直分力量值為 ， 之鉛直分力量值為

又

物理觀點

E

BA
F F+
 

DC
F F+
 ( )sin

BA
F Fϕ +
  ( )sin

DC
F Fθ +
 

0
B DA C

F F F F+ + + =
     ( ) ( )sin sin

B DA C
F F F Fϕ θ⇒ + = +
   

sin : sin :m kθ ϕ⇒ =

情況二：

此時即為求 的最小值
顯然 為 時有最小值 點即為 交點

k m=

( )2 2 2EJ m+
J F⇒ ,AC BD(1,0)

物理觀點

考慮以下情況：在平面上取一正方
形 及內部一點 並施予
點4個指向正方形頂點的
力 ，四力大小分別
為 ，並設 夾角
為 ，如右圖。

0 0 0 0A B C D 0F0F

0 0 0 0
, , ,A B C DF F F F
   
1N,1N,1N,2N

0 0
,A BF F
 

θ
0 0 0 0 0 0 0 02A F B F C F D F+ + +

0 0 0 0

1cos ( ) cos 60
2A C B DF F F Fθ θ θ+ + = ⇒ = ⇒ = °

   

將圖形轉向並平移後，即可求得 坐標同上F

在 上取一點 ，另取一點 使 垂直 ，
此時 且
等號成立時 在 或 上，而顯然無法同時成立

有最小值時， 會在 上

 P1x=  P′  PP′   1x =
 P P B P PA A B′ ′+ ≥ + 2 2 2 2P P DC CP PD′ ′+ ≥ +

 P  AB  CD

 P   1x =
  2 2 2 2P P B P C P P PB PC PA D A D′ ′ ′ ′⇒ + + + > + + +
   2 2A DP PB PC P⇒ + + +

可設
令
則

(1, )FF y
( ) 2 2f y PA PB PC PD= + + +

2 2

2 2

( ) 2( 1 2 1 (2 ) )
2 2(2 )( 1)( ) 2( 2 ) 2(sin 2sin )

2 1 2 1 (2 )

f y y y
y yf y

y y
ϕ θ

= + + + −
− −′ = + = −

+ + −

【步驟二】：證明 時 會有最小值並求出兩角
度關係

( ) 0f y′ = ( )f y

取一點 使得 ，此時 ，在
上取一點 ，並用 點位置做以下討論：

(1, )P y ( ) 0f y′ = sin 2sin 0ϕ θ− =
1x= 0 0(1, )P y 0P

情況二：
則

0y y<

0 0,θ θ ϕ ϕ> <
0 0sin 2sin 0ϕ θ⇒ − <

情況一：
則

0y y>
0 0,θ θ ϕ ϕ< >

0 0sin 2sin 0ϕ θ⇒ − >
f⇒ f⇒

由上述討論可知， 時 會有最小值( ) 0f y′ = ( )f y

此時 sin 2sin sin : sin 1: 2ϕ θ θ ϕ= ⇒ =

在此範圍遞增 在此範圍遞減

由上可知， 落在 上，且F 1x = sin : sin :m kθ ϕ =

可解得

問題：加權 ， ， 位置為何?(1, ,1, )m k 0k m≥ > F

問題：加權 ， 位置為何?(1,1,2,2) F

問題：加權 ， ， 位置為何?( , , , )m m k k F0, 0k m> >

令 ( , )f x y aPA bPB cPC d PD= + + + ( )2 22 2 2 2 2 2( 2) ( 2) ( 2) 2a x y b x y c x d yy x= + + − + + − +− + −+
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 22 2

2 2

2 2 2 2
x

b x c xa x d xf
x y x y x y x y

⋅ − ⋅ −⋅ ⋅= + + +
+ − + − + − + −

2 4 3 1  cos cos cos cosa b c dθ θ θ θ= ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅

( )
( )

( ) ( )
( )
( )2 2 2 2 2 22 2

2 2

2 2 2 2
y

c y d ya y b yf
x y x y x y x y

⋅ − ⋅ −⋅ ⋅= + + +
+ − + − + − + −

2 4 3 1sin sin sin sina b c dθ θ θ θ= ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅

問題：一般正加權 ， ， 是否唯一?( , , , )a b c d F, , , 0a b c d >
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【步驟一】：當 有最小值時， 點
會在 上1x=

F2 2FA FB FC FD+ + +



【證明四】：在 ， 在 上
將正方形旋轉並縮小得 ，
取一點 ， ，並做以 為焦點且過 的橢圓

【求得 時 位置】

情況 2：
由【證明二】之推論可知，當 不落在正方形內部(不含
頂點)時， 坐標為 的條件下，

落在以 為圓心 為半
徑的圓外

情況 2：
由【證明三】之推論可知，當 不落在以 為圓心，
為半徑的圓外部(不含頂點)時， 坐標為
在 的條件下，

F

2 2
),

2 3
1 1(1 1

2 3k k
k

k k
kF − −= +

− + + − + +
−

由合力為零簡化後得到：

若

剩餘狀況以此類推

在平面上取一正方形 和內
部一點 ，並施於 三個分別指
向 的力 ，量值分
別為 ，並再施一力 量
值為

情況2：加權使費馬點落在正方形頂點
以 點為例，即 ，並考慮以下情況：

Nd
DF


D F D=
ABCD

F F
, ,BA CF F F
  

N, N, Na b c
, ,A B C

2 2
2 2

2 2
d a b c b

   
≥ + + +   

   

(0,2)F D=

【步驟一】：說明費馬點必存在
考慮 ，可知此
函數為四個距離函數的相加
該函數為平滑且連續的函數
必可找到至少一個最小值
費馬點必存在

延伸討論

由物理觀點可得鉛直合力與水平合力為零

【證明】： 時有唯一解
設 滿足

0x yf f= =
( , )P x y 0x yf f= =

2 1 4 3

2 1 4 3

cos cos cos cos
sin sin sin sin

a d b c
a d b c

θ θ θ θ
θ θ θ θ

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅

+ = +

⋅

 − = − + ⋅

由餘角關係轉換角度並整理可得：

常數

將上式簡化後可得：
2 2 2 2

1 2 3 4
2 2 2 2

5 6 7 8

2 cos( ) 2 cos( )=

2 cos( ) 2 cos( )=

θ θ θ θ

θ θ θ θ

 + − + + − − =


+ − + + − − =

⋅ ⋅

⋅ ⋅

ad bc b c a d

ab cd c d a b

5 6 8 7

5 6 8 7

cos cos cos cos
sin sin sin sin

a b c d
a b c d

θ θ θ θ
θ θ θ θ

+ = +
 − = −

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

常數

甲區塊:
乙區塊:
丙區塊:
丁區塊:

做ΔDAP,Δ BCP, Δ ABP, Δ CDP外接圓並做以下討論：
2 2 2 2

1 2 3 42 cos( ) 2 cos( )θ θ θ θ′ −⋅ ′ ′ ′+ ≤ + − −⋅ +ad bc b c a d
2 2 2 2

1 2 3 42 cos( ) 2 cos( )θ θ θ θ′ −⋅ ′ ′ ′+ ≥ + − −⋅ +ad bc b c a d
2 2 2 2

5 6 7 82 cos( ) 2 cos( )ab cd c d a bθ θ θ θ′ ′ ′ ′+ − + ≥ +⋅ −⋅ −
2 2 2 2

5 6 7 82 cos( ) 2 cos( )ab cd c d a bθ θ θ θ′ ′ ′ ′+ − + ≤ +⋅ −⋅ −

由圖可知，塗色範圍將完全覆蓋正方形內部
無法在正方形內部找到另外一點滿足

Ⅱ

Ⅰ

Ⅰ

Ⅱ

Ⅰ

Ⅰ

ⅣⅢ Ⅲ ⅣⅢ Ⅲ

⇒ 0x yf f= =

2 1 4 3

2 1 4 3

cos cos cos cos
sin sin sin sin

a d b c
a d b c

θ θ θ θ
θ θ θ θ

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅

+ = +
⇒  − ⋅ ⋅= − +⋅

物理觀點

z aPA bPB cPC d PD= + + +

⇒
⇒
⇒
【步驟二】：證明費馬點唯一並找出位置或滿足的條件
情況1：加權使費馬點落在正方形內部
若可證明 有唯一解，即可證明費馬點具有唯一
性，而該解將對應到費馬點位置

0yxf f= =
甲 乙

丙

丁

此時橢圓被以 為圓心且過 的圓
包住，且此時橢圓會包住以 為圓心
且過 的圓
任何橢圓上的點 ，其加權距離和

皆會大於 的加權距離和
又因為任取以 為圓心， 為半徑
的圓外一點 ，皆可找到一以
為焦點的橢圓，且與 軸的其中一個交點 在 下方
將圖形放大旋轉即可得 落在 上

，在橢圓上取一

問題：加權 ， 時， 位置為何?(1,1,1, )k 0k< F

時有最小值

設

【證明一】：在 時， 在 上
取 且 ，並取 且
由前面證明可知此時
以 為圓心， 為半徑畫圓
則
又由圖可知，當 的 坐標 時，
在 時，

在 時， 在 上
【證明二】：在 時， 不在正方形外
取 ，並在正方形外取一
則 ，又此時

且顯然
不在正方形外(可能在頂點)

P
( )P B k P D BM k DN PM k PN PB k DP′ ′+ = + = + + +

P BD∈
【求得 時 位置】

P AC∉ PP BD′ ⊥P BD′∉

,B D ,P B P D′ ′

x 1≥ PM PN≥
⇒ 0 1k> ≥ − P B k P D PB k PD′ ′+ ≥ +

1 0k− ≤ <
2x y+ =

(2,0)P P BD′∈


( )P B k P D k PD k PP PP′ ′ ′ ′+ = + + 1 0k− ≤ <
P A P C PA PC′ ′+ > +

F⇒

F

P B k P D k PD′ ′⇒ + >

2 2 22 2 4 4 8) 2( 2 8f kx x x x xx= − + + − + +

2 2 2 2

4 4 2(2 ) 2( )
(2 ) 2(2 ) 2

x x kxf x
x x x x

− − −′⇒ = + +
+ − −

情況 1：1 2Fx< <

此時
2 2 2 2

4 4( ) 2 2
(2 ) (2 )

14(cos ) 2 2

xf x k
x x x x

k
PA

θ

′ = − − +
+ − + −

= − − +
(1)

且
左側遞減

0x x<
0cos cosθ θ⇒ <

0P A PA<
0( ) 0f x′⇒ < ⇒

(2)
且
右側遞增

0x x>
0cos cosθ θ⇒ >

0P A PA>
0( ) 0f x′⇒ > ⇒

( ) 0f x′⇒ =

在 的條件下，

2Fx =
F

(2,0)⇒

【證明三】：在 時， 在以 為圓心， 為半徑
的圓外(含 )
取一 在圓內

D BD

P′

( [ ( )]

[ ( )]

1 2) 1 2

(1 2) 1 2

P A P B P C k P D

P A P B P C P D P D

PA PB PC PD PD
PA PB PC k PD

k

k

′ ′ ′ ′+ + +

′ ′ ′ ′ ′= + + + − −

+ + −+ −

+ −

> −

= + + +

+

F⇒ D BD

0 0 0 0( 1,0), (0, 1), (1,0), (0,1)A B C D− −
(0, )S s 1s ≤ − 0 0,A C S

2( 1 cos , sin )T s sθ θ+ −
2 22 2 2 2

0 0( 1) ( 1) ( sin ) ( 1)D T s s s s D Sθ= − + + − − ≤ − =
時有最小值

設 2 2 22 2 4 4 8) 2( 2 8f kx x x x xx= − + + − + +

2 2 2 2

4 4 2(2 ) 2( )
(2 ) 2(2 ) 2

x x kxf x
x x x x

− − −′⇒ = + +
+ − −

情況 1： 2Fx >
( ) 0f x′ =

當 時無解且在 的條件下，

2 2
),

2 3
1 1(1 1

2 3k k
k

k k
kF + += −

+ −−−− +
+

2Fx =
F
F (2,0)

3k ≤ −

D BD

1 0k− ≤ < F 2x y+ =

1 0k− ≤ <
F

F

1k ≤ − F

1k ≤ − F 2x y+ =

1 2 0k− < <⇒

1 1 2k− ≤ ≤ −
(2,0)F =

2 2 2

4( ) 0
( 1) 1 (2 )

f x
x x x

′′⇒ = >
 − + + − 

⇒ 3 1 2k− < < − −

⇒ 1 2 1 2k− − ≤ ≤ − (2,0)F =

P A P C PA PC′ ′+ ≥ +

⇒

⇒

0D
0B
S

S

S
T

1 0k− ≤ <

F1k < −

(2,0)

⇒

0D 0 0B D
0 0,A CP′

y P 0B
2x y+ =F
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