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摘要 

         本研究最初將兩正方形重疊，使其面積重疊處形成一八邊形，將此八邊形的八個邊分成

兩組，發現此兩組邊長有 1 次方和相等、2 次方和相等的性質。 

        而後我們將正方形推廣至正 n 邊形，討論什麼條件之下，可以使兩正 n 邊形重疊處為 2n

邊形。探討其中一正 n 邊形對另一正 n 邊形平移範圍的限制。再證明重疊部分 2n 邊形的兩

組邊長之 1～n-1 次方和相等，最後再討論兩組邊長 n 次方和相等的條件。 

        除此之外，我們將正 n 邊形推廣到其他多邊形。發現有兩條互相垂直對稱軸的圖形與等

角多邊形，也會具有兩組邊長 1 次方和相等、2 次方和相等的性質。 

 

正多邊形 

 

有兩垂直對稱軸的圖形 

 

等角多邊形 

圖 1 
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壹、前言 

一、研究動機： 

         某日我們在書本《動手玩數學與算術》[4]中發現了以下問題：「如圖 2 所示，正方形

        和正方形        邊長相同，兩正方形相交後中間形成一個八邊形，邊長分別為

  、  、  、  、  、  、  、  ，求證：                       。」，如下

圖： 

 

圖 2 

        由於兩正方形的中心在不同位置，凸出去的 8 個小三角形並不全等，使得這個性質並不

直觀。我們找到了代數與幾何的證明方法。為了觀察正方形平移時八邊形的各邊長變化，把

題目圖形畫在 GeoGebra 上作測量，卻發現，  ～  ，  ～  不只是 1 次方的和會相等，2 次

方、3 次方的和也會相等，但是到了 4 次方和就不相等了。我們還推廣了該性質到其他正多

邊形（若其為正 n 邊形，則 1 次方的和到   次方的和都符合上述等式，即：  
    

  

    
    

    
      

 ，1 1k n   ，但 n 次方不相等），甚至除了正 n 邊形外，某

些特殊條件的 n 邊形也具有邊長和相等的性質。 

 

二、研究目的： 

（一）對兩全等正 n 邊形相交後形成 2n 邊形之可平移最大範圍分析。 

       （二）對兩全等正 n 邊形相交後形成 2n 邊形之邊長性質分析。 

       （三）對兩全等特定 n 邊形相交後形成 2n 邊形之邊長性質分析。 
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貳、研究設備及器材 

紙、筆、電腦、GeoGebra。 

 

參、研究過程或方法 

一、兩全等正 n 邊形相交後形成 2n 邊形之可平移最大範圍之分析 

         首先我們先將正 n 邊形的中心為旋轉中心，將正 n 邊形旋轉 ，    
  

 
，此時兩

個正 n 邊形中心相同(如圖 3) ，接著把旋轉後的正 n 邊形        平移 ⃑(如圖 4)。為

了讓兩個正 n 邊形重疊部分形成 2n 邊形，本段落將討論 ⃑的可能範圍。 

                                   

                                          圖 3                                              圖 4 

        由於正方形會有直角、偶數邊…，一些比較好的性質，在討論時一些方法無法類推

到其他多邊形，因此下面的討論以正五邊形的圖為例，它的證明方法可以類推到其他正

n 邊形。將正 n 邊形       以中心點 O 為旋轉中心正向旋轉 （    
  

 
）後得到正

n 邊形       ，令正 n 邊形邊長為 a 。如下圖 5： 

  

圖 5                                           圖 6 

          若       平移 ⃑，我們討論 ⃑在何條件下  仍在 n 邊形       外側。 ⃑可拆解成

𝑢 ⃑  

𝑣⃑ 
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 ⃑    ⃑   ⃑，  ⃑ 垂直    
̅̅ ̅̅ ̅̅ ， ⃑平行    

̅̅ ̅̅ ̅̅ 。為了使平移後  仍在 n 邊形       外側，   ⃑  不

可大於       以  為底之高   ̅̅ ̅̅ ̅̅  (如圖 6)。同理  、   、  都有相對應的條件。由於

未平移時(圖 5)，所有凸出去的小三角形皆全等，因此三角形的高皆相等，上述向量絕

對值的限制值也就相等。 

接著我們來計算向量長度的限制值（三角形       的高） 

 

圖 7        

∠       ，以下僅以  
 

 
∠     作範例。(當  

 

 
∠     時，計算方法類

似)。連接   
̅̅ ̅̅ ̅̅ 、   

̅̅ ̅̅ ̅̅ 、   
̅̅ ̅̅ ̅，作直線 L 過 O 垂直線段    

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，過  作垂線垂直 L，令其交

點為 K。∠     
 

 
∠      

 

 
 

  

 
 

 

 
 ∠       

 

 
   

   
̅̅ ̅̅ ̅̅     

̅̅ ̅̅ ̅  
 

 
 

   (
 

 
 

  

 
)
 

 

    
 

 

，O 到兩正 n 邊形任一邊的長度    
̅̅ ̅̅ ̅̅     

 

 
 

    
 

 

    
 

 

 

三角形       的高：（   ⃑  平移長度限制值） 

    
̅̅ ̅̅ ̅     (  

 

 
)     

̅̅ ̅̅ ̅̅     
 

 
 

 

    
 
 

(   (  
 

 
)     

 

 
) 

(當  
 

 
∠     時亦為

 

    
 

 

(   (  
 

 
)     

 

 
)。) 

  

                                                           圖 8             圖 9 
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       經過上面討論，平移向量 ⃑            ⃑ ，平移後為了使  仍在 n 邊形       外側，  必

須在圖 8 虛線左側。同理為了使  、   、  仍在 n 邊形       外側，會推出  必

須在圖 9 的紅色正 n 邊形內。紅色的正 n 邊形是       縮小再旋轉 180˚，邊長會是 

 

   
 
 

(   (  
 

 
)     

 

 
) 

                                                                           

            在圖 9 紅色的正 n 邊形內只能保證，頂點

  、  、 、  在多邊形       外側。但仍有

可能頂點  跑到多邊形       內側，如圖 10 所

示。以相同方法討論頂點  、  、…、  在多邊

形       外側的條件，得出  必須落在下圖 11

中內側藍色正 n 邊形內。綜合兩條件得知，  必須

落在兩個正 n 邊形的交集 S 之內，如圖 12。 

 

          

                                                   圖 11                                圖 12 

        故兩個小正 n 邊形的交集 S 之作圖步驟應為： 

(一)：畫出正 n 邊形       。 

(二)：將       以中心點 O 為旋轉中心正向旋轉 後得到正 n 邊形       。 

(三)：將       縮小再旋轉 180˚，畫出紅色的正 n 邊形。 

(四)：將       縮小但不旋轉，畫出藍色的正 n 邊形。 

(五) ：S 為紅色的正 n 邊形與藍色的正 n 邊形交集 

1.當 是偶數，       尚未平移時的        的圖形看起來與 S 相似。步驟(三)

的旋轉 180˚將不影響紅色正 n 邊形的方向，紅色的正 n 邊形各邊與       各邊平行，

藍色的正 n 邊形各邊與       各邊平行。所以 S 與平移前的         相似(如圖 13) 。 

圖 10 
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2.當 n 是奇數，則 S 與平移前的         不一定相似。以下圖 14 極端例子為例，

當正 5 邊形旋轉     時，步驟(三)的旋轉後，藍色、紅色小正 5 邊形恰好重合，S 為

一塊正 5 邊形，        卻是 10 邊形。 

  

圖 13   是偶數 

S 與平移前的         相似 

圖 14     是奇數 

S 與平移前的         不一定相似 

     

二、兩全等正 n 邊形相交後形成 2n 邊形之邊長性質分析 

       （一）邊長 1、2 次方之和的關係 

定理 1：如下圖四邊形        和四邊形        為邊長相同的正方形，則 

                                        

 

圖 15 

證明：令         ，因為               （對頂角）且         
 

 
，所以

Δ      ∼Δ      （AA 相似）。 

同理 Δ      ∼Δ      ∼Δ      ∼Δ      ∼Δ      ∼Δ      ∼Δ      ∼Δ      。 

則    
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅      

̅̅ ̅̅ ̅̅      
̅̅ ̅̅ ̅̅      

̅̅ ̅̅ ̅̅                  ，  

    
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅                   
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̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅                   

    
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅                   

    
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅                   

    
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅                   

    
̅̅ ̅̅ ̅̅                   

    
̅̅ ̅̅ ̅̅                   

又因為四邊形        和四邊形        為邊長相同正方形，所以周長相同 

四邊相加後可得 

(  +  +  +  )(    +    )+(  +  +  +  )=(  +  +  +  )(    +    )+(  +  +  +  ) 

 [(  +  +  +  )−(  +  +  +  )] (    +    −1)=0 

 [(  +  +  +  )− (  +  +  +  )] (√       
 

 
 −1)=0。 

因為 0   
 

 
，所以√       

 

 
 −1 0 

 (  +  +  +  )− (  +  +  +  )=0 

   +  +  +  =  +  +  +  ，得證 。▊ 

定理 2：如下圖四邊形        和四邊形        為邊長相同的正方形，則 

                  
    

    
    

    
    

    
    

 
 

 

圖 16 

證明：欲證明平方相加，我們將它聯想到面積相加，方便起見。定義函數    =多邊

形 Q 的面積。凸出去的 8 個小正三角形相似： 

Δ      ∼Δ      ∼Δ      ∼Δ      ∼Δ      ∼Δ      ∼Δ      ∼Δ       

因此 8 個小三角形面積比=對應邊的平方比 

                                        

                                         

=  
    

    
    

    
    

    
    

 。 

由圖 16 可知，4 個藍色小三角形面積等於 4 個紅色小三角形面積 
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所以  
    

    
    

    
    

    
    

 得證。▊ 

 

 接下來想要把定理 1、定理 2 推廣到正 n 邊形時。由於證明過程主要用到凸出去

的小三角形皆相似，依類似方法可以順利推廣。以下以正五邊形為例。 

定理 3：如下圖正五邊形          和正五邊形          邊長相同 

性質(1).                              

性質(2).  
    

    
    

    
    

    
    

    
    

 
 

 

圖 17 

性質(1).明顯地        ∼        ∼        ∼  ∼

       ∼         。 

在       中，假設    
̅̅ ̅̅ ̅̅     ，    

̅̅ ̅̅ ̅̅     （    ），也

就是上述的小三角形三邊比皆為     。 

 

所以    
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅      

̅̅ ̅̅ ̅̅      
̅̅ ̅̅ ̅̅      

̅̅ ̅̅ ̅̅             ，同理 

    
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅               

    
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅               

    
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅               

    
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅               

    
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅               

    
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅               

    
̅̅ ̅̅ ̅̅               

    
̅̅ ̅̅ ̅̅               

 

圖 18 
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̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅               

又因為五邊形          和五邊形          周長相等，所以可得 

                                       

                                        

 [                                 ]         ….(1) 

 

在       中，    
̅̅ ̅̅ ̅̅      

̅̅ ̅̅ ̅̅      
̅̅ ̅̅ ̅̅  

            

         

        ………代入(1) 

 [                                 ]    

                              得證。▊ 

 

性質(2)：同定理 2 的證明方法，凸出去的紅色三角形面積和=藍色三角形面積和 

                                                         

因此  
    

    
    

    
    

    
    

    
    

 得證。▊ 

 

因此我們有以下結論： 

定理 4：兩全等的正 n 邊形，若其重疊部分為 2n 邊形，2n 邊形邊長逆時鐘依序為  、  、

  、  、   、  、  ，則 

1.

 

∑   
 
    ∑   

 
    

2.

 

∑   
  

    ∑   
  

    

（二）邊長   次方之和的關係 

由於我們在 GeoGebra 上觀察到了正四邊形有 1、2、3 次方和相等、4 次方和不一

定相等的性質，而正五邊形有 1、2、3、4 次方和相等、5 次方和不一定相等的性質，因

此我們猜測正 n 邊形的 1 次方和到   次方和都會相等，到 n 次方才會不相等。首先嘗

試證明 3 次方和相等，我們將每段長度算出，試著觀察其他的性質、特徵來找證明的方

法。舉例來說：下圖 19 正方形        是邊長為 12 的正方形，將它逆時針旋轉 60°，

並平移
3 3

,
2 2

 
  
 

，得到正方形         ，可算出 : 

       √             √             √             √  

       √             √              √             √  
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滿足 

                 √              

  
    

    
    

         √    
    

    
    

 
 

  
    

    
    

            √    
    

    
    

 
 

 

圖 19 

由這個例子可以看出                       ，這是在 n 是偶數才有

的特性，可以由平移時的幾何特徵推知(留待後面定理 9 會證明)。利用此性質加上之前 1、

2 次方和相等的結果可以證出 3 3

1 1

n n

i i

i i

a b
 

  ， 4n  ， n 是偶數。但由於此證明無法再推

廣4,5,..., 1n 次方和。可見每嘗試證明下一個次方，就要找新的性質。這種用幾何性質

方法不太適合繼續嘗試下去。我們打算將邊長的通式求出來，再用代數方法來證明 1 次

方和到   次方和都會相等。 

         從我們最熟悉的五邊形開始討論， n=5。假設正五邊形          以中心為旋轉

中心正向旋轉 ，形成正五邊形          。原五邊形與旋轉後的五邊形中心相同(如圖

20) ，中間會形成一個各邊長相等的 10 邊形，假設 10 邊形邊長為  

   

                 圖 20          圖 21   圖 22 

           觀察圖 20 中       ，      ，      
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 H 為  在    的垂足，            (
  

 
  )   

       (
  

 
  )

    
  

 
 

 

               
     

  

 
 

       (
  

 
  )

 

將          平移 'OO 後(如圖 21) ，觀察邊  ，令      ⃑ 垂直   且指向五邊形內部(如圖

22)。 ⃑為平移向量， 's OO ， ⃑可拆解成兩個向量相加，一個與      ⃑ 平行，一個與      ⃑ 垂直。

由於  長度不受與      ⃑ 垂直的向量影響，所以只須考慮 ⃑在      ⃑ 上的正射影。令       ⃑ 轉了有向

角 後與 ⃑平行且同向，令  ⃑   。可知平移 ⃑後，  向    靠近了     ，(       時

為遠離) ，可推出             
    

  

 
 

       (
  

 
  )

。不妨假設  
     

  

 
 

       (
  

 
  )

，(   代表

意義為 
    

   
  ) 

則：                ，  

          (  
  

 
)  ， 

          (  
  

 
)  ， 

          (  
  

 
)  ， 

          (  
  

 
)   

因此我們可推得          (  
       

 
)  ，  {         } 

同理可得          (      
       

 
)  ，  {         }， 

 

  經過上面討論，當   ，   時，中間圍成的 2n 邊形各邊長可表達成 

          (  
       

 
)  ，  {       } 

          (      
       

 
)  ，  {       } 

其中 ， ， ，  ， 為常數。 是旋轉後未平移前的 2n 邊形邊長， 為平移向量的長度，

 為    的法向量      ⃑ 轉至 ⃑的正向角，  
     

   

 
  

       (
  

 
  )

。 

 

         證明∑   
  

    ∑   
  

   等價於證明一連串的餘弦函數值的和相等。由於要證明各
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次方的和，我們想利用多項式根與係數的關係來輔助證明。 

 

引理 5：給定正整數 n，   ，若   
  

 
，  

  

 
 

  

  
，則         , 

           ,…,           均相異 

證明：假設    {       }，                     ，    

由於     、     不會是同界角所以 cos 值相同表示        、     是同界

角，則                   ，   ， 

 
  

  
 

   

 
 

   

 
        再將式子同乘

 

 
 

 

 
          ，（       都是正整數，矛盾）。 

          ,…,           均相異▊ 

 

引理 6：給定正整數 n，   ，     ，   
  

 
，則 

{

                                                                   

                                                                         
 

                                                                                     

 

         證明：建構兩個 n 次多項式函數： 

                                                

                                                

 

         欲證明這兩個多項式展開之後按降冪排列只有常數項不同。 

取  
  

  
，由引理 5 知         ,           ,…,           均相異， 

將         代入    ，並用和差化積公式化簡 

                                                                                 

      (   (
       

 
)    (

   

 
)) (   (

       

 
)    (

      

 
))  

(   (
           

 
)    (

           

 
)) 

 

將          代入    ，並使用和差化積公式化簡 

                                                                                    

      (   (
       

 
)    (

      

 
)) (   (

       

 
)    (

   

 
))  
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(   (
           

 
)    (

           

 
)) 

 

經比較後發現兩者完全相同，繼續代入          ,…,            

可推出                           …              ---① 

同理可證                            …               ---② 

 

令              ，   (    )     ，或    為  函數 

由①、②得                             …               ， 

由於         ,           ,…,           為 n 個相異實數， 

可知    為常數函數，因此    ，    展開之後只有常數項可能不同 

再由多項式根與係數的關係，與對稱多項式基本定理的性質，本定理得證▊ 

 

(對稱多項式基本定理 Fundamental Theorem of Symmetric Polynomials)在  ,   , ,   對

稱多項式中，令基本對稱多項式(elementary symmetric polynomial)， 

1 1

i=1

=
n

x  ， 2

1 i<j n

= i jx x
 

 ，…，
1 1

1 21 j <j ...<j n

= ...
m

m

m j j jx x x
 

  

設 f (  ,   , ,   )為包含變數   ,   , ,    的對稱多項式，則 f 可以表示成以 1 、

2 、...、 n  作為變數的多項式。 

例如對稱多項式
i=1

n
r

ix 可以由下面方法表示 

1

i=1

n

ix   

2

1 2

i=1 i=1

2
n n

i ix x     

3 2

1 2 3

i=1 i=1 1

3
n n n

i i i

i

x x x  


      

… 

   
11 2 1

1 2 1

i=1 i=1 1 i=1

... 1 1
n n n n

r rr r r

i i i r i n

i

x x x x n   
 





           

以上定理引用自參考資料[2][3]。 
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定理 7：已知：n 邊形       和 n 邊形       為全等的正 n 邊形，兩多邊形重疊

部分為 2n 邊形，各邊長依序為  ,   ,   ,   ,…,   ,   ，則： 

{
 

 
                     

  
    

      
    

    
      

 

 
  

      
        

      
      

        
   

 

證明：由前面討論知，存在常數 ， ， ，  ，  

          (  
       

 
)  ，  {       } 

          (      
       

 
)  ，  {       } 

給定       檢驗
1 1

n n
r r

i i

i i

a b
 

   

   
1

1

0 1

1 1

1 2 1 2
cos ... cos

r
n n

r r r r r r

i r

i i

i i
a C L C L s k C s k

n n

 
 

 

          
                       

   

   
1

1

0 1

1 1

1 2 1 2
cos ... cos

r
n n

r r r r r r

i r

i i

i i
b C L C L s k C s k

n n

 
     

 

          
                           

 

         

由引理 6 知： 

∑     (  
        

 
) 

    ∑     (      
        

 
) 

   ，    ，      

故
1 1

n n
r r

i i

i i

a b
 

  ，          得證▊ 

接著我們想討論何時會讓  
    

      
    

    
      

 也成立 

這個情況就會是下面的方程組每個式子全都成立， 

{

                     

  
    

      
    

    
      

 

 
  

    
      

    
    

      
 

 

考慮多項式 

      

      

1 2

1 2

n

n

f x x a x a x a

g x x b x b x b

   

   
 

 

由上面的 n 條等式成立，利用根與係數的關係可以推出  f x 與  g x 展開後的各項係數都相

同，所以這兩個多項式相等。因此  f x 與  g x 的因式分解會相同，也就是根 1 2, ,..., na a a 與

1 2, ,..., nb b b 會相同，重根次數也會相同，只差在順序的差異。 

       接下來將討論 1 2, ,..., na a a 與 1 2, ,..., nb b b 什麼情況相同(只差在順序的差異)。 
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舉例：如下圖 23，將正 5 邊形       以中心點 O 為旋轉中心正向旋轉 後得到       ，

此時中間形成的 10 邊形會是線對稱圖形，有 5 條對稱軸，若平移向量 'OO s 與其中一條

對稱軸垂直(圖 23)，平移後形成的 10 邊形仍是線對稱圖形(如圖 24)，對稱軸通過 'OO 中點。

因此 1 2, ,..., na a a 與 1 2, ,..., nb b b 長度會相同，只差在順序的差異。 

 
圖 23                                                 圖 24 

 

由於使用幾何方法無法保證是否找完全部的情況，以下使用代數方法來找尋所有可能。當平

移向量 0s  時顯然成立，所以我們討論當平移向量 0s  時， 

                    (  
       

 
)  ，                          {       } 

          (      
       

 
) ，    {       } 

 為平移向量的長度， 不為 0，    代表意義為凸出去的三角形邊與高的比例， 0k  。 

假設某兩邊等長 1 ia b 那即是 

 
 

 
 

1 2
cos cos

1 2
cos cos

i
L s k L s k

n

i

n


  


  





  
       

 


  
   


 



 

(1)case1： 與
 1 2i

n


  





  為同界角 

0 與
 1 2i

n
 

 
  為同界角   與

 1 2i

n


 
 為同界角 

由於旋轉角的限制
2

0
n


   

當 n 是偶數，滿足條件的 無解 

當 n 是奇數，
n


  ，  為任意數 
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以下圖 25 為例： 5n  ，旋轉角 36
5


   ，平移向量 's OO ， 1 2A A 法向量MA，MA旋

轉有向角 後與 s 平行且同向， 15
12


   ，此時的 1 2 5, ,...,a a a 與 1 2 5, ,...,b b b 長度如圖左邊

所列， 1 2, ,..., na a a 與 1 2, ,..., nb b b 長度會相同，只差在順序的差異。同時可以發現中間的 10 邊

形為點對稱圖形，對稱中心為 'OO 中點(圖 26)。也因此這個 1 2 5, ,...,a a a 與 1 2 5, ,...,b b b 都是同一

組長度的現象也能用幾何來證明。 

 
圖 25                                                                 圖 26 

(2)case2：  與
 1 2i

n


  

 
   為同界角 

2   與
 1 2i

n




 
 為同界角 

   1 2 1 2
2 2

i i mn
m

n n

 
    

  
          ，    

 1

2 2

i mn

n

 


 
   

     
簡單來說就是 必須是

2 2

 
 加

n


的整數倍。 

將
2 2

 
 加

n


的整數倍的那些角全都列出來，在0 2   之間， 會有2n個解。這裡的2n

個解恰好即是圖 23 的與對稱軸垂直的 2n 種方向。 

 

       以下圖 27 為例： 5n  ，旋轉角 30
6


   ，平移向量 's OO ， 1 2A A 法向量MA，MA

旋轉有向角 後與 s 平行且同向，
3

33
2 2 5

  
     。此時的 1 2 5, ,...,a a a 與 1 2 5, ,...,b b b 長度

如圖左邊所列，同時可以發現中間的 10 邊形為線對稱圖形，對稱軸因 選擇而異。 
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圖 27 

這裡做個小結： 

1.當 n 是奇數，旋轉角
n


  ，則平移向量可以指向任意方向，都會使得中間的 2n 邊形

是點對稱圖形， 1 2 5, ,...,a a a 與 1 2 5, ,...,b b b 長度相同只有順序的差異。如圖 25、圖 26。 

2.旋轉角
n


  ，則平移向量必須指向 2n個方向如圖 28(此圖為 n=5，       尚未平

移前)，這些任意一個方向會與        其中之一對稱軸垂直(圖 29)。當平移向量 'OO

指向其中之一方向，平移後會使得中間的 2n 邊形是線對稱圖形(圖 30)， 1 2 5, ,...,a a a 與

1 2 5, ,...,b b b 長度相同只有順序的差異。且平移後的        對稱軸會與原對稱軸平行。 

 

圖 28                                          圖 29                                          圖 30 

         只有前面兩種討論的情況下， 1 2, ,..., na a a 與 1 2, ,..., nb b b 會滿足 

{

                     

  
    

      
    

    
      

 

 
  

    
      

    
    

      
 

 

更進一步說其實任意次方和都會成立，
1 1

n n
m m

i i

i i

a b
 

  ，   。 
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三、兩全等特定 n 邊形相交後形成 2n 邊形之邊長性質分析 

         接下來我們嘗試試驗其他多邊形是否有類似的性質。這類型的圖形因為不像正多邊

形每個邊都等長，為了讓長邊會跟長邊相交才會使長度有類似的性質，在本章節討論時

均假設   畫出去的兩邊與    相交。 

長方形： 

 

圖 31 

性質一：                               1 次方之和相等 

性質二：  
    

    
    

    
    

    
    

       2 次方之和相等 

性質三：           ，                     對邊和兩兩相等 

 

菱形： 

 

圖 32 

性質一：                              一次方之和相等 

性質三：            ，                    對邊和兩兩相等 
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                          平行四邊形： 

 

                                                                     圖 33 

無明顯性質 

 

                          鳶形: 

 

圖 34 

無明顯性質。 

 

(一) 有兩條垂直對稱軸的圖形 

         我們發現性質三在長方形和菱形皆可成立，而平行四邊形與鳶形皆不成立，於是我

們先從原圖形的基本性質分析。從邊長探討，菱形四邊等長，長方形與平行四邊形對邊

等長，而鳶形鄰邊等長，得知對邊等長可能是性質三成立的必要條件；從角度探討，長

方形四角相等，而菱形與平行四邊形僅對角相等，鳶形僅對稱軸兩邊的角相等，得知對

角相等可能是性質三成立的必要條件，但兼具此兩種基本性質的平行四邊形亦不具性質

三，於是我們從「對稱」著手。 

         平行四邊形是點對稱圖形，鳶形是有一條對稱軸的線對稱圖形，而長方形與菱形是
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有兩條相互垂直對稱軸的線對稱圖形和點對稱圖形，比較平行四邊形和長方形、菱形可

發現，之前提到的對邊相等與對角相等僅可代表點對稱是性質三的必要條件，也得有線

對稱才能使性質三成立，而同時滿足線對稱與點對稱的圖形會具有兩條相互垂直的對稱

軸，這個特徵我們稱為「橫豎對稱」，這類圖形則可分為以下 3 類。 

 

圖 35 

1.兩對稱軸均過頂點   

2.兩對稱軸均過邊的中點 

3.一對稱軸過邊的中點，一對稱軸過頂點 

 

 下圖是橫豎對稱的六邊形，我們檢查它是否符合前述的性質 

                                                

           圖 36        圖 37 

 性質一：                               一次方之和相等 

性質三：             

              ，               

         ，                    

 

         可以看出仍符合性質一與性質三，與菱形的情況相同。 其實這三類圖形都會有前述



21 

的性質，下方以第三類來作證明。由於性質三是性質一的充分條件。我們僅需要證明橫

豎對稱導致性質三成立即可。由於圖形的各邊不再等長，因此驗證性質三時，       

長邊的截痕必須跟       長邊的截痕相比較，所以我們先觀察原來圖形各邊長的性質 

 

圖 38 

上圖 38 的六邊形具有下列性質 

1.是點對稱圖形 

2. ∠   ∠  ，∠   ∠           

3.     
 ⃡        ∥    

 ⃡        ∥    
 ⃡        ，     

 ⃡        ∥    
 ⃡        且    

 ⃡        ∥    
 ⃡         

4.                     

定理 8：下圖 39 中六邊形       ，有兩條對稱軸，且兩對稱軸相互垂直。而六邊形

       和       為全等的六邊形，兩多邊形重疊部分為 12 邊形        ，各邊長

依序為  ,   ,   ,   ,…,   ,   ，其各邊長滿足 

                     ，                    ，              

 

                             圖 39                                           圖 40 

證明：我們先討論     與     之間的關係 

∠   ∠   ∠   ∠   
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且∠        ∠         ∠       ∠           

∴                                   

設         中  的高為  ，       中  的高為  ，        中  的高為  ，

       中  的高為   

因此只要驗證            即可得知            

設    
 ⃡        與    

 ⃡        平行線之間的距離為 ，    
 ⃡        與    

 ⃡        平行線之間的距離亦為  

                  

 

由圖 40 可整理出以下等式： 

     
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅                 ，     

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅                  

又    
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅      

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，得               

                                   

∴                          

得           ，              

同理可證，           ，           ，本定理得證▊ 

圖 39 中滿足             ，            ，             

三式相加即可得                                    

 

多邊形有兩條互相垂直對稱軸，都會有一樣的性質，如圖 41 的範例，       亦是有

兩條對稱軸，且對稱軸相互垂直的圖形。其滿足 

性質一：                               一次方之和相等 

性質三： 

           ， 

            ， 

           ， 

           。 
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圖 41 

 

正 n 多邊形，當 n 是偶數時具有兩個垂直的對稱軸，因此也會有上述的性質，由於正多

邊形的對稱軸更多，所以會有更強與更多的性質 

定理 9：如下圖四邊形        和四邊形        為邊長相同的正方形，則 

              性質(1)                          

              性質(2)                      

 

圖 42 

證明：性質(1)：略，由於正方形有四條對稱軸，其中兩條互相垂直，另外兩條也互相垂

直，利用定理 8 的方法即可得到                        

性質(2) 由定理 2    
    

      
    

    
      

 
 

                又                                  
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        故                     得證▊ 

 

 

         定理 9 的性質套用在 是偶數時的正 邊形都會成立。其實本性質是當初想證明

  
    

      
    

    
      

       時附帶的證明結果。利用定理 9 的性

質(1) ，可以順利推出 是偶數時 

  
    

      
    

    
      

 
 

但因其方法無法繼續類推 4 次方和，5 次方和…。所以後來才改用定理 7 的方法，由根

與係數的關係一口氣證完。而證明的過程中  
    

      
    

    
      

 

我們還發現了下面有趣的性質。 

 

 

定理 10：如下圖四邊形        和四邊形        為邊長相同的正方形，則 

 (1) 若 T 為    
̅̅ ̅̅ ̅̅ 、    

̅̅ ̅̅ ̅̅ 的交點，則 

                                   

                                     

(2) 若 K 為    
̅̅ ̅̅ ̅̅ 、    

̅̅ ̅̅ ̅̅ 的交點，則 

                                   

                                     

 

圖 43 

證明：  (1)首先先證明    
̅̅ ̅̅ ̅̅ 是∠      的角平分線 

  到    
̅̅ ̅̅ ̅̅ 的垂直距離與正方形        的邊長相等 

  到    
̅̅ ̅̅ ̅̅ 的垂直距離與正方形        的邊長相等 
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因此  在∠      的角平分線上，同理    
̅̅ ̅̅ ̅̅ 是∠      的角平分線 

                    且∠      ∠      ∠      ∠       ∠      ∠      ∠      ∠      

                       由餘弦定理 

    

 
    

 
                  

 
     

 
    

 
              …○1  

    

 
    

 
                  

 
     

 
    

 
              …○2  

    

 
    

 
                  

 
     

 
    

 
              …○3  

    

 
    

 
                  

 
     

 
    

 
              …○4  

由定理 2       

 
     

 
     

 
     

 
     

 
     

 
     

 
     

 

…○5  

將○1 ○2 ○3 ○4 式相加再減去○5 ，得到 

                                                    

                                                     

將上式乘上
    

    
即可得到綠色三角形面積和=橘色三角形面積和  得證▊ 

            定理 10 的性質在 是偶數時的正 邊形都會成立。 

 

(二) 等角多邊形 

在長方形的情況如圖 44，滿足    
    

    
    

    
    

    
    

 

 

 

圖 44 

         在定理 3 中，證明平方和的性質主要用了凸出去的每個小三角形皆相似。       

是       旋轉 後再平移，又因為每個三角形皆以對頂角與相鄰三角形接壤。所以所

有凸出去的每個小三角形必有一個角為 ，如果∠   ∠       ∠   ∠   

∠       ∠  ，可推得凸出去的每個小三角形皆相似。 
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定理 11：如下圖五邊形          每個角都一樣大，          和          全等。則 

                              

  
    

    
    

    
    

    
    

    
    

 
 

 

圖 45 

證明：由於∠   ∠   ∠   ∠   ∠   ∠   ∠   ∠   ∠   ∠   

可推出 Δ       ∼Δ      ∼Δ      ∼Δ      ∼…∼Δ      ∼Δ        

同定理 3 的證明方法即可得證▊ 

 

 

肆、研究結果 

         以正 邊形的中心為旋轉中心，將其旋轉 ，    
  

 
，並使旋轉後的正 邊形平移 ⃑，

使兩正 邊形重疊部分形成  邊形，定此  邊形的其中一邊為  ，其餘邊由  的逆時鐘方向

依序定為  、  、  、  、  、……、    、    、  、  。 

 

一、為使重疊部分為  邊形，其平移向量 ⃑經拆解成垂直與平行 2n 邊形任一邊的兩向量  ⃑ 和

 ⃑後，   ⃑  不可大於未平移時，外側三角形以重疊部分  邊形的一邊為底之高。 

 

二、對於所有正 邊形，其重疊部分的  邊形必符合以下性質： 

 ∑  
 

 

   

 ∑  
 

 

   

，               

   時成立的情況有兩種： 

(一) 為奇數時，若旋轉角為
n


  ，則平移任意方向後都會使得  邊形是點對稱圖形

且滿足∑   
  

    ∑   
  

   。 
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(二)旋轉角為 ，則平移方向有 2n種方向(圖 46)，平移後  邊形是線對稱圖形且滿足

∑   
  

    ∑   
  

   。 

 

圖 46 

三、若將正 邊形改成有兩條互相垂直的對稱軸之 邊形，則在其重疊部分的  邊形中，相

互對稱的兩組對邊和會各自相等。 

 

四、若將正 邊形改成等角多邊形，則在其重疊部分的  邊形必符合以下性質： 

∑  
 

 

   

 ∑  
 

 

   

，      

 

 

伍、討論 
一、在定理 7 中，我們的討論及證明都是圍繞在正多邊形，因此其餘的多邊形是否完全符合

定理 7 的敘述，有待討論與證明。 

 

二、在定理 10 中，我們得到了相隔面積和相等的性質，雖然當下沒有想到可以延伸的空間，

但我們發現「披薩定理」與此性質似乎存在關聯性，可進行更深入的探討。 

 

三、我們在研究中得出了以下性質： 

  
    

        
    

    
    

        
    

 ，        

此性質可應用於密碼學，方法如下：給定一組數字     ，求另一組數字     （密

碼），使上述性質成立。這種密碼的優點是無法被輕易破解，當 值越大，被破解的可

能性就越低，在戰略上即使敵方攔截到所有資訊，甚至動用人工智慧，只要無法聯想到

幾何上的性質，就無法破解。但這種密碼也有缺點，在先前的計算中得知，     及
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     通常為無理數，若以近似小數來表示     ，經過高次方計算後所得出的     便

可能有誤差， 值越大誤差就會越大，可能導致無法得出正確密碼。 

 

 

四、在定理 8 中，我們先以「假設   畫出去的兩邊與    相交」來限制 角的範圍，但是

我們利用 GeoGebra 發現，當 角超過此限制時，此定理仍成立。 

         

        如下圖 47，當 角超過以上限制時，相互對應之對角的兩邊會被與 角未超過限制

時相異之兩平行邊截過，由之前我們發現此性質成立的關鍵為「相互對應的三角形之間

的距離要相等」，可推得：橫豎對稱的圖形無論如何旋轉，相互對應的對角之兩邊始終

會被等距且相對旋轉 角的兩平行邊截過，形成兩組間距相等的相似三角形，透過定理 8

即可得出兩組對邊和相等。 

 

                                                                

圖 47 
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【評語】050401  

正 n 邊形旋轉之後平移，得另一正 n 邊形。若要兩正 n 邊形的重

疊部分形成 2n 邊形，作者探討平移範圍的限制，證明重疊部分 2n 

邊形的兩組邊長的 1,2,⋯,n-1 次方和相等，並討論 n 次方和相等

的條件。本作品的精采處在其使用的技巧：如果將邊長 k 次方硬算

再去化簡，會非常龐雜，但作者們善用三角函數的特殊性質，及對

稱多項式的組合結論，將計算的複雜度有效降低，結果簡潔。 

然而當作者試圖將正 n 邊形推廣成線對稱之多邊形或等角多邊形

時，因為原先正多邊形的對稱性被簡化太多，因此只能證出奇數邊

之邊長和等於偶數邊之長和，推廣結果十分有限。建議作者仔細考

慮對稱多項式可應用在本問題的最大可能樣態，回推原問題的設

定，才能使用最多的對稱多項式性質。 
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兩全等多邊形重疊部分的邊長面積探討



摘要
本研究最初將兩正方形重疊，使其面積重疊處形成

一八邊形，將此八邊形的八個邊分成兩組，發現此兩組邊

長有1次方和相等、2次方和相等的性質。

而後我們將正方形推廣至正n邊形，討論什麼條件之

下，可以使兩正n邊形重疊處為2n邊形。探討其中一正n

邊形對另一正n邊形平移範圍的限制。再證明重疊部分2n

邊形的兩組邊長之1～n-1次方和相等，最後再討論兩組邊

長n次方和相等的條件。

除此之外，我們將正n邊形推廣到其他多邊形。發現

有兩條互相垂直對稱軸的圖形與等角多邊形，也會具有兩

組邊長1次方和相等、2次方和相等的性質。

研究過程及方法

對於𝑨𝟏~𝑨𝒏各點來說，它們也需保持在正n邊形
𝑩𝟏𝑩𝟐⋯𝑩𝒏外側，因此可用相同方法，畫出符合此條件的平
移範圍，如下：

將兩條件的範圍重疊，便可得到能使重疊部分形成一
2n邊形的平移範圍，結果如下：

二、兩全等正n邊形相交後形成2n邊形之邊長性
質分析
（一）邊長1、2次方之和的關係

定理1：如下圖四邊形𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒和四邊形𝑩𝟏𝑩𝟐𝑩𝟑𝑩𝟒

為邊長相同的正方形，則

𝒂𝟏 + 𝒂𝟐 + 𝒂𝟑 + 𝒂𝟒 = 𝒃𝟏 + 𝒃𝟐 + 𝒃𝟑 + 𝒃𝟒

證明：由於外側的八個三角形互相相似，因此只要假設三角
形內的一個角為𝜽，所有三角形的邊就可以用𝒂𝟏~𝒂𝒏以及
𝒃𝟏~𝒃𝒏的1倍、𝐜𝐨𝐬𝜽倍、𝐬𝐢𝐧𝜽倍來表示，接著再使用兩正方
形周長相等此性質列出等式並化簡，便可得證。

定理2：如下圖四邊形𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒和四邊形𝑩𝟏𝑩𝟐𝑩𝟑𝑩𝟒

為邊長相同的正方形，則

𝒂𝟏
𝟐 + 𝒂𝟐

𝟐 + 𝒂𝟑
𝟐 + 𝒂𝟒

𝟐 = 𝒃𝟏
𝟐 + 𝒃𝟐

𝟐 + 𝒃𝟑
𝟐 + 𝒃𝟒

𝟐

證明：由於外側的八個三角形皆相似，因此它們的面積比=
對應邊邊長的平方比，又由圖可知，紅色三角形的面積和=
藍色三角形的面積和，即紅色三角形對應邊的平方和=藍色
三角形對應邊的平方和，得證。

接下來我們想把定理1、定理2的性質推廣到正n邊形，
而因為以上兩者的證明過程主要運用外側三角形的相似性質，
我們可利用類似的方法順利推廣。

因此，可推得以下定理：

定理3：兩全等的正n邊形，若其重疊部分為2n邊形，此2n

邊形邊長依序為𝒂𝟏、 𝒃𝟏、 𝒂𝟐、⋯、 𝒂𝒏、 𝒃𝒏，則
1.  𝒊=𝟏

𝒏 𝒂𝒊 =  𝒊=𝟏
𝒏 𝒃𝒊

2.  𝒊=𝟏
𝒏 𝒂𝒊

𝟐 =  𝒊=𝟏
𝒏 𝒃𝒊

𝟐

正多邊形

研究目的
一、對兩全等正n邊形相交後形成2n邊形之可平移最大範

圍分析。

二、對兩全等正n邊形相交後形成2n邊形之邊長性質分析。

三、對兩全等特定n邊形相交後形成2n邊形之邊長性質分

析。

一、兩全等正n邊形相交後形成2n邊形之可平
移最大範圍之分析

先使兩正n邊形完全重合，並以其中心點為旋轉中心，

旋轉正n邊形𝑩𝟏𝑩𝟐⋯𝑩𝒏（旋轉角度為𝜽，𝟎 < 𝜽 <
𝟐𝝅

𝒏
）並

平移𝒔，為了讓兩正n邊形重疊部分形成一2n邊形，本段落
將探討𝒔的可能範圍。

以下以正五邊形為例：

要讓重疊部分形成2n邊形，𝑩𝟏必須保持在正n邊形
𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝒏外側，所以向量𝒔中垂直𝑷𝟏𝑷𝟐的分量長度不可超
過三角形𝑷𝟏𝑩𝟏𝑷𝟐的高𝑩𝟏𝑯，而𝑩𝟐~𝑩𝒏也有相對應的條件。
由於未平移時，外側三角形是互相全等的，三角形的高也
就相等，上述向量的限制值也就相等。

經過計算，限制值可表示為：（a為正n邊形的邊長）
𝒂

𝟐 𝐬𝐢𝐧
𝝅
𝒏

𝐜𝐨𝐬 𝜽 −
𝝅

𝒏
− 𝐜𝐨𝐬

𝝅

𝒏

可畫出符合上述條件的平移範圍如下紅色範圍：

尚未平移的兩正五邊形以及其局部



定理 6：已知：n邊形𝑨𝟏𝑨𝟐…𝑨𝒏和n邊形𝑩𝟏𝑩𝟐…𝑩𝒏為全等的正n邊形，
兩多邊形重疊部分為2n邊形，各邊長依序為𝒂𝟏,𝒃𝟏,𝒂𝟐,𝒃𝟐,…,𝒂𝒏,𝒃𝒏，則： 
 
 
 
 
 
 
證明：由前面討論知，存在常數𝑳，𝒌，𝜶， 𝒔，𝜽 

𝒂𝒊 = 𝑳 + 𝐬 ∙ 𝒄𝒐𝒔 𝜶 −
(𝒊 − 𝟏)𝟐𝝅

𝒏
𝒌，𝒊 ∈ 𝟏, 𝟐,… , 𝒏  

𝒃𝒊 = 𝑳 + 𝐬 ∙ 𝒄𝒐𝒔 𝜶 − 𝜽 + 𝝅 −
(𝒊 − 𝟏)𝟐𝝅

𝒏
𝒌，𝒊 ∈ 𝟏, 𝟐, … , 𝒏  

給定𝟏 ≤ 𝒓 ≤ 𝒏 − 𝟏檢驗 𝒂𝒊
𝒓𝒏

𝒊=𝟏 =  𝒃𝒊
𝒓𝒏

𝒊=𝟏  
 𝒂𝒊

𝒓𝒏
𝒊=𝟏 =

 𝑪𝟎
𝒓𝑳𝒓 + 𝑪𝟏

𝒓𝑳𝒓−𝟏 𝒔 𝒄𝒐𝒔 𝜶 −
𝒊−𝟏 ⋅𝟐𝝅

𝒏
𝒌

𝟏
+. . . +𝑪𝒓

𝒓 𝒔 𝒄𝒐𝒔 𝜶 −
𝒊−𝟏 ⋅𝟐𝝅

𝒏
𝒌

𝒓
𝒏
𝒊=𝟏 ， 

 𝒃𝒊
𝒓𝒏

𝒊=𝟏 =

 𝑪𝟎
𝒓𝑳𝒓 + 𝑪𝟏

𝒓𝑳𝒓−𝟏 𝒔 𝒄𝒐𝒔 𝜶 − 𝜽 + 𝝅 −
𝒊−𝟏 ⋅𝟐𝝅

𝒏
𝒌

𝟏
+. . . +𝑪𝒓

𝒓 𝒔 𝒄𝒐𝒔 𝜶 − 𝜽 + 𝝅 −
𝒊−𝟏 ⋅𝟐𝝅

𝒏
𝒌

𝒓
𝒏
𝒊=𝟏 ， 

由引理6知： 

 𝒄𝒐𝒔𝒕 𝜶 −
𝒊−𝟏 ⋅𝟐𝝅

𝒏
𝒏
𝒊=𝟏 =  𝒄𝒐𝒔𝒕 𝜶 − 𝜽 + 𝝅 −

𝒊−𝟏 ⋅𝟐𝝅

𝒏
𝒏
𝒊=𝟏 ，∀𝒕 ∈ ℕ，𝟏 ≤ 𝒕 ≤ 𝒓 

故 𝒂𝒊
𝒓𝒏

𝒊=𝟏 =  𝒃𝒊
𝒓𝒏

𝒊=𝟏 ，𝟏 ≤ 𝒓 ≤ 𝒏 − 𝟏   得證▊ 
 
       接著我們討論何時會讓𝒂𝟏

𝒏 + 𝒂𝟐
𝒏 +⋯+ 𝒂𝒏

𝒏 = 𝒃𝟏
𝒏 + 𝒃𝟐

𝒏 +⋯+ 𝒃𝒏
𝒏

也成立 

這個情況就會是下面的方程組每個式子全都成立， 

 

 

 

 
考慮多項式 
 

  
 

由上面的n條等式成立，利用根與係數的關係可以推出𝒇 𝒙 與𝒈 𝒙 展開

後的各項係數都相同，所以這兩個多項式相等。因此𝒇 𝒙 與𝒈 𝒙 的因式

分解會相同，也就是根𝒂𝟏, 𝒂𝟐, … , 𝒂𝒏與𝒃𝟏, 𝒃𝟐, … , 𝒃𝒏會相同，重根次數也

會相同，只差在順序的差異。 

 
由於使用幾何方法無法保證是否找完全部的情況，以下使用代數方法來
找尋所有可能。假設某兩邊等長𝒂𝟏 = 𝒃𝒊那即是： 

𝑳 + 𝐬 ∙ 𝒄𝒐𝒔 𝜶 𝒌 = 𝑳 + 𝐬 ∙ 𝒄𝒐𝒔 𝜶 − 𝜽 + 𝝅 −
𝒊 − 𝟏 𝟐𝝅

𝒏
𝒌 

⇒ 𝒄𝒐𝒔 𝜶 = 𝒄𝒐𝒔 𝜶 − 𝜽 + 𝝅 −
𝒊 − 𝟏 𝟐𝝅

𝒏
 

 

(1)case1：𝜶與𝜶 − 𝜽 + 𝝅 −
𝒊−𝟏 𝟐𝝅

𝒏
為同界角 

由於旋轉角的限制𝟎 < 𝜽 <
𝟐𝝅

𝒏
，當n是偶數，滿足條件的𝜽無解， 

當n是奇數，𝜽 =
𝝅

𝒏
，𝜶為任意數 

(二)邊長n-1次方之和的關係 

    由於我們在GeoGebra上又觀察到四邊形的3次方和相等、4次

方和不一定相等，而五邊形則是3、4次方和相等、5次方和不一定相

等，因此我們猜測n邊形的1次方和到n-1次方和都會相等。之前證明

1次方和與2次方和時我們分別利用了周長及面積，所以很自然地3次

方和我們想到可以利用體積來證明，不過體積是難以在平面圖形中聯

想的，且更高次方時更是困難，因此接下來的證明將改成以代數為主

的方式，先求出各邊的通式，尋找規律，再進一步證明這個猜想 

證明： 觀察∆𝑩𝟏𝑷𝟏𝑷𝟐，𝑷𝟏𝑷𝟐 = 𝑳，𝑷𝟏𝑩𝟏 = 𝑳
𝒔𝒊𝒏 𝜽

𝐬𝐢𝐧(
𝟑𝝅

𝟓
)
， 

則𝑩𝟏𝑯 = 𝑷𝟏𝑩𝟏 ∙ 𝒔𝒊𝒏
𝟐𝝅

𝟓
− 𝜽 = 𝑳

𝒔𝒊𝒏 𝜽 𝒔𝒊𝒏
𝟐𝝅

𝟓
−𝜽

𝐬𝐢𝐧(
𝟑𝝅

𝟓
)

 

故𝑩𝟏𝑯 ∶ 𝑷𝟏𝑷𝟐 = 𝟏 ∶  
𝐬𝐢𝐧(

𝟑𝝅

𝟓
)

𝒔𝒊𝒏 𝜽 𝒔𝒊𝒏
𝟐𝝅

𝟓
−𝜽

 

令𝒗𝟏垂直 𝒂𝟏且指向五邊形內部。𝒔為平移向量，𝒔可拆解成兩個向量

相加，一個與𝒗𝟏平行，一個與𝒗𝟏垂直。由於𝒂𝟏長度不受與𝒗𝟏垂直的

向量影響，所以只須考慮𝒔在𝒗𝟏上的正射影。令 𝒗𝟏轉了有向角𝜶後與

𝒔平行且同向，令 𝒔 = 𝒔。可知平移𝒔後，𝑩𝟏向𝑷𝟏𝑷𝟐靠近了𝒔 𝒄𝒐𝒔𝜶，

可推出 

𝒂𝟏 = 𝑳 −
𝒔 𝒄𝒐𝒔 𝜶 𝒔𝒊𝒏

𝟑𝝅

𝟓

𝒔𝒊𝒏 𝜽 𝒔𝒊𝒏
𝟐𝝅

𝟓
−𝜽

，不妨假設𝒌 =
− 𝒔𝒊𝒏

𝟑𝝅

𝟓

𝒔𝒊𝒏 𝜽 𝒔𝒊𝒏
𝟐𝝅

𝟓
−𝜽

，則： 

𝒂𝟏 = 𝑳 + 𝒔 ∙ 𝒄𝒐𝒔 𝜶 𝒌， 𝒂𝟐 = 𝑳 + 𝐬 ∙ 𝒄𝒐𝒔 𝜶 −
𝟐𝝅

𝟓
𝒌， 

𝒂𝟑 = 𝑳 + 𝐬 ∙ 𝒄𝒐𝒔 𝜶 −
𝟒𝝅

𝟓
𝒌，𝒂𝟒 = 𝑳 + 𝐬 ∙ 𝒄𝒐𝒔 𝜶 −

𝟔𝝅

𝟓
𝒌， 

𝒂𝟓 = 𝑳 + 𝐬 ∙ 𝒄𝒐𝒔 𝜶 −
𝟖𝝅

𝟓
𝒌 

 
綜上所述，當𝒏 ≥ 𝟑，𝒏 ∈ ℕ時，中間圍成的2n邊形各邊長可表達成 

𝒂𝒊 = 𝑳 + 𝐬 ∙ 𝒄𝒐𝒔 𝜶 −
(𝒊 − 𝟏)𝟐𝝅

𝒏
𝒌，𝒊 ∈ 𝟏, 𝟐,… , 𝒏  

𝒃𝒊 = 𝑳 + 𝐬 ∙ 𝒄𝒐𝒔 𝜶 − 𝜽 + 𝝅 −
(𝒊 − 𝟏)𝟐𝝅

𝒏
𝒌，𝒊 ∈ 𝟏, 𝟐, … , 𝒏  

其中𝑳，𝒌，𝜶， 𝐬，𝜽為常數。 
 

        因為證明 𝒂𝒊
𝒓𝒏

𝒊=𝟏 =  𝒃𝒊
𝒓𝒏

𝒊=𝟏 等價於證明一連串的餘弦函數值的

和相等。由於要證明各次方的和，我們想利用多項式根與係數的關

係來輔助證明 

 
引理 4：給定正整數n，𝒏 ≥ 𝟐，𝜶,𝜷 ∈ ℝ，𝜽𝒏 =

𝟐𝝅

𝒏
，則 

𝒄𝒐𝒔 𝜶 + 𝜽𝒏 +…+ 𝒄𝒐𝒔 𝜶 + 𝒏𝜽𝒏 = 𝒄𝒐𝒔 𝜷 + 𝜽𝒏 +…+ 𝒄𝒐𝒔 𝜷 + 𝒏𝜽𝒏
𝒄𝒐𝒔𝟐 𝜶 + 𝜽𝒏 +…+ 𝒄𝒐𝒔𝟐 𝜶 + 𝒏𝜽𝒏 = 𝒄𝒐𝒔𝟐 𝜷 + 𝜽𝒏 +…+ 𝒄𝒐𝒔𝟐 𝜷 + 𝒏𝜽𝒏

⋮
𝒄𝒐𝒔𝒏−𝟏 𝜶 + 𝜽𝒏 +…+ 𝒄𝒐𝒔𝒏−𝟏 𝜶 + 𝒏𝜽𝒏 = 𝒄𝒐𝒔𝒏−𝟏 𝜷 + 𝜽𝒏 +…+ 𝒄𝒐𝒔𝒏−𝟏 𝜷 + 𝒏𝜽𝒏

 

 
證明：建構兩個n次多項式函數： 
𝒈 𝒙 = 𝒙 − 𝒄𝒐𝒔 𝜶 + 𝜽𝒏 𝒙 − 𝒄𝒐𝒔 𝜶 + 𝟐𝜽𝒏 … 𝒙 − 𝒄𝒐𝒔 𝜶 + 𝒏𝜽𝒏  
𝒇 𝒙 = 𝒙 − 𝒄𝒐𝒔 𝜷 + 𝜽𝒏 𝒙 − 𝒄𝒐𝒔 𝜷 + 𝟐𝜽𝒏 … 𝒙 − 𝒄𝒐𝒔 𝜷 + 𝒏𝜽𝒏  

 
  欲證明這兩個多項式展開之後按降冪排列，除常數項外的其餘 

各項係數必相同。取𝜸 =
𝟐𝝅

𝟑𝒏
，由引理5知： 

𝒄𝒐𝒔 𝜸 + 𝜽𝒏 ,𝒄𝒐𝒔 𝜸 + 𝟐𝜽𝒏 ,…,𝒄𝒐𝒔 𝜸 + 𝒏𝜽𝒏 均相異 
 
將𝒄𝒐𝒔 𝜸 + 𝜽𝒏 , 𝒄𝒐𝒔 𝜸 + 𝟐𝜽𝒏 ,…, 𝒄𝒐𝒔 𝜸 + 𝒏𝜽𝒏 分別代入𝒈 𝒙 及𝒇 𝒙 ，
並用和差化積公式化簡，經比較後發現： 
𝒈 𝒄𝒐𝒔 𝜸+𝜽𝒏 = 𝒈 𝒄𝒐𝒔 𝜸+2𝜽𝒏 =…= 𝒈 𝒄𝒐𝒔 𝜸+𝒏𝜽𝒏 ---① 
𝒇 𝒄𝒐𝒔 𝜸+𝜽𝒏 =  𝒇 𝒄𝒐𝒔 𝜸+2𝜽𝒏 =…=  𝒇 𝒄𝒐𝒔 𝜸+𝒏𝜽𝒏 ---② 
 

令𝒉 𝒙 = 𝒈 𝒙 − 𝒇 𝒙 ，𝐝𝐞𝐠 𝒉 𝒙 ≤ 𝒏 − 𝟏，或𝒉 𝒙 為0函數 

由①、②得 𝒉 𝒄𝒐𝒔 𝜸+𝜽𝒏 =  𝒉 𝒄𝒐𝒔 𝜸+2𝜽𝒏 =…=  𝒉 𝒄𝒐𝒔 𝜸+𝒏𝜽𝒏  

由於𝒄𝒐𝒔 𝜸 + 𝜽𝒏 ,𝒄𝒐𝒔 𝜸 + 𝟐𝜽𝒏 ,…,𝒄𝒐𝒔 𝜸 + 𝒏𝜽𝒏 為n個相異實數， 

可知𝒉 𝒙 為常數函數，因此𝒇 𝒙 ，𝒈 𝒙 展開之後只有常數項可能不同 

再由多項式根與係數的關係，與對稱多項式基本定理的性質，本定理得

證▊ 

 

引理 5：給定正整數n，𝒏 ≥ 𝟐，若𝜽𝒏 =
𝟐𝝅

𝒏
，𝜸 =

𝜽𝒏

𝟑
=
𝟐𝝅

𝟑𝒏
，則

𝒄𝒐𝒔 𝜸 + 𝜽𝒏 ,𝒄𝒐𝒔 𝜸 + 𝟐𝜽𝒏 ,…,𝒄𝒐𝒔 𝜸 + 𝒏𝜽𝒏 均相異 

(2)case2：−𝜶與𝜶 − 𝜽 + 𝝅 −
𝒊−𝟏 𝟐𝝅

𝒏
為同界角 

簡單來說就是𝜶必須是
𝜽

𝟐
−
𝝅

𝟐
加
𝝅

𝒏
的整數倍。 

將
𝜽

𝟐
−
𝝅

𝟐
加
𝝅

𝒏
的整數倍的那些角全都列出來， 

在𝟎 ≤ 𝜶 < 𝟐𝝅之間，𝜶會有2n個解。 
這裡的2n個解恰好即是與未平移時的圖形的n條對
稱軸垂直的總共2n種方向 
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三、兩全等特定n邊形相交形成2n邊形之邊長分析

以正𝑛邊形的中心為旋轉中心，將其旋轉θ，0 < θ <
2𝜋

𝑛
，

並使旋轉後的正𝑛邊形平移𝒔，使兩正𝑛邊形重疊部分形成2𝑛邊

形，定此2𝑛邊形的其中一邊為𝒂𝟏，其餘邊由𝑎1的逆時鐘方向依

序定為𝑏1、𝑎2、𝑏2、𝑎3、𝑏3、……、𝑎𝑛−1、𝑏𝑛−1、𝑎𝑛、𝑏𝑛。

一、為使重疊部分為2𝑛邊形，其平移向量  𝑠經拆解成垂直與平行

2n邊形任一邊的兩向量𝑢和  𝑣後， 𝑢 不可大於未平移時，外

側三角形以重疊部分2𝑛邊形的一邊為底之高。

二、對於所有正 𝑛邊形，其重疊部分的 2𝑛邊形必符合以下性質：

 

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑖
𝑘 = 

𝑖=1

𝑛

𝑏𝑖
𝑘，𝑘 = 1,2,3, …… , 𝑛 − 1

𝑘 = 𝑛時成立的情況有兩種：

(一) n 為奇數時，若旋轉角為𝜃 = 𝜋/n，則平移任意方向後

都會使得2n邊形是點對稱圖形且滿足 𝑖=1
𝑛 𝑎𝑖

𝑛 =  𝑖=1
𝑛 𝑏𝑖

𝑛。

(二)旋轉角為𝜃，則平移方向有2n 種方向(如下圖)，平移後

2n 邊形是線對稱圖形且滿足 𝑖=1
𝑛 𝑎𝑖

𝑛 =  𝑖=1
𝑛 𝑏𝑖

𝑛。

三、若將正𝑛邊形改成有兩條互相垂直的對稱軸之𝑛邊形，則在

其重疊部分的2𝑛邊形中，相互對稱的兩組對邊和會各自相

等。

四、若將正𝑛邊形改成等角多邊形，則在其重疊部分的2𝑛邊形

必符合以下性質：

 

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑖
𝑘 = 

𝑖=1

𝑛

𝑏𝑖
𝑘，𝑘 = 1,2

(一) 有兩條垂直對稱軸的圖形

下圖六邊形𝐴1𝐴2…𝐴6有兩條相互垂直的對稱軸，而六邊形

𝐵1𝐵2…𝐵6和𝐴1𝐴2…𝐴6全等，兩多邊形重疊部分為12邊形

𝑃1𝑃2…𝑃12，各邊長依序為𝑎1,𝑏1,𝑎2,𝑏2,…,𝑎6,𝑏6，各邊長滿足

𝑎1 + 𝑎4 = 𝑏2 + 𝑏5， 𝑎2 + 𝑎5 = 𝑏1 + 𝑏4， 𝑎3 + 𝑎6 = 𝑏3 + 𝑏6

證明：

由於證明方法類似，我們先討論𝑎3 + 𝑎6與𝑏3 + 𝑏6的關係

∆𝑃12𝐴1𝑃1~∆𝑃11𝐵6𝑃12~∆𝑃6𝐴4𝑃7~∆𝑃5𝐵3𝑃6

設∆𝑃11𝐵6𝑃12中𝑎6的高為ℎ1，∆𝑃5𝐵3𝑃6中𝑎3的高為ℎ2，∆𝑃12𝐴1𝑃1

中𝑏6的高為ℎ3，∆𝑃6𝐴4𝑃7中𝑏3的高為ℎ4

因此只要驗證ℎ1 + ℎ2 = ℎ3 + ℎ4 即可得知𝑎3 + 𝑎6 = 𝑏3 + 𝑏6

接著利用對角線等長以及對應平行邊距離相等即可得出

ℎ1 + ℎ2 = ℎ3 + ℎ4 ∴ 𝑎3 + 𝑎6 = 𝑏3 + 𝑏6

同理可證𝑎2 + 𝑎5 = 𝑏2 + 𝑏5，𝑎1 + 𝑎4 = 𝑏1 + 𝑏4，本定理得證▊

多邊形有兩條互相垂直對稱軸，都會有一樣的性質。

正偶數多邊形亦具有兩條互相垂直的對稱軸，因此也會有

上述的性質，由於正多邊形的對稱軸更多，所以會有更強與更

多的性質，以下以正方形為例:

四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4和四邊形𝐵1𝐵2𝐵3𝐵4為邊長相同的正方形，則

性質1. 𝑎1 + 𝑎3 = 𝑎2 + 𝑎4 = 𝑏1 + 𝑏3 = 𝑏2 + 𝑏4

性質2. 𝑎1𝑎3 + 𝑎2𝑎4 = 𝑏1𝑏3 + 𝑏2𝑏4

這些性質套用在n是偶數時的正n邊形都會成立。

一、定理6中，我們的討論及證明都是圍繞在正多邊形，因此其餘

的多邊形是否完全符合定理6的敘述，有待討論證明。

二、「橘色三角形面積總和=綠色三角形面積總和」的證明中，

雖然當下沒有想到可以延伸的空間，但我們發現「披薩定

理」與此性質似乎存在關聯性。

三、我們在研究中得出正n邊形重疊部分具有以下性質：

𝑎1
𝑘 + 𝑎2

𝑘 +⋯+ 𝑎𝑛−1
𝑘 + 𝑎𝑛

𝑘 = 𝑏1
𝑘 + 𝑏2

𝑘 +⋯+ 𝑏𝑛−1
𝑘 + 𝑏𝑛

𝑘，1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1

此性質可應用於密碼學，這種密碼的優點是無法被輕易破解，

n值越大，被破解的可能性就越低，而敵方只要無法將此代數

等式賦予幾何意義，就無法在短時間內破解密碼。而實用上，

𝑎1
𝑘
+ 𝑎2

𝑘
+⋯+ 𝑎𝑛−1

𝑘
+ 𝑎𝑛

𝑘
= 𝑏1

𝑘
+ 𝑏2

𝑘
+⋯+ 𝑏𝑛−1

𝑘
+ 𝑏𝑛

𝑘可能不成立， 此

時容許|(𝑎1
𝑘 + 𝑎2

𝑘 +⋯+ 𝑎𝑛−1
𝑘 + 𝑎𝑛

𝑘) − (𝑏1
𝑘 + 𝑏2

𝑘 +⋯+ 𝑏𝑛−1
𝑘 + 𝑏𝑛

𝑘)|<ε 

即解碼（ε>0）。

四、在有兩條垂直對稱軸的圖形探討中，我們的證明基於以「假

設∠𝐵1畫出去的兩邊與𝐴1𝐴2相交」來限制𝜃角的範圍，但是我

們利用GeoGebra發現，當𝜃角超過此限制時，此定理仍成立。(二) 等角多邊形

如下圖五邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4𝐴5每個角皆等大，𝐵1𝐵2𝐵3𝐵4𝐵5和

𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4𝐴5全等。則：

𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + 𝑎4 + 𝑎5 = 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3 + 𝑏4 + 𝑏5

𝑎1
2 + 𝑎2

2 + 𝑎3
2 + 𝑎4

2 + 𝑎5
2 = 𝑏1

2 + 𝑏2
2 + 𝑏3

2 + 𝑏4
2 + 𝑏5

2

證明：

由於∠𝐴1 = ∠𝐴2 = ∠𝐴3 = ∠𝐴4 = ∠𝐴5 = ∠𝐵1 = ∠𝐵2 = ∠𝐵3 = ∠𝐵4 = ∠𝐵5

可推出Δ𝐴1𝑃10𝑃1∼Δ𝐵1𝑃2𝑃1∼Δ𝐴2𝑃2𝑃3∼Δ𝐵2𝑃4𝑃3∼…∼Δ𝐴5𝑃8𝑃9∼Δ𝐵5𝑃9𝑃10

同正n邊形1、2次方和的證明方法即可得證▊

以上性質是當初為了證明三次方和相等時附帶的證明結

果，而證明性質2過程中我們還發現了以下性質:

下圖四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4和四邊形𝐵1𝐵2𝐵3𝐵4為邊長相同的正方形，

若T為𝑃2𝑃6、𝑃4𝑃8的交點，則：

橘色三角形面積總和=綠色三角形面積總和

我們欲將正n邊形延伸至其他n邊形，檢測其重疊部分的2n

邊形是否具有類似的性質。
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