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以三角形各邊生成共頂點正多邊形圖形性質之研究 

摘要 
本研究源於競賽之幾何問題，將其動態化與一般化得到三角形各邊同向生成正多邊形頂

點與頂點連線特定的圖形不變性。本研究證明出： 

一、兩外延正 n 邊形與框架正 n 邊形同相對位置的頂點(分別為 Bi、Ci、Ai)，與三角形可

動頂點 K恆形成平行四邊形 BiAiCiK，此為形成不變性之關鍵。 

二、當三角形可動頂點之角度為定值 θ，則框架角分別為 
180

180+
n

 及 
180

180
n

  度。 

三、三角形可動頂點 K 移動過程中，兩外延正多邊形中以 K 為起點分別依順時鐘與逆時

鐘依序對應之頂點會形成(n-1)組的以底邊中垂線為對稱軸之軌跡，並與 K 點軌跡形狀相同、

大小分別為框架正 n邊形第 i-3或 i-4對角線長度倍數的圖形(若 i-3、i-4≦0，則為 1倍)。 

 

壹、前言 
偶然在一個營隊解題活動，對右圖這個數學競賽的問題感

興趣，問題中?要求角度，答案是 113度，整個問題中沒有提到

正方形的大小，左右兩個正方形形成夾角 68 度的位置也不是

唯一，卻能形成 ? 角度的不變性，真是神奇! 

仔細觀察發現三個正方形(橘、綠、藍)乃由一任意 

 

三角形(粉紅色)的三邊(橘、綠、藍)生成，其中 68度角位置是一個

位置可變動的點。後續為研究方便，將三角形可變動位置的頂點

稱為「三角形可動頂點」，橘色固定不變動的正方形命為「框架正

方形」、其餘兩個命為「外延正方形」(詳見名詞解釋)，嘗試利用

GGB 直接操作，探索幾個圖形間的關係—改變形狀、角度、共頂

點的位置等等，嘗試找出不同正多邊形頂點與頂點、和角度之間微妙的關係與變化，開始一

系列的研究，並提出嚴謹的證明。 

據此，嘗試寫出研究問題為: 

一、探討以三角形各邊生成共頂點正多邊形時，在什麼條件下會存在什麼圖形性質。 

二、探討三角形可動頂點在不同直線上時，以三角形各邊生成共頂點正多邊形之圖形性質。 

三、探討三角形可動角為任意固定角度時，以三角形各邊生成共頂點正多邊形之圖形性質。 

四、探討三角形可動頂點在不同函數上時，以三角形各邊生成共頂點正多邊形之圖形性質。 
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貳、研究設備與解釋名詞 

一、研究設備:GGB 
 

二、解釋名詞: 

(一)框架正 n邊形： 

本研究中由某一底邊生成，固定不變不動的正 n

邊形，稱為「框架正 n邊形」。 

如右圖正方形
1 2 3 4A A A A 為框架正方形(橘色)，本

研究中一般的代號為
1 2..... nA A A ，此不變動的底邊

命為
2 3A A ，邊長為 a，其中頂點

2A 、
3A 位置固定不動。

2A 為原點(0,0)，
3A 為( a ,0)。 

 

 (二)外延正 n邊形： 

本研究中三角形除底邊外的 2邊，往外延伸生成的 2個正 n邊形(綠色、藍色)，

其中一個頂點與框架正 n邊形的其中一個頂點為共頂點；且這 2 個正 n邊形兩兩間

也會有一個頂點是共頂點，這 2 個正 n邊形大小會跟著彼此共頂點位置變動而變動，

稱為「外延正 n邊形」。 

如右上圖正方形
1 2 3 4B B B B 及

1 2 3 4C C C C 為外延正方形，其中
2A 和

2B 共頂點、
3A 和

3C

共頂點及
3B 和

2C 共頂點，本研究中一般外延正 n 邊形的代號為
1 2 .. nB B B 及

1 2 .. nC C C ，邊長分別為b、 c。 
 

(三) 三角形可動頂點： 

外延正 n 邊形兩兩間有一個頂點是共頂點，為本研究

中三角形位置可變動的點，稱之為「可動頂點」。 

如圖
1 2 3 4 1 2 3 4B B B B C C C C及 為外延正方形， B3和 C2共頂

點，稱為可動頂點，令為K。 
 

(四) 三角形可動角： 

共頂點與可動頂點連線為 2邊，形成一個以可動頂點

為頂點的可變動角度，稱為「可動角」， 如右上圖
2 3B KC ，命為 θ，而原競賽題

給的角度則 4 1 360OB KC    正 n邊形內角角度的 2倍。 
 

(五)框架角： 

為研究方便，外延正 n邊形的第 i個頂點與框架正 n邊形的第 i

頂點連線為 2 邊，一個以框架正 n邊形 i  個頂點為頂點的對應

角，稱為「第 i個框架角」，如圖
4 4 4B A C 為第 4個框架角。 

 

參、研究過程 

一、文獻探討 

因為歷屆科展研究正多邊形的內容非常多，羅列於本研究可能相關文獻如下： 

序 作品名稱(屆次/組別) 相關研究內容與啟發 

1 

正多邊形內接指定

內角三角形之研究 

(第 58屆全國高中組) 

相關：1.正多邊形內接指定內角三角形之定點存在性與面積極值。 

2.自創出一種內接指定內角三角形的作圖法，並推導出定點

K之三線性座標。最後推廣至正多邊形。 

啟發：本研究可動角為任意固定角地作圖法。 
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2 

正多邊形下探討 

Sperner 引理之延伸

性質 

(第 60屆全國高中組) 

相關：𝑆𝑝𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟 引理用於將問題假設為在任意正多邊形下，在多

邊形內部放入點後進行三角化，在三角化的過程中若其中三

角形分別為 1、2、3，則命名為公正三角形，對此成功探討

出在不同正多邊形下公正三角形個數的狀況，並進行一些特

例整理。 

啟發：觀察原競賽問題圖形間關係，將三個正多邊形中三邊三角

化，後續由此三角形生成三個正多邊形，繼續研究。 

3 

破解軌跡－凸多邊

形頂點與邊之連線

交點軌跡之探討 

(第 51屆高雄市國中組) 

相關：研究凸多邊形連續兩個頂點與相隔 k 個邊的鄰邊動點連線之

交點有何特性。發現正方形頂點與相隔一個邊的鄰邊中點

連線，對相鄰的兩個頂點作相同的步驟，所得之兩線交角

恰為 90度，將結果推廣至正多邊形。 
 

啟發：對於探討正多邊形在角度條件下得到許多圖形特徵不變

性，並推導出軌跡方程式。 

4 

等比例線段下保角

圖形之特徵探討 

(2022年台灣國際

科學展覽會) 

相關：該研究由文中文獻[1]的一道題目進行發想。改變原題目中

正方形條件，考慮等長線段的特徵，再推廣到菱形。並在

矩形與平行四邊形中，將「等長線段」這個條件改為「等

比例線段」討論 其保角特徵。 
 

啟發：由正方形推廣至正多邊形，對於探討正多邊形在條件下得

到圖形特徵，如角度不變性。 

5 

利用 GSP看三角形

眾心軌跡。 

(第 50屆高雄市高中組)  

相關：利用 GSP操作，探討五心在三角形變動時形成之軌跡。 

啟發：利用 GGB 操作，由探討正多邊形與不同函數圖形之關係，

在條件下得到圖形特徵，推導出軌跡方程式。 

不管是哪一個研究都是在正多邊形圖形變化下得到特定的關係與規律，本研究亦是

探討正多邊形在不同條件下的規律，但對於其他文獻之研究內容卻完全不同，據此，開

始了我們的研究。 

二、研究架構 
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肆、研究結果 

原前言中問題之思考、推廣與探討 

由原問題解決過程，發現形成 ? 角度的不變性跟正方形大小無關，而

是和圖形頂點是否形成平行四邊形有關，進一步觀察圖形間關係。  

觀察：根據從前言的問題觀察發現，三個正方形(橘、綠、藍)

乃由一任意三角形的三邊(橘、綠、藍)生成，分別為框架正方

形、2個外延正方形。 

好奇：在上面的情況下，也就是以三角形各邊生成共頂點正多邊形時，三個生成正方形如何

排列可能會產生前言問題的特徵或性質? 

研究一、探討以三角形各邊生成共頂點正多邊形時，在什麼條件下會存

在什麼圖形性質 

思考：若令單一邊生成可分逆時針為正向、順時針為反向，則的 3 邊生成 3 個正方形有 8

種類型(依框架、左外延、右外延正方形為正正正、反正正、……)， 

進一步仿照原問題，針對這些類型，嘗試 3 個正方形(框架正方形、左外延正方形、右

外延正方形)各取 1個不同頂點(除底邊上的點) 搭配「三角形可動頂點」，探討可能形成

平行四邊形的情況。 

發現：可能形成平行四邊形的情況有 8種，如下表： 

類型 1—三正(正、正、正) 

頂點 1 1 1B AC K  
4 4 4B A C K  

1 1 4B AC K  
4 1 1B AC K  

4 4 1B A C K  
1 4 1B A C K  

1 4 4B A C K  
4 1 4B AC K  

圖形 

        

平行四邊形 ○ ○ ╳ ╳ ╳ ╳ ╳ ╳ 

類型 2—兩正一反(反、正、正) 

頂點 1 1 1B AC K  
4 4 4B A C K  

1 1 4B AC K  
4 1 1B AC K  

4 4 1B A C K  
1 4 1B A C K  

1 4 4B A C K  
4 1 4B AC K  

圖形 

        
平行四邊形 ╳ ╳ ╳ ╳ ╳ ╳ ╳ ╳ 

類型 3—兩正一反(正、正、反) 

頂點 1 1 1B AC K  
4 4 4B A C K  

1 1 4B AC K  
4 1 1B AC K  

4 4 1B A C K  
1 4 1B A C K  

1 4 4B A C K  
4 1 4B AC K  

圖形 

        
平行四邊形 ○(換順序) ╳ ╳ ╳ ╳ ╳ ╳ ╳ 

類型 4—兩反一正(反、正、反) 

頂點 1 1 1B AC K  
4 4 4B A C K  

1 1 4B AC K  
4 1 1B AC K  

4 4 1B A C K  
1 4 1B A C K  

1 4 4B A C K  
4 1 4B AC K  

圖形 

        
平行四邊形 ╳ ○(換順序) ╳ ╳ ╳ ╳ ╳ ╳ 
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類型 5—兩正一反(正、反、正) 

頂點 1 1 1B AC K  
4 4 4B A C K  

1 1 4B AC K  
4 1 1B AC K  

4 4 1B A C K  
1 4 1B A C K  

1 4 4B A C K  
4 1 4B AC K  

圖形 

        
平行四邊形 ╳ ○(換順序) ╳ ╳ ╳ ╳ ╳ ╳ 

類型 6—兩反一正 (反、反、正) 

頂點 1 1 1B AC K  
4 4 4B A C K  

1 1 4B AC K  
4 1 1B AC K  

4 4 1B A C K  
1 4 1B A C K  

1 4 4B A C K  
4 1 4B AC K  

圖形 

        
平行四邊形 ○ (換順序) ╳ ╳ ╳ ╳ ╳ ╳ ╳ 

類型 7—兩反一正 (正、反、反) 

頂點 1 1 1B AC K  
4 4 4B A C K  

1 1 4B AC K  
4 1 1B AC K  

4 4 1B A C K  
1 4 1B A C K  

1 4 4B A C K  
4 1 4B AC K  

圖形 

        
平行四邊形 ╳ ╳ ╳ ╳ ╳ ╳ ╳ ╳ 

類型 8—三反(反、反、反) 

頂點 1 1 1B AC K  
4 4 4B A C K  

1 1 4B AC K  
4 1 1B AC K  

4 4 1B A C K  
1 4 1B A C K  

1 4 4B A C K  
4 1 4B AC K  

圖形 

        
平行四邊形 ○ ○ ╳ ╳ ╳ ╳ ╳ ╳ 

觀察:上表類型 2、7皆顯示無法形成平行四邊形。 

類型 4、5形成兩個對應全

等，若是照不同順序

(
4 4 4B A KC  )可能可以形成

平行四邊形，再探討類型

4、5 任意三邊生成正

五、六邊形時，發現不會 

類型 
類型 4— 

生成正五邊形 

類型 4— 

生成正六邊形 

類型 5— 

生成正五邊形 

類型 5— 

生成正六邊形 

各個第 4

頂點及三

角形可動

頂點連接 

    
形成平行

四邊形 ╳ ╳ ╳ ╳ 

形成平行四邊形，如圖 

類型 3、6形成兩個對應全

等  ， 若 照 不 同 順 序 

(
1 1 1B A KC  )可能可以形成平

行四邊形，進一步探討類

型 3、6 任意三邊生成正

五、六邊形時，發現不會 

類型 
類型 4— 

生成正五邊形 

類型 4— 

生成正六邊形 

類型 5— 

生成正五邊形 

類型 5— 

生成正六邊形 

各個第 4

頂點及三

角形可動

頂點連接 

    

形成平行

四邊形 ╳ ╳ ╳ ╳ 

形成平行四邊形，如右上圖。 

由任意三邊皆正向或皆反向的生成正方形時(類型 1、8)，在 GGB的操作下 3個正 

方形第 4 頂點與△可動頂點(即
4 4 4B A C K )會形成平行四邊

形，如上表所對應的類型(類型 1、8)。進一步探討任意

三邊皆正向或皆反向的生成正五、六邊形時，的確可

能可形成平行四邊形，如圖 GGB操作得到的情況。 

類型 
類型 8— 
生成五邊形 

類型 8— 

生成六邊形 
各個第 4頂

點及△可動

頂點連接   
平行四邊形   
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發現:僅有類型 1、8會形成平行四邊形，且框架角與可動角間似乎存在關係。 

類型 3、4、5、6的平行四邊形可能是四邊形的特殊情況；類型 3、6連第 1頂點及類

型 4、5連第 4頂點時，會形成平行四邊形，但無法在 5以上邊形形成平行四邊形。 

結果: 經 GGB操作，任意三邊皆正向或皆反向的生成正方形時，即框架正方形及外延正方

形皆正向或皆反向時，三個正方形第 4 頂點與△可動頂點可形成平行四邊形，框架角

依△可動角改變。 

故研究二、三、四先植基於【類型 1—任意三邊皆正向生成正多邊形】條件，嚴謹證

明是否形成平行四邊形，及角度不變性，及相關性質。 

後續討論【類型 8—任意三邊皆反向生成正多邊形】是否也和類型 1 一樣，性質成立。 

過程: 「外延正多邊形」位置變動的關鍵是「三角形可動頂點」， 

嘗試利用 GGB，從三角形可動頂點放置在不同特性的位置上進行操作， 

先從特例或極端值處理， 

  △可動頂點所在的△退化成一線段，此相當於△可動頂點位置在框架正多邊形的

第 2邊上，是否形成上述性質？ 

_1觸發本研究將△可動頂點放置在「框架正多邊形的不同邊上」進行探討。 

_2若△可動頂點縱向移動，相當於「框架正多邊形底邊的垂直線」上移動， 

_3若三角形可動頂點橫向移動，相當於在「框架正多邊形底邊的平行線」上移

動，這樣是否形成什麼性質？ 

再操作形成任意固定角度，將△可動頂點「與共頂點形成不同的固定角度」、或

放在「不同函數」等位置時，觀察△可動頂點移動，外延正多邊形頂點跟著移動

後的圖形性質與軌跡。 

在【類型 1—任意三邊皆正向生成正多邊形】條件下，將△可動頂點放置在「框架正多邊

形的不同直線上」進行探討： 
 

研究二、探討其中兩個生成正多邊形三角形可動頂點在不同直線上時，

以三角形各邊生成共頂點正多邊形之圖形性質 
 

(一)當△可動頂點所在的△退化成一線段，是否形成研究一之圖形性質? 

△可動頂點所在的△退化成一線段， 

此相當於框架正多邊形固定，兩外延正多邊形△可動頂點在框架正多邊形的第 2邊時，

兩外延正多邊形上各個頂點對應於△可動頂點時之圖形性質，得到結果如下： 

發現：在 GGB中不管三角形可

動頂點K在正 n邊形第 2

邊上的位置如何， 


1 1 1B AC K  (粉紅色) 、

4 4 4B A C K  

(橘色)、
5 5 5B A C K  (藍色)、…

n n nB A C K恆為平行四邊形 

 正 4邊形 正 5邊形 正 6邊形 … n 

示意

圖 

   

… … 

n n nB A C  45° 36° 30° … … 

(以正五邊形第 4頂點為例，如下，其餘證明詳見手稿。) 

證明：∵
1 2 3 4 5A A A A A 、

1 2 3 4 5B B B B B 、
1 2 3 4 5C C C C C 為正五邊形 

4C K 為右外延正多邊形之對角線 
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∴ 4 4 180 36 144KC A    ，又 44 4 36CB A   

∴
4 4 4B A C K 是平行四邊形 

三個正 4、5、6、…、 n邊形中 

1 1 1 4 4 4 5 5 5 n n nB AC B A C B A C B A C    、 、 、、  

分別為 45°、36°、30°、…、
180o

n
  

(
n n nB A C 為框架正多邊形之對角線與邊夾角)。 

推導：如右上圖，證明三角形生成正五邊形頂點連線 4 4 4 36B A C  ， 

4 4 4B A C 為 2 4A A 與 2 3A A 的夾角， 2 4A A ，為框架正五邊形之對角線 

而 2 3A A 為正五邊形之一邊， 4 4 4 36B A C  ， 

一般式推導: 
4 4 4B A C  = 

360
180 (180 )

180

2

n

n

  


  

 

不管哪種邊形，三角形可動頂

點在框架正多邊形第 2 邊上，

左右兩個外延正多邊形的第

1、4、…、n頂點對應於△可動

頂點形成軌跡是一線段。 

 正 4邊形 正 5邊形 正 6邊形 … n 

軌

跡 

示

意

圖    

… … 

其中左外延正多邊形軌跡是深色線段、右外延正多邊形軌跡是淺色線段，藍、綠、

橘、紫色分別是第 1、4、5、6……頂點軌跡，對應軌跡方程式如下表： 
       軌跡 
第幾頂點 

左外延正多邊形 右外延正多邊形 

1 
360

cot
ax

y
n

   

360 360
sin sin

360 360
cos

ax a
n ny

a a cos a a
n n

 

  

 

4 
360 360

(sin ) / (cos )y ax a a
n n

   
360

cot
ax

y a
n

   

5 

360 180
( cos cos )

180 360
sin sin

ax
n ny

n n

 





 

360 180
( cos cos )

180 360
sin sin

a ax
n ny a

n n

  

 



 

6 
360

cot
ax

y
n

   
360 360

(cos ) / (sin )y ax a
n n

   

… … … 

【以正五邊形第 4頂點為例說明】(其餘正多邊形推導詳見手稿) 


2 3A A K 生成 3 個正五邊形，分別為框架正五邊形

1 2 3 4 5A A A A A ，外延正五邊形

1 2 3 4 5B B B B B 、
1 2 3 4 5C C C C C ，其中

3 2B C、 共頂點是可動頂點位於框架正五邊形的第 2 邊

2 3A A 上，令其為K，且
2 2 3 3A B A C、 重合， 、 重合、不管 3個正五邊形大小變化，則 

左外延正多邊形軌跡為深綠色線段 2 4A A ；右外延正多邊形軌跡為淺綠色線段 3 4A A  

證明:  左外延正多邊形軌跡(深綠線段)推導過程： 

此線段起點與終點為  2 0,0A 及 4   sin 72 , cos72( )a a aA   
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設 2 4A A 直線方程式為 y mx t   

得 2式
0 0    ........................................(1)

cos72 ( sin 72 ) ..........(2)

x t

a m a a x t

 


  
 

(2)-(1)
sin 72

cos72

a a
y x t

a


  ， t  =0 

sin 72

cos72

a ax
y

a


  

右外延正多邊形軌跡(淺綠線段)推導過程: 

此線段起點與終點為
3(a ),0A  

及 4  a sin 72 a,co a( )s72A   

得 2式
0 ......................................(3)

cos72 ( sin 72 ( )......(4)

amx t

a m a a x t

 


  
 

(4)-(3) cos72 sin 72a am x ， cot 72y ax t  ， t a   cot 72y ax a   

第 2、3 頂點因外延正多邊形與框架多邊形頂點分別重合，故無法形成平行四邊形，

也無法形成角度。至此第 2、3頂點後續不再討論。 

 

接著，討論在△可動頂點放置在「框架正多邊形的不同邊上」的情況。 
 

(二) 將△可動頂點放置在「框架正多邊形的不同邊上」，以三角形各邊生成共頂

點正多邊形之圖形性質？ 

首先，嘗試將兩外延正多邊形可動頂點放在框架正多邊形的邊上(綠色點)、平行

線上(藍色點)、垂直線上(紅色點)，以框架正方形、框架正五、六邊形為例如下圖 

                         
 

將△可動頂點放置在「框架正多邊形的第 1邊上」，探討外延正 n邊形各個頂點

產生的規律 

∵前言中競賽問題中的題幹圖形角度為框架正方形、兩個外延正方形的第 4頂點， 

故仍以正方形的第 4頂點為第一個討論的條件(後續研究內容表示也以第 4頂點為主) 

發現外延正方形的第 4頂點會隨△可動頂點位置變動而改變，似乎移動的軌跡也有規律 

當兩個外延正方形跟著動相交頂點移動時，外延正方形的第 4頂點對於動相交頂點在 

第 1 邊不同位置的變化，形

成軌跡如右 3 個圖，其中

藍、綠色直線分別為左、

右外延正方形第 4頂點 
   

外延正方形的第 4頂點對於動相交頂點在第 1邊不同位置形成軌跡圖 

對應於△可動頂點之軌跡圖形。 

 

下面仿照研究二(一)逐一探討正 5、6、7邊形的情況： 
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1. △可動頂點在框架正多邊形第 1邊，外延正多邊形第 4頂點對應於△可動頂點的規律 

將結果部分呈現在下表： 

 正方形 正五邊形 正六邊形 正七邊形 … 

示意圖 1 

    

… 

4 4 4B A C  45   72   90   720 / 7   … 

形成軌跡

示意圖 
    

… 

發現：若∠B4KC1=θ，則在三個正 4、5、6、7 邊形形成 4 4 4B A C 分別為 45  、

72  、 90  、
720

7
  。 

 4 4 4B A C K 恆為平行四邊形(上表中黃色四邊形) 

不管哪一種邊形，三角形可動頂點在框架正多邊形第 1邊上，左右兩個外延

正多邊形的第 4頂點對應於三角形可動頂點形成軌跡是一線段。 

2. △可動頂點在框架正多邊形第 1邊，外延正多邊形第 1頂點對應於△可動頂點的規律 

將結果部分呈現在下表： 

 正方形 正五邊形 正六邊形 正七邊形 … 

示意圖 1 

    

… 

1 1 1B AC  45   72   90   720 / 7   … 

形成軌

跡示意

圖     

 

3. △可動頂點在框架正多邊形第 1邊，外延正多邊形第 5頂點對應於△可動頂點的規律 

將結果部分呈現在下表： 

 正方形 正五邊形 正六邊形 正七邊形 … 

示意圖 1 

只有 4個頂點，

故第 5頂點不予

討論    

… 

5 5 5B A C  ╳ 72    90    720 / 7   … 

形成軌跡

示意圖 
╳ 

   

… 
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發現：在 GGB中不管三角形可動頂點K在第一邊上的位置如何， 


1 1 1 4 4 4 5 5 5B AC K B A C K B A C K、 、 所形成的圖形都是平行四邊形(下頁證明此性質正確) 

若
4 1B KC   ，則在三個正 4、5、6、7邊形形成

1 1 1B AC 、
4 4 4B A C 、

5 5 5B A C 分別

為 45  、 72  、 90  、
720

7
   (雖然這些角度每種邊形的公式一樣，但得到

此結果的過程卻不同，後面依序推導此公式) 

不管哪一種邊形，三角形可動頂點在框架正多邊形第 1邊上，左右兩個外延正多邊形

的第 1、4、5頂點對應於三角形可動頂點形成軌跡是一線段。 

 

接續，逐一嚴謹證明上述發現之圖形性質 

性質-正多邊形第 1邊第 4頂點圖形性質 

2 3A A K 生成 3 個正 n 邊形，分別為框架正多邊形

1 2..... nA A A ，外延正多邊形
1 2..... nB B B 、

1 2..... nC C C ，其中

2B 、
2C 共頂點是可動頂點位於框架正多邊形的第 1 邊

1 2A A 上，令其為 K，且
2A 、

2B 重合，
3A 、

3C 重合、不

管 3個正多邊形大小變化，則 


2 3 4 3 4A A K A A C   ；

4 4 4B A C K 是平行四邊形 

 
4 4 4 4 1B A C B KC  

180( 3)n

n

 
 

 

【以正五邊形為例說明】 

2 3A A K 生成 3 個正五邊形，分別為框架正多邊形
1 2 5.....A A A ，外延正多邊形

1 2 5.....B B B 、

1 2... nC C C ，其中
3B 、

2C 共頂點是可動頂點位於框架正五邊形的第 1 邊 1 2A A 上，令其為 K，

且
2A 、

2B 重合，
3A 、

3C 重合、不管 3個正五邊形大小變化，則 


2 3 4 3 4A A K A A C   ；

4 4 4B A C K 是平行四邊形 
4 4 4 4 1B A C B KC   45∘ 

證明: ∵
1 2 3 4 5A A A A A 、

1 2 3 4 5B B B B B 、
1 2 3 4 5C C C C C 是正五邊形， 

∴在
2 3A A K 與

4 3 4A A C 中 

2 3 3 4A A A A ， 3 4 3KA C C  

2 3 2 3 4 3 4A A K A A A KA A  

3 4 3 4 3 4 4 3 4108 KA A KA C KA A A A C      

  2 3 4 3 4A A K A A C SAS    

 ∴ 2 4 4=A K A C   (對 應 邊 相 等)， 又 4 2B K A K

(
1 2 5.....B B B 是正五邊形) 

∴ 4 4 4B K A C ……，又
2 3 4 4 3A KA A C A   

4 4 4 4 2 3 4 4 3360 108 36  36 1( ) ( 80)B KC A C K A KA A C A           

由
4 4 4B A C K 是平行四邊形(一雙對邊相等且平行) 

4 4 4 4 1 108B A C B KC    (內角) 4 136 72B KC      

(一般式推導：

   

4 4 4 4 1 4 1

360 180 180( -
( )

3)
180 )

O
n

B A C B KC B KC
n n n


         

 

原以為第 1、5頂點的性質與第 4頂點性質雷同，可以此類推，仔細觀察圖形後，發現

證明及推導過程不同，證明如下:  
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性質-正多邊形第 1邊第 1頂點圖形性質 

條件與前述正多邊形第 1邊第 4頂點性質相同，則 

△
1 2 1 3 2B A A A A K   ； 

1 1 1B AC K 是平行四邊形 


1 1 1 4 1B AC B KC  

180( 3)n

n

 
 

 

【以正五邊形為例說明】 

條件與前述正多邊形第 1邊第 4頂點性質相同 


1 2 1 3 2B A A A A K   ； 

1 1 1B AC K 是平行四邊形 


1 1 1 4 1B AC B KC   72  

證明:  

∵
1 2 3 4 5A A A A A 、

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5B B B B B C C C C C、 是正五邊形， 

∴在△
1 2 1B A A 與

3 2A A K 中(兩個綠色的△) 

1 2 1 2 2 3 2AB B B B B A K   ， 1 2 2 3=A A A A ， 

1 2 1 2 3108B A B A A K    
1 2 1 3 2B A A A A K    

∴ 1 1 3A B KA  (對應邊相等)， 

又 3 3 2 3 1= =B A C C C K  ( 1 2 3 4 5B B B B B 是正五邊形) 

∴ 1 1 1A B C K …… 

1 1 2 3 2B A A KA A   

又
1 1 2 3 2B A A KA A   (對應角相等)， 

1 2

1 1 2 3 3 2 2 3

1 1 3 2 1 1 3 2 1 1 2

180 180 108 72

72

C KA

C KA A KA KA A A KA

C KA KA A C KA KA A B A A

     

     

    

 

由
1 1 1B AC K 是平行四邊形(一雙對邊相等且平行) 

 
1 1 1 4 1B AC B KC   72  

=
1 1 1 4 1B AC B KC   +108   (內角)-36   = 4 1 72B KC   

(一般式推導： 1 1 1 4 1 4 1

360 180 180 ( 3)
(180 )

n
B KC

n
B

n
B

n
AC KC

   
         ) 

性質-正多邊形第 1邊第 5頂點圖形性質 

條件與前述正多邊形第 1邊第 4頂點性質相同，則 


2 2 3 4 4 3C A A C A A   ，

1 2 3 4 4 5B A A C A A   ，
1 3 2 5 4 5B C C A C C    

 
5 5 5B A C K 是平行四邊形 

∠B5A5C5=∠B4KC1+
180 ( 3)n

n

    
 

【以正五邊形為例說明】條件與正多邊形第 1邊第 4頂點性質相同 


2 2 3 4 4 3C A A C A A   ，

1 2 3 4 4 5A A A C A A   ，
1 3 2 5 4 5B C C A C C    


5 5 5B A C K 是平行四邊形；

5 5 5B A C =
4 1B KC +

180 ( 3)o n

n

   

證明: 

∵
1 2 3 4 5A A A A A 、

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5B B B B B C C C C C、 是正五邊形， 

在
2 2 3C A A ，

4 4 3C A A  

∵ 2 3 3 4A A A A ，
2 3 2 4 3 4A C C A C C  ， 2 3 3 4C C C C  
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∴
2 2 3 4 4 3C A A C A A    (SAS)  

 

在
1 2 3B A A ，

4 4 5C A A 中 

2 2 4 4A C A C ，
2 2 3 4 4 3 108C A A C A A   ，

1 2 3 5 4 4=144B A A A A C    

∵ 1 2 2 2 4 4B A A C A C  ， 2 3 4 5A A A A ， 

1 2 3 5 4 4 144B A A A A A     

∴
1 2 3 4 4 5B A A C A A    (SAS) 

在
1 3 2B C C ，

5 4 5A C C 中， 

1 3 4 5B A C A ，
2 3 1 4 5 4A A B A A C  ， 

設
2 3 1 4 5 4A A B A A C x   

4 4 5 36A C C x   ，

5 4 4 72A C A y   ，

5 4 5 5 4 2A C C x y A C C      

1 3 4 5B A C A ，
2 3 4 5C C C C  

∴
1 3 2 5 4 5B C C A C C    (SAS) 


1 2 5 2 5 5B C B C A C  ，

1 2 3 5 5 4B C C A C C   

                設
1 2 3 5 5 4B C C A C C z   ， 5 5 2 72A C C z     

5 2 5 252B C C z   ； 5 5 2 5 2 5 180B C C B C C     

∴ 5 5A C // 5B K ；∴四邊形
5 5 5B A C K 為平行四邊形 

 
5 5 5 5 5B A C B KC   

4 1 108B KC  (內角) 
4 136 72B KC       

(一般式推導： 5 5 5 4 1

360 180
(180 )B A C B KC

n n

 
       = 4 1

180 ( 3)n
B KC

n

 
  ) 

 

性質-正多邊形第 1邊第 4頂點軌跡方程式 

B4對應於動點 K形成軌跡為直線 L 

軌跡方程式為
180(n 1)

coty ax
n

 
 ， 

其中 2180(n 1)
2 (cos180 ) 0a x

n

 
     

C4對應於動點 K形成軌跡為直線 M 

軌跡方程式為
90 (n 1)

siny a
n

 
 ，其 

中
90 (n 1)

cosa a
n

 
 x 

90 (n 1)
2 cosa a

n

 
  

 

【以正五邊形為例說明】 

B4對應於動點 K形成軌跡為直線 L 

軌跡方程式為 cot144y ax ，其中 22 (cos36 ) 0a x     

正 n邊形的推導為 

4B 對應於動點 K形成軌跡為直線 L軌跡方程式為
360 360

sin cosy a x a
n n

 
  ， 

其中
90( 1)

2 cos 0
n

a x
n

 
    
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4C 對應於動點 K形成軌跡為直線 M 

軌跡方程式為 sin72y a =
10 2 5

4


a，其中 cos72a a  x  2 cos72a a   

下表分別是外延正n邊形第1邊第1、4、5、6……頂點軌跡，對應軌跡方程式如下表： 

       軌跡 
第幾頂點 

左外延正多邊形 右外延正多邊形 

1 
180

coty ax
n


  

90
coty ax

n


  

4 
360

siny ax
n

   
360 360

sin cosy a x a
n n

 
   

5 0y   
270

coty ax
n


  

… … … 

將△可動頂點放置在「框架正多邊形的第 3邊上」，探討外延正 n邊形各個頂點

產生的規律 
 

接續，△可動頂點在框架正多

邊形的第 3邊時，兩外延正

多邊形上各個頂點對應於△可

動頂點時之相關規律也跟第 1

邊同理如下(細節證明推導詳

見研究日誌。) 

正 n邊形 4 5 6 … n 

示意圖 

   

… … 

n n nB A C  45    72    90    …  

若△可動頂點縱向移動(如右圖)，相當於「框架正多邊形底邊的垂直線」上移動，此時

會怎樣? 

 

(三) 將△可動頂點放置在「框架正多邊形底邊的垂直線」，

以三角形各邊生成共頂點正多邊形之圖形性質? 

誠如前述，以第 4頂點為代表，其餘各個頂點討論詳見手稿。 

發現：1.當△可動頂點在垂直線上移動，與框架正方形底邊(即第 2  

邊)重合時，結果與第 2 邊結果相同。特別

注意：當△可動頂點在垂直線上移動至第 2

邊 A2或 A3端點，框架正多邊形會分別和右

外延正多邊形或(藍色正)左外延正多 

△可動頂點在垂直線上移動，與底邊重合 

   
邊形重合(綠色正)，此時平行四邊形退化成一線段(粉、藍、橘)，此線段為對角線。 

2.當△可動頂點移動至框架正方形底邊下方，

均會形成第 i 個框架角之不變性，且 3 個生

成正多邊形第 i 個頂點會與垂直線上△可動

頂點形成平行四邊形。 

△可動頂點移動至框架正方形底邊下方 

  
3.當△可動頂點移動至框架正多邊形底邊上方無窮遠處，則 
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2外延正多邊形趨近無限大，框架正多邊形趨近一個點 

2外延正多邊形的第 2邊(底邊)趨近
720

360
n

 度角(趨近正 n邊形 2倍內角)，值得

特別注意的是當外延正方形時會趨近 180度平角。 

    
往∞移動 往∞，趨近平角 往∞移動 往∞，趨近 2倍內角 

 當△可動頂點移動至框架正多邊形底邊上方內部(下左圖)或外部(下右圖)，均會形

成第 i個框架角之不變性，且 3 個生成正多邊形第 i個頂點會與垂直線上△可動頂

點形成平行四邊形。如下圖分別是正

五邊形第 1、4、5 頂點與垂直線上△

可動頂點形成的平行四邊形(粉色、橘

色、藍色平行四邊形)。 

左右外延正 n邊形第 1、4、5、……頂點軌跡方程式如下(推導過程詳見手稿) 

     軌跡 

第幾頂點 
左外延正多邊形 右外延正多邊形 

1 

270
tan

2702
cot

ax ny

n



 


 

270 360
cot cos

270 3602
tan sin

a
ax n ny

n n

 
 

 
 


 

4 

270
tan

2702
cot

ax ny

a
n



 



 

270 360
cot cos

270 3602
tan sin

a
ax n ny

n n

 
 

 
 


 

5 

270 360
cot cos

270 3602
tan sin

a
ax n ny

n n

 
 

 
 


 

270 360
cot cos

270 3602
tan sin

ax n ny

n n

 


 
 


 

… …… …… 

接續，以【△可動頂點在垂直線上，以外延正 n邊形第 4頂點】為例，描述及嚴謹證明

上述發現之圖形性質 

性質-正多邊形垂直線第 4頂點圖形性質 

2 3A A K 生成 3 個正 n 邊形，分別為框架正多邊形

1 2..... nA A A ，外延正多邊形
1 2..... nB B B 、

1 2..... nC C C ，其

中
3B 、

2C 共頂點是可動頂點位於框架正多邊形的底

邊 2 3A A 的垂直線上，令其為 K，且
2A 、

2B 重合，
3A 、

3C 重合、不管 3個正多邊形大小變化，則 


2 3 4 3 4A A K A A C   ；

4 4 4B A C K 是平行四邊形 

 4 4 4 4 1

540
180B A C B KC

n


       
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【以正五邊形為例說明】 

2 3A A K 生成 3個正五邊形，分別為框架正五邊形
1 2 3 4 5A A A A A ，外延正五邊形

1 2 3 4 5B B B B B 、

1 2 3 4 5C C C C C ，其中
3B 、

2C 共頂點是可動頂點，位於框架正多邊形底邊 2 3A A 垂直線

上，令其為 K，且
2A 、

2B 重合，
3A 、

3C 重合、不管 3個正多邊形大小變化，則 


2 3 4 3 4A A K A A C    ；

4 4 4B A C K 是平行四邊形；
4 4 4 4 1 72B A C B KC     

證明: ∵
1 2 3 4 5A A A A A 、

1 2 3 4 5B B B B B 、
1 2 3 4 5C C C C C 是正五邊形， 

∴在
2 3A A K 與

4 3 4A A C 中 

2 3 3 4A A A A ， 3 4 3KA C C ，  

2 3 2 3 4 3 4 3 4

3 4 3 4 4 3 4

108A A K A A A KA A KA A

KA C KA A A A C

    

  
 

2 3 4 3 4A A K A A C    

∴ 2 4 4A K A C  (對應邊相等)， 

又 4 2B K A K  (
1 2 3 4 5B B B B B 是正五邊形)， 

∴ 4 4 4B K A C  ，又
2 3 4 4A KA A C K   

4 4 4 4 3 2 3 4 4(360 108 36 ) ( 36 ) 180B KC A C A A KA A C K               

4 4 4B A C K 是平行四邊形 

 4 4 4 4 1 4 1108 36 72B A C B KC B KC          

(一般式推導：
4 4 4 4 1B A C B KC  

540
180

n


 ) 

若△可動頂點橫向移動，相當於「框架正多邊形底邊的平行線」上移動，此時會怎樣? 

(四)將△可動頂點放置在「框架正多邊形底邊的平行線」，以三

角形各成共頂點正多邊形之圖形性質 

誠如前述，以第 4頂點為代表，其餘各個頂點討論詳見手稿。 

發現：1.當△可動頂點在平行線上移動，與框架正方形各邊重合時，與

各邊結果相同(以第 2邊示例，如右圖)。值得特別注意：當△可動頂點在平行線上 

移動至框架正多邊形各邊頂點重合，

此時平行四邊形退化成一線段(粉、

藍、橘)分別為對角線。 

2.當△可動頂點移動至框架正多邊形左 

△可動頂點在平行線上移動的特例 

   

或右方無窮遠處，則： 

2外延正多邊形趨近無限大，框架正多邊形趨近一點 

2 外延正多邊形的第 2 邊趨近重合，框架正多邊形與

其中一外延正多邊形其中兩邊重合。 

  

往右∞移動 往右∞，第 2邊趨近重合 

當△可動頂點移動至框架正多邊形底邊上方內部

(下左圖)或外部(下右圖)，均會形成第 i 個框架角

之不變性，且 3個生成正多邊形第 i個頂點會與垂

直線上△可動頂點形成平行四邊形。如右圖分別

是正五邊形第 1、4、5 頂點與垂直線上△可動頂點形成的平行四邊形(粉、橘、藍)。                       

△可動頂點在平行線上以三角形各邊生成共頂點正多邊形性質證明與垂直線證明雷同，詳

見手稿內容。 
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透過研究二，可得知當框架正多邊形固定，兩外延正多邊形三角形

可動頂點在不同直線上時，兩外延正多邊形上各個頂點對應於三角形

可動頂點時會有特定的規律性，外延正多邊形頂點對應於三角形可動

頂點時會形成線段軌跡；若回到原研究的問題，將原問題做了一個角

度的轉換，三角形可動頂點在與共頂點連線形成特定角度(即右圖中?角度=△可動角)時，探

討會形成什麼性質?  

研究三、探討三角形可動角為任意固定角度時，以三角形各邊生成共頂

點正多邊形之圖形性質 

(一)△可動角(
2 3B KC )為特殊 90、60、45、120 度角時，兩外延正多邊形上第

1、4、5、6頂點對應於△可動頂點時的規律 

整理圖形表格如下： 
        角度 

圖 90 60 45 120 … 框架角(度) 

正方形 

    

… … 

n n nB A C  135° 165° 
180(形成一線段) 

沒有平行四邊形 
105°  (360-90 2-θ) +45 

正 5邊形 

    

… … 

n n nB A C  126° 156° 171° 165° … (360-108 2-θ) +72 

正 6邊形 

    

… … 

n n nB A C  120° 150° 96° 90° … (360-120 2-θ) +90 

發現：1.兩外延正 n 邊形與框架正多邊形第 i 頂點，會和兩外延正多邊形的三角形可動頂

點形成平行四邊形 

【以正五邊形(夾角為 90) 第 4頂點為例說明】 

2 3A A K 生成 3 個正五邊形，分別為框架正五邊形
1 2 3 4 5A A A A A ，外延正五邊形

1 2 3 4 5B B B B B 、

1 2 3 4 5C C C C C ，其中
3B 、

2C 共頂點是可動頂點，令其為K，令可動角為 90度，且
2A 、

2B 重合，
3A 、

3C 重合、不管 3 個正多邊形大小變化
2 3 4 3 4A A K A A C   

4 4 4B A C K 是平

行四邊形 

證明: ∵
1 2 3 4 5A A A A A 、

1 2 3 4 5B B B B B 、
1 2 3 4 5C C C C C 是正五邊形， 

∴在
2 3A A K 與

4 3 4A A C 中， 2 3 3 4A A A A ， 3 4 3KA C C ，  

2 3 2 3 4 3 4 3 4

3 4 3 4 4 3 4

108A A K A A A KA A KA A

KA C KA A A A C

    

  
 

2 3 4 3 4A A K A A C    

∴ 2 4 4A K A C  (對應邊相等)， 

又 4 2B K A K  (
1 2 3 4 5B B B B B 是正五邊形)， 

∴ 4 4 4B K A C  ，又
2 3 4 4A KA A C K   

4 4 4 4 3 2 3 4 4(360 108 36 ) ( 36 ) 180B KC A C A A KA A C K               

4 4 4B A C K 是平行四邊形 



 
 

17 
 

2.兩外延正 4、5、6邊形第 i頂點與框架正多邊形第 i頂點形成固定框架角分別為 

(360-902-θ)+45、(360-1082-θ)+72、(360-1202-θ)+90度 

3.兩外延正 n邊形第 i頂點與框架正多邊形第 i頂點形成固定框架角為
180

180
n

  度，其

中
2 3B KC    (為 可動角) 

說明：∵兩外延正 n 邊形與框架正多邊形第 i 頂點，會和兩外延正多邊形的三角形可動

頂點可形成平行四邊形 

∴框架角=
i iB KC  (平行四邊形對角相等) 

=∠1+∠2 

=(360-正 n邊形內角2-θ) 

+正 n邊形內角
360

180 (180 ) 2
n

    =
180

(180 )
n

    

結果：除第 2、3頂點因共用無法形成角度及平行四邊形， 

兩外延正多邊形與框架正多邊形第 i 個頂點，會和兩外延正多邊形的三角形可動頂點

形成平行四邊形 

兩外延正 n邊形第 i頂點與框架正多邊形第 i頂點形成固定框架角為
180

(180 )
n

    

度，其中
2 3B KC   ，而原競賽題給的角度為

4 1B KC =360O—θ—正 n邊形內角角度的

2倍，則和可動角同理，可形成固定框架角。 

當三角形可動角為
180

n
度時，兩外延正多邊形與框架正多邊形第 i 個頂點，會和兩外

延正多邊形的三角形可動頂點原形成之平行四邊形退化成一線段。 

(二)△可動角( 2 3B KC  )為特殊 90、60、45、120 度角時，兩外延正多邊形上第

1、4、5、6頂點對應於△可動頂點時的軌跡  
 

不管哪一種邊形，三角形可動頂點與共頂點連線形成 90、45、60、120 度，左右兩個

外延正多邊形的第 1、4、5、……、n 頂點對應於三角形可動頂點形成軌跡是一特定角度

圓弧。(如下表) 

 正 4邊形 正 5邊形 正 6邊形 … n 

90度軌跡 

示意圖 
   

… … 

軌跡 180度半圓 180度半圓 180度半圓   

60度軌跡 

示意圖 
   

… … 

軌跡 240度圓弧 240度圓弧 240度圓弧 … … 

45度軌跡 

示意圖 
   

… … 

軌跡 270度圓弧 270度圓弧 270度圓弧 … … 

120度軌跡 

示意圖 
   

… … 

軌跡 120度圓弧 120度圓弧 120度圓弧 … … 

… … … … … … 

θ (360 2 ) 度圓弧 (360 2 ) 度圓弧 (360 2 ) 度圓弧 …  
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其中左外延正多邊形軌跡是深色直線、右外延圖形軌跡是淺色直線，藍、綠、橘、紫

色分別是第 1、4、5、6……頂點軌跡。進一步推出以正 n邊形，形成角度 θ各頂點軌跡對

應為 2 2 2( ) ( )x h x k r     

對應

頂點 
圓心 半徑 軌跡起點 軌跡終點 

△可動

頂點 ( , tan )
2 2

a
a


 

2(tan ) 1
2 2

a 
  (0,0)  ( ,0)a  

左_1 ( tan , cot )
2 2

a a
 

  2 2(tan ) (cot )
2 2 2

a  
  (0,0)  

360
( cos , )a a a

n


  

右_1 ( cot , tan )
2 2 2 2

a a
a

 
  

2 2(tan ) (cot )
2 2 2

a  
  

360 360
( cos , sin )a a a

n n

 
  ( ,0)a  

左_4 ( cot , tan )
2 2 2 2

a a 
  

2( tan cot )
2 2 2

a  
   (0,0)  

360 360
(- cos , sin )a a

n n

 
 

右_4 ( tan , cot )
2 2 2 2

a a
a

 
  

2(tan cot )
2 2 2

a  
  

360 360
(- cos , sin )a a

n n

 
 ( ,0)a  

左_5 
360 360

( cos , sin )a a
n n

 
  2 2360 360

(sin ) (cos )a
n n

 
  (0,0)  

360 180
( (cos cos ),

360 180
(sin sin ))

a a
n n

a
n n

 
 

 


 

右_5 
360 360

( cos , sin )a a a
n n

 
  2 2360 360

(sin ) (cos )a
n n

 
  

360 180
( (cos cos ),

360 180
(sin sin ))

a a
n n

a
n n

 
 

 


 ( ,0)a  

… … … … … 

再操作形成任意固定角度，將△可動頂點放置在「不同函數」位置時，觀察△可動頂點

移動，外延正多邊形頂點跟著移動後的圖形性質與軌跡。 
 

研究四、探討三角形可動頂點在不同函數上時，以三角形各邊生成共頂

點正多邊形之圖形性質 

(一)將△可動頂點放置在「拋物線」上，以三角形各邊生成共頂點正多邊形之

圖形性質？ 

將△可動頂點放置在「拋物線」上， 

不失一般性令拋物線過框架正多邊形的底邊兩點， 

焦點 F為底邊中點 ( ,0)
2

a
，拋物線的準線為與底邊平行，

且與焦點等距
2

a
的直線 : 0

2

a
L y   ， 

形成紅色曲線是△可動頂點 K(x,y)過底邊兩點之拋物線 

∵ ( , )d K L KF ， 

可得 2 2(x ) (y 0)
2 2

a a
y      ，拋物線方程式為

2x
y x

a
   ，正焦弦長= a。 

發現：△可動頂點放置在「拋物線」上時，仍維持框架角之不變性，及三個生成正多邊形第 
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i頂點與△可動頂點連線恆為

平行四邊形，如圖，
1 1 1B A C K  

(粉)
4 4 4B A C K  (橘)、

5 5 5B A C K  

(藍)、…、
n n nB A C K 恆為平

行四邊形(與第 1邊同理) 

 正方形 正 5邊形 正 6邊形 … n 

平行 

四邊形 

及 

框架角

圖    

… … 

  

下表圖示中左外延正多邊形軌跡是深色直線、右外延圖形軌跡是淺色直線，藍、

綠、橘、紫色分別是第 1、4、5、6……頂點軌跡。 

正方形軌跡 正 5邊形軌跡 正 6邊形軌跡 … 

   

… 

左右外延正五邊形第 1、4、5頂點軌跡方程式為 ( , )d K L KF  

        軌跡 
第幾頂點 

準線 L F焦點(𝑥𝑖，𝑦𝑖) 

左-1(深藍) 0 ( tan 72 )[ ( 2 cos72 )]y x a        (- cos72 , sin72 )
2 2

a a
   

右-1(淺藍) 
10 (tan144 )( )y x t     ( - cos72 , sin 72 )

2 2 2

a a a
   

左-4(深綠) 
10 (tan144 )( )y x t     ( cos72 , sin72 )

2 2

a a
   

右-4(淺綠) 0 tan 72 (x ( 2 cos72 ))y a a       ( cos72 , sin72 )
2 2 2

a a a
    

左-5(深橘) 
50 (tan 72 )( )y x t     ( , sin36 cos72 )

4

a
a    

右-5(淺橘) 60 (tan 72 )( )y x t     3
( , sin36 cos72 )

4

a
a    

 

拋物線軌跡第 1頂點示意圖 

 

左右外延正 n 邊形第 1、4、……頂點一般化軌跡方程式為 d(K, L)=𝐾𝐹̅̅ ̅̅ ，詳見研究日

誌。  
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(二) 將△可動頂點放置在「橢圓」上，以三角形各邊生成共頂點正多邊形之圖

形性質? 

此時不失一般性△可動頂點 ( , )K x y 在一橢圓上(紅色曲線)  

令橢圓長軸長為 2d，其中 d>
2

a
 

橢圓的兩焦點 F1、F2為框架正多邊形的底邊兩點分別為

(0,0)、 ( ,0)a ， 1 2F F  = a，橢圓方程式為 

2 2 2 2( 0) ( 0) ( ) ( 0) 2 ,2x y x a y d d a          

發現：△可動頂點放置在「橢圓」上時，仍維持框架角之不變性，

及三個生成正多邊形第 i頂點與△可動頂點連線恆為平行四邊形，如右圖: 

1 1 1B A C K  (粉)、
4 4 4B A C K  (橘)、

5 5 5B A C K  (藍)、…
n n nB A C K 恆

為平行四邊形(與第 1邊同理) 

 正方形 正 5邊形 正 6邊形 … n 

平行四

邊形及 

框架角 

示意圖 
   

… … 

 

右圖示中左外延正多邊形

軌跡是深色直線、右外延圖形

軌跡是淺色直線，藍、綠、

橘、紫色分別是第 1、4、5、

6……頂點軌跡。 

正方形軌跡 正 5邊形軌跡 正 6邊形軌跡 … 

   

… 

進一步推得左右外延正 n邊形第 1、4、5頂點軌跡方程式為     

        軌跡 
第幾頂點 

外延正多邊形 

左-1 2 2 2 2360 360
( cos ) ( sin ) ( 0) ( 0) 2 ,2x a y a x y d d a

n n

 
          

右-1 2 2 2 2360 360 360
( cos ) ( sin ) ( 0) ( 0) 4 cos ,2x a y a x y d d a

n n n

  
          

左-4 2 2 2 2360 360 360
( cos ) ( sin ) ( 0) ( 0) 4 cos ,2x a a y a x y d d a

n n n

  
           

右-4 2 2 2 2360 360
( cos ) ( sin ) ( 0) ( 0) 2 ,2x a a y a x y d d a

n n

 
           

左-5 2 2 2 2360 180 360
( ) ( 2 cos sin ) ( 0) ( 0) 4 cos ,2

2

a
y a x y d d a

n n n

  
          

右-5 2 2 2 2360 180 360
( ) ( 2 cos sin ) ( 0) ( 0) 4 cos ,2

2

a
x y a x y d d a

n n n

  
          

…… …… 

左-n 2 2 2 2360 360
( cos ) ( sin ) ( 0) ( 0) 2 ,2x a y a x y d d a

n n

 
          

右-n 2 2 2 2360 360 360
( cos ) ( sin ) ( 0) ( 0) 4 cos ,2x a y a x y d d a

n n n

  
          
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伍、討論 

從研究過程與結果得知，任意三邊皆正向生成正多邊形時，造成框架角不變性及軌跡

圖形性質的關鍵是「三個正多邊形的第 i頂點與可動頂點形成平行四邊形」。 

故【類型 8—任意三邊皆反向生成正多邊形】條件下，先嚴謹證明「三

個正多邊形的第 i頂點與可動頂點形成平行四邊形」，再推導框架角公式，並

最後探討兩外延正多邊形第 i頂點，對應於可動頂點之軌跡圖形。 
 

討論一、探討以三角形各邊同反向生成正 n邊形，是否可形成特定的圖形

性質? 

若 4 44 4 4K C A B xB C    ， 2 3B KC   ，以 GGB嘗試正 n邊形各個結果如下： 

 正方形 正 5邊形 正 6邊形 … n 

示意圖 

   

… … 

n n nC A B  135   144   150   … 180 180 / n    

發現：1.【類型 8—任意三邊皆反向生成正多邊形】條件下，「三個正多邊形第 i 頂點與

可動頂點形成平行四邊形」。即
1 1 1B AC K   (粉紅色)、

4 4 4B A C K   (橘色)、
5 5 5B A C K   (藍

色)、…
n n nB A C K恆為平行四邊形(以正五邊形第 4頂點為例如下，其餘詳見手稿。) 

任意三邊皆反向生成正多邊形第 4頂點圖形性質 

 
2 3A A K 生成 3 個正 n 邊形，分別為框架正多邊形

1 2 nA A A ，外延正多邊形
1 2 nB B B 、

1 2 nC C C ，其中
3 2B C、 共頂點，令其為 K，且

2 2A B、 重合，A3、C3重合、不管 3個正多邊形大

小變化，則
4 4 4B A C K 是平行四邊形； 4 4 4 2 3

180
180C A B B KC

n
     

【以正五邊形為例說明】  

2 3A A K 生成3個正五邊形，分別為框架正五邊形
1 2 3 4 5A A A A A ，外延正五

邊形
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5B B B B B C C C C C、 ，其中

3 2B C、 共頂點是可動頂點位於框

架正五邊形的第 2邊
2 3A A 上方，令其為K，且

2 2A B、 重合，
3 3A C、 重合、

不管 3個正五邊形大小變化，則 


4 4 4B A C K 是平行四邊形； 4 4 4 2 3

180
180C A B B KC

n
     
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證明： 4 3 2 3A A A A ， 4 3 2 3C C C C  

設 2 3 4B C C x  則 4 3 4 3 2 90C C A KC B x     3 3 4 3 2C C A KC B    (SAS)  

3 4 4 2 3C C A B KC y  ，則 4 4 4 4(360 36 ) ( 36 108)A C K y B KC y       ，  

4 4 4 4 4 4 4180A C K B KC B A C K    是平行四邊形 


4 4 4C A B  2 3144 B KC  ，假設 4 44 4 4K C A B xB C     108 (內角) 

= 
4 1 36B KC x   4 1 360 108 2B KC    2 3B KC  

2 3108 360 108 2 36B KC x       
2 3144x B KC    

一般式推導: 4 4 4 2 3

180
180C A B B KC

n
     

2.【類型 8—任意三邊皆反向生成正多邊形】如同類型 1，以三角形各邊生成正 n邊

形，∵反向生成，∴三角形可動頂點無法放置在框架正多邊形不同邊上。 

而△可動頂點與兩外延正多邊形第 i頂點形成固定角或放置在不同函數—直線、拋物

線、橢圓上時，兩外延正多邊形上各個頂點對應於△可動頂點會形成圓弧、直線、

拋物線、橢圓軌跡。部份結果舉隅如下，下表圖示中左、右外延正多邊形軌跡分別

是深、淺色直線，藍、綠、橘、紫色分別是第 1、4、5、6……頂點軌跡： 

A. 三角形可動頂點與兩外延正多邊形第 i頂點形成固定角 θ(以 90、120度為例) 

 正方形 正五邊形 正六邊形 … n  

90 

   

… … 

軌跡 半圓 半圓 半圓 … 半圓 

120 

   

… … 

軌跡 120度圓弧 120度圓弧 120度圓弧 … … 

… … … … … … 

θ 360 2 度圓弧 360 2 度圓弧 360 2 度圓弧 … 360 2  

B. 三角形可動頂點放置在不同函數—垂直線、拋物線、橢圓 

軌跡 正方形 正五邊形 正六邊形 … n 

垂 

直 

線 
   

… … 

拋

物

線 
   

… … 

橢

圓 

   

… … 
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討論二、探討 8 種不同類型，從框架、左右外延正多邊形各取不同頂點

(不取三角形可動頂點)，是否可形成特定的圖形性質? 

之前會形成特定的圖形性質是與平行四邊形相關，故從 8種不同類型的框架、左右外延

正方形各取不同頂點，但不取三角形可動頂點做 4點連線，是否會形成四邊形，舉例如下： 

類型 1 2 3 4 5 6 7 8 

頂點 1 2 4 1A A B C  1 2 4 1A A B C  1 2 4 1A A B C  1 2 4 1A A B C  1 2 4 1A A B C  1 2 4 1A A B C  1 2 4 1A A B C  1 2 4 1A A B C  

圖形 

        

是不是每種類型，框架、左右外延正多邊形各取不同頂點(不取三角形可動頂點)，都會像

上表一樣頂點可以形成平行四邊形? 

【以類型 3為例】(其餘類型詳見研究日誌) 

發現：列出頂點連線所有情況有 91種，其中紅框為可形成平行四邊形共 7種 

說明：取 2個 A為頂點6 3 3 54   種、取 2個 B為頂點: 3 4 3 36   種、 

取 2個 C為頂點: 3 4 3 36   種、以上可能情況共有 106種； 

其中 A2、B2重合，A3、C3重合，故扣掉 15種，剩餘 91種可能組合。 

至於取 3個 A或 B或 C，則不需討論，除非第 4取點也為相同(4個 A或

B或 C)，才能形成平行四邊形，但此情況也無法在 5以上邊形形成。 

頂點 
1 2 1 1A A B C  

 圖形 

 
 

頂點 
1 2 1 4A A B C  1 2 1 3A A B C  1 2 4 1A A B C  1 2 4 3A A B C  1 2 4 4A A B C  1 3 1 1A A B C  1 3 1 4A A B C  1 3 2 1A A B C  1 3 2 4A A B C  1 3 4 1A A B C  

圖形 

          

頂點 
1 3 4 4A A B C  1 4 1 1A A B C  1 4 1 3A A B C  1 4 1 4A A B C  1 4 2 1A A B C  1 4 2 3A A B C  1 4 2 4A A B C  1 4 4 1A A B C  1 4 4 3A A B C  1 4 4 4A A B C  

圖形 

          

頂點 
2 3 1 1A A B C  2 3 1 4A A B C  2 3 4 1A A B C  2 3 4 4A A B C  2 4 1 1A A B C  2 4 1 3A A B C  2 4 1 4A A B C  2 4 4 1A A B C  2 4 4 3A A B C  2 4 4 4A A B C  

圖形 

          

頂點 
3 4 1 1A A B C  3 4 1 4A A B C  3 4 2 1A A B C  3 4 2 4A A B C  3 4 4 1A A B C  3 4 4 4A A B C  1 2 1 1B B AC  1 2 1 3B B A C  1 2 1 4B B A C  1 2 3 1B B A C  

圖形 

          

頂點 
1 2 3 4B B A C  1 2 4 1B B A C  1 2 4 3B B A C  1 2 4 4B B A C  1 4 1 1B B AC  1 4 1 3B B AC  1 4 1 4B B AC  1 4 2 1B B A C  1 4 2 3B B A C  1 4 2 4B B A C  

圖形 

          

頂點 
1 4 3 1B B A C  1 4 3 4B B A C  1 4 4 1B B A C  1 4 4 3B B A C  1 4 4 4B B A C  2 4 1 1B B AC  2 4 1 3B B AC  2 4 1 4B B A C  2 4 3 1B B A C  2 4 3 4B B A C  

圖形 

          



 
 

24 
 

頂點 
2 4 4 1B B A C  2 4 4 3B B A C  2 4 4 4B B A C  1 3 1 1C C A B  1 3 1 2C C A B  1 3 1 4C C A B  1 3 2 1C C A B  1 3 2 4C C A B  1 3 4 1C C A B  1 3 4 2C C A B  

圖形 

          

頂點 
1 3 4 4C C A B  1 4 1 1C C A B  1 4 1 2C C A B  1 4 1 4C C A B  1 4 2 1C C A B  1 4 2 4C C A B  1 4 3 1C C A B  1 4 3 2C C A B  1 4 3 4C C A B  1 4 4 1C C A B  

圖形 

          

頂點 
1 4 4 2C C A B  1 4 4 4C C A B  3 4 1 1C C A B  3 4 1 2C C A B  3 4 1 4C C A B  3 4 2 1C C A B  3 4 2 4C C A B  3 4 4 1C C A B  3 4 4 2C C A B  3 4 4 4C C A B  

圖形 

          

發現類型 4與類型 5能形成平行四邊形的情況僅有 6種(如下，其餘不成立的圖形詳見手稿) 

結果:根據 GGB操作得知(所有

圖形詳見研究日誌) 

類型 1和 8從框架、左

右外延正方形各取不同

頂點的組合，跟研究一

的類型 4、5雷同，部

分頂點( 1 3 1 4A A B C )會形成 

頂點 
1 4 2 3A A B C  3 4 4 1A A B C  2 4 1 1B B AC  1 3 4 4C C A B  2 4 1 4A A B C  1 2 4 1A A B C  

類 

型 

4       

類 

型 

5       

平行四邊形，但在生成五邊形時下無法形成形成平行四邊形。 

類型 2和 7不管從框架、左右外延正方形各取不同頂點的組合，都無法形成平行四邊

形，∵兩外延正多邊形同向，但與框架正多邊形相反。 

類型 3、4、5、6從框架、左右外延正方形各取不同頂點的組合可形成平行四邊形，

類型 3、6有 7種、類型 4和 5各有 6種，可組合成平行四邊形的頂點不盡相同，且

在任意正 n邊形狀況下可以形成。 

 1 4 2 3A A B C 為框架正多邊形的 4個點，因此只在生成正方形時會形成平行四邊形，但框

架角與 2 3(= )A A K   沒有關係，故在生成五邊形時無法形成平行四邊形。 

當框架角與 2 3(= )A A K   有關係時，此才能在生成五邊形時形成平行四邊形。 

【下面以類型 3─ 4 4 3 1B A A C 為平行四邊形之證明為例】 

性質-第 3類型正多邊形圖形性質 

2 3A A K 生成 3 個正 n 邊形，分別為框架正多邊形 1 2 nA A A ，外延正

多邊形 1 2 1 2n nB B B C C C 、 ，令其為 K，且 2 2A B、 重合， 3 3A C、 重

合、不管 3個正多邊形大小變化，則 

 2 3A A K △ 4 1B KC   4 4 3 1B A A C 是平行四邊形 

 4 34  B A A =
2 3( )A A K    +45O 

 
【以正五邊形為例說明】 

 2 3  A A K 生成 3個正 n邊形，分別為框架正多邊形 1 2 nA A A ，外延正多邊形

1 1 22 n nB BB C C C 、 ，令其為 K，且 2 2A B、 重合， 3 3A C、 重合、不管 3個正多邊形大小變化，

則 2 3 4 1A A K B KC   ； 4 4 4B A C K 是平行四邊形； 4 34  B A A = 2 3  A A K  +45O 
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證明: ∵ 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5A A A A A B B B B B C C C C C、 、 是正五邊形， 

∴在 2 3A A K 與 4 1B KC 中， 2 4A K KB ， 1 2 3KC C C ， 

設 2 1A KC x  ， 2 3 4 1 108A KA B KC x     2 3 4 1A A K B KC    (SAS) 

∴ 2 3 3 4 4 1A A A A B C   (對應邊相等)， 

設
2 3A A K y  ， 4 1 3 36B C A y   ， 

3 1 108 36KA C y    ∴
3 1 4 1 3 180KA C B C A     

4 4 4B A C K 是平行四邊形(一雙對邊相等且平行) 

 4 34  B A A = 2 3  A A K  +45O 

2 3A A K  4 1B KC ，所以 4 1 2 3B C K A A K  ， 

且 4 1 3 4 1 45B C A B C K   (對角線)， 

又 44 1 3 4 3B A AB C A  ， 4 34  B A A = 2 3  A A K  +45O 

(一般式推導： 4 34  B A A =     +
180

n


，其中

2 3A A K  ) 

發現類型 5 和類型 3 角度公式相同為 4 4 3  B A A =     +
180

n


，但與類型 4、6 角度公式不

同，類型 4、6角度公式為 4 4 3  B A A = 
180

n


 ，其中

2 3A A K  。 

證明:第 4、6類型角度公式 4 34  B A A =45O
2 3- A A K  

2 3A A K  4 1B KC ，所以 4 1 2 3B C K A A K  ，且 4 1 3 4 145 -B C A B C K     (對角線)，又

4 1 3 4 4 3AB C BA A  ， 4 34  B A A =45O
2 3- A A K  

(一般式推導： 4 34  B A A = 
180

 
n




 ，其中
2 3A A K  ) 

討論三、探討以三角形各邊同向生成正 n 邊形，△可動頂點軌跡與外延正

多邊形頂點對應於△可動頂點形成軌跡間之關係 

從研究二、三的軌跡圖形發現，△可動頂點軌跡和外延正多邊形頂點對應於△可動頂點

形成軌跡間似乎有密切的關係，仔細探討兩者間形狀、位置、大小之差別，以同正向生成正

五邊形第 1、4頂點為例： 

左外延正五邊形第 1頂點 

形

狀 

△可動頂點軌跡 線段(紅色) 圓弧(紅色) 拋物線(紅色) 橢圓(紅色) 

第 1頂點軌跡 線段(深藍色) 圓弧(深藍色) 拋物線(深藍色) 橢圓(深藍色) 

圖示 

    

位

置 

旋轉中心 
框架正 n邊形 

第 2頂點 

框架正 n邊形 

第 2頂點 

框架正 n邊形 

第 2頂點 

框架正 n邊形 

第 2頂點 

旋轉方向/角度 逆時針 108度 逆時針 108度 逆時針 108度 逆時針 108度 
大

小 
倍數(原△可動頂點軌跡) 1倍 1倍 1倍 1倍 
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右外延正五邊形第 1頂點 

形

狀 

△可動頂點軌跡 線段(紅色) 圓弧(紅色) 拋物線(紅色) 橢圓(紅色) 

第 1頂點軌跡 線段(淺藍色) 圓弧(淺藍色) 拋物線(淺藍色) 橢圓(淺藍色) 

圖示 

 
   

位

置 

旋轉中心 
框架正 n邊形 

第 3頂點 

框架正 n邊形 

第 3頂點 

框架正 n邊形 

第 3頂點 

框架正 n邊形 

第 3頂點 

旋轉方向/角度 順時針 36度 順時針 36度 順時針 36度 順時針 36度 
大

小 倍數(原△可動頂點軌跡) 2cos36 倍 2cos36 倍 2cos36 倍 2cos36 倍 

左外延正五邊形第 4頂點 

形

狀 

△可動頂點軌跡 線段(紅色) 圓弧(紅色) 拋物線(紅色) 橢圓(紅色) 

第 1頂點軌跡 線段(深綠色) 圓弧(深綠色) 拋物線(深綠色) 橢圓(深綠色) 

圖示 

 
   

位

置 

旋轉中心 
框架正 n邊形 

第 3頂點 

框架正 n邊形 

第 3頂點 

框架正 n邊形 

第 3頂點 

框架正 n邊形 

第 3頂點 

旋轉方向/角度 順時針 36度 順時針 36度 順時針 36度 順時針 36度 
大

小 倍數(原△可動頂點軌跡) 2cos36 倍 2cos36 倍 2cos36 倍 2cos36 倍 
 

右外延正五邊形第 4頂點 

形

狀 

△可動頂點軌跡 線段(紅色) 圓弧(紅色) 拋物線(紅色) 橢圓(紅色) 

第 1頂點軌跡 線段(淺綠色) 圓弧(淺綠色) 拋物線(淺綠色) 橢圓(淺綠色) 

圖示 

    

位

置 

旋轉中心 
框架正 n邊形 

第 2頂點 

框架正 n邊形 

第 2頂點 

框架正 n邊形 

第 2頂點 

框架正 n邊形 

第 2頂點 

旋轉方向/角度 逆時針 108度 逆時針 108度 逆時針 108度 逆時針 108度 
大

小 倍數(原△可動頂點軌跡) 1倍 1倍 1倍 1倍 

結果： 

對

應 

外延正 n

邊形 

第 1頂點 第 1頂點 第 4頂點 第 4頂點 … 第 i頂點 第 i頂點 

左 右 左 右 … 左 右 

形

狀 

△可動頂

點軌跡 
函數圖形 函數圖形 函數圖形 函數圖形 … 函數圖形 函數圖形 

第 1頂點

軌跡 

同樣 

函數圖形 

同樣 

函數圖形 

同樣 

函數圖形 

同樣 

函數圖形 
… 

同樣 

函數圖形 

同樣 

函數圖形 

位

置 
旋轉中心 

框架正 n邊

形第 2頂點 

框架正 n邊

形第 3頂點 

框架正 n邊

形第 3頂點 

框架正 n邊

形第 2頂點 
… 

框架正 n邊形 

第 2頂點(i是奇數) 

第 3頂點(i是偶數) 

框架正 n邊形 

第 3頂點(i是奇數) 

第 2頂點(i是偶數) 
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旋轉方向 逆時針 順時針 順時針 逆時針 … 
逆時針(i是奇數) 

順時針(i是偶數) 

順時針(i是奇數) 

逆時針(i是偶數) 

旋轉角度 

360
180

n
 度 

(正 n邊形

內角角度) 

180

n
度 

180

n
度 

360
180

n
 度 

(正 n邊形

內角角度) 

… 

底邊與第 i-3對

角線夾角 

(若 i≦0，則為正 n

邊形內角角度) 

底邊與第 i-3對

角線夾角 

(若 i≦0，則為正 n

邊形內角角度) 

起終點 

框架正 n

邊形之第

2、1頂點 

框架正 n

邊形之第

1、3頂點 

框架正 n

邊形之第

1、3頂點 

框架正 n

邊形之第

2、1頂點 

… 
框架正 n邊形 

第 2、1頂點(i是奇數) 

第 1、3頂點(i是偶數) 

框架正 n邊形 

第 1、3頂點(i是奇數) 

第 2、1頂點(i是偶數) 

大

小 

大小(原△

可動頂點

軌跡) 

1倍 

180
2cos

n
倍 

 (框架正 n邊

形第 n-3對角

線長度倍數) 

180
2cos

n
倍 

(框架正 n邊

形第 1對角線

長度倍數) 

1倍 … 

框架正 n邊形第 i-

3對角線長度倍數
(若 i-3≦0，則為 1

倍) 

框架正 n邊形第 i-

4對角線長度倍數
(若 i-4≦0，則為 1

倍) 

備註: 圖中綠、紫、橘、……、粉色分別代表正 n邊形第 1、2、3、……、n-3條對角線。 

由上表結果綜合得到： 

1.△可動頂點放置在不同函數時，左外延正多邊形上第 i 頂點對應於△

可動頂點，當 i為奇數或偶數分別會以框架正 n邊形第 2或 3頂點為

旋轉中心，旋轉底邊與第 i-3 對角線夾角(若 i≦0，則為正 n 邊形內

角角度)，形成與原三角形可動頂點軌跡形狀相同、大小縮放為框架

正 n 邊形第 i-3 對角線長度倍數的函數圖形軌跡(若 i-3≦0，則為 1

倍)，其中第 1對角線最接近相鄰兩邊的對角線。 

左外延正 n 邊形第 1 頂點軌跡為以框架正 n 邊形第 2 頂點為中心，原等大小△可動頂點

軌跡，逆時針旋轉
360

180
n

 度(正 n邊形內角角度)，起終點分別為框架正 n邊形之第2、

1頂點。 

左外延正 n 邊形第 4 頂點軌跡為以框架正 n 邊形第 3 頂點為中心，原△可動頂點軌跡放

大
180

2cos
n


 (框架正 n邊形第 1對角線長度倍數)，順時針旋轉

360
180 (180 )

180

2

n

n


 


 ，

起終點分別為框架正 n邊形之第 1、3頂點。 

 

2.△可動頂點放置在不同函數時，右外延正多邊形上第 i 頂點對應於可動頂點，當 i 為奇數

或偶數分別會以框架正 n 邊形第 3 或 2 頂點為旋轉中心，旋轉底邊與第 i-3 對角線夾角(若 i

≦0，則為正 n 邊形內角角度)，形成與原三角形可動頂點軌跡形狀相同、大小縮放為框架正 n

邊形第 i-4 對角線長度倍數的函數圖形軌跡(若 i-4≦0，則為 1 倍)，其中第 1 對角線最接近

相鄰兩邊的對角線。 

右外延正 n 邊形第 1 頂點軌跡為以框架正 n 邊形第 3 頂點為中心，原△可動頂點軌跡放大

180
2cos

n


 (框架正 n 邊形第 1 對角線長度倍數)，順時針旋轉

360
180 (180 )

180

2

n

n


 


 ，

起終點分別為框架正 n邊形之第 1、3頂點。 
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右外延正 n 邊形第 4 頂點軌跡為以框架正 n 邊形第 2 頂點為中心，原等大小△可動頂點軌

跡，逆時針旋轉
360

180
n


 (正 n邊形內角角度)，起終點分別為框架正 n邊形之第 2、1頂

點。 

討論四、探討以三角形各邊同向生成正 n邊形，各取正多邊形不同頂點形

成平行四邊形，兩外延正多邊形頂點軌跡對應於△可動頂點形

成軌跡間之關係 
仿照討論 3，探討各類型會形成平行四邊形情況下，會產生的軌跡圖形

性質，以類型 3正多邊形兩外延正多邊形軌跡與可動頂點的關係為例 

(右圖以正五邊形示例圖)，得到結果(證明詳見手稿)：  

 2 3A A K 生成 3 個正 n邊形，分別為框架正多邊形 1 2 nA A A ，外延正多邊

形 1 2 1 2n nB B B C C C 、 ，令其為K ，且 2 2A B、 重合， 3 3A C、 重合、不管 3

個正多邊形大小變化，則 

外延正多邊形軌跡會形成與可動頂點軌跡相同的圖形  

放大倍率為 1倍 

其餘類型 4、5、6正多邊形兩外延正多邊形軌跡與可動頂點的關係亦相同。 

陸、結論 

一、以三角形各邊生成正 n 邊形，僅同正向或同反向可形成生成正多邊形頂點與頂點連線特

定的圖形不變性。 

二、以三角形各邊同向生成正 n邊形，得到三個生成正多邊形頂點與頂點連線： 

(一) 兩外延正 n邊形與框架正 n邊形同相對位置的頂點(分別為 Bi、Ci、Ai)，與三角形可動

頂點 K恆形成平行四邊形 BiAiCiK。當三角形可動角為
180

n
度時，兩外延正多邊形與框

架正多邊形第 i個頂點，和三角形可動頂點原形成之平行四邊形退化成一線段。 

(二)當三角形可動角為任意固定角
2 3( )B KC   ， 

以三角形各邊同正向生成兩外延正 n邊形第 i頂點與框架正多邊形第 i頂點形成固定

框架角，恆為
180

180
n

  度。 

以三角形各邊同反向生成兩外延正 n邊形第 i頂點與框架正多邊形第 i頂點形成固定

框架角，恆為
180

180
n

  度。 

(三) 三角形可動頂點放置在不同函數—直線、拋物線、橢圓上時，兩外延正多邊形上各個

頂點對應於三角形可動頂點會形成直線、拋物線、橢圓軌跡。其中正向生成正多邊形

時，三角形可動頂點放在框架正多邊形邊上會形成線段軌跡。 
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如：三角形可動頂點放置在橢圓 2 2( )x y + 2 2 2( )x a y d   上時，左外延正 n邊形

第 4頂點會形成橢圓軌跡 2 2360 360
( cos ) ( sin )x a a y a

n n
    + 2 2x y =

360
4 cosd

n
， 2d>a。 

(四) 當三角形可動角為任意固定角 θ，除第 2、3頂點，以三角形同向各邊生成兩外延

正 n邊形的各個頂點對應於三角形可動頂點形成軌跡，恆為一特定角度 360–2θ圓

弧。 

(五) 三角形可動頂點放置在不同函數時，左外延正多邊形上第 i 頂點對應於三角形可

動頂點，當 i 為奇數或偶數分別會以框架正 n 邊形第 2 或 3 頂點為旋轉中心，形

成與原三角形可動頂點軌跡形狀相同、大小縮放為框架正 n 邊形第 i-3 對角線長

度倍數的函數圖形軌跡(若 i-3≦0，則為 1倍)，其中第 1對角線最接近相鄰兩邊的

對角線。 

 (六) 三角形可動頂點放置在不同函數時，右外延正多邊形上第 i 頂點對應於三角形可

動頂點，當 i 為奇數或偶數分別會以框架正 n 邊形第 3 或 2 頂點為旋轉中心，形

成與原三角形可動頂點軌跡形狀相同、大小縮放為框架正 n 邊形第 i-4 對角線長

度倍數的函數圖形軌跡(若 i-4≦0，則為 1倍)，其中第 1對角線最接近相鄰兩邊的

對角線。 

(七)三角形可動頂點 K 移動過程中，兩外延正多邊形中以 K 為起點分別依順時鐘與逆

時鐘依序對應之頂點會形成(n-1)組的以底邊中垂線為對稱軸之軌跡，並與 K 點軌

跡形狀相同、大小分別為框架正 n邊形第 i-3或 i-4對角線長度倍數的圖形(若 i-3、

i-4≦0，則為 1倍)。 

三、當三角形非全同向生成正 n 邊形時，各取其特定頂點亦會在頂點連線形成平行四邊形時，

產生圖形角度不變關係： 

(一)外延正 n邊形頂點軌跡旋轉後與三角形可動頂點軌跡相同。 

(二)類型 5和類型 3角度公式相同為 4 4 3  B A A =     +
180

n


， 

(三)類型 4、6角度公式為 4 4 3  B A A = 
180

n


 ，其中 2 3  A A K =。 
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【評語】030421 

以三角形三邊各二方向作正 n 邊形對於"可動頂點"的變化情形作一

番探討，將其動態化與一般化得到三角形各邊同向生成正多邊形頂點

與頂點連線特定的圖形不變性。作品絕大部分是以觀察為主，運用的

數學難度不高，但內容詳盡，對於各種產生的情況均能考慮並證明，

是一個用心的作品。得到的幾何的不變量有一些小結果，整體也算完

整。後段討論分組的想法很不錯。"可動頂點"在不同函數上的情形，

可再多予著墨，應可得到更多的性質。  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

作品簡報 





 
對下圖競賽問題感興趣，問題中要求?角度，答案是 113 度，

整個問題中沒有提到正方形的大小，左右兩個正方形形成夾角 68
度的位置也不是唯一，卻能形成 ? 角度的不變性，真是神奇! 

觀察發現三個正

方形(橘、綠、藍

)乃由一任意△(粉
紅色)的三邊(橘、綠

、藍)生成，其中 68度
角位置是一個位置 

原題 

 

觀察後分析命名 

 

可變動的點，將此點稱為「△可動頂點」，橘色固定不變動的正方

形命為「框架正方形」、其餘兩個命為「外延正方形」(詳見解釋

名詞)，嘗試利用 GGB 嘗試找出不同正多邊形頂點與頂點、和角

度之間的關係，並提出證明。據此，研究目的： 
一、探討以三角形各邊生成共頂點正多邊形時，在什麼條件下會

存在什麼圖形性質。 

二、探討三角形可動頂點在不同直線上時，以三角形各邊生成共

頂點正多邊形之圖形性質。 

三、探討三角形可動角為任意固定角度時，以三角形各邊生成共

頂點正多邊形之圖形性質。 

四、探討三角形可動頂點在不同函數上時，以三角形各邊生成共

頂點正多邊形之圖形性質。 

 

框架正 n 邊形：由某一底邊生成，固定不變

不動的正 n 邊形，稱為「框架正 n 邊形」。橘

色為框架正方形，命為 A1A2…An，不變動的底

邊命為 A2A3，邊長為a，其中頂點 A2、A3 位置

固定不動。A2 為原點(0,0)，A3 為( a ,0)。 

外延正 n 邊形：△除底邊外的 2 邊，往外延伸生成的 2 個正 n 
邊形(綠色、藍色)，其中 1 個頂點與框架正 n 邊形的頂點共

頂點；且這 2 個正 n 邊形兩兩有 1 共頂點，並隨彼此共頂點位置

變動而變動，稱為「外延正 n 邊形」。如上圖 A2和 B2、A3和 C3、

B3 和 C2分別共頂點，外延正 n 邊形的代號

為 B1B2…Bn 及 C1C2…Cn。 

△可動頂點：外延正 n 邊形兩兩有一共頂

點，為「可動頂點」，令為 K。B3 和 C2 共

頂點為可動頂點 K。 

△可動角：共頂點與可動頂點連線為 2 邊，

形成以可動頂點為頂點的可變動角度，為「可動角」， 如圖

為∠B2KC3 命為 θ。 

框架角：外延正 n 邊形的第 i 個頂點與框架正 n 邊形的第 i 頂點

連線為 2 邊，一個以框架正 n 邊形第 i 個頂點為頂點的對應角，

稱為「第 i 個框架角」，如圖為∠B4A4C4 為第 4 個框架角。 

 

 

一、探討以三角形各邊生成共頂點正多邊形時，在什麼條件下會存在什麼圖形性質 
思考:若令單一邊生成可分逆時針為正向、順時針為反向(如右圖)，則的 3 邊生成 3 個正方形有 8 種類型(依框架、左

外延、右外延正方形為正正正、反正正、…)，利用 GGB 嘗試 3 個正方形各取 1 個不同頂點(除底邊上的點) 搭配

「可動頂點」，探討可能形成平行四邊形的情況(所有情況詳見作品說明書)。 
以原問題「取 3 個正方形的各個第 4 頂點及可動頂點連接」為例，可能形成平行四邊形的情況有 4 種，如下表 

類型 1 2 3 4 5 6 7 8  類 4—生成五邊形 類 5—生成五邊形 類 8—生成五邊形 

各個第 4
頂點及三

角形可動

頂點連接         

 

   
形成平行

四邊形  ╳ ╳ ? ? ╳ ╳   ╳ ╳  

結果: 經 GGB 操作，任意三邊皆正向或皆反向的生成正方形時，三個正方形第 4 頂點與△可動頂點可形成平行四邊形，框架角

依△可動角度改變。 
 

研究二、三、四先植基於【類型 1—任意三邊皆正向生成正多邊形】條件，嚴謹證明是否形成平行四邊形、角度不變性及相關性

質。再討論【類型 8—任意三邊皆反向生成正多邊形】是否也和類型 1 一樣，性質成立。過程: 
 「外延正多邊形」位置變動的關鍵是「三角形可動頂點」，將三角形可動頂點放置在不同特性的位置，先從特例或極端值處理， 
△可動頂點所在的△退化成一線段，此相當於△可動頂點位置在框架正多邊形的第 2 邊上，是否形成上述性質? 
_1 觸發本研究將△可動頂點放置在「框架正多邊形的不同邊上」進行探討。 
_2 若△可動頂點縱向、橫向移動，相當於「框架正多邊形底邊的垂直線、平行線」上移動，會形成什麼性質? 

再操作形成任意固定角度，將△可動頂點「與共頂點形成不同的固定角度」。 
放在「不同函數」等位置時，觀察△可動頂點移動，外延正多邊形頂點跟著移動後的圖形性質與軌跡。 

 

二、探討其中兩個生成正多邊形三角形可動頂點在不同直線上時，以三角形各邊生成共頂點正多
邊形之圖形性質 

 

將△可動頂點放置在「框架正多邊形的不同邊、垂直線、平行線上」探討，以第 1 邊第 4 頂點為例說明，其餘詳見作品說明書 
 

△可動頂點在框架正多邊形第 1 邊，外延正多邊形第 4 頂點對應於△可動頂點的規律，將結果部分呈現在下表： 
 正方形 正五邊形 正六邊形 正七邊形  

正多邊形第 1 邊第 4 頂點軌跡方程式 
B4 對應於動點 K 形成軌跡為直線 L 

其中-2a(cos[180o − 180o(𝑛𝑛−1)
𝑛𝑛

)]2≦x≦0 

C4 對應於動點 K 形成軌跡為直線 M 軌

跡方程式為 y=asin�90
o(𝑛𝑛−1)
𝑛𝑛

�， 
 

示

意

圖     
框架角  (θ+45)° (θ+72)° (θ+90)° (θ+720/7)° 

形成

軌跡

示意

圖     其中 a+acos�90
o(𝑛𝑛−1)
𝑛𝑛

�≦x≦2a+acos�90
o(𝑛𝑛−1)
𝑛𝑛

� 
發現： B4A4C4K 恆為平行四邊形；左右外延正多邊形的第 4 頂點對應於△可動頂點形成軌跡是一線段。 
嚴謹證明上述發現之圖形性質-正多邊形第 1 邊第 4 頂點圖形性質 
 A2 A3K 生成 3 個正 n 邊形，分別為框架正多邊形 A1A2…An，外延

正多邊形 B1B2…Bn、C1C2…Cn，其中 K 是可動頂點位於框架正多

邊形的第 1 邊 A1A2 上，且 A2、B2 重合，A3、C3重合、不管 3 個正多

邊形大小變化，則△A2A3K≅△A4A3C4 ；B4 A4C4K 是平行四邊形 
∠B4A4C4=∠B4KC1+

180o(𝑛𝑛−3)
𝑛𝑛

  

第 1 邊第 1、4、…頂點軌跡方程式 
 左外延正多邊形 右外延正多邊形 

1 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑎𝑎cot
180°
𝑛𝑛

 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑎𝑎cot
90°
𝑛𝑛

 

4 y=𝑎𝑎𝑥𝑥sin 360o

𝑛𝑛
 y=𝑎𝑎𝑥𝑥cot90°(𝑛𝑛−2)

𝑛𝑛
 

5 𝑦𝑦 = 0 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥cot
270o

𝑛𝑛
 



【以正五邊形為例說明】 A2 A3K 生成 3 個正五邊形，分別為框架正五邊形 A1A2A3A4A5，外延正五邊形 B1B2B3B4B5、C1C2C3C4C5，可動頂點 K 位於框

架正五邊形的第 1 邊 A1A2 上， A2、B2 重合，A3、C3 重合、不管 3 個正五邊形大小變化，則 
△A2A3K≅△A4A3C4 ；B4A4C4K 是平行四邊形；∠B4A4C4=∠B4KC1+72° 

證明: ∵A1A2A3A4A5、B1B2B3B4B5、C1C2C3C4C5 是正五邊形，∴在△A2A3K 與△A4A3C4 中，𝐴𝐴2𝐴𝐴3 = 𝐴𝐴3𝐴𝐴4， 𝐾𝐾𝐴𝐴3 = 𝐶𝐶4𝐶𝐶3， 
∠A2A3K=∠A2A3A4 -∠KA3A4=108O-∠KA3A4=∠KA3C4 -∠KA3A4=∠A4A3C4 △A2A3K≅△A4A3C4(SAS) 
∴𝐴𝐴2𝐾𝐾 = 𝐴𝐴4𝐶𝐶4(對應邊相等)，又𝐵𝐵4𝐾𝐾 = 𝐴𝐴2𝐾𝐾 (B1B2B3B4B5 是正五邊形)∴𝐵𝐵4𝐾𝐾 = 𝐴𝐴4𝐶𝐶4 …… 
又∠A2KA3=∠A4C4A3，∠B4KC4+∠A4C4K=(360°-108 °-∠A2KA3-36 °)+ (∠A4C4A3 -36 °)=180 °…… 
由B4A4C4K 是平行四邊形(一雙對邊相等且平行) 

∠B4A4C4=∠B4KC1+108°(內角)-36° =∠B4KC1+72°，(一般式推導∠B4A4C4=∠B4KC1+[(180°−360°
𝑛𝑛

) − 180°
𝑛𝑛

 ] =∠B4KC1+
180°(𝑛𝑛−3)

𝑛𝑛
) 

 

三、探討三角形可動角為任意固定角度時，以三角形各邊生成共頂點正多邊形之圖形性質

△可動角為特殊 90、45 度角時(更多特殊角見說明書)，兩外延正多邊形上第 1、4、5、6 頂點對應於△可動頂點時的規律，嚴謹證明詳見作品說明書 
圖 

角度 正方形 正 5 邊形 正 6 邊形 … 結果：除第 2、3 頂點因共用無法形成角度及平行四邊形， 
兩外延與框架正多邊形第 i個頂點和兩外延正多邊形的△可動頂點形成平行四邊形 
兩外延正 n 邊形第 i 頂點與框架正多邊形第 i 頂點形成固定框架角為(180+𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏

𝒏𝒏
−θ)°

度，其中 θ=∠B2KC3，而原競賽題給的角度為∠B4KC1=360O−θ O−正 n 邊形內角

角度的 2 倍，則和可動角同理，可形成固定框架角。 
當三角形可動角為

𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏
𝒏𝒏

度時，兩外延正多邊形與框架正多邊形第 i 個頂點，會和兩

外延正多邊形的三角形可動頂點原形成之平行四邊形退化成一線段。 
 

以正 n 邊形，形成角度 θ°各頂點軌跡對應為(x-h)2+(x-k)2=r2 
對應頂點 圓心 半徑 軌跡起點 軌跡終點 

 

90° 
   

… 

∠BiAiCi 135° 126° 120°  

45° 
   

… 

∠BiAiCi 180°(形成一線段) 171° 165°  
框架角 (360-90×2-θ)°+45° (360-108×2-θ)°+72° (360-120×2-θ) °+90° … 
△可動頂點與共頂點連線形成 90、45 度，兩外延正多邊形第 
1、4、5、…頂點對應於△可動頂點形成軌跡是特定角度圓弧 

 

△可動 
頂點 (𝑎𝑎

2
,
𝑎𝑎tan𝜃𝜃°

2
2

) 
𝑎𝑎
2
�(tan

𝜃𝜃°

2
)2 + 1 (0,0) (𝑎𝑎,0) 

 正 4 邊形 正 5 邊形 正 6 邊形 … 
左_1 (−

𝑎𝑎tan𝜃𝜃°

2
2

,
𝑎𝑎cot𝜃𝜃°

2
2

) 
𝑎𝑎
2
�(tan

𝜃𝜃°
2 )2 + (cot

𝜃𝜃°
2 )2 (0,0) (𝑎𝑎+ 𝑎𝑎cos

360°
𝑛𝑛

,𝑎𝑎sin
360°
𝑛𝑛

) 90 度 
軌跡 

示意圖    
… 

右_1 (𝑎𝑎+
𝑎𝑎
2 cot

𝜃𝜃°
2 ,

𝑎𝑎
2 tan

𝜃𝜃°
2 ) 𝑎𝑎

2
�(cot

𝜃𝜃°
2

+ tan
𝜃𝜃°
2

)2 (𝑎𝑎+ 𝑎𝑎cos
360°
𝑛𝑛

,𝑎𝑎sin
360°
𝑛𝑛

) (𝑎𝑎,0) 
軌跡 180 度半圓 180 度半圓 180 度半圓  
45 度 
軌跡 
示意圖    

… 左_4 (−𝑎𝑎
2

cot 𝜃𝜃°

2
, 𝑎𝑎
2

tan 𝜃𝜃°

2
) 𝑎𝑎

2
�(−cot

𝜃𝜃°
2

+ tan
𝜃𝜃°
2

)2 (0,0) (−𝑎𝑎cos
360°
𝑛𝑛 ,𝑎𝑎sin

360°
𝑛𝑛 ) 

軌跡 270 度圓弧 270 度圓弧 270 度圓弧 … 
右_4 (

𝑎𝑎tan𝜃𝜃°

2
2

+ 𝑎𝑎,
𝑎𝑎cot𝜃𝜃°

2
2

) 
𝑎𝑎
2
�(tan

𝜃𝜃°
2

)2 + (cot
𝜃𝜃°
2

)2 (−𝑎𝑎cos
360°
𝑛𝑛 ,𝑎𝑎sin

360°
𝑛𝑛 ) (𝑎𝑎,0) 

… … … … … 
θ° (360-2θ)度圓弧 (360-2θ)度圓弧 (360-2θ)度圓弧 … … … … … … 

 

四、探討三角形可動頂點在不同函數上時，以三角形各邊生成共頂點正多邊形之圖形性質
 

(一)將三角形可動頂點放置在「拋物線」上，以三角形各邊生成共頂點正多邊形之圖形性質? 
令拋物線過框架正多邊形的底邊兩點，焦點 F 為底邊中點(𝑎𝑎

2
，0)，拋物線的準線為與底邊平行，且與焦點等距

𝑎𝑎
2
的直線 L：

y−𝑎𝑎
2
=0，形成紅色曲線是△可動頂點 K(x,y)底邊兩點之拋物線；∵d(K, L)=𝐾𝐾𝐾𝐾����，可得|𝑦𝑦 − 𝑎𝑎

2
| = �(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎

2
)2 + (𝑦𝑦 − 0)2， 

拋物線方程式為 y=−𝑥𝑥2

𝑎𝑎
+ 𝑥𝑥，正焦弦長= 𝑎𝑎。 

 

發現：維持框架角之不變性，及三個生成正多邊形第 i 頂點與△可動頂點連線恆為平行四邊形，如下圖，B1A1C1K(粉紅色)、
B4A4C4K(橘色)、…、BnAnCnK 恆為平行四邊形(與第 1 邊同理可證) 

 正 4 邊形 正 5 邊形 正 6 邊形 … 左右外延正五邊形第 1、4、5 頂點軌跡方程式為 d(K, L)=𝐾𝐾𝐾𝐾���� 
平行四

邊形及 
框架角 
示意圖    

… 

 準線 L F 焦點(𝑥𝑥𝑖𝑖，𝑦𝑦𝑖𝑖) 

 

左-1(深藍) y-0=(-tan72°)[x-(-2𝑎𝑎cos72°)] (−𝑎𝑎
2
cos72°，𝑎𝑎

2
sin72°) 

右-1(淺藍) y-0=(-tan144𝑜𝑜)(x-𝑡𝑡1) (𝑎𝑎
2
− 𝑎𝑎

2
cos72𝑜𝑜，𝑎𝑎

2
sin72𝑜𝑜) 

軌跡 

   

… 

左-4(深綠) y-0=(tan144𝑜𝑜)(x-𝑡𝑡4) (𝑎𝑎
2
cos72𝑜𝑜，𝑎𝑎

2
sin72𝑜𝑜) 

右-4(淺綠) y-0=tan72°[(x-(𝑎𝑎+2acos72°)] (𝑎𝑎
2

+ 𝑎𝑎
2
cos72𝑜𝑜，𝑎𝑎

2
sin72𝑜𝑜) 

左-5(深橘) y-0=(tan72°)(x-𝑡𝑡5) (𝑎𝑎
4
，𝑎𝑎sin36𝑜𝑜cos72𝑜𝑜) 

右-5(淺橘) y-0=(-tan72𝑜𝑜)(x-𝑡𝑡6) (3𝑎𝑎
4
，𝑎𝑎sin36𝑜𝑜cos72𝑜𝑜) 拋物線軌跡第一頂點示意圖 

 

(二)將三角形可動頂點放置在「橢圓」上，以三角形各邊生成共頂點正多邊形之圖形性質? 
△可動頂點 K(x,y) 在一橢圓上(紅色曲線)，令橢圓長軸長為 2d，其中 d>𝑎𝑎

2
，橢圓的兩焦點 F1、F2 為框架正多邊形的底邊兩點 

分別為(0,0)、(𝑎𝑎,0)，𝐹𝐹1𝐹𝐹2������= 𝑎𝑎橢圓方程式為�(𝑥𝑥 − 0)2 + (𝑦𝑦 − 0)2+�(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)2 + (𝑦𝑦 − 0)2=2𝑑𝑑， 2𝑑𝑑 > 𝑎𝑎 
 

發現：△可動頂點放置在「橢圓」上時，仍維持框架角之不變性，及三個生成正多邊形第 i 頂點與△可動頂點連線恆為平行四 
邊形，如右圖，B1A1C1K(粉紅色)、B4A4C4K(橘色)、B5A5C5K(藍色)、……BnAnCnK 恆為平行四邊形(與第 1 邊同理可證) 

 正 4 邊形 正 5 邊形 正 6 邊形 … 左右外延正 n 邊形第 4 頂點軌跡方程式(其餘詳見作品說明書) 
平行四

邊形及 
框架角 
示意圖    

… 
左-4(深綠) 

�(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎 − 𝑎𝑎cos 360
𝑛𝑛

o
)2 + (𝑦𝑦 − 𝑎𝑎sin 360

𝑛𝑛

o
)2

+�(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)2 + (𝑦𝑦 − 0)2=2𝑑𝑑， 2𝑑𝑑 > 𝑎𝑎 
橢圓

軌跡

第 1

頂點

示意

圖 
 

右-4(淺綠) �(𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 360
𝑛𝑛

𝑜𝑜
)2 + (𝑦𝑦 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 360

𝑛𝑛

𝑜𝑜
)2+

�(𝑥𝑥 − 0)2 + (𝑦𝑦 − 0)2=2𝑑𝑑， 2𝑑𝑑 > 𝑎𝑎 

軌跡 

   

… 
… … 

�(𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 360
𝑛𝑛

𝑜𝑜
)2 + (𝑦𝑦 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 360

𝑛𝑛

𝑜𝑜
)2+

�(𝑥𝑥 − 0)2 + (𝑦𝑦 − 0)2=2𝑑𝑑， 2𝑑𝑑 > 𝑎𝑎左 n 軌跡 

�(𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 360
𝑛𝑛

𝑜𝑜
)2 + (𝑦𝑦 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 360

𝑛𝑛

𝑜𝑜
)2+

�(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)2 + (𝑦𝑦 − 0)2=4𝑑𝑑cos 360
𝑛𝑛

𝑜𝑜
， 2𝑑𝑑 > 𝑎𝑎右 n 軌跡 

 

任意三邊皆正向生成正多邊形時，造成框架角不變性及軌跡圖形性質的關鍵是「三個正多邊形的第 i 頂點與可動頂點形成平行四邊形」。 
故【類型 8—任意三邊皆反向生成正多邊形】條件下，先嚴謹證明「三個正多邊形的第 i 頂點與可動頂點形成平行四邊形」， 
再推導框架角公式，再探討兩外延正多邊形第 i 頂點，對應於可動頂點之軌跡圖形。 

討論一、探討以三角形各邊同反向生成正 n 邊形，是否可形成特定的圖形性質?
若∠𝐵𝐵4𝐾𝐾𝐶𝐶1=θ，【類型 8—任意三邊皆反向生成正多邊形】如同類型 1，以△各邊生成正 n 邊形，∵反向生成，∴△可動頂點無 
法放置在框架正多邊形不同邊上。而△可動頂點與兩外延正多邊形第 i 頂點形成固定角或放置在不同函數—直線、拋物線、橢圓上時，

兩外延正多邊形上各個頂點對應於△可動頂點會形成圓弧、直線、拋物線、橢圓軌跡。部份結果舉隅如下，下表圖示中左、右外延正多邊形軌跡分別是

深、淺色直線，藍、綠、橘、紫色分別是第 1、4、5、6……頂點軌跡(接下頁)： 



 正 4 邊形 正 5 邊形 正 6 邊形 … n   正 4 邊形 正 5 邊形 正 6 邊形 … 任意三邊皆反向生成正多邊形

第 4 頂點圖形性質               

 A2 A3K 生成 3 個正 n 邊形為 
框架正多邊形 A1A2…An，外延正

多邊形 B1B2…Bn、C1C2…Cn，則

B4 A4C4K 是平行四邊形 

∠B4A4C4=
180180

n
− −



 ∠B2KC3  

(其他頂點以此類推，證明詳見作品說明書) 

示 
意 
圖    

… 
∠BnAnCn= 

(180−
180
𝑛𝑛

− 𝜃𝜃)°  
垂 
直 
線    

… 

90° 

   

… 
半圓  

拋

物

線    
… 

120° 

   

… 
120°圓弧  

橢

圓 
   

… 

 

討論二、探討 8 種不同類型，從框架、左右外延正多邊形各取不同頂點(不取三角形可動頂點)，
是否可形成特定的圖形性質?

 

類型 1 和 8 從框架、左右外延正方形各取不同頂點的組合，跟研

究一的類型 4、5 雷同，部分頂點(A1A3B1C4)會形成平行四邊 
形，但在生成正五邊形時，無法形成平行四邊形。 
類型2和7不管取什麼點，都無法形成平行四邊形。 
類型 3、4、5、6 從框架、左右外延，多邊形各取不同頂點的

組合可形成平行四邊形，類型 3、6 有 7 種、類型 4 和 5 各有 6
種，可組合成平行四邊形的頂點不全相同。 

頂點 A1A4B2C3 A3A4B4C1 B2B4A1C1 C1C3A4B4 A2A4B1C4 A1A2B4C1 
類 
型 
4       
類 
型 
5       

當框架角與 2 3(= )A A Kθ ′ ∠ 有關係時，此才能在生成五邊形時形成平行四邊形。(所有完整內容與討論詳見作品說明書與手稿) 

討論三、探討以三角形各邊同向生成正 n 邊形，三角形可動頂點軌跡與外延正多邊形頂點對應

於三角形可動頂點形成軌跡間之關係
探討兩者軌跡間形狀、位置、大小之差別，以同正向生成正五邊形第 1、4 頂點為例 

  左外延正五邊形第 1 頂點 右外延正五邊形第 1 頂點 

形狀 
圖示 

△可動頂點軌跡線段紅色 
左、右第 1 頂點軌跡線段深、淺藍         

位置 
旋轉中心 框架正 n 邊形第 2 頂點 框架正 n 邊形第 3 頂點 

旋轉方向/角度 逆時針 108 度 順時針 36 度 
大小 倍數 1 倍 2cos36°倍 
  左外延正五邊形第 4 頂點 右外延正五邊形第 4 頂點 

形狀 
圖示 

△可動頂點軌跡線段紅色 
左、右第 4 頂點軌跡線段深、淺綠         

位置 
旋轉中心 框架正 n 邊形第 3 頂點 框架正 n 邊形第 2 頂點 

旋轉方向/角度 順時針 36 度 逆時針 108 度 
大小 倍數 2cos °倍 1 倍 
結果： 
對

應 
外延正 n
邊形 

第 1 頂點 第 1 頂點 第 4 頂點 第 4 頂點 … 第 i 頂點 第 i 頂點 
左 右 左 右 … 左 右 

形

狀 
△可動頂點軌跡 函數圖形 函數圖形 函數圖形 函數圖形 … 函數圖形 函數圖形 
第 1 頂點軌跡 同樣函數圖形 同樣函數圖形 同樣函數圖形 同樣函數圖形 … 同樣函數圖形 同樣函數圖形 

位

置 

旋轉中心 框架正 n 邊形 
第 2 頂點 

框架正 n 邊形 
第 3 頂點 

框架正 n 邊形 
第 3 頂點 

框架正 n 邊形 
第 2 頂點 … 框架正 n 邊形第 2 頂點(i 是奇數)；

第 3 頂點(i 是偶數) 
框架正 n 邊形第 3 頂點(i 是奇數)；

第 2 頂點(i 是偶數) 
旋轉方向 逆時針 順時針 順時針 逆時針 … 逆時針(i 是奇數)；順時針(i 是偶數) 順時針(i 是奇數)；逆時針(i 是偶數) 

旋轉角度 (180−360
𝑛𝑛

)度 180
𝑛𝑛
度 180

𝑛𝑛
度 (180−360

𝑛𝑛
)度 … 底邊與第 i-3 對角線夾角 

(若 i-3≦0，則為正 n 邊形內角角度) 
底邊與第 i-3 對角線夾角 

(若 i-3≦0，則為正 n 邊形內角角度) 

起終點 框架正 n 邊形之

第 2、1 頂點 
框架正 n 邊形之

第 1、3 頂點 
框架正 n 邊形之

第 1、3 頂點 
框架正 n 邊形之

第 2、1 頂點 … 框架正 n 邊形第 2、1 頂點(i 是奇

數)；第 1、3 頂點(i 是偶數) 
框架正 n 邊形第 1、3 頂點(i 是奇

數)；第 2、1 頂點(i 是偶數) 
大

小 
大小(原△可

動頂點軌跡) 1 倍 2cos180
𝑛𝑛

°
倍 2cos180

𝑛𝑛

°
倍 1 倍 … 框架正 n 邊形第 i-3 對角線長度倍數

(若 i-3≦0，則為 1 倍) 
框架正 n 邊形第 i-4 對角線長度倍數

(若 i-4≦0，則為 1 倍) 
 

另外，△A2 A3K 生成 3 個正 n邊形，分別為框架正多邊形 A1A2…An，外延正多邊形 B1B2…Bn、C1 C 2…Cn，令其為 K，且 A2、

B2 重合，A3、C3 重合、不管 3 個正多邊形大小變化，則類型 3、4、5、6 正多邊形兩外延正多邊形軌跡與可動頂點的關係

外延正多邊形軌跡會形成與可動頂點軌跡相同的圖形；放大倍率為 1 倍。 

一、以三角形各邊生成正 n 邊形，僅同正向或同反向可形成生成正多邊形頂點與可動頂點連線特定的圖形不變性。 
 

二、以三角形各邊同向生成正 n 邊形，得到三個生成正多邊形頂點與可動頂點連線： 
(一)兩外延正 n 邊形與框架正 n 邊形同相對位置的頂點(分別為 Bi、Ci、Ai)，與三角形可動頂點 K 恆形成平行四邊形 BiAiCiK。當

三角形可動角為(180 / n )度時，兩外延與框架正多邊形第 i 個頂點，和△可動頂點原形成之平行四邊形退化成一線段。 
(二)當三角形可動角為任意固定角 2 3( )B KCθ = ∠ ，以三角形各邊同正向、同反向生成兩外延正 n 邊形第 i 頂點與框架正多邊形第 i

頂點形成固定框架角，分別恆為180 (180 / )n θ+ −  、180 (180 / )n θ− −  。 
(三)三角形可動頂點放置在不同函數—直線、拋物線、橢圓上時，兩外延正多邊形上各個頂點對應於三角形可動頂點會形成直線、

拋物線、橢圓軌跡。其中正向生成正多邊形時，三角形可動頂點放在框架正多邊形邊上會形成線段軌跡。 
(四)當三角形可動角為任意固定角 θ ，除第 2、3 頂點，以三角形同向及反向各邊生成兩外延正 n 邊形的各個頂點對應於三角形

可動頂點形成軌跡，恆為一特定角度(360–2θ)度的圓弧。 
(五)三角形可動頂點放置在不同函數時，左外延正多邊形上第 i 頂點對應於三角形可動頂點，當 i 為奇數或偶數分別會以框架正

n 邊形第 2 或 3 頂點為旋轉中心，形成與原三角形可動頂點軌跡形狀相同、大小縮放為框架正 n 邊形第 i-3 對角線長度倍數

的函數圖形軌跡(若 i-3≦0，則為 1 倍)，其中第 1 對角線最接近相鄰兩邊的對角線。 
(六)三角形可動頂點放置在不同函數時，右外延正多邊形上第 i 頂點對應於三角形可動頂點，當 i 為奇數或偶數分別會以框架正

n 邊形第 3 或 2 頂點為旋轉中心，形成與原三角形可動頂點軌跡形狀相同、大小縮放為框架正 n 邊形第 i-4 對角線長度倍數

的函數圖形軌跡(若 i-4≦0，則為 1 倍)，其中第 1 對角線最接近相鄰兩邊的對角線。 
(七)三角形可動頂點 K 移動時，兩外延正多邊形中以 K 為起點分別依順時針與逆時針依序對應之頂點會形成(n-2)組的以底邊中

垂線為對稱軸之軌跡，並與 K 點軌跡形狀相同、大小分別為框架正 n 邊形第 i-3 或 i-4 對角線長度倍數的圖形(若 i-3、i-4≦
0，則為 1 倍)。 

三、當三角形非全同向生成正 n 邊形時，各取特定頂點(不含可動頂點)亦會在頂點連線形成平行四邊形時，產生圖形角度不變關係： 
(一)外延正 n 邊形頂點軌跡旋轉後與三角形可動頂點軌跡相同；(二)類型 5 和類型 3 角度公式相同為 4 4 3  B A A∠ =  θ ′  + (180 / )n °；

(三)類型 4、6 角度公式為 4 4 3  B A A∠ = (180 / )n ° − θ ′，其中 2 3  A A K∠ =θ ′。                本研究所有圖片由作者自行繪製。 
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