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雙偶幻方之研究與破解 

摘要 

本研究主要在探討雙偶幻方的解法，我們一開始使用數列交叉擴展法來解雙偶幻方，但後來

發現這個方法受到兩個數一組的限制，所以只適用於2𝑛階幻方。為了能涵蓋更多的雙偶幻

方，我們試著把改變數字交叉擴展法並與羅伯法結合，創造出一個可以破解所有雙偶幻方的

解法，並進行一般式的證明，最後利用斜排特性構造出更多種 4n 階幻方解法。 

壹、前言 

一、研究動機 

我們在國小上數學課時接觸到了幻方，發現幻方裡的每個數字彷彿像被安排好似的有某種神

奇規律，之後在解幻方時發現不同階的幻方都有不太一樣的規律，所以上網查了有關幻方的

文獻資料，發現大多數的幻方都已經找到破解的方法，唯獨雙偶幻方到目前為止都還沒有統

一的規律，我們對此感到好奇，於是開始研究幻方的構造，並嘗試利用不同的方法來破解雙

偶幻方。 

二、研究目的 

  （一）將單階幻方倍數矩陣的斜排特性推廣到雙偶幻方倍數矩陣。 

  （二）結合羅伯法與矩陣法中倍數矩陣的特性創造出新的 4n 階幻方解法並驗證其正確性。 

  （三）利用倍數矩陣斜排特性找出更多種 4n 階幻方組合並驗證其正確性。 

三、名詞釋義 

 （一）幻方：幻方是一個𝑛 × 𝑛的方陣，以不重複的方式填入 1 到𝑛2的正整數，使得方陣中

各直行、橫列、以及兩條斜對角線上的數字加總皆相同，此時，我們稱此幻方為 n 階幻方。 

 （二）幻方線和值：直行、橫列、以及兩條斜對角線上的數字加總相同的值，其值為

                                                                                
(1+𝑛2)𝑛2

2𝑛
 

 （三）幻方分類： 

        1. 奇階幻方：n 為奇數的幻方。 

        2. 單偶幻方：n 為 2 的倍數且非 4 的倍數的幻方。 

        3. 雙偶幻方：n 為 4 的倍數的幻方。  
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四、文獻探討 

  本作品先介紹已知文獻所提常見奇階幻方構造法「羅伯法」與「矩陣法」分述如下： 

   （一）羅伯法：  

          1. 以五階為例： 

步驟一：將 1 填入第一列的中間。 

步驟二：依序往右上填下一個數，如果超出幻方上方，則填到那一行最下方；如果超出右    

    方，則填到那一列最左方。 

              

圖 1-1：羅伯法五階步驟一至二 

步驟三：重複步驟二，如果右上方有數或是超出幻方後不屬於幻方內的任何一行或列，就填 

    到上一個數的下方。 

                             

                                                    圖 1-2：羅伯法五階步驟三 

        （二）矩陣法： 

《乾坤大挪移---數獨 VS 幻方》  (林品慶、黃治綱、李名弘) 

此作品中作者是將幻方拆成兩個矩陣去做，分別為倍數矩陣和餘數矩陣。我們發現作者製作

矩陣皆是由數獨的方法去排列對角線與直行橫列，這樣能讓所有數字分散排列，並且每排線

和值也會相同，文獻中也提到一種幻方不一定是唯一解。我們從中延伸出矩陣法並定義其名

詞（以 n 階幻方為例）。 

          1. 倍數矩陣：數字 0∼n-1 製成的方陣，滿足每條線線和值為
𝑛2−𝑛

2
。 

          2. 餘數矩陣：數字 1∼n 製成的方陣，滿足每條線線和值為
𝑛2+𝑛

2
。 

          3. 幻方形成規則：n×倍數矩陣+餘數矩陣。 

          4. 製作矩陣：必須先填入對角線，再以數獨的方式填入其他數字。 
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 5. 以三階幻方為例 

             （1）三階倍數矩陣： 

步驟一：填入對角線，左上至右下為 1、1、1；右上至左下為 2、1、0。 

步驟二：填入那一排或列所缺的數。 

           

圖 2-1：矩陣法三階倍數矩陣步驟一至二 

             （2）三階餘數矩陣： 

步驟一：填對角線，左上至右下為 1、2、3，右上至左下為 2、2、2（與倍數矩陣方向相   

               反，以避免重複）。 

步驟二：以數獨方式填入剩餘的數。 

           

圖 2-2：矩陣法三階餘數矩陣步驟一至二 

   （3）合成幻方（𝟑 × 倍數矩陣 + 餘數矩陣）： 

 
圖 2-3：矩陣法三階合成幻方 

五、本研究方向：從上述文獻得知，因為奇階幻方可以利用簡單的「羅伯法」破解， 因此   

                               我們的研究著重於雙偶幻方構造法。 

 

貳、研究設備及器材 

紙、筆、電腦 

參、研究過程及方法 

一、將單階幻方倍數矩陣的斜排特性推廣到雙偶幻方倍數矩陣。 

根據文獻探討，我們發現奇階倍數矩陣的其中一條對角線皆為 0∼n-1 的中間數（例如 3 階倍

數矩陣的其中一條對角線是 1、1、1），但文獻中並沒有提到偶階幻方中間數的解法，因此

我們推測可以利用 0∼n-1 的「中間兩數」來製作矩陣，所以我們創造出了對角線分割法。 
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（一）四階（對角線分割法）： 

     1. 四階倍數矩陣： 

步驟一：其中一條對角線依序填入 2 和 1（0 到 3 的中間兩數）。  

步驟二：另一條對角線填入 3 和 0（最大數與最小數）。 

步驟三：將這個四階矩陣切分成四個二階矩陣，填入對角線另一方的數。 

                                         

圖 3-1：對角線分割法四階倍數矩陣步驟一至三 

     2. 四階餘數矩陣： 

步驟一：取最大與最小數為一組（1、4）填入其中一條對角線，填兩次。 

步驟二：另一條的對角線則取中間兩數為一組（2、3），填兩次。 

步驟三：切分成四個二階矩陣，填入原本四階幻方另一邊對角線的數（順序必須相反，以避 

    免重複）。 

                                         

圖 3-2：對角線分割法四階餘數矩陣步驟一至三 

     3. 四階幻方（𝟒 × 倍數矩陣 + 餘數矩陣）： 

 

圖 3-3：對角線分割法四階合成幻方 

這樣能確保在這些小矩陣中，直行與橫列不重複，且每直行、每橫列和每斜排的和都一樣。 

（二）八階（對角線分割法）： 

八階幻方是由四個四階幻方所拼成的，因此我們利用四階幻方的方法延伸到八階。 

     1. 八階倍數矩陣： 

步驟一：其中一條對角線填入 4 和 3（0 到 7 的中間兩數）。 

步驟二：另一條對角線填入 7 和 0（最大數與最小數）。 
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步驟三：接著切分成四個四階矩陣，每條對角線皆填入原本八階幻方對角線另一邊的數。 

步驟四：再分成四個二階矩陣，每條對角線填入與原數相鄰的數（不能與原本在倍數矩陣內 

    的數重複）。 

                          

                          

圖 4-1：對角線分割法八階倍數矩陣步驟一至四 

     2. 八階餘數矩陣： 

步驟一：取最大與最小兩數為一組（1、2、7、8），填入其中一條對角線，填兩次。 

步驟二：另一條的對角線則取中間四數為一組（3、4、5、6），填兩次。 

步驟三：分成四個四階矩陣，對角線填入與原本對角線不同的另一組數（順序必須相反）。 

步驟四：再細分分成四個二階矩陣，對角線填入左或右相鄰的數。 

                  

                 

圖 4-2：對角線分割法八階餘數 

矩陣步驟一至四 
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   3. 八階幻方（𝟖 × 倍數矩陣 + 餘數矩陣）： 

 

圖 4-3：對角線分割法八階合成幻方 

（三）八階（數列交叉擴展法）： 

我們試著將對角線分割法推廣到一般項並證明，但當階數越大時，規律會變得越複雜且不容

易表示，因此我們從對角線分割法中找到另一個更簡單也較有規律性的方法，我們稱之為數

列交叉擴展法，為了方便表示我們將倍數與餘數矩陣分成十六個區域，並定義這十六個區域

（如圖 5）。 

 

圖 5：十六個區域分配圖 

     1. 八階倍數矩陣： 

步驟一： 將 0~7 分成四組依序填入 C→B→A→D 區的第一列。 

步驟二：每兩數一組，交叉填入下一排，形成四個二階的矩陣。 

步驟三：每兩個二階矩陣一組，交叉填入下兩排，形成兩個四階矩陣，八階倍數矩陣的上半 

    部即完成。 

步驟四：下半部第一排填入與第一排順序完全顛倒的數。 

步驟五：重複步驟二~三，即能完成八階倍數矩陣的下半部。 

步驟六：將上半部與下半部合併，就能合成一個八階倍數矩陣。 

                     

 （步驟一）                                                 （步驟四） 
 



7 
 

                     

（步驟二）                                                 （步驟五） 

 

                     

（步驟三）                                                （步驟五） 

    

   （步驟六） 

圖 6-1：數列交叉擴展法八階倍數矩陣步驟一至六 

     2. 八階餘數矩陣： 

步驟一：將 1~8 分成四組填入依序填入 a→e→m→i 區的第一行，規律分別是由上至下→由 

    下至上→由上至下→由下至上。 

步驟二：同一列的數向右複製一次。 

步驟三：a、e 區的數字複製到 k、o 區；i、m 區的數字則複製到 c、g 區，即完成一半的八階 

    餘數矩陣。 

                                       

圖 6-2：數列交叉擴展法八階餘數矩陣步驟一至三 
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步驟四：最後一行上半部與下半部個別填入與第一行完全顛倒的數（以避免重複）。 

步驟五：同一列的數向左複製一次。 

步驟六：d、h 區的數字複製到 j、n 區；l、p 區的數字則複製到 b、f 區，即能完成另一半的 

    八階餘數矩陣。 

                                       

圖 6-3：數列交叉擴展法八階餘數矩陣步驟四至六 

步驟七：將兩個一半的八階餘數矩陣疊合在一起，就能完成八階餘數矩陣。 

 

圖 6-4：數列交叉擴展法八階餘數矩陣步驟七 

     3. 八階幻方（𝟖 × 倍數矩陣 + 餘數矩陣）： 

 

圖 6-5：數列交叉擴展法八階合成幻方 
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（四）十二階（數列交叉擴展法）： 

     1. 十二階倍數矩陣： 

步驟一：將 0~11 由小到大分成 4 組，並按照四個區域的規律填第一排。 

 

圖 7：數列交叉擴展法十二階倍數矩陣步驟一 

十二階倍數矩陣的第一排每個區域為三個數字，無法利用兩數一組交叉往下填，因此這個方

法並不適用於十二階幻方。 

（五）十六階（數列交叉擴展法）： 

     1. 十六階倍數矩陣： 

步驟一：將 0~15 由小到大分成 4 組，依照 C→B→A→D 區的順序填入第一列。 

步驟二：每兩數一組，交叉填入下一排，形成八個二階的矩陣。 

步驟三：每兩個二階矩陣一組，交叉填入下兩排，形成四個四階矩陣。 

步驟四：每兩個四階矩陣一組，交叉填入下四排，形成兩個八階矩陣，十六階倍數矩陣上半 

    部即完成。 

步驟五：下半部第一排填入與第一排順序完全顛倒的數。 

步驟六：重複步驟二~四，即能完成十六階倍數矩陣下半部。 

步驟七：將上半部與下半部合併，就能合成一個十六階倍數矩陣。 

  

（步驟一）                                                           （步驟五） 

 

 

（步驟二）                                                           （步驟六） 

 

  

（步驟三）                                                           （步驟六） 
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（步驟四）                                                            （步驟六） 

 

（步驟七） 

圖 8-1：數列交叉擴展法十六階倍數矩陣步驟一至七 

     2. 十六階餘數矩陣： 

步驟一：將 1~16 由小到大分成 4 組，依序填入 a→e→m→i 區，規律分別是由上至下→由 

    下至上→由上至下→由下至上。 

步驟二：同一列的數向右複製三次。 

步驟三：a、e 區複製的數字到 k、o 區；i、m 區的數字則複製到 c、g 區，即完成一半的十六 

    階餘數矩陣。 
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圖 8-2：數列交叉擴展法十六階餘數矩陣步驟一至三 

步驟四：最後一行上半部與下半部個別填入與第一行完全顛倒的數（以避免重複）。 

步驟五：同一列的數向左複製三次。 

步驟六：d、h 區的數字複製到 j、n 區；l、p 區的數字則複製到 b、f 區，即能完成另一半的 

    十六階餘數矩陣。 

                                               

圖 8-3：數列交叉擴展法十六階餘數矩陣步驟四至六 

步驟七：將兩個一半的十六階餘數矩陣疊合在一起，就能完成十六階餘數矩陣。 
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圖 8-4：數列交叉擴展法十六階餘數矩陣步驟七 

     3. 十六階幻方（𝟏𝟔 × 倍數矩陣 + 餘數矩陣）： 

 

 

圖 8-5：數列交叉擴展法十六階

合成幻方 
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（六）𝟐𝒏階（數列交叉擴展法）：  

我們探討的是利用不斷的分割或交叉填數字，進而得到倍數矩陣與餘數矩陣，發現當階數為

2𝑛時，都適用這個方法。 

     1. 𝟐𝒏階倍數矩陣： 

步驟一：填第一列(0~2𝑛 − 1)每一區格數：2𝑛−2（規律如圖 9-1）。 

 

圖 9-1：2𝑛階倍數矩陣第一列規律 

步驟二：第一排每兩數一組，交叉填入第二排，形成2𝑛−1個二階矩陣。 

步驟三：每兩個二階矩陣一組，交叉填入第三和第四排，形成2𝑛−2個四階矩陣。 

步驟四：每兩個四階矩陣一組，交叉填入下四排，重複此步驟直至完成 2 個2𝑛−1階矩陣，即 

    完成2𝑛階倍數矩陣的上半部。 

步驟五：下半部第一排填入與上半部第一排順序顛倒的數。 

步驟六：重複步驟二~步驟四，直至完成 2 個2𝑛−1階矩陣 。 

步驟七：將四個2𝑛−1階倍數矩陣合併，就能得到一個完整的2𝑛階倍數矩陣（如圖 9-2）。

 

圖 9-2：2𝑛階倍數矩陣 

 

 

 ⋯  ⋯  ⋯  ⋯ 
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     2. 𝟐𝒏階餘數矩陣： 

步驟一：將0~2𝑛由小到大分成 4 組，依序填入 a→e→m→i 區，填數字的規律分別是由上至 

    下→由下至上→由上至下→由下至上（如圖 9-3）。 

 

步驟二：同一列向右複製(2𝑛−2 − 1)次 。 

步驟三：a、e 區複製的數字到 k、o 區；i、m 區的數字則複製到 c、g 區，即完成一半的 

    2𝑛階餘數矩陣。 

步驟四：填第2𝑛行（上半部與下半部個別填入與第一行完全顛倒的數）。 

步驟五：同一列向左複製(2𝑛−2 − 1)次。 

步驟六：d、h 區的數字複製到 j、n 區；l、p 區的數字則複製到 b、f 區，即能完成另一半的 

    2𝑛階餘數矩陣。 

步驟七：將兩個一半的2𝑛−1階餘數矩陣疊合在一起，就能完成2𝑛階餘數矩陣（如圖 9-4）。 

圖 9-4：2𝑛階餘數矩陣 

 ⋯
 

 ⋯
 

 ⋯
 

 ⋯
 

圖 9-3：2𝑛階餘數矩陣第一行規律 
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     3. 𝟐𝒏階幻方（𝟐𝒏 × 倍數矩陣 + 餘數矩陣）： 

將2𝑛階倍數矩陣與2𝑛階餘數矩陣合成後的2𝑛階幻方因為規律較複雜，所以我們並沒有用圖

片表示，僅用以下的文字敘述來證明幻方的線和值皆相同，且1~22𝑛的數皆不會重複。 

（七）𝟐𝒏階幻方證明: 

     1. 線和值相同： 

        （1）倍數矩陣：為了使各行、列、斜排的加總皆是22𝑛−1 − 2𝑛−1，並以數獨的方式分散

排列，我們以所有數字皆不重複且有規律的方式填第一列，利用第一列不斷的交叉往下填直

到完成倍數矩陣的上半部，接著下半部的第一列填入與上半部第一列完全顛倒的數，再利用

下半部第一列不斷的交叉往下填直到完成倍數矩陣的下半部。透過交叉與顛倒排列的過程，

能將所有數字有規律的分散排列，確保所有的橫列以及直行的數字皆是 0~2𝑛 − 1，且左上至

右下的斜排剛好別由2𝑛−1個2𝑛−1和2𝑛−1個2𝑛−1 − 1 所組成，右上至左下的分別由2𝑛−1個2𝑛 −

1和2𝑛−1個 0 所組成。 

各直行與橫列線和值： 

∑ 𝑘 =
(2𝑛 − 1) × (2𝑛 − 1 + 1)

2

2𝑛−1

𝑘=1

=
22𝑛 − 2𝑛

2
= 22𝑛−1−2𝑛−1 

左上至右下的斜排線和值： 

(2𝑛−1) × (2𝑛−1) + (2𝑛−1) × (2𝑛−1 − 1) = 22𝑛−2 + 22𝑛−2 − 2𝑛−1   

                                                                            = 22𝑛−1−2𝑛−1 

右上至左下的斜排線和值： 

(2𝑛−1) × (2𝑛 − 1) + (2𝑛−1) × 0 = 22𝑛−1−2𝑛−1 

        （2）餘數矩陣： 為了使各行、列、斜排的加總皆是22n−1 + 2n−1且製作出來的幻方能

配合倍數矩陣達到數字不重複，我們以所有數字皆不重複且有規律的方式填第一行，然後同

一區橫列的數字皆相同，再透過複製或顛倒排列，達到每行皆是 1~2n；每列會有不同的四

組數但加總皆是2𝑛+1 + 2，因為 a、b、c、d 區第一列四個數的加總為2𝑛+1 + 2，而第二列四

個數分別是第一行四個數+1、−1、−1、+1，可以互相抵消，第三第四列也依此類推，這

樣每列四個數的加總就都會是2𝑛+1 + 2，除了 a、b、c、d 區之外，下面所有區域的數字排列

方式是由 a、b、c、d 區的數字交叉往下複製，所以也能達到每列加總皆是2𝑛+1 + 2，且每區

的橫列都會有2𝑛−2個相同的數；左上至右下的斜排會有兩組數，分別為1~2𝑛−2和3(2𝑛−2) +

1~2n且各填兩次；右上至左下則也會有兩組數，分別為2𝑛−2 + 1~2𝑛 − 1和2𝑛−1 + 1~3(2𝑛−2)

且各填兩次。 



16 
 

各直行線和值： 

∑ 𝑘

2𝑛

𝑘=1

=
2𝑛 × (2𝑛 + 1)

2
=

(22𝑛) + (2𝑛)

2
= 22𝑛−1 + 2𝑛−1 

各橫列線和值： 

(2𝑛−2)(2𝑛+1 + 2) = 22𝑛−1 + 2𝑛−1 

右上至左下的斜排線和值： 

2( ∑ 𝑘)

3(2𝑛−2)

𝑘=2𝑛−2+1

 

= 2 × ( ∑ 𝑘

3(2𝑛−2)

𝑘=1

− ∑ 𝑘) = 2 × [
9 × (2𝑛−4) + 3 × (2𝑛−2) − (2𝑛−4)−(2𝑛−2)

2
]

2𝑛−2

𝑘=1

 

                                                 = 8 × (2𝑛−4) + 2 × (2𝑛−2) 

                                                 = 22𝑛−1 + 2𝑛−1 

左上至右下的斜排線和值： 

 2 × ( ∑ 𝑘)

2𝑛−2

𝑘=1

+ 2 × ( ∑ 𝑘)

2𝑛

𝑘=3(2𝑛−2)+1

 

= 2 × [∑ 𝑘

2𝑛

𝑘=1

− ( ∑ 𝑘

3(2𝑛−2)

𝑘=1

− ∑ 𝑘)] =

2𝑛−2

𝑘=1

(22𝑛) + (2𝑛)−8 × (2𝑛−4) − 2 × (2𝑛−2) 

                                                                   = 22𝑛−1 + 2𝑛−1 

        （3）幻方：當倍數矩陣與餘數矩陣每行、每列和斜排的加總皆相同時，那麼用2𝑛 ×

倍數矩陣 + 餘數矩陣所製作出來幻方的每行、每列和斜排的加總也會跟著相同。 

其值為：(2𝑛) × (22𝑛−1−2𝑛−1) + 22𝑛−1 + 2𝑛−1 = 23𝑛−1 − 22𝑛−1 + 22𝑛−1 + 2𝑛−1 

                               = 23𝑛−1 + 2𝑛−1 

     2.不重複的原因： 

        （1）區域：倍數矩陣每個區域一樣的數字都在斜排，直行與橫列的數字都不一樣；餘

數矩陣則是每個區域每條橫列的數字都一樣，斜排的數字都不一樣，這樣倍數矩陣和餘數矩

陣每個區域的數字對應起來就不會重複。 

        （2）整個矩陣：如果把2𝑛階倍數矩陣和餘數矩陣分成 16 個區域並由英文字母代表（區

域分配如圖 5）。倍數矩陣的 C、H、J、M 區皆由0~2𝑛−2 − 1組成；B、E、K、P 區皆由

2𝑛−2~2𝑛−1 − 1組成；A、F、L、O 區皆由2𝑛−1~3(2𝑛−2) − 1組成；D、G、I、N 區皆由

3(2𝑛−2)~2𝑛組成。餘數矩陣的 a、h、k、n 區皆由1~2𝑛−2組成；d、e、j、o 區皆由 
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2𝑛−2 + 1~2𝑛−1組成；c、f、i、p 區皆由2𝑛−1 + 1~3(2𝑛−2)組成；b、g、l、m 區皆由

3(2𝑛−2) + 1~2𝑛組成。由此可知倍數矩陣中相同的任何一組數，在餘數矩陣中的對應位置皆

不會相同。    

 

圖 5：十六個區域分配圖 

        （3）幻方：從數列交叉擴展法製作出來2𝑛階幻方中，每個對應的數皆是2𝑛 ×

倍數矩陣對應的數 + 餘數矩陣對應的數，而由上述證明可得知倍數矩陣和餘數矩陣對應的

數皆不會重複，因此幻方裡所有的數字都不會重複。 

二、結合羅伯法與矩陣法中倍數矩陣的特性創造出新的 4n 階幻方解法並驗證其正確性。 

以上的敘述能證明數列交叉擴展法可以適用於2𝑛階幻方。但因為我們製作倍數矩陣的規則是

利用每兩個數一組去擴展，雖然可以達到數字皆不重複，不過只適用於2𝑛階幻方，所以我們

把每兩個數一組的規則去除掉，並試著用其他填完後的直行與橫列也可以達到數字不重複且

加總一樣的方法來嘗試，其中我們發現利用羅伯法去填每個區域會有這個特性，而且也更容

易表示，我們將此方法稱作數列羅伯擴展法，再利用此方法構造 4n 階幻方。  

（一）十二階（數列羅伯擴展法）： 

     1.十二階倍數矩陣： 

步驟一：將 0~11 由小到大分成四組，依照 C→B→A→D 區的順序填入第一行。 

步驟二：A、B、C、D 區分別往右下，左下，右下，左下填對角線。 

步驟三：第一排依每個區域斜線的方向用羅伯法規律往下填相同的數字，直到填滿那一區。 

步驟四：每兩區一組交叉填入下面的區域，即完成十二階倍數矩陣的上半部。 

步驟五：下半部 J、K、L、I 區第一排填入與 A、B、C、D 區第一排完全顛倒的數。 

步驟六：重複步驟二~四即完成十二階倍數矩陣下半部。 

步驟七：將上下兩半的倍數矩陣合併，就能得到完整的十二階倍數矩陣。 

  

（步驟一）                                                     （步驟五） 
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（步驟二）                                                    （步驟六） 

 

  

（步驟三）                                                    （步驟六） 

 

  

（步驟四）                                                     （步驟六） 

 

（步驟七） 

圖 10-1：數列羅伯擴展法十二階倍數矩陣步驟一至七 

     2.十二階餘數矩陣： 

步驟一：將 1~12 由小到大分成 4 組，依序填入 a→e→m→i 區，填數字的規律分別是由上 

    至下→由下至上→由上至下→由下至上。 

步驟二：同一列的數向右複製兩次。 

步驟三：在 k、o 區分別依序填入 a、e 區的數字；c、g 區分別依序填入 i、m 區的數字，即 

    完成一半的十二階餘數矩陣。 
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圖 10-2：數列羅伯擴展法十二階餘數矩陣步驟一至三 

步驟四：最後一行上半部與下半部個別填入與第一行完全顛倒的數。 

步驟五：同一列的數向左複製兩次。 

步驟六：在 j、n 區分別依序填入 d、h 區的數字；b、f 區分別依序填入 l、p 區的數字，即完

成另一半的十二階餘數矩陣。 

                                

圖 10-3：數列羅伯擴展法十二階餘數矩陣步驟四至六 

步驟七：將兩個一半的十二階餘數矩陣疊合在一起，就能完成十二階餘數矩陣。 

 

圖 10-4：數列羅伯擴展法十二階餘數矩陣步驟七 
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     3.十二階幻方（𝟏𝟐 × 倍數矩陣 + 餘數矩陣）:  

 

 

圖 10-5：數列羅伯擴展法十二階合成幻方 

（二）𝟒𝐧階（數列羅伯擴展法）： 

成功製作出非2𝑛階（12 階）幻方後，我們試著將此方法推廣到 4n 階幻方。 

     1. 𝟒𝒏階倍數矩陣： 

步驟一：將0~4n − 1由小到大分成四組，依照 C→B→A→D 區的順序填入第一行。 

步驟二：A、B、C、D 區分別往右下，左下，右下，左下填對角線。 

步驟三：第一排照每個區域斜線的方向用羅伯法規律往下填相同的數字，直到填滿那一區。 

步驟四：每兩區一組交叉填入下面的區域，即完成 4n 階倍數矩陣的上半部。 

步驟五：下半部 J、K、L、I 區第一排填入與 A、B、C、D 區第一排完全顛倒的數。 

步驟六：重複步驟二~四即可完成 4n 階倍數矩陣的下半部。 

步驟七：將上下半部合併就能得到完整的 4n 階倍數矩陣（如圖 11-1）。 
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                                                           圖 11-1：4n 階倍數矩陣 

      2. 𝟒𝒏階餘數矩陣： 

步驟一：將 1~4n 由小到大分成 4 組，依序填入 a→e→m→i 區的第一行，填數字的規律分 

    別是由上至下→由下至上→由上至下→由下至上。 

步驟二：同一列的數向右複製 n-1 次。 

步驟三：a、e 區複製的數字到 k、o 區；i、m 區的數字則複製到 c、g 區，即完成一半的 4n 

    階餘數矩陣。 

步驟四：最後一行上半部與下半部個別填入與第一行完全顛倒的數。 

步驟五：同一列的數向左複製 n-1 次。 

步驟六：d、h 區的數字複製到 j、n 區；l、p 區的數字則複製到 b、f 區，即能完成另一半的 

    4n 階餘數矩陣。 

步驟七：將上下半部的 4n 階餘數矩陣合併，即可完成 4n 階餘數矩陣（如圖 11-2）。 
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                                                            圖 11-2：4n 階餘數矩陣 

     3.𝟒𝒏階幻方（𝟒𝐧 × 倍數矩陣 + 餘數矩陣）： 

將4n階倍數矩陣與4n階餘數矩陣合成後的4n階幻方因為規律較複雜，所以我們並沒有用圖

片表示，僅用以下的文字敘述來證明4n階幻方的線和值皆相同，且1~16𝑛2的數皆不重複。 

（三）𝟒𝒏階幻方證明： 

     1.線和值相同： 

        （1）倍數矩陣：為了使各行、列、斜線的加總皆是8𝑛2 − 2𝑛且分散排列，我們以所有

數字皆不重複且有規律的方式填第一列，接著依照每個區域斜線的方向用羅伯法規律往下填

相同的數字直到填完那一區所有的數，再接著每兩個區域一組交叉填入下面的區域，就能完

成 4n 階倍數矩陣的上半部，下半部的第一列填與上半部第一列完全顛倒的數，再重複上半

部填數字的步驟，就能完成 4n 階倍數矩陣的下半部，最後將上下半部合併，即完成一個完

整的 4n 階倍數矩陣。透過羅伯法與交叉顛倒排列的過程，能將所有數字有規律的分散排

列，確保所有的橫列以及直行的數字皆是 0~4𝑛 − 1，且左上至右下的斜排由2𝑛個2𝑛和2𝑛 −

1所組成，右上至左下的則由2𝑛個4𝑛 − 1和 0 所組成。 

各直行與橫列線和值： 

∑ 𝑘 =
(4𝑛 − 1) × (4𝑛 − 1 + 1)

2
=

16𝑛2 − 4𝑛

2
= 8𝑛2 − 2𝑛

4𝑛−1

𝑘=1

 

右上至左下的斜排線和值： 

(2n) × (2n) + (2n) × (2n − 1) = 8𝑛2 − 2𝑛 
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左上至右下的斜排線和值： 

(2n) × (4n − 1) + (2n) × (0) = 8𝑛2 − 2𝑛 

        （2）餘數矩陣：我們只改變製作倍數矩陣的規則，餘數矩陣的步驟並沒有變，所以只

改成用1~4𝑛來表示。每行、列、斜排的加總皆是8n + 2，每條直行皆是1~4𝑛；每條橫列會

有不同的四組數但加起來皆是8𝑛 + 2，因為 a、b、c、d 區第一列四個數的加總為8𝑛 + 2，而

第二列四個數分別是第一行四個數+1、−1、−1、+1，可以互相抵消，第三第四列也依此

類推，這樣每列四個數的加總就都會是8𝑛 + 2，且每區的橫列都會有 n 個相同的數；左上至

右下的斜排會有兩組數，分別為1~n和3n + 1~4n且各填兩次；右上至左下則也會有兩組

數，分別為n + 1~2n 和2𝑛 + 1~3𝑛且各填兩次。 

各直行與橫列線和值： 

∑ 𝑘 =
(4𝑛 − 1) × (4𝑛 − 1 + 1)

2

4n−1

𝑘=1

=
16𝑛2 − 2𝑛

2
= 8𝑛2 + 2𝑛 

左上至右下的斜排線和值： 

2 × (∑ 𝑘

4n

𝑘=1

+ ∑ 𝑘 − ∑ 𝑘

3n

𝑘=1

) = 2 × [
16𝑛2 + 4𝑛 − 9𝑛2 − 3𝑛 + 𝑛2 + 𝑛

2
] = 8𝑛2 + 2𝑛

n

𝑘=1

 

右上至左下的斜排線和值： 

2 × (∑ 𝑘)

3n

𝑘=1

− 2 × (∑ 𝑘) = 2 × (
9𝑛2 + 3𝑛 − 𝑛2 − 𝑛

2
)

n

𝑘=1

= 8𝑛2 + 2𝑛 

        （3）幻方：當倍數矩陣與餘數矩陣每行、每列和斜排的加總皆相同時，那麼用4𝑛 ×

倍數矩陣 + 餘數矩陣所製作出來幻方的每行、每列和斜排加總也會跟著相同。 

其值為：(4n) × (8𝑛2 − 2n) + 8𝑛2 + 2n = 32𝑛3 − 8𝑛2 + 8𝑛2 + 2𝑛 = 32𝑛3 + 2𝑛 

     2.不重複的原因：  

        （1）區域：倍數矩陣每個區域一樣的數字都在斜排，直行與橫列的數字都不一樣；餘

數矩陣則是每個區域每條橫列的數字都一樣，斜排的數字都不一樣，這樣倍數矩陣和餘數矩

陣每個區域的數字對應起來就不會重複。 

        （2）整個矩陣：如果把 4n 階倍數矩陣和餘數矩陣分成 16 個區域並由英文字母代表

（區域分配如圖 1）。倍數矩陣的 C、H、J、M 區皆由0~n − 1組成；B、E、K、P 區皆由

n~2n − 1組成；A、F、L、O 區皆由2n~3n − 1組成；D、G、I、N 區皆由3n~4n − 1組成。

餘數矩陣的 a、h、k、n 區皆由1~n組成；d、e、j、o 區皆由n + 1~2n組成；c、f、I、p 區皆

由2n + 1~3n組成；b、g、l、m 區皆由3n + 1~4n組成。由此可知倍數矩陣中相同的任何一
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組數，在餘數矩陣中的對應位置皆不會相同。 

 

圖 5：十六個區域分配圖 

        （3）幻方：數列羅伯擴展法製作出來的 4n 階幻方中，每個對應的數皆是4𝑛 ×倍數矩陣

對應的數+餘數矩陣對應的數，而由上述證明可得知倍數矩陣和餘數矩陣對應的數皆不會重

複，因此幻方裡所有的數字都不會重複。 

 

三、利用倍數矩陣斜排特性找出更多種 4n 階幻方組合並驗證其正確性。 

用數列羅伯擴展法製做出 4n 階幻方並證明後，我們試著探討做出來的倍數矩陣是否為唯一

解，後來發現當斜排加總固定後並以不重複的方式填第一列，再用羅伯法將數字分散排列，

也能做出排列方式不同但規律相同的倍數矩陣。 

  （一）以 4n 階倍數矩陣為例： 

步驟一：先將0~4𝑛 − 1分成 2n 組，每組相加都要等於4𝑛 − 1（例如 0 和4𝑛 − 1為一組、1 

    和4𝑛 − 2為一組…），取任意兩組做為斜排。 

步驟二： 將其中一組的一數填入 A 區第一列最左邊，另一數填入 B 區第一列最右邊；另一 

組其中一數填入 C 區第一列最左邊，另一數填入 D 區第一列最右邊。 

步驟三：以不重複（可不規則）的方式將剩下的數填入第一列。 

步驟四：後續的步驟可參考數列羅伯擴展法步驟二~七完成倍數矩陣（如圖 12）。 
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圖 12：此圖取 9、4n-10 為一組，5、4n-6 為一組作為斜排填入 4n 階倍數矩陣。 

  （二）4n 階餘數矩陣：排列方法如同數列羅伯擴展法構造出的餘數矩陣。 

  （三）證明： 

      1.線和值相同： 

          （1）倍數矩陣：我們先固定斜排的每一組數相加皆等於4𝑛 − 1 ，所以不管哪組數當

作斜排其加總皆會等於8𝑛2 − 2𝑛，然後第一列再填入原本斜排兩組數以外剩下的數，後續步

驟同樣以羅伯法將數字分散排列，最後我們依然會得到倍數矩陣的直行與橫列皆是 0~4𝑛 − 1

所組成，因此直行與橫列的線和值也等於8𝑛2 − 2𝑛。  

          （2）餘數矩陣：因為作法沒改變，所以證明方法如同數列羅伯擴展法的餘數矩陣。 

          （3）幻方：因為改變後的倍數矩陣的線和值與原本一樣，且餘數矩陣的線和值也不   

                               變，所以最後合成幻方的線和值也相同。 

      2.數字不重複： 

          （1）區域：區域內的數字雖然改變，但倍數矩陣每個區域一樣的數字同樣都在斜排，

直行與橫列的數字也都不一樣；餘數矩陣則是每個區域每條橫列的數字都一樣，斜排的數字

都不一樣，因此倍數矩陣和餘數矩陣每個區域的數字對應起來也都不會重複。 

          （2）整個幻方：因為也是從第一列用羅伯法去擴展，所以改變後的倍數矩陣一樣會由

16 個區域組成，而這 16 個區域的排列方式也如圖 1，同色塊區域皆由同一組數組成，對應

填入剩下的數，使第一列成為以 0~4n-1 組成之不重複且不規則的數列。 
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到餘數矩陣的色塊一樣也不會重複，所以對應到餘數矩陣的每個位置也一樣不會重複，因此

合成出來的幻方所有數皆不會重複。 

 

圖 5：十六個區域分配圖 

  （四）第一列的排列方式： 

我們試著探討最後構造出的倍數矩陣的解總共有幾種組合： 

步驟一：將 0~4𝑛 − 1分成 2n 組，每組相加都要等於4𝑛 − 1。 

步驟二：在2𝑛組數中取一組數，分別填入 A 區第一列最左邊和 B 區第一列最右邊，兩數可

互相交換，因此會有2𝑛 × 2種組合。 

步驟三：在剩下的2𝑛 − 1組數中再取一組數，分別填入 C 區第一列最左邊和 D 區第一列最

右邊，兩數可互相交換，因此會有(2𝑛 − 1) × 2種組合。 

步驟四：最後再將剩下4𝑛 − 4個數以不重複（可不規則）的方式填入第一列中剩下的空格，

總共有(4𝑛 − 4)! 種組合。 

步驟五：根據乘法原理，第一列的排列方式共有2𝑛 × 2 × (2𝑛 − 1)  × 2 × (4𝑛 − 4)!種組合。 

化簡：  2𝑛 × 2 × (2𝑛 − 1) × 2 × (4𝑛 − 4)! 

               = 8𝑛(2𝑛 − 1) × (4𝑛 − 4)! 

由上述可知，利用倍數矩陣的斜排特性可以找出 4n 階幻方8𝑛(2𝑛 − 1) × (4𝑛 − 4)!種排法。 

肆、研究結果 

一、對角線分割法：利用「中間兩數」以及「最大最小數」當作斜排排法，再將矩陣分割成

更小的子矩陣並填入斜排，可以構造出數字不重複且線和值相同的倍數矩陣及餘數矩陣，且

兩矩陣合成出來的幻方也能符合數字不重複且線和值相同。 

二、數列交叉擴展法：此方法構造出的幻方與對角線分割法相同，但填入數字的步驟不同，

相較起來規律較容易表示，所以將此方法推廣到2𝑛階幻方並進行一般式的證明。其構造法簡

述如下： 

  （一）倍數矩陣：以不重複且有規則的方式將0~2𝑛 − 1個數填入上半部第一列，下半部第

一列則填入完全相反的數列，再分別以兩數一組交叉往下排列即完成。 

  （二）餘數矩陣：以不重複且有規則的方式將1~2𝑛個數填入左半部第一行，右半部第一行
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的上下半部則個別填入完全相反的數列，透過複製2𝑛−2次後使同一區同一行的數皆一樣，再

每兩區交叉往旁擴展即完成。 

  （三）證明：依照幻方的定義：不重複填入 1 到𝑛2的正整數，使得方陣中每排線和值皆相

同。因此我們需要證明「線和值相同」以及「數字不重複」，其敘述如下： 

     1.線和值相同：用數列交叉擴展法構造出倍數矩陣與餘數矩陣後，我們觀察其每行、每列

以及斜排的規律，再代入連續加總公式並化簡，得出倍數矩陣與餘數矩陣的每排線和值分別

為22𝑛−1−2𝑛−1與22𝑛−1+2𝑛−1，而因為兩矩陣每排的線和值皆相同，因此用4𝑛 × 倍數矩陣 +

餘數矩陣所合成出的幻方每排線和值也會跟著相同。 

     2.數字不重複：由數列交叉擴展法構造出的倍數矩陣與餘數矩陣中，區域內的數字排列方

式皆交錯且不重複，而倍數矩陣的每個區域對應到餘數矩陣皆不重複，因此兩矩陣合成出的

幻方的每個數皆不會重複。 

三、數列羅伯擴展法：與數列交叉擴展法的差異在於倍數矩陣區域內的構造方式，由兩數一

組交叉往下排列的規律改成依每區域斜線方向以羅伯法填入相同的數，透過這個方式也能使

直行橫列皆由 0~4𝑛 − 1組成，因此證明方式如同數列交叉擴展法構造出的倍數矩陣。 

四、推廣斜排特性：找出數列羅伯擴展法中倍數矩陣的斜排特性，透過固定填入斜排兩數的

加總等於 4n-1，剩下的數再以不重複且不規則的方式填入第一列，最後以羅伯法的方式將數

字分散排列，構造出不同種 4n 階倍數矩陣的排列方式。 

伍、討論 

一、數字填入的起始點是否可以隨意指定？也就是倍數矩陣中的 0 對應到餘數矩陣的 1 是否

可以在任意位置？我們在研究過程中已經確認倍數矩陣中 0 的位置可以在任意地方，但因為

我們不確定餘數矩陣的作法是否可以改變，且對應到倍數矩陣的數是否不重複，因此未來還

需確認餘數矩陣中 1 的位置是否可以在任意地方且對應到倍數矩陣。 

二、為什麼餘數矩陣的作法不受2𝑛階與 4n 階的變化影響？因為我們製作2𝑛階與 4n 階倍數矩

陣的差異是每個區域內的數字排列方法，並不會影響到整個幻方 16 個區域的排列方式。 

三、2n 階幻方是否有通解？數列羅伯擴展法最多只能涵蓋到 4n 階幻方，無法推廣到 2n 階幻

方，我們推測是因為 2n 階幻方的最小單位矩陣是 2 階幻方，且因為 2 階幻方無解，無法像

數列羅伯擴展法一樣由最小單位矩陣（四階幻方）去推廣。 
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陸、結論 

一、從矩陣法的探討中，發現奇階倍數矩陣的其中一條斜邊都是中間數，因此我們將此規律

延伸到雙偶階倍數矩陣，創造出對角線分割法，並製作出能對應倍數矩陣的餘數矩陣。 

二、從對角線分割法的規律中我們發現換個角度去看，第一列填數字的方法也有規律，透過

交叉排列去擴展，也能得到相同結果，我們稱這個方法為數列交叉擴展法，這個方法相較於

對角線分割法，較簡單且容易表示，因此我們利用這個方法推廣到2𝑛階幻方並證明。 

三、因為數列交叉擴展法必須是兩個數一組，無法涵蓋所有的雙偶幻方，所以我們把兩個數

一組的規則刪除，改用羅伯法去填每一區，再結合2𝑛階倍數矩陣的區域特性，製作出 12 階

倍數矩陣，更進一步推廣到 4n 階幻方並成功證明此方法可行。 

四、在探討數列交叉擴展法所構造出來的幻方是否可以改變時，我們發現只要先固定斜排，

就可以以不重複且不規則的方式填第一列，因此利用此特性從中找出 4n 階幻方共 8𝑛(2𝑛 −

1)  × (4𝑛 − 4)!種解法並證明每種方法皆可行。 
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【評語】030417 

本作品討論雙偶幻方的解法，主要是利用觀察與嘗試來解問題，偏重

在問題的觀察與歸納，作者將偶數階的魔方陣專注在 n=4k 情形來討

論，並應用餘數矩陣的方法來驗證其填寫方法確實符合魔方陣的要求

條件，條理分明。但魔方主題偏向趣味數學，數學難度不高，與其他

數學的連結也比較少，是比較可惜的。但是看得出作者需花很大心力

做觀察，是件用心的作品。魔方真的比較困難的部分是 4k+2 形的，

是否能用本作品的方法有所突破？  
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八
階
倍
數
矩
陣

紙、筆、excel（用於計算線和值、驗證數字不重複）

參、研究結果

對角線分割法

（一）將單階幻方倍數矩陣的斜排特性推廣到雙偶幻方倍數矩陣。

幻方就是以邊長為n組成的方陣。
幻方分類可分為奇階幻方、單偶幻方、雙偶幻方。
幻方線和值（每排加總）：                   。

因為幻方內的所有數字皆可表示成n×倍數+餘數，所以幻方可拆成倍數矩陣和餘數矩陣來破解。

製作矩陣時要先填對角線，再以數獨的方式填入剩下的數，使每排線和值皆相同。

3

羅
伯
法

我們在國小上數學課時接觸到了幻方，所以對幻方感到興趣，所以上網查了有關幻方的文獻資料，唯獨
雙偶幻方到目前為止都還沒有統一的規律，我們對此感到好奇，並開始研究雙偶幻方。

矩
陣
法

研
究
動
機

（一）將單階幻方倍數矩陣的斜排特性推廣到雙偶
          幻方倍數矩陣。
（二）結合羅伯法與矩陣法中倍數矩陣的特性創造
          出新的 4n 階幻方解法並驗證其正確性。
（三）利用倍數矩陣斜排特性找出更多種 4n 階幻
          方組合並驗證其正確性。

（1）倍數矩陣由0～n-1製成。

（2）餘數矩陣由1～n製成。

（3）幻方形成規則：n×倍數矩陣+餘數矩陣。

壹、前言

名
詞
釋
義

文
獻
探
討

(1)倍數矩陣

------------

(2)餘數矩陣

(3)合成幻方

貳、研究設備及器材

合
成
幻
方

八
階
餘
數
矩
陣

斜排的兩組數分別由最大最小數和中間兩數組成，然後將每個矩陣分割成4個子矩陣
再填斜排，重複此步驟直至完成。

研
究
目
的



        1.每行皆是1到     。

        2.每列會有不同的四組數但加總皆是              ，且每區的橫列都會有          個相同的數。

        3.左上至右下的斜排會有兩組數，分別為                  和　　　　　　    且各填兩次。

        4.右上至左下的斜排會有兩組數，分別為　　　　　　　　 和　　　　　　　　且各填兩次。  

3.右上至左下的斜排分別由             和0所組成。1.每行每列的數字皆是0到      

數列交叉擴展法

倍數矩陣 餘數矩陣

5.透過連續加總的公式和四則運算，每排的加總皆是                      。

1.區域：倍數矩陣每個區域斜排的數字都一樣，直行與橫列的數字都不一樣；餘數矩陣則是每個區域每條
橫列的數字都一樣，斜排的數字都不一樣，這樣兩矩陣每個區域的數字對應起來皆不重複。
2.整個矩陣：將矩陣分成16個區域，且同色塊的區域皆由同一組數組成。當倍數矩陣同一個色塊的4個區
域對應到餘數矩陣的區域，會發現4個顏色皆不重複，由此可知倍數矩陣中相同的任何一組數，在餘數矩
陣中的對應位置皆不會相同。   
3.幻方：由上述證明可知倍數矩陣和餘數矩陣對應的數皆不會重複，因此幻方裡所有的數字都不會重複。

一、線和值相同

二、不重複的原因

透過數列交叉擴展法的規則，倍數矩陣能達到以下規律：

透過數列交叉擴展法的規則，餘數矩陣能達到以下規律：

因為倍數矩陣與餘數矩陣的線和值分別相同，所以合成出來幻方的線和值也會相同。

證
明

4.透過連續加總的公式和四則運算，每排的加總
皆是                      。

2.左上至右下的斜排分別由         和               所組成。

構造出的倍數矩陣與對角線分割法之倍數矩陣結果雖相同，但填入的步驟卻較對
角線分割法之步驟更簡單且容易表示。
倍數矩陣填完第一列後透過兩數一組交叉擴展；餘數矩陣填完第一行後，向右複
製再往旁邊交叉擴展。



倍數矩陣 餘數矩陣

伍、討論
一、從矩陣法發現奇階矩陣的斜邊規律延伸到雙偶倍數矩陣，創
造出對角線分割法，並製作出能對應倍數矩陣的餘數矩陣。
二、從對角線分割法的中我們發現也能透過交叉排列去擴展得到
相同結果，找到數列交叉擴展法，推廣到     階倍數矩陣並證明。
三、將兩個數一組的規則刪除並改用羅伯法去填每一區，再結合
矩陣的區域特性創造出數列羅伯擴展法，並更進一步推廣到4n階
並證明此方法可行。

一、線和值相同

肆、結論

二、不重複的原因

陸、參考資料

步
驟

一、線和值相同

數列羅伯擴展法

二、不重複的原因

解
法
數

證
明

    一、數字填入的起始點是否可以隨意指定？
    二、為什麼餘數矩陣的作法不需改變？
    三、2n階幻方是否有通解？

（一）倍數矩陣：利用羅伯法去填每一區也可以達到每直行與橫列皆由0~4n-1組成，與數列交叉擴展法構
                                    造出的倍數矩陣特性相同，因此證明方式如前。
（二）餘數矩陣：作法如同數列交叉擴展法的餘數矩陣，因此證明方式也如前。
（三）幻方：因為倍數矩陣與餘數矩陣的線和值分別相同，所以合成出來幻方的線和值也會相同。

（二）結合羅伯法與矩陣法中倍數矩陣的特性創造出新的 4n 階幻方解法並驗證其正確性。

（三）利用倍數矩陣斜排特性找出更多種 4n 階幻方組合並驗證其正確性。
1.0~4n-1每兩數一組，其相加皆為4n-1。
2.隨機取兩組數作為斜排排法。
3.第一列空格處以不重複（可不規則）的方式填
    入剩下的數。
4.後續步驟可參考數列羅伯擴展法。

一、李彥頡(1997)。幻方研究。中華民國第三十七屆中小學科學展覽會高中組數學科第三名。
https://twsf.ntsec.gov.tw/activity/race-1/37/pdf/37h/147.pdf
二、林品慶、黃治綱、李名弘(2008)。乾坤大挪移---數獨 VS 幻方。中華民國第四十八屆中小學科學展覽會高中組數學科佳作。
https://twsf.ntsec.gov.tw/activity/race-1/48/senior/040410.pdf
三、百科知識中文網－幻方。
https://www.jendow.com.tw/wiki/%E5%B9%BB%E6%96%B9
四、百度百科-羅伯法。
https://baike.baidu.hk/item/%E7%BE%85%E4%BC%AF%E6%B3%95/3689947

（一）區域：倍數矩陣每區一樣的數字同樣都在斜排，直行與橫列的數字都不一樣；  餘數矩陣則不變，
                           因此兩矩陣每區的數字對應起來也都不會重複。
（二）整個矩陣：改變後倍數矩陣的區域特性與數列交叉擴展法相同，因此證明方式也如前。
（三）幻方：因為倍數矩陣與餘數矩陣的線和值分別相同，所以合成出來幻方的線和值也會相同。

（此圖取5、4n-6為一組，9、4n-10為一組作為斜排填入4n階倍數矩陣）

證
明

只要固定斜排加總，且第一列皆由0~4n-1組成，再透
過羅伯法將數字分散排列，所構造出的倍數矩陣特性
與數列羅伯擴展法相同，因此證明方式如前。

構造出的倍數矩陣雖然數字的組成不同，但排列方式
相同，也具有區域特性且對應餘數矩陣，因此證明方
式也如前。

倍數矩陣填完第一排後，把兩數一組交叉的規律改成羅伯法的規律填入剩下的數。
餘數矩陣填完第一行後，向右複製再往旁邊交叉擴展。
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