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從正方形內接四十五度的三角形談起 

摘要 

本研究源於一道常見的正方形內接三角形的動態幾何問題。我們考慮對角線，先刻劃

出兩個動態的 △ 𝐴𝐸𝐹 與 △ 𝐴𝑀𝑁 之面積比值恆為定值，並且巧妙構造輔助線，利用純幾

何方式證明共圓的動態四邊形 𝐸𝐹𝑀𝑁 的圓心軌跡為等軸雙曲線。為了一般化推廣，我們

依序設定了等長、半角等條件去探討，實驗了長方形、菱形、直角箏形等，有趣的是，我

們發現其兩個三角形面積比為定值的幾何結構是兩組四點共圓，並非等長或半角。值得一

提的是，為了刻劃一般化的箏形中的圓心軌跡，我們先建立了菱形的模型，再給出箏形與

菱形的對應模型，成功證明其圓心軌跡也是雙曲線。本研究將常見的幾何問題循序漸進地

深化，刻劃出內在結構且給出獨特且有趣的成果。 

壹、 前言 

一、 研究動機 

我們在某校八年級段考試題看到一道動態幾何的題目，如下所示。 

四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 是正方形，𝐸 點在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上，𝐹 點在 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  上，滿足 ∠𝐸𝐴𝐹 = 45°，請證

明 𝐵𝐸̅̅ ̅̅ + 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ = 𝐸𝐹̅̅ ̅̅ （註：本研究所有圖片皆為作者利用 GSP 軟體自行繪製）。 

證明過程為「在 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 取一點 𝐹′，使得 𝐵𝐹′̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ 。△ 𝐴𝐵𝐹′ ≅△ 𝐴𝐷𝐹（SAS 全等）。

在 △ 𝐴𝐸𝐹 與 △ 𝐴𝐸𝐹′ 中，𝐴𝐹̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐹′̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝐸̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ 、∠𝐸𝐴𝐹 = 45° = 90° − ∠𝐸𝐴𝐹 = ∠𝐸𝐴𝐹′，

所以 △ 𝐴𝐸𝐹 ≅△ 𝐴𝐸𝐹′（SAS 全等），可得 𝐸𝐹̅̅ ̅̅ = 𝐸𝐹′̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐵𝐸̅̅ ̅̅ + 𝐵𝐹′̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐵𝐸̅̅ ̅̅ + 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ 」。 

 

圖 1：段考試題。 
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我們討論其逆命題，「四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 是正方形，𝐸 點在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上，𝐹 點在 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  上，滿

足 𝐵𝐸̅̅ ̅̅ + 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ = 𝐸𝐹̅̅ ̅̅ ，請證明 ∠𝐸𝐴𝐹 = 45°」。同樣利用一樣構造法，並且利用全等進行證

明。在 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 取一點 𝐹′，使得 𝐵𝐹′̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ 。△ 𝐴𝐵𝐹′ ≅△ 𝐴𝐷𝐹（SAS 全等）。在 △ 𝐴𝐸𝐹 與 

△ 𝐴𝐸𝐹′ 中，𝐴𝐹̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐹′̅̅ ̅̅ ̅、𝐴𝐸̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ 、𝐸𝐹̅̅ ̅̅ = 𝐵𝐸̅̅ ̅̅ + 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ = 𝐸𝐹′̅̅ ̅̅ ̅，所以 △ 𝐴𝐸𝐹 ≅△ 𝐴𝐸𝐹′（SSS 

全等），可得 ∠𝐸𝐴𝐹 = ∠𝐸𝐴𝐹′ = ∠𝐸𝐴𝐵 + ∠𝐹𝐴𝐷 =
90°

2
= 45°。 

 

圖 2：段考試題的逆命題。 

 我們又發現 𝐵𝐸̅̅ ̅̅ + 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ = 𝐸𝐹̅̅ ̅̅  等價直角 △ 𝐶𝐸𝐹 的周長等於正方形 𝐴𝐵𝐶𝐷 邊長的兩

倍，即 𝐶𝐸̅̅ ̅̅ + 𝐶𝐹̅̅̅̅ + 𝐸𝐹̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐸̅̅ ̅̅ + 𝐶𝐹̅̅̅̅ + 𝐵𝐸̅̅ ̅̅ + 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ = 2𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 。 

∠𝐸𝐴𝐹 = 45° ⇔ 𝐵𝐸̅̅ ̅̅ + 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ = 𝐸𝐹̅̅ ̅̅ ⇔ △ 𝐶𝐸𝐹 周長為 2𝐴𝐵̅̅ ̅̅  

二、 文獻探討 

我們與指導老師討論此題目後，老師告訴我們這個條件出現在不少競賽中，核心概念

都是全等。例如：2010 年青少年數學國際城市邀請賽初選的個人競賽試題的計算證明第 2 

題 [1] 或書籍《初中數學競賽教程》[2, p. 240]「已知四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 為正方形，點 𝐹 在 

𝐶𝐷̅̅ ̅̅  上，點 𝐸 在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上，使得 ∠𝐸𝐴𝐹 = 45°，由 𝐴 作 𝐸𝐹̅̅ ̅̅  之垂線，垂足為點 𝐻，試證 

𝐵𝐸̅̅ ̅̅ = 𝐸𝐻̅̅ ̅̅  或 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ 」。 

然而，我們深入研究這個問題在動態下存有許多沒有被討論到的不變量及軌跡性質，

可以探討的項目十分豐富。另外，由於原始條件為「正方形內接四十五度的三角形」，其中

正方形是很強的條件，若要進行推廣，能改成什麼樣的四邊形？另外四十五度的三角形，

四十五度只是因為九十度的一半嗎？這個動態幾何的內在結構到底是什麼呢？為了解決這

些問題，於是我們展開以下研究。 
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三、 研究目的 

（一） 刻劃正方形內接四十五度的三角形的性質。 

（二） 刻劃長方形、菱形、直角箏形內接三角形的性質。 

（三） 刻劃兩組四點共圓條件下的箏形內接三角形的性質。 

（四） 刻劃四邊形內接三角形之面積比值為定值的構圖充分條件。 

貳、 研究設備與器材 

幾何畫板 The Geometer's Sketchpad 5.0 軟體。 

參、 預備知識 

預備性質 1 (四點共圓) 

(1) 四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 中，若 ∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐵𝐷𝐶，若且唯若 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷 四點共圓。 

(2) 四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 中，若 ∠𝐷𝐴𝐵 + ∠𝐵𝐶𝐷 = 180°，若且唯若 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷 四點共圓。 

  

圖 3：判別四點共圓（1） 圖 4：判別四點共圓（2） 

預備性質 2 (正弦定理) 

在 △ 𝐴𝐵𝐶 中，若 ∠𝐴、∠𝐵、∠𝐶 的對邊邊長分別為 𝑎、𝑏、𝑐，則 
𝑎

sin𝐴
=

𝑏

sin𝐵
=

𝑐

sin𝐶
。 

預備性質 3 (共角定理) 

在 △ ABC 與 △ DEF 中，若 ∠𝐴 = ∠𝐷，則 

△ ABC :△ DEF = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ∶ 𝐷𝐸̅̅ ̅̅ × 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ 。 
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圖 4：共角三角形。 
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肆、 研究過程與結果 

一、 刻劃正方形內接四十五度的三角形的性質 

（一）長度性質 

前面討論得知 ∠𝐸𝐴𝐹 = 45° ⇔ 𝐵𝐸̅̅ ̅̅ + 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ = 𝐸𝐹̅̅ ̅̅ ⇔ △ 𝐶𝐸𝐹 周長為 2𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ，因此本節我們直

接設定 ∠𝐸𝐴𝐹 = 45° 的條件下去討論，我們發現有趣的性質。 

性質 1：𝐸𝐹̅̅ ̅̅  邊上的高的長度恆等於正方形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的邊長。 

證明：如圖，仿照原本的構造法，因為 ∠𝐸𝐴𝐹 =

45°，我們可得出 △ 𝐴𝐸𝐹 ≅△ 𝐴𝐸𝐹′（SAS 全等），

令 𝐴𝐻̅̅ ̅̅  為 𝐸𝐹̅̅ ̅̅  邊上的高，又 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  為 𝐸𝐹′̅̅ ̅̅ ̅ 邊上的

高，因此 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 。 

 

 

□ 

性質 2：當 𝐸 在 𝐵𝐶⃡⃗⃗⃗  ⃗ 上移動，當 𝐹 在 𝐶𝐷⃡⃗⃗⃗  ⃗ 上移動，𝐸𝐹⃡⃗⃗⃗  ⃗ 構成的包絡線為一圓，圓心為 

𝐴 點，半徑為 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 。 

證明：根據前性質可得 △ 𝐴𝐸𝐹 的 𝐸𝐹̅̅ ̅̅  邊上的高 𝐴𝐻̅̅ ̅̅  恆等於 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  的長度，當 𝐸 在 𝐵𝐶⃡⃗⃗⃗  ⃗ 

上移動，𝐸𝐹⃡⃗⃗⃗  ⃗ 為以 𝐴 點為圓心且半徑為 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  的圓切線。即此圓為直線族 𝐸𝐹⃡⃗⃗⃗  ⃗ 的包絡線。 

 

圖 7：𝐸𝐹⃡⃗⃗⃗  ⃗ 的包絡線為圓 
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圖 6：𝐸𝐹̅̅ ̅̅  邊上的高為定值 
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（二）面積性質 

考慮 𝐸 點為 𝐵𝐶⃡⃗⃗⃗  ⃗ 上的動點且 𝐹 點為 𝐶𝐷⃡⃗⃗⃗  ⃗ 的動點，連接 𝐵𝐷⃡⃗⃗⃗  ⃗，𝐴𝐸⃡⃗⃗⃗  ⃗ 交 𝐵𝐷⃡⃗⃗⃗  ⃗ 於 𝑀 

點，𝐴𝐹⃡⃗⃗⃗  ⃗ 交 𝐵𝐷⃡⃗⃗⃗  ⃗ 於 𝑁 點。我們以下證明 △ 𝐴𝑀𝑁~ △ 𝐴𝐹𝐸。 

引理 3：𝐴𝐸̅̅ ̅̅  平分 ∠𝐵𝐸𝐹 且 𝐴𝐹̅̅ ̅̅  平分 ∠𝐷𝐹𝐸。 

證明： 

構造 △ 𝐴𝐵𝐹′ ≅△ 𝐴𝐷𝐹（SAS 全等）、△ 𝐴𝐷𝐸′ ≅△ 𝐴𝐵𝐸

（SAS 全等），可得出 △ 𝐴𝐸𝐹 ≅△ 𝐴𝐸𝐹′ ≅△ 𝐴𝐸′𝐹

（SAS 全等），所以 𝐴𝐸̅̅ ̅̅  平分 ∠𝐵𝐸𝐹 且 𝐴𝐹̅̅ ̅̅  平分 

∠𝐷𝐹𝐸。 

□ 

 

性質 4：△ 𝐴𝑀𝑁~ △ 𝐴𝐹𝐸 且 △ 𝐴𝐸𝐹 的面積是 △ 𝐴𝑀𝑁 的面積的 2 倍。 

證明： 

1. 因為 ∠𝐸𝐴𝐹 = 45° = ∠𝑁𝐵𝐸 且 𝐴、𝐵 為兩定點，所以 𝐴、𝐵、𝑁、𝐸 四點共圓，所以 

∠𝐴𝑁𝐵 = ∠𝐴𝐸𝐵（當 𝐸 點在 𝐵 點左側時並不影響共圓與角度），又根據前面的引理，

∠𝐴𝐸𝐹 = ∠𝐴𝐸𝐵，因此 ∠𝐴𝑁𝑀 = ∠𝐴𝐸𝐹。 

2. 同樣方式下，我們也可以得出 ∠𝐴𝑀𝑁 = ∠𝐴𝐹𝐸，所以 △ 𝐴𝑀𝑁~ △ 𝐴𝐹𝐸（AA 相似）。 

 

圖 9：△ 𝐴𝑀𝑁~ △ 𝐴𝐹𝐸 

3. 再討論 △ 𝐴𝑀𝑁 與 △ 𝐴𝐹𝐸 的面積比，分別過 𝐴 點作 𝐸𝐹̅̅ ̅̅ 、𝑀𝑁̅̅ ̅̅ ̅ 上的高 𝐴𝐻̅̅ ̅̅  與 𝐴𝐾̅̅ ̅̅ ，

根據性質 2 得知 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ，又 𝐵𝐷̅̅ ̅̅  為正方形對角線，所以 𝐾 必為 𝐵𝐷̅̅ ̅̅  的中點，
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𝐴𝐾̅̅ ̅̅ =
1

√2
× 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ，因此 △ 𝐴𝑀𝑁: △ 𝐴𝐹𝐸 = 𝐴𝐾̅̅ ̅̅ 2: 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ 2 = 1: 2。 

 

圖 10：△ 𝐴𝑀𝑁 與 △ 𝐴𝐹𝐸 的面積比 

□ 

在前面的長度性質到面積性質可以發現這個幾何問題很有趣，每個性質都是解決下一

個性質的工具，環環相扣。由於 △ 𝐴𝑀𝑁~ △ 𝐴𝐹𝐸，所以 𝐸、𝐹、𝑀、𝑁 四點共圓，我們好

奇通過 𝐸、𝐹、𝑀、𝑁 四點的圓之圓心在何處？有沒有一些好的性質？ 

性質 5：動點 𝐸、𝐹、𝑀、𝑁 與定點 𝐶 五點共圓且圓心恆為 𝐸𝐹̅̅ ̅̅  的中點。 

證明：根據前性質可得，𝐴、𝐵、𝑁、𝐸 四點共圓，所以 ∠𝐹𝑁𝐸 = ∠𝐴𝐵𝐶 = 90°，同理我可

得 ∠𝐸𝑀𝐹 = ∠𝐴𝐷𝐶 = 90°。直角 △ 𝐹𝑁𝐸 和直角 △ 𝐸𝑀𝐹 共用斜邊，所以其外接圓相同，

其圓心為 𝐸𝐹̅̅ ̅̅  的中點 𝑃，又 ∠𝐶 = 90°，所以動點 𝐸、𝐹、𝑀、𝑁 與定點 𝐶 五點共圓。 

 

圖 11：五點共圓 
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□ 

我們建構了輔助線，巧妙利用多次的共圓與相似，證明了動點 𝑃 的軌跡為雙曲線。 

性質 6：在正方形 𝐴𝐵𝐶𝐷 中，𝐸 在 𝐵𝐶⃡⃗⃗⃗  ⃗ 移動時，𝐸𝐹̅̅ ̅̅  的中點 𝑃（五邊形 𝐸𝐶𝐹𝑁𝑀 的外接

圓圓心）的軌跡為等軸雙曲線，滿足 |𝑃𝐶̅̅ ̅̅ − 𝑃𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅| = 2𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 。 

證明： 

1. 如圖，在 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 上取一點 𝑋 使得 𝐵𝑋̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐵̅̅ ̅̅ 、在 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 上取一點 𝑌 使得 𝐷𝑌̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ ，平面

上再取一點 𝐶1 使得四邊形 𝐶1𝑋𝐶𝑌 為正方形。連接 𝑃𝑁̅̅ ̅̅  與 𝑃𝑀̅̅̅̅̅，根據性質 5 得知動

點 𝐸、𝐹、𝑀、𝑁 與定點 𝐶 五點共圓且圓心為 𝑃 點，所以 𝑃𝑁̅̅ ̅̅ = 𝑃𝐹̅̅ ̅̅ ，即 ∠𝑃𝑁𝐹 =

∠𝑃𝐹𝑁，又因為根據引理 3 得知 ∠𝑃𝐹𝑁 = ∠𝐴𝐹𝐷，再得 ∠𝑃𝑁𝐹 = ∠𝐴𝐹𝐷，𝑃𝑁⃡⃗⃗⃗  ⃗ ∥ 𝐶𝐷⃡⃗⃗⃗  ⃗，同

理可得 𝑃𝑀⃡⃗⃗⃗⃗⃗ ∥ 𝐶𝐵⃡⃗⃗⃗  ⃗，故 △ 𝑃𝑀𝑁 為等腰直角三角形。令 𝑋𝑁⃡⃗⃗⃗  ⃗ 與 𝑌𝑀⃡⃗⃗⃗⃗⃗  交於 𝑄 點，連接 

𝑋𝑌̅̅ ̅̅ ，因為 𝑀𝑁̅̅ ̅̅ ̅ ∥ 𝑋𝑌̅̅ ̅̅ ，可得 ∠𝑄𝑋𝑌 = ∠𝑄𝑁𝑀、∠𝑄𝑌𝑋 = ∠𝑄𝑀𝑁。 

 

圖 12：幾何關係分析 (1) 

2. 在 △ 𝐴𝐷𝑀 和 △ 𝑁𝐵𝐴 中，∠𝐴𝐷𝑀 = 45° = ∠𝑁𝐵𝐴。根據性質 5 的共圓得知 ∠𝐷𝐴𝑀 =

∠𝑀𝐹𝐶 = ∠𝑀𝐸𝐵，又根據引理 3 得 ∠𝑀𝐸𝐵 = ∠𝑀𝐸𝐹，由共圓再得 ∠𝑀𝐸𝐹 = ∠𝐵𝑁𝐴，最

後得 ∠𝐷𝐴𝑀 = ∠𝐵𝑁𝐴，所以 △ 𝐴𝐷𝑀~ △ 𝑁𝐵𝐴（AA 相似）。 
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圖 13：幾何關係分析 (2) 

3. 因為 △ 𝐴𝐷𝑀~ △ 𝑁𝐵𝐴，推得 𝐷𝐴̅̅ ̅̅ ∶ 𝐷𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐵𝑁̅̅ ̅̅ ∶ 𝐵𝐴̅̅ ̅̅ ，我們再將 𝐷𝐴̅̅ ̅̅  與 𝐵𝐴̅̅ ̅̅  代換可得 

𝐷𝑌̅̅ ̅̅ ∶ 𝐷𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐵𝑁̅̅ ̅̅ ∶ 𝐵𝑋̅̅ ̅̅ ，又 ∠𝑀𝐷𝑌 = 135° = ∠𝑋𝐵𝑁，所以 △ 𝑀𝐷𝑌~ △ 𝑋𝐵𝑁（SAS 相

似），可得 ∠𝑀𝑌𝐷 = ∠𝑋𝑁𝐵 且 ∠𝑌𝑀𝐷 = ∠𝑁𝑋𝐵，最後我們再得四個相似三角形  

△ 𝑀𝐷𝑌 ~ △ 𝑋𝐵𝑁 ~ △ 𝑌𝑄𝑋~ △ 𝑀𝑄𝑁（AA 相似），所以 ∠𝑌𝑄𝑋 = ∠𝑀𝑄𝑁 = 135°。注意

到 ∠𝑌𝑄𝑋 = ∠𝑀𝑄𝑁 為定角 135° 且 ∠𝑌𝐶1𝑋 = ∠𝑀𝑃𝑁 = 90°，於是有兩組三點共圓，

𝑌、𝑋、𝑄 點共圓且圓心為 𝐶1 點，以及 𝑀、𝑁、𝑄 點共圓且圓心為 𝑃 點。 

 

圖 14：共圓 

4. 在等腰 △ 𝑁𝑃𝑄 和 △ 𝑋𝐶1𝑄 中，因為 𝑃𝑁⃡⃗⃗⃗  ⃗ ∥ 𝐶1𝑋⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   可得底角 ∠𝑃𝑁𝑄 = ∠𝐶1𝑋𝑄，所以我們

有 △ 𝑁𝑃𝑄~ △ 𝑋𝐶1𝑄，再得 ∠𝑁𝑄𝑃 = ∠𝑋𝑄𝐶1，因此 𝐶1、𝑄、𝑃 三點共線。考慮 𝑃𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅ −

𝑃𝐶̅̅̅̅ = 𝑃𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅ − 𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑄𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝐴𝐵̅̅ ̅̅  為定長。當 𝑃 點在另外一支的證明方式亦同，最後得出 

𝑃𝐶̅̅̅̅ − 𝑃𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑃𝑄̅̅ ̅̅ − 𝑃𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑄𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ，因此動點 𝑃 的軌跡為雙曲線。 
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圖 15：𝑃 點的軌跡為雙曲線 

 

圖 16：𝑃 點的軌跡為雙曲線（另一支） 

5. 令 𝐶1𝑋⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   交雙曲線於 𝑃1 與 𝑃2 點，則貫軸長 𝑃1𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ，共軛軸長為 

2√(
𝐶𝐶1̅̅ ̅̅ ̅

2
)
2

− (
𝑃1𝑃2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

2
)
2

= 2√2𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 − 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 = 2𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ，因此 𝑃 點的軌跡為等軸雙曲線，漸近線

為 𝐴𝐵⃡⃗⃗⃗  ⃗ 和 𝐴𝐷⃡⃗⃗⃗  ⃗。 
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圖 17：𝑃 點的軌跡為等軸雙曲線 

二、 刻劃長方形、菱形、直角箏形內接三角形的性質 

在前一節的研究給出許多豐富的性質，有趣的是這些性質都環環相扣，我們最感興趣

的是 △ 𝐴𝐸𝐹 和 △ 𝐴𝑀𝑁 的面積比值為定值，以及四個動點 𝐸、𝐹、𝑀、𝑁 共圓，我們接

下來就聚焦在這兩個項目進行探討。由於正方形同時具備四邊等長性質、四個角為直角性

質，所以我們依序放寬條件去探討推廣情形，如下圖。 

 

圖 18：長方形、菱形、直角箏形內接三角形 

（一）長方形 𝐴𝐵𝐶𝐷 內接 45 度的 △ 𝐴𝐸𝐹 

長方形 𝐴𝐵𝐶𝐷 中，𝐸 點在 𝐵𝐶⃡⃗⃗⃗  ⃗ 上，𝐹 點在 𝐶𝐷⃡⃗⃗⃗  ⃗ 上，滿足 ∠𝐸𝐴𝐹 = 45°，𝐵𝐷⃡⃗⃗⃗  ⃗ 分別與 

𝐴𝐸⃡⃗⃗⃗  ⃗、𝐴𝐹⃡⃗⃗⃗  ⃗ 交於 𝑀、𝑁 兩點。我們利用 GSP 幾何繪圖軟體觀察實驗，結果發現 △ 𝐴𝐸𝐹 的

面積與 △ 𝐴𝑀𝑁 的面積比值並不是定值，如下圖。 
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圖 19：長方形內接 45 度的三角形 

（二）菱形 𝐴𝐵𝐶𝐷 內接半角的 △ 𝐴𝐸𝐹（∠𝐸𝐴𝐹 =
1

2
 ∠𝐵𝐴𝐷） 

菱形 𝐴𝐵𝐶𝐷 中，𝐸 點在 𝐵𝐶⃡⃗⃗⃗  ⃗ 上，𝐹 點在 𝐶𝐷⃡⃗⃗⃗  ⃗ 上，滿足 ∠𝐸𝐴𝐹 =
1

2
 ∠𝐵𝐴𝐷，𝐵𝐷⃡⃗⃗⃗  ⃗ 分別

與 𝐴𝐸⃡⃗⃗⃗  ⃗、𝐴𝐹⃡⃗⃗⃗  ⃗ 交於 𝑀、𝑁 兩點。我們利用 GSP 幾何繪圖軟體觀察實驗，結果發現 △ 𝐴𝐸𝐹 

的面積與 △ 𝐴𝑀𝑁 的面積比值並不是定值，如下圖。 

 

圖 20：菱形內接半角三角形 

（三）直角箏形 𝐴𝐵𝐶𝐷 內接半角的 △ 𝐴𝐸𝐹（∠𝐸𝐴𝐹 =
1

2
 ∠𝐵𝐴𝐷） 

直角箏形 𝐴𝐵𝐶𝐷 中，∠𝐵 = ∠𝐷 = 90°，𝐸 點在 𝐵𝐶⃡⃗⃗⃗  ⃗ 上，𝐹 點在 𝐶𝐷⃡⃗⃗⃗  ⃗ 上，滿足 

∠𝐸𝐴𝐹 =
1

2
 ∠𝐵𝐴𝐷，𝐵𝐷⃡⃗⃗⃗  ⃗ 分別與 𝐴𝐸⃡⃗⃗⃗  ⃗、𝐴𝐹⃡⃗⃗⃗  ⃗ 交於 𝑀、𝑁 兩點。我們利用 GSP 幾何繪圖軟體

觀察實驗，有趣的是 △ 𝐴𝐸𝐹 的面積與 △ 𝐴𝑀𝑁 的面積比值是定值，如下圖。 
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圖 21：直角箏形內接半角三角形 

 我們接下來一般化證明所有的直角箏形都存在半角構造的 
△𝐴𝐸𝐹

△𝐴𝑀𝑁
 面積定值。 

定理 7：對於任意直角箏形 𝐴𝐵𝐶𝐷，△ 𝐴𝑀𝑁~ △ 𝐴𝐹𝐸 且 
△𝐴𝐸𝐹

△𝐴𝑀𝑁
= (

𝐵𝐶̅̅ ̅̅

𝐴𝐵̅̅ ̅̅
)
2

+ 1。 

證明： 

1. 過 𝐴 作 △ 𝐴𝐸𝐹 的高 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ ，在 𝐶𝐵⃡⃗⃗⃗  ⃗ 上取一點 𝐹′ 使得 𝐵𝐹′̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ ，如同正方形構圖，

我們可以得出 △ 𝐴𝐵𝐹′ ≅△ 𝐴𝐷𝐹 且 △ 𝐴𝐸𝐹′ ≅△ 𝐴𝐸𝐹，所以 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ，𝐴𝐻̅̅ ̅̅  為定長。 

2. 令對角線 𝐵𝐷⃡⃗⃗⃗  ⃗ 分別與 𝐴𝐸⃡⃗⃗⃗  ⃗、𝐴𝐹⃡⃗⃗⃗  ⃗ 交於 𝑀、𝑁 點，因為 ∠𝐵 = ∠𝐷 = 90°，得出 

∠𝐵𝐴𝐷 = 180° − ∠𝐵𝐶𝐷，又 ∠𝐸𝐴𝐹 =
1

2
∠𝐵𝐴𝐷，再得 ∠𝐸𝐴𝐹 =

1

2
(180° − ∠𝐵𝐶𝐷) =

∠𝐶𝐵𝐷 = ∠𝐶𝐷𝐵，最後可得出 △ 𝐴𝑀𝑁~ △ 𝐴𝐹𝐸（AA 相似）。 

 

圖 22：直角箏形內 △ 𝐴𝑀𝑁~ △ 𝐴𝐹𝐸 
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3. 過 𝐴 點作 △ 𝐴𝐸𝐹 的高 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ ，因為 △ 𝐴𝑀𝑁 與 △ 𝐴𝐹𝐸 相似，△ 𝐴𝐸𝐹: △ 𝐴𝑀𝑁 =

𝐴𝐻̅̅ ̅̅ 2: 𝐴𝐾̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2: 𝐴𝐾̅̅ ̅̅ 2。在  △ 𝐴𝐾𝐵 與 △ 𝐴𝐵𝐶 中，

∠𝐴𝐾𝐵 =△ 𝐴𝐵𝐶 = 90° 且 ∠𝐾𝐴𝐵 =△ 𝐵𝐴𝐶（共角），

所以 △ 𝐴𝐾𝐵~ △ 𝐴𝐵𝐶（AA 相似），於是我們得出 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2: 𝐴𝐾̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2: 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 = (𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2): 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2，因此 

△𝐴𝐸𝐹

△𝐴𝑀𝑁
= (

𝐵𝐶̅̅ ̅̅

𝐴𝐵̅̅ ̅̅
)
2

+ 1。 

 

□ 

三、 刻劃兩組四點共圓條件下的箏形內接三角形的性質 

（一）箏形 𝐴𝐵𝐶𝐷 中，兩組四點共圓 

分析原始的正方形構圖，以及推廣的直角箏形構圖，我們發現 △ 𝐴𝑀𝑁 與 △ 𝐴𝐹𝐸 面

積為定值的證明過程中可以發現因為兩組四點共圓使得 △ 𝐴𝑀𝑁 與 △ 𝐴𝐹𝐸 相似，之後再

求出其面積比值。如圖，我們把兩個圖形畫出來分析，發現其內在的幾何結構不是半角 

∠𝐸𝐴𝐹 =
1

2
 ∠𝐵𝐴𝐷，而是 ∠𝐸𝐴𝐹 = ∠𝐶𝐵𝐷 = ∠𝐶𝐷𝐵，也就是說在四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 必須滿足 

𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ ，此外還須滿足 𝐴𝐸̅̅ ̅̅  平分 ∠𝐵𝐸𝐹（∠𝐵′𝐸𝐹）與 𝐴𝐹̅̅ ̅̅  平分 ∠𝐷𝐹𝐸（∠𝐷′𝐹𝐸）。 
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圖 23：面積比 
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圖 24：幾何結構分析 

 

我們接下來把直角箏形的條件放寬探究，先將箏形 𝐴𝐵𝐶𝐷 中的「直角條件 ∠𝐵 =

∠𝐷 = 90°」刪除。 

考慮在箏形 𝐴𝐵𝐶𝐷 中，約定 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐷̅̅ ̅̅  且 𝐶𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ ，𝐸 點在 𝐵𝐶⃡⃗⃗⃗  ⃗ 上，𝐹 點在 𝐶𝐷⃡⃗⃗⃗  ⃗ 

上，滿足 ∠𝐸𝐴𝐹 = ∠𝐶𝐵𝐷 = ∠𝐶𝐷𝐵（兩組四點共圓條件下）。令 𝐵𝐷⃡⃗⃗⃗  ⃗ 分別與 𝐴𝐸⃡⃗⃗⃗  ⃗、𝐴𝐹⃡⃗⃗⃗  ⃗ 交

於 𝑀、𝑁 兩點，構造出共角的 △ 𝐴𝐸𝐹 與 △ 𝐴𝑀𝑁，如下圖，這時候 ∠𝐸𝐴𝐹 不一定會等

於 ∠𝐵𝐴𝐷 的一半，我們好奇 △ 𝐴𝐸𝐹 與 △ 𝐴𝑀𝑁 相似嗎？ 

 

圖 25：任意箏形的構圖 

 我們先用 GSP 幾何軟體實驗觀察發現 △ 𝐴𝐸𝐹 與 △ 𝐴𝑀𝑁 相似，兩組共圓的條件

下，可以得出 ∠𝐵𝐸𝐴 = ∠𝐵𝑁𝐴 且  ∠𝐴𝐹𝐷 = ∠𝐴𝑀𝐷，因此我們要證明的是為什麼「𝐴𝐸̅̅ ̅̅  平

分 ∠𝐵𝐸𝐹 且 𝐴𝐹̅̅ ̅̅  平分 ∠𝐷𝐹𝐸」？ 
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圖 26：分析任意箏形結構 

我們是否能仿照正方形或直角箏形的方法嗎？如上圖，若在 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 上取一點 𝐹′，使得 

𝐵𝐹′̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ ，由於 ∠𝐴𝐷𝐶 和 ∠𝐴𝐵𝐹′ 不一定相等，所以 △ 𝐴𝐵𝐹′ 與 △ 𝐴𝐷𝐹 不一定會全

等，再得 △ 𝐴𝐹′𝐸 與 △ 𝐴𝐸𝐹 不一定會全等，因此無法用正方形或直角箏形的方法去證明

「𝐴𝐸̅̅ ̅̅  平分 ∠𝐵𝐸𝐹 且 𝐴𝐹̅̅ ̅̅  平分 ∠𝐷𝐹𝐸」。 

如果可以證明「𝐴𝐸̅̅ ̅̅  平分 ∠𝐵𝐸𝐹 且 𝐴𝐹̅̅ ̅̅  平分 ∠𝐷𝐹𝐸」就能證明「△ 𝐴𝐸𝐹 與 △ 𝐴𝑀𝑁 

相似（AA相似）」，因此我們花了許多時間思考怎麼證明「𝐴𝐸̅̅ ̅̅  平分 ∠𝐵𝐸𝐹 且 𝐴𝐹̅̅ ̅̅  平分 

∠𝐷𝐹𝐸」，然而嘗試許多輔助線也沒有成功，於是換個方向思考，因為 △ 𝐴𝐸𝐹 與 △ 𝐴𝑀𝑁 

有了共角的條件 ∠𝐸𝐴𝐹 = ∠𝑁𝐴𝑀，再考慮處理邊長比值「𝐴𝐸̅̅ ̅̅  比 𝐴𝑁̅̅ ̅̅ ，以及 𝐴𝐹̅̅ ̅̅  比 𝐴𝑀̅̅̅̅̅」

兩者相等，我們改為利用 SAS 相似判別條件。 

定理 8：對於任意箏形 𝐴𝐵𝐶𝐷，△ 𝐴𝑀𝑁~ △ 𝐴𝐹𝐸 且 
△𝐴𝐸𝐹

△𝐴𝑀𝑁
= (

sin∠𝐴𝐵𝐶

 sin∠𝐴𝐵𝐷
)
2

。 

證明： 

1. 因為 𝐴、𝑁、𝐸、𝐵 四點共圓，可得 ∠𝐴𝐸𝑁 = ∠𝐴𝐵𝐷 且 ∠𝐴𝑁𝐸 = 180° − ∠𝐴𝐵𝐶；同

理，𝐴、𝑀、𝐹、𝐷 四點共圓，所以 ∠𝐴𝐹𝑀 = ∠𝐴𝐷𝐵 且 ∠𝐴𝑀𝐹 = 180° − ∠𝐴𝐷𝐶。 

2. 在 △ 𝐴𝐸𝑁 中，根據正弦定理得知 𝐴𝑁̅̅ ̅̅ ∶  𝐴𝐸̅̅ ̅̅ = sin∠𝐴𝐸𝑁 ∶  sin∠𝐴𝑁𝐸 = sin∠𝐴𝐵𝐷 ∶

 sin(180° − ∠𝐴𝐵𝐶) = sin∠𝐴𝐵𝐷 ∶  sin∠𝐴𝐵𝐶；在 △ 𝐴𝐹𝑀 中，根據正弦定理得知 𝐴𝑀̅̅̅̅̅ ∶

 𝐴𝐹̅̅ ̅̅ = sin∠𝐴𝐹𝑀 ∶  sin ∠𝐴𝑀𝐹 = sin ∠𝐴𝐷𝐵 ∶  sin(180° − ∠𝐴𝐷𝐶) = sin ∠𝐴𝐷𝐵 ∶

 sin∠𝐴𝐷𝐶，所以 𝐴𝑁̅̅ ̅̅ ∶ 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ = 𝐴𝑀̅̅̅̅̅ ∶ 𝐴𝐹̅̅ ̅̅ 。 

3. 在 △ 𝐴𝑀𝑁 與 △ 𝐴𝐹𝐸 中，∠𝑀𝐴𝑁 = ∠𝐹𝐴𝐸 且 𝐴𝑁̅̅ ̅̅ ∶  𝐴𝐸̅̅ ̅̅ = 𝐴𝑀̅̅̅̅̅ ∶  𝐴𝐹̅̅ ̅̅ = sin∠𝐴𝐵𝐷 ∶
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 sin ∠𝐴𝐵𝐶，所以 △ 𝐴𝑀𝑁~ △ 𝐴𝐹𝐸（SAS 相似），故 
△𝐴𝐸𝐹

△𝐴𝑀𝑁
= (

𝐴𝐸̅̅ ̅̅

𝐴𝑁̅̅ ̅̅
)
2

= (
sin∠𝐴𝐵𝐶

 sin∠𝐴𝐵𝐷
)
2

。 

 

圖 27：任意箏形內 △ 𝐴𝑀𝑁~ △ 𝐴𝐹𝐸 

□ 

根據定理 8，如下圖我們可以推論出在任意箏形 𝐴𝐵𝐶𝐷 中，因為 △ 𝐴𝑀𝑁 與 △ 𝐴𝐹𝐸 

相似，所以四個動點 𝐸、𝐹、𝑀、𝑁 恆共圓，令圓心為 𝑃 點，但是此圓不一定會通過 𝐶 

點（四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 為菱形時，此圓會通過 𝐶 點）。不過有趣的是，當 𝐸 點移動時，觀察 

𝑀𝑃⃡⃗⃗⃗⃗⃗  與 𝑁𝑃⃡⃗⃗⃗  ⃗，我們發現 ∠𝑀𝑃𝑁 保角（為定角），所以等腰 △ 𝑃𝑀𝑁 的兩個底角 ∠𝑃𝑀𝑁 和 

∠𝑃𝑁𝑀 為定角，即 𝑀𝑃⃡⃗⃗⃗⃗⃗ （𝑁𝑃⃡⃗⃗⃗  ⃗）與 𝐵𝐷⃡⃗⃗⃗  ⃗ 的交角固定，使得 𝐸 點移動時，𝑀𝑃⃡⃗⃗⃗⃗⃗  為一組平行

線。同理，我們也發現 ∠𝐸𝑃𝐹 為定角。這個定角性質對於後續刻劃動點 𝑃 的軌跡為雙曲

線是很重要的關鍵。 

 

圖 28：任意箏形內 ∠𝑀𝑃𝑁 與 ∠𝐸𝑃𝐹 保角 
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性質 9：對於任意箏形，當 𝐸 點移動時，∠𝑀𝑃𝑁 與 ∠𝐸𝑃𝐹 皆為定角。 

證明：在圓 𝑃 中，∠𝑀𝑃𝑁 = 𝑀𝑁⏜ = 2∠𝑀𝐸𝑁 = 2∠𝑀𝐹𝑁。因為 ∠𝐸𝐴𝐹 = ∠𝐶𝐵𝐷 = ∠𝐶𝐷𝐵，

所以 𝐴、𝑁、𝐸、𝐵 共圓且 𝐴、𝑀、𝐹、𝐷 共圓，可得 ∠𝑀𝐸𝑁 = ∠𝐴𝐸𝑁 =
𝐴𝑁⏜

2
= ∠𝐴𝐵𝑁 且 

∠𝑀𝐹𝑁 = ∠𝑀𝐹𝐴 =
𝐴𝑀⏜

2
= ∠𝐴𝐷𝑀，即 ∠𝑀𝑃𝑁 = ∠𝐴𝐵𝑁 + ∠𝐴𝐷𝑀。又在 △ 𝐴𝐵𝐷 中，

∠𝐴𝐵𝑁 + ∠𝐴𝐷𝑀 = 180° − ∠𝐵𝐴𝐷 = 2∠𝐴𝐵𝐷，故 ∠𝑀𝑃𝑁 為定角。同理，由四點共圓可得 

∠𝐹𝑁𝐸 = ∠𝐴𝐵𝐶，又 ∠𝐹𝑁𝐸 =
𝐸𝐹⏜

2
 且 ∠𝐸𝑃𝐹 = 360° − 𝐸𝐹⏜，故 ∠𝐸𝑃𝐹 = 360° − 2∠𝐴𝐵𝐶。 

 

圖 29：∠𝑀𝑃𝑁 與 ∠𝐸𝑃𝐹 為定角 

□ 

（二）菱形 𝐴𝐵𝐶𝐷 中，圓心 𝑃 點軌跡 

定理 8 和性質 9，內在結構是 ∠𝐸𝐴𝐹 = ∠𝐶𝐵𝐷 = ∠𝐶𝐷𝐵，等價 𝐴、𝑁、𝐸、𝐵 四點共

圓與 𝐴、𝑀、𝐹、𝐷 四點共圓。由定理 9 可知 𝐸、𝐹、𝑀、𝑁 四點共圓，又因為 𝐴、𝑀、

𝐹、𝐷 四點共圓，所以 ∠𝐴𝐹𝑀 = ∠𝐴𝐷𝐵，在菱形中 ∠𝐴𝐷𝐵 = ∠𝐶𝐷𝐵，可得 △ 𝐴𝑀𝐹 與 △

𝐵𝐶𝐷 都是等角相同的等腰三角形，再得 ∠𝐴𝑀𝐹 = ∠𝐵𝐶𝐷，因此 𝐸、𝐹、𝑀、𝐶 四點共圓。 

 

圖 30：𝐸、𝐹、𝑀、𝑁、𝐶五點共圓 
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接下來我們先處理菱形 𝐴𝐵𝐶𝐷 中，圓心 𝑃 點的軌跡。我們參考性質 7 的正方形證

明模型，建造了菱形的證明模型。 

在菱形 𝐴𝐵𝐶𝐷 中，在 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 上取一點 𝑋 使

得 𝑋𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ，在 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 上取一點 𝑌 使得 𝑌𝐷̅̅ ̅̅ =

𝐷𝐶̅̅ ̅̅ ，再過 𝑋 點作 𝐶𝐵⃡⃗⃗⃗  ⃗ 的垂線，過 𝑌 點作 

𝐶𝐷⃡⃗⃗⃗  ⃗ 的垂線，兩垂線交於 𝐶1 點。因為對稱

性，可得 𝐶1、𝐴、𝐶 三點共線，此外 𝐵𝐴̅̅ ̅̅ =

𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝐵𝑋̅̅ ̅̅ ，所以 𝐵 點是 △ 𝐶𝑋𝐴 的外心且 

𝑋𝐴̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，同理 𝑌𝐴̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 。注意到 ∠𝑋𝐶1𝐶 =

∠𝐶𝐵𝐷，又等腰 △ 𝑃𝑀𝑁 的頂角 ∠𝑀𝑃𝑁 =

2∠𝐴𝐵𝐷 = 2∠𝐶𝐵𝐷，可得 𝑃𝑁̅̅ ̅̅ ∥ 𝑋𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅（內錯角相

等），同理 𝑃𝑀̅̅̅̅̅ ∥ 𝑌𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅。 

性質 10：在菱形 𝐴𝐵𝐶𝐷 中，𝐸 在 𝐵𝐶⃡⃗⃗⃗  ⃗ 移動時，五邊形 𝐸𝐶𝐹𝑁𝑀 的外接圓之圓心 𝑃 點的

軌跡為雙曲線。 

證明： 

1. △ 𝐴𝑀𝑁~ △ 𝐷𝑀𝐴、△ 𝐴𝑀𝑁~ △ 𝐵𝐴𝑁（AA 相似），推得 𝐷𝐴̅̅ ̅̅ ∶ 𝐷𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐵𝑁̅̅ ̅̅ ∶ 𝐵𝐴̅̅ ̅̅ ，又 

𝐷𝐴̅̅ ̅̅ = 𝐷𝑌̅̅ ̅̅  且 𝐵𝐴̅̅ ̅̅ = 𝐵𝑋̅̅ ̅̅ ，所以 𝐷𝑌̅̅ ̅̅ ∶ 𝐷𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐵𝑁̅̅ ̅̅ ∶ 𝐵𝑋̅̅ ̅̅ 。連接 𝑀𝑌̅̅̅̅̅ 與 𝑁𝑋̅̅ ̅̅ ，在 △ 𝑀𝐷𝑌 與 

△ 𝑋𝐵𝑁 中，𝐷𝑌̅̅ ̅̅ ∶ 𝐷𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐵𝑁̅̅ ̅̅ ∶ 𝐵𝑋̅̅ ̅̅  且 ∠𝑀𝐷𝑌 = ∠𝑋𝐵𝑁，推得 △ 𝑀𝐷𝑌~ △ 𝑋𝐵𝑁（SAS 

相似）。 

2. 因為 △ 𝑀𝐷𝑌~ △ 𝑋𝐵𝑁，可得 ∠𝑀𝑌𝐷 = ∠𝑋𝑁𝐵 且 ∠𝑌𝑀𝐷 = ∠𝑁𝑋𝐵，又因為 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ ∥ 𝑋𝑌̅̅ ̅̅  

最後可得出四個相似三角形 △ 𝑀𝐷𝑌 ~ △ 𝑋𝐵𝑁 ~ △ 𝑌𝑄𝑋~ △ 𝑀𝑄𝑁（AA 相似），所以 

∠𝑌𝑄𝑋 = ∠𝑀𝑄𝑁 = ∠𝑀𝐷𝑌 = 180° − ∠𝐶𝐷𝐵。注意到 ∠𝑌𝑄𝑋 = ∠𝑀𝑄𝑁 = 180° − ∠𝐶𝐷𝐵 

為定角且 ∠𝑌𝐶1𝑋 = ∠𝑀𝑃𝑁 = 2∠𝐶𝐵𝐷，於是有兩組三點共圓，𝑌、𝑋、𝑄 點共圓且圓心

為 𝐶1 點，以及 𝑀、𝑁、𝑄 點共圓且圓心為 𝑃 點。 

圖 31：建立模型 

C1

X

Y

P

N

M

F

B

A C

D

E



~ 19 ~ 

 

 

圖 32：相似 

3. 在等腰 △ 𝑁𝑃𝑄 和 △ 𝑋𝐶1𝑄 中，因為 𝑃𝑁⃡⃗⃗⃗  ⃗ ∥ 𝐶1𝑋⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   可得底角 ∠𝑃𝑁𝑄 = ∠𝐶1𝑋𝑄，所以我們

有 △ 𝑁𝑃𝑄~ △ 𝑋𝐶1𝑄，再得 ∠𝑁𝑄𝑃 = ∠𝑋𝑄𝐶1，因此 𝐶1、𝑄、𝑃 三點共線。考慮 𝑃𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅ −

𝑃𝐶̅̅̅̅ = 𝑃𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅ − 𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑄𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑄𝑋̅̅ ̅̅ = 2𝐵𝐶̅̅ ̅̅ × tan(90° − ∠𝐶𝐵𝐷) 為定長。當 𝑃 點在另外一支

的證明方式亦同，𝑃𝐶̅̅̅̅ − 𝑃𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑃𝑄̅̅ ̅̅ − 𝑃𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑄𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅，因此動點 𝑃 的軌跡為雙曲線。 

 

圖 33：𝑃 點的軌跡為雙曲線 

4. 因為 𝐶1𝐶̅̅ ̅̅ ̅ 是焦距、𝐶1𝑋̅̅ ̅̅ ̅ 是貫軸長，又 𝐶1𝑋̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑋𝐶̅̅ ̅̅ ，𝑋𝐶̅̅ ̅̅ = √𝐶1𝐶̅̅ ̅̅ ̅2 − 𝐶1𝑋̅̅ ̅̅ ̅2，所以 𝑋𝐶̅̅ ̅̅  是

共軛軸長，因此雙曲線的漸近線與貫軸的夾角就會等於 ∠𝐶𝐶1𝑋，即兩條漸近線分別平
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行 𝑃𝑀̅̅̅̅̅ 與 𝑃𝑁̅̅ ̅̅ 。 

 

圖 34：雙曲線的漸近線 

□ 

雙曲線的中心是 𝐶1𝐶̅̅ ̅̅ ̅ 的中點，又 △ 𝐶1𝐶𝑋 是直角三角形，因此僅須作等腰 △ 𝐵𝐶𝐷 

的外接圓，外接圓與 𝐴𝐶⃡⃗⃗⃗  ⃗ 的交點為雙曲線的中心 𝑂 點，而 𝑂𝐵̅̅ ̅̅ = O𝐷̅̅ ̅̅ =
𝐶1𝐶̅̅ ̅̅ ̅

2
 是半貫軸長。 

（三）任意箏形 𝐴𝐵𝐶𝐷 中，圓心 𝑃 點軌跡 

對於任意箏形 𝐴𝐵𝐶𝐷 中，我們深入討論當 𝐸 點移動時，圓心 𝑃 點的軌跡，透過 

GSP 軟體描繪 𝑃 點的軌跡，合理推估其軌跡也是雙曲線，然而這個項目的難度顯然比正

方形的情形（性質 6）或菱形的情形（性質 10）高許多，因為箏形中的雙曲線中心與焦點

都不是箏形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的頂點。 

 

圖 35：任意箏形中的 𝑃 點軌跡 
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 我們一開始想直接從箏形下手證明，然而難度很高，也沒有什麼好結果，後來與指導

老師討論後，決定利用菱形的模型入手，對應到箏形，此證明方式是本研究的亮點。 

因為菱形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的 𝑃 點軌跡雙曲線的中心、貫軸長、漸近線的交角（有了漸近線交

角就可以得到焦距）被菱形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的邊長 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐴̅̅ ̅̅  ，以及角度 ∠𝐴𝐵𝐷 =

∠𝐴𝐷𝐵 = ∠𝐶𝐵𝐷 = ∠𝐶𝐷𝐵 = 𝛽 所決定，因此控制邊長與角度就可以構造出所有的雙曲線。 

對於任意箏形 𝐴′𝐵′𝐶′𝐷′，令 𝐴′𝐵′̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴′𝐷′̅̅ ̅̅ ̅̅  且 𝐶′𝐵′̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐶′𝐷′̅̅ ̅̅ ̅̅ ，∠𝐴′𝐵′𝐷′ = ∠𝐴′𝐷′𝐵′ = 𝛽 

且 ∠𝐶′𝐵′𝐷′ = ∠𝐶′𝐷′𝐵′ = 𝛼。如下圖，我們將證明對於任何一個菱形 𝐴𝐵𝐶𝐷 中的雙曲線，

以及給定角 𝛼，都可以對應到唯一的箏形 𝐴′𝐵′𝐶′𝐷′ 中的雙曲線，反之依然。透過對應的

觀點，我們證明箏形 𝐴′𝐵′𝐶′𝐷′ 中，圓心 𝑃 點軌跡亦為相同的雙曲線，  

 

圖 36：菱形與箏形的對應模型 
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定理 11：在箏形 𝐴′𝐵′𝐶′𝐷′ 中，𝐸′ 點在 𝐵′𝐶′⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   移動時，四邊形 𝐸′𝐹′𝑀′𝑁′ 的外接圓圓心 

𝑃 點的軌跡為雙曲線。 

證明： 

1. 先建構一個菱形模型，其邊長為 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐴̅̅ ̅̅ = 1 且 ∠𝐴𝐵𝐷 = ∠𝐴𝐷𝐵 =

∠𝐶𝐵𝐷 = ∠𝐶𝐷𝐵 = 𝛽，其中 0° < 𝛽 < 90°。考慮直角坐標化，令對角線交點 𝐾 為原

點，則 𝐴(− sin 𝛽 , 0)、𝐵(0,− cos 𝛽)、𝐶(sin 𝛽 , 0)、𝐷(0, cos 𝛽)，根據性質 11，𝑂𝐷̅̅ ̅̅ ⊥

𝐶𝐷̅̅ ̅̅ ，可得中心  𝑂 (sin 𝛽 −
1

sin𝛽
, 0) 

2. 以中心 𝑂 為圓心，𝑂𝐷̅̅ ̅̅  長為半徑畫圓，在圓上分別取兩對稱點 𝐵′ 與 𝐷′ 使得 

∠𝐵′𝑂𝐶 = ∠𝐷′𝑂𝐶 = 𝛼，其中 0° < 𝛼 < 90°。再分別過點 𝐵′ 與 𝐷′ 作 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  與 𝐴𝐷̅̅ ̅̅  的平

行線交於 𝐴′ 點，分別過點 𝐵′ 與 𝐷′ 作 𝑂𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ 與 𝑂𝐷′̅̅ ̅̅ ̅ 的垂線交於 𝐶′ 點，可得 

∠𝐶′𝐵′𝐷′ = ∠𝐶′𝐷′𝐵′ = 𝛼。根據線對稱性可得 𝐴、𝐴′、𝐶、𝐶′ 四點共線。 

 

圖 37：對射模型的坐標化 

3. 不失一般性，我們省略動點 𝐸 和 𝐹，直接處理兩動點 𝑀、𝑁 的坐標，我們令 

𝑀(0,− cos 𝛽 + 𝑡)，根據性質 10 有 △ 𝐴𝑀𝑁~ △ 𝐷𝑀𝐴，因此 𝐴𝑀̅̅̅̅̅2 = 𝑀𝑁̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑀𝐷̅̅ ̅̅ ̅，代入

可得 sin2 𝛽 + (−cos 𝛽 + 𝑡)2 = 𝑀𝑁̅̅ ̅̅ ̅ × (2 cos𝛽 − 𝑡)，化簡後得出 

𝑁 (0,
1−cos𝛽(2 cos𝛽−𝑡)

2 cos𝛽−𝑡
)，為了後續方便表示，令 𝑇 = 2 cos 𝛽 − 𝑡，所以 𝑁 (0,

1−𝑇 cos𝛽

𝑇
)。 

4. 回到箏形 𝐴′𝐵′𝐶′𝐷′ 中，𝑂𝐷′̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂𝐷̅̅ ̅̅ =
1

tan𝛽
 且 𝑂 (−

cos𝛽

tan𝛽
, 0) 於是可得出 
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𝐷′ (−
cos𝛽

tan𝛽
+

cos𝛼

tan𝛽
,
sin𝛼

tan𝛽
)，化簡 𝐷′ (

cos𝛼−cos𝛽

tan𝛽
,
sin𝛼

tan𝛽
)。因為 𝐴′𝐷′̅̅ ̅̅ ̅̅ ∥ 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ ，得出 𝐴′𝐷′̅̅ ̅̅ ̅̅ : 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ =

sin𝛼

tan𝛽
: cos 𝛽 = sin 𝛼 : sin 𝛽，所以 𝐴′ (

cos𝛼−cos𝛽

tan𝛽
− sin𝛼 , 0)。 

5. 延長 𝑃𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  與 𝑃𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  分別交 𝐵′𝐷′⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   於 𝑀′ 與 𝑁′ 點，注意到 𝑀′ 與 𝑁′ 也是兩動點且 

∠𝑀′𝑃𝑁′ 恆為定角 2𝛽，得出 𝑃𝑀′⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗: 𝑦 = tan𝛽  𝑥 − cos𝛽 + 𝑡 以及 𝑃𝑁′⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗: 𝑦 = − tan𝛽  𝑥 +

1−𝑇 cos𝛽

𝑇
，兩直線與 𝐵′𝐷′⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  : 𝑥 =

cos𝛼−cos𝛽

tan𝛽
 解聯立得出交點 𝑀′ (

cos𝛼−cos𝛽

tan𝛽
, cos 𝛼 − 𝑇)、

𝑁′ (
cos𝛼−cos𝛽

tan𝛽
,
1−𝑇 cos𝛼

𝑇
)，其中 𝑇 = 2 cos 𝛽 − 𝑡。 

6. 在 △ 𝐴′𝑀′𝑁′ 中，𝐴′ (
cos𝛼−cos𝛽

tan𝛽
− sin 𝛼 , 0)、𝑀′ (

cos𝛼−cos𝛽

tan𝛽
, cos 𝛼 − 𝑇)、

𝑁′ (
cos𝛼−cos𝛽

tan𝛽
,
1−𝑇 cos𝛼

𝑇
)，由餘弦定理有  

cos ∠𝑀′𝐴′𝑁′ =
𝐴′𝑀′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅2

+ 𝐴′𝑁′̅̅ ̅̅ ̅̅ 2
− 𝑀′𝑁′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅2

2 × 𝐴′𝑀′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × 𝐴′𝑁′̅̅ ̅̅ ̅̅
 

=
 2 sin2 𝛼 + 2(cos𝛼 − 𝑇) (

1 − 𝑇 cos 𝛼
𝑇 )

2 × √(sin2 𝛼 + (cos𝛼 − 𝑇)2) (sin2 𝛼 + (
1 − 𝑇 cos 𝛼

𝑇 )
2

)

 

=
 
2 cos𝛼 (𝑇2 − 2𝑇 cos 𝛼 + 1)

𝑇

2 × √(𝑇2 − 2𝑇 cos 𝛼 + 1) (
𝑇2 − 2𝑇 cos 𝛼 + 1

𝑇2 )

= cos 𝛼 

又 0° < 𝛼 < 90°，因此得出 ∠𝑀′𝐴′𝑁′ 恆為給定角 𝛼。 

 

圖 38：∠𝑀′𝐴′𝑁′ 恆為定角 𝛼 

αβ

αβ

2β

β

ββ

β

M'

N'

C'

B'

A'

K

M

N
A

B

D

O
F1 C(F2)

P

D'



~ 24 ~ 

 

7. 箏形 𝐴′𝐵′𝐶′𝐷′ 中，𝑀′ 與 𝑁′ 為兩動點，∠𝑀′𝐴′𝑁′ = ∠𝐶′𝐵′𝐷′ = ∠𝐶′𝐷′𝐵′ = 𝛼，為本

研究的構圖，根據定理 8 與性質 9，四邊形 𝐸′𝐹′𝑀′𝑁′ 的外接圓圓心即為 𝑃 點，此

時 𝑃 點與菱形 𝐴𝐵𝐶𝐷 中的四邊形 𝐸𝐹𝑀𝑁 的外接圓圓心 𝑃 點重合，再根據性質 10 

可得 𝑃 點軌跡為雙曲線。透過對應的觀點，我們證明箏形 𝐴′𝐵′𝐶′𝐷′ 中，圓心 𝑃 點

軌跡亦為相同的雙曲線。 

□ 

性質 12：在箏形 𝐴𝐵𝐶𝐷 中，𝑃 點的軌跡為等軸雙曲線的充要條件是 ∠𝐵𝐴𝐷 = 90°。 

證明： 

（⇒）由性質 10 可得雙曲線的兩條漸近線分別平行 

𝑃𝑀̅̅̅̅̅ 與 𝑃𝑁̅̅ ̅̅ ，即 ∠𝑀𝑃𝑁 等於兩條漸近線的夾角。再由

性質 9 得出 ∠𝑀𝑃𝑁 = ∠𝐴𝐵𝐷 + ∠𝐴𝐷𝐵 = 180° − ∠𝐴。

當 𝑃 點的軌跡為等軸雙曲線，即 ∠𝑀𝑃𝑁 = 90°，可得 

∠𝐵𝐴𝐷 = 180° − 90° = 90°。 

（⇐）當 ∠𝐵𝐴𝐷 = 90° 時，同理可得 ∠𝑀𝑃𝑁 = 90°，

因此兩條漸近線相互垂直。 

□ 

我們回頭再關注，構圖條件的兩組共圓（𝐴、𝐵、𝐸、𝑁 與 𝐴、𝐷、𝐹、𝑀），考慮兩圓

的交點，一個為定點 𝐴 ，令另外一個點為 𝑄，而 𝑄 點是動點。 

我們發現 𝑄 點的軌跡為圓，其圓心為 𝑃 點軌跡雙曲線的中心，半徑為 𝑃 點軌跡雙

曲線的半貫軸長。𝑄 點與 𝑃 點就這樣巧妙被連結起來，非常有趣！ 

性質 13：兩圓交點 𝑄 點的軌跡為圓。 

證明： 

1. 因為點 𝐴、𝐵、𝐸、𝑁 共圓且點 𝐴、𝐷、𝐹、𝑀 共圓，連接 𝐴𝑄̅̅ ̅̅ 、𝐷𝑄̅̅ ̅̅ 、𝐵𝑄̅̅ ̅̅ ，可得 

∠𝐴𝑄𝐵 = ∠𝐴𝑁𝐵 且 ∠𝐴𝑄𝐷 = ∠𝐴𝑀𝐷（對同弧）（或互補），所以 ∠𝐵𝑄𝐷 = ∠𝐴𝑁𝐵 +

∠𝐴𝑀𝐷 = 180° − 𝛼 為定角（或 ∠𝐵𝑄𝐷 = 𝛼 為定角），又 𝐵 點與 𝐷 點為定點，因此可

得 𝑄 點的軌跡為圓，令其圓心為 𝑂 點，再得出圓心角 ∠𝐵𝑂𝐷 = 2𝛼。 
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圖 39：𝑃 點軌跡為等軸雙曲線 
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圖 40：𝑄 點軌跡為圓 

2. 再對照定理 11 發現 𝑃 點的軌跡雙曲線的中心滿足 ∠𝐵𝑂𝐷 = 2𝛼，所以 𝑄 點的軌跡圓

的圓心恰好是 𝑃 點軌跡雙曲線的中心，圓的半徑為 𝑃 點軌跡雙曲線的半貫軸長。 

 

圖 41：𝑄 點軌跡圓與 𝑃 點軌跡雙曲線的關聯性 

□ 

四、 刻劃四邊形內接三角形之面積比值為定值的構圖 

（一）僅一組鄰邊等長的四邊形 

我們在前一節的研究聚焦在 △ 𝐴𝐸𝐹 和 △ 𝐴𝑀𝑁 的面積比值為定值的圖形，發現直角

箏形跟任意箏形中的幾何結構並非「半角」，而是「∠𝐸𝐴𝐹 = ∠𝐶𝐵𝐷 = ∠𝐶𝐷𝐵（一組鄰邊等

長）」，因為箏形為線對稱圖形，這一節研究中，我們持續進行一般化，我們不設定箏形，

設定為「僅一組鄰邊等長，另外一組鄰邊 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  和 𝐴𝐷̅̅ ̅̅  不用等長」。 
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圖 42：研究一般化的發展架構 

 

 

圖 43：僅一組鄰邊等長的四邊形 

定理 14：在四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 中，若 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  且 ∠𝐸𝐴𝐹 = ∠𝐶𝐵𝐷 = ∠𝐶𝐷𝐵，則 
△𝐴𝐸𝐹

△𝐴𝑀𝑁
 恆為

定值 
sin∠𝐴𝐵𝐶 × sin∠𝐴𝐷𝐶

sin∠𝐴𝐵𝐷 × sin∠𝐴𝐷𝐵
。 

證明： 

1. 因為 𝐴、𝑁、𝐸、𝐵 四點共圓，可得 ∠𝐴𝐸𝑁 = ∠𝐴𝐵𝐷 且 ∠𝐴𝑁𝐸 = 180° − ∠𝐴𝐵𝐶；同

理，𝐴、𝑀、𝐹、𝐷 四點共圓，所以 ∠𝐴𝐹𝑀 = ∠𝐴𝐷𝐵 且 ∠𝐴𝑀𝐹 = 180° − ∠𝐴𝐷𝐶。 

2. 在 △ 𝐴𝐸𝑁 中，根據正弦定理得知 𝐴𝑁̅̅ ̅̅ ∶  𝐴𝐸̅̅ ̅̅ = sin∠𝐴𝐸𝑁 ∶  sin∠𝐴𝑁𝐸 = sin∠𝐴𝐵𝐷 ∶

 sin(180° − ∠𝐴𝐵𝐶) = sin∠𝐴𝐵𝐷 ∶  sin∠𝐴𝐵𝐶；在 △ 𝐴𝐹𝑀 中，根據正弦定理得知 𝐴𝑀̅̅̅̅̅ ∶
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 𝐴𝐹̅̅ ̅̅ = sin∠𝐴𝐹𝑀 ∶  sin ∠𝐴𝑀𝐹 = sin ∠𝐴𝐷𝐵 ∶  sin(180° − ∠𝐴𝐷𝐶) = sin ∠𝐴𝐷𝐵 ∶

 sin∠𝐴𝐷𝐶。在 △ 𝐴𝑀𝑁 與 △ 𝐴𝐹𝐸 中，∠𝑀𝐴𝑁 = ∠𝐹𝐴𝐸，根據共角定理得知 
△𝐴𝐸𝐹

△𝐴𝑀𝑁
=

𝐴𝐸̅̅ ̅̅ ×𝐴𝐹̅̅ ̅̅

𝐴𝑀̅̅ ̅̅ ̅×𝐴𝑁̅̅ ̅̅
=

𝐴𝐸̅̅ ̅̅

𝐴𝑁̅̅ ̅̅
×

𝐴𝐹̅̅ ̅̅

𝐴𝑀̅̅ ̅̅ ̅
=

sin∠𝐴𝐵𝐶

sin∠𝐴𝐵𝐷
×

sin∠𝐴𝐷𝐶

sin∠𝐴𝐷𝐵
=

sin∠𝐴𝐵𝐶 × sin∠𝐴𝐷𝐶

sin∠𝐴𝐵𝐷 × sin∠𝐴𝐷𝐵
。 

 

 

圖 44：一般化 △ 𝐴𝐸𝐹 與 △ 𝐴𝑀𝑁 面積定值 

□ 

（二）正多邊形內接兩個三角形面積比值為定值 

利用定理 14 我們可以得出正 𝑛 邊形內接三角形面積比值 
△𝐴𝐸𝐹

△𝐴𝑀𝑁
 的通式為定值  

(
sin

(𝑛−2)×180°

𝑛

sin
180°

𝑛

)

2

，下表為正方形到正七邊形的圖例。 

表 1：正方形到正七邊形內接三角形 

  

△ 𝐴1𝐸𝐹

△ 𝐴1𝑀𝑁
= (

sin 90°

sin 45°
)
2

=
1

1
2

= 2 

△ 𝐴1𝐸𝐹

△ 𝐴1𝑀𝑁
= (

sin 108°

sin 36°
)
2

=

10 + 2√5
16

10 − 2√5
16

 

= 1 +
1 + √5

2
= 1 + φ 
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△ 𝐴1𝐸𝐹

△ 𝐴1𝑀𝑁
= (

sin 120°

sin 30°
)
2

=

3
4
1
4

= 3 
△ 𝐴1𝐸𝐹

△ 𝐴1𝑀𝑁
= (

sin
900°

7

sin
180°

7

)

2

 

 

△ 𝐴1𝐸𝐹

△ 𝐴1𝑀𝑁
= (

sin
720°

7

sin
360°

7

)

2

 

伍、 進行中的研究 

我們後續還發現四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 內接的 △ 𝐴𝐸𝐹 與 △ 𝐴𝑀𝑁 的有趣關聯性。 

首先，正方形 𝐴𝐵𝐶𝐷 內接的 45 度的 △ 𝐴𝐸𝐹 和 △

𝐴𝑀𝑁，我們發現 △ 𝐴𝐸𝐹 的外心即為 △ 𝐴𝑀𝑁 的垂心，如圖

中的 𝐾 點（我們已經完成此證明，詳閱研究日誌）。 

第二，我們本來以為這是正方形內接三角形獨有的性

質，然而，透過幾何軟體實驗發現，在本研究設定的兩個四

點共圓的條件下，構造的內接 △ 𝐴𝐸𝐹 和 △ 𝐴𝑀𝑁。對於菱形 

𝐴𝐵𝐶𝐷，△ 𝐴𝐸𝐹 的外心亦為 △ 𝐴𝑀𝑁 的垂心，如圖所示。 
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圖 44：𝐾 為 △ 𝐴𝐸𝐹 的

外心與 △ 𝐴𝑀𝑁 的垂心 
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第三，對於箏形 𝐴𝐵𝐶𝐷，△ 𝐴𝐸𝐹 的外心 𝐾1 不會與 △ 𝐴𝑀𝑁 的垂心 𝐾2 重合，不過 

𝐾1 與 𝐾2 恆在對角線 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  上，且點 𝐴、 𝐾1 與 𝐾2 的線段比值不受動點 𝐸 影響。 

我們用好的觀點來看這個猜想「點 𝐸 在移動時，
𝐴𝐾1 ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐴𝐾2̅̅ ̅̅ ̅̅
 恆為定值」。當四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 

為菱形與正方形時，
𝐴𝐾1 ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐴𝐾2̅̅ ̅̅ ̅̅
 的定值為 1，我們正在證明這個有趣的性質。 

 

陸、 結論 

一、 刻劃正方形內接四十五度的三角形的性質 

本研究將正方形 𝐴𝐵𝐶𝐷 內接的 45 度的 △ 𝐴𝐸𝐹 的問題進行深化，考慮正方形的對角

線而構造出 △ 𝐴𝑀𝑁，我們給出 △ 𝐴𝐸𝐹 與 △ 𝐴𝑀𝑁 相似，以及面積比為定值 2。我們也

創新發現四個動點 𝐸、𝐹、𝑀、𝑁 與定點 𝐶 五點共圓。有趣的是，圓心 𝑃 點恰好為 𝐸𝐹 

的中點，當 𝐸 點在 𝐵𝐶⃡⃗⃗⃗  ⃗ 上移動時，前述的圓心 𝑃 點的軌跡等軸雙曲線，我們利用純幾何

的方式進行證明，巧妙構造輔助線，以及利用多次共圓、相似性質，這是本研究的亮點。 

二、 刻劃長方形、菱形、直角箏形內接三角形的性質 

由於原始條件為「正方形內接四十五度的三角形」，其中正方形是很強的條件，若要進

行推廣，能改成什麼樣的四邊形？另外四十五度的三角形，四十五度只是因為九十度的一

半嗎？這個動態幾何的內在結構到底是什麼呢？ 

我們嘗試了「等長」、「半角」的條件，將正方形改為長方形、菱形、直角箏形，只有

在直角箏形中，我們發現兩個 △ 𝐴𝐸𝐹  和 △ 𝐴𝑀𝑁 相似且面積比值為定值。從這個成功的

情況分析，結果發現內在結構不是全等或半角，而是「兩組四點共圓」，這是本研究給出

的非常重要的發現。 

圖 45：菱形 
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圖 46：箏形 



~ 30 ~ 

 

三、 刻劃兩組四點共圓條件下的箏形內接三角形的性質 

由「兩組四點共圓」的條件出發，我們一般化箏形構圖，刻劃出 △ 𝐴𝐸𝐹  和 △ 𝐴𝑀𝑁 

相似且面積比值通式。 

回到我們感興趣的動點 𝐸、𝐹、𝑀、𝑁 共圓，我們花了不少時間證明其現圓心 𝑃 點的

軌跡為雙曲線，後來巧妙給出了對應的模型。我們利用正方形的模型，建造了菱形的證明

模型，先證明菱形中的圓心 𝑃 點的軌跡為雙曲線，再建立對應模型：「對於任何一個菱形 

𝐴𝐵𝐶𝐷 中的雙曲線，以及給定角 𝛼，都可以對應到唯一的箏形 𝐴′𝐵′𝐶′𝐷′ 中的雙曲線；反

過來說，對於任何一個箏形 𝐴′𝐵′𝐶′𝐷′ 中的雙曲線，都可以對應到唯一的菱形 𝐴𝐵𝐶𝐷 中的

雙曲線」。從正方形到菱形，再到箏形的對應模型建立是本研究的證明手法的巧思。 

針對構圖條件的兩組共圓（𝐴、𝐵、𝐸、𝑁 與 𝐴、𝐷、𝐹、𝑀），我們考慮兩圓的交點，

一個為定點 𝐴，另外一個點為 𝑄，我們刻劃出 𝑄 點的軌跡為圓，其圓心為 𝑃 點軌跡雙

曲線的中心，半徑為 𝑃 點軌跡雙曲線的半貫軸長。我們給出了兩個動點 𝑄 點與 𝑃 點的

軌跡關聯性，看似無關的項目，卻被巧妙連結起來，非常有趣！ 

四、 刻劃四邊形內接三角形之面積比值為定值的構圖充分條件 

最後一般化討論一組鄰邊等長的四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷（𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ ）中，我們給出兩個 △ 𝐴𝐸𝐹  

和 △ 𝐴𝑀𝑁 雖然不相似，但其面積比值恆為定值 
sin∠𝐴𝐵𝐶 × sin∠𝐴𝐷𝐶

sin∠𝐴𝐵𝐷 × sin∠𝐴𝐷𝐵
。我們再得出正 𝑛 邊形

內接兩個三角形面積比值的通式，有趣的是，正五邊形內接兩個三角形面積比值為 1 + φ。 
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【評語】030416 

作品從一道簡明易懂的幾何問題出發，逐步深入導出一些結果，刻畫

出其內在結構。考慮其中的變化情形後，將其推廣至四邊形，對於形

成的兩三角形面積比，作者們得到從"兩組四點共圓"的條件出發，得

到一些進展。文中對於"圓心 p 點"軌跡的探討也值得肯定，對於將這

些性質推到箏形與軌跡的分析可再多與著墨。整體而言是一件典型且

用心的平面幾何作品，可思考如何能跳出框架而展現更多的創意。  
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