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摘要 

  本研究從彭羅斯瓷磚出發，將飛鏢與風箏沿對稱軸切出角度分別為 108 、̊36 、̊36˚及 36 、̊

72˚、72˚的等腰三角形，將兩者的短邊設為 1 分別定義為 A、B 元件。拿數量不等的兩種元件

拼成與原本元件相似的三角形，得出所有腰邊長為 𝑥 + 𝑦𝜑 的相似 A 元件，以及所有腰邊長為

 𝑥 + 𝑦𝜑 (𝑥 ≠ 𝑦 + 1)的相似 B 元件，都有辦法利用 A、B 元件拼貼出來，其中𝑥、𝑦為正整數。 

    本研究訂定「強制匹配費氏拼法」來拼貼相似 A、B 元件，從而建構出非週期性鑲嵌彭

羅斯瓷磚。使用的拼法為後一個圖形是前兩個圖形的組合，且過程中因需符合強制匹配弧線，

在拼貼相似 B 元件時，需將前一個圖形翻轉後，再經旋轉將兩個圖形組合。本研究找出拼湊

結合時，產生飛鏢與風箏數量的規律，推算出總數量的遞迴關係式。 

 

 

壹、前言 

一、研究動機 

    在營隊的課程中，我們學到了與鑲嵌有關的主題，了解到不管是用單一正多邊形、多

個正多邊形，或者是如艾雪作品中經由平移、旋轉、鏡射技巧的鑲嵌，都是週期性鑲嵌， 

   

單一正多邊形 多個正多邊形 仿艾雪〈蜥蜴〉旋轉技巧 

    因此，非週期性鑲嵌一直以來都是一道難題。最近有四位數學家聯手提出了一個非週

期性多邊形瓷磚，此瓷磚是由八個 60°-90°-120°-90° 箏形磚塊拼接成具有 13 個邊的「帽子」

形狀，拿數個帽子與它的鏡像圖形就可以做出非週期性的密鋪[1]（下圖 1）。而在這之前，

我們很喜歡的一位數學家彭羅斯也發現了由兩個瓷磚組成的非週期性鑲嵌，兩個瓷磚分別

形如飛鏢和風箏[3]（下圖 2），於是我們便好奇飛鏢和風箏可以如何繪製？在拼貼的過程中

有什麼樣的規律與特性？這些特性能否應用於建構彭羅斯瓷磚？便開始這次的科展研究。 
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圖 1：非週期性地磚–13 個邊的帽子[2] 圖 2：非週期性瓷磚–飛鏢和風箏[3] 

 

二、研究目的 

(一) 解構彭羅斯瓷磚，將飛鏢和風箏兩種元件沿著對稱軸切一半，計算邊長大小，定義出

本研究中使用的 A、B 元件。利用兩種元件拼貼相似三角形，運用一層層往下加等腰

梯形的拼法繪製出樹狀圖，有系統地找出無法拼出何種邊長的相似三角形。 

(二) 應用費氏數列拼法搭配強制匹配規則拼貼相似三角形，並將交界處的 A、B 元件轉換

成飛鏢或風箏，本研究自訂一套規則將難以拼貼的非週期性鑲嵌彭羅斯瓷磚建構出來。 

(三) 找出在強制匹配費氏拼法下，腰邊、底邊以及交界處在拼貼時的關係式，進一步推算

出飛鏢與風箏數量的遞迴關係式，並利用幾何圖形加以解釋代數式子。 

 

三、文獻探討 

(一) 週期性鑲嵌與非週期性鑲嵌 

1. 週期性鑲嵌：利用一個單位結構，在不經旋轉、不經鏡射的情況下，透過平移排列密

鋪整個平面。舉例： 

舉例一：多個正多邊形 舉例二：仿艾雪〈蜥蜴〉旋轉技巧 

單位結構 週期性鑲嵌 單位結構 週期性鑲嵌 

 

 

 

 

2. 非週期性鑲嵌：“無法”利用一個單位結構，在不經旋轉、不經鏡射的情況下，透過

平移排列密鋪整個平面。 
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(二) 彭羅斯瓷磚 

    英國數學家羅傑．彭羅斯創造出符合非週期性鑲嵌的彭羅斯瓷磚，彭羅斯瓷磚有兩

種不同的形式，分別是「飛鏢與風箏形式」與「菱形形式」[3]，如下方的圖 2 與圖 3。 

 飛鏢與風箏形式 菱形形式 

元件 飛鏢：   風箏：  兩種菱形：  

非週期

性鑲嵌 

 
圖 2：非週期性瓷磚–飛鏢和風箏[3] 

 
圖 3：非週期性瓷磚–兩種菱形[3] 

     

(三) 與鑲嵌有關的歷屆科展作品 

過去的科展作品多半圍繞在週期性鑲嵌，像是： 

1. 中華民國第 45 屆科展．國中組數學科．平面與立體鑲嵌之研究[4] 

這件科展主要在研究平面圖形和立體的鑲嵌性質。 

2. 中華民國第 62 屆科展．國中組數學科．解構奧運會徽探討平面鑲嵌[5] 

這件科展主要在分析奧運會徽的鑲嵌設計以及組成其它圖形。 

3. 中華民國第 62 屆科展．高中組數學科．百密無一疏–特殊多邊形密閉區塊之研究[6] 

這件科展用無法密鋪的圖形，填補空隙後，形成單位結構，再繼續鑲嵌。 

鮮少有人針對非週期性鑲嵌進行研究，目前有查到以下這件： 

4. 新北市 111 學年科展．國中組數學科．潘洛斯多邊形性質與非週期性密鋪之研究[7] 

這件科展用正三角形遵循王氏磚的規則，找出使用六種圖形拼出的非週期性鋪磚。 

非週期性鑲嵌的研究難度較高，但因過去相關科展件數少，具有較廣泛的探討空間。 

 

貳、研究設備與器材 

紙、筆、電腦文書軟體 PowerPoint（下載 AMA）、3D 列印拼圖元件 
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參、研究過程與方法 

一、彭羅斯瓷磚切出 A、B 元件拼貼相似三角形 

(一) 從飛鏢和風箏得到 A、B 元件 

    彭羅斯瓷磚其中一種形式是由飛鏢和風箏組成，如下圖，在瓷磚裡可以看到形如輪

胎和太陽的拼法，這些拼法都會出現正十邊形，藉此可以推算出飛鏢和風箏這兩個四邊

形的四個內角。飛鏢和風箏具有線對稱性，沿著對稱軸將圖形切一半（如下圖），都可以

得到等腰三角形，將飛鏢切一半得出「角度為 108˚、36˚、36˚的等腰鈍角三角形」；將風

箏切一半得出「角度為 36˚、72˚、72˚的等腰銳角三角形」。 

 

如下左圖，沿對稱軸切一半後，圈出來的三角形是由上述提到的兩種等腰三角形組成的，

利用相似三角形的邊長成比例，可以得到 

 

ΔABC ~ ΔCDB (AA 相似性質) 

⇒ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ：𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ：𝐵𝐶̅̅ ̅̅  

⇒ 𝑥：1 = (𝑥 + 1)：𝑥 

⇒ 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 

⇒ 𝑥 =
1 ± √5

2
 (負不合) 

上式算出的 𝑥 正好是黃金比例 𝜑 =
1 + √5

2
，由此可得出兩種等腰三角形的邊長比， 

在「飛鏢與風箏形式」之下解構，等腰鈍角三角形的短邊會等於等腰銳角三角形的短邊，

我們將兩種等腰三角形的短邊設為 1、長邊設為 𝜑 ，分別定義為 A、B 元件，詳見表 1。 

A 元件：           B 元件：  
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表 1：從彭羅斯瓷磚解構出的 A、B 元件 

 A 元件 B 元件 

圖示 

 
 

三個內角 108˚、36˚、36˚ 36˚、72˚、72˚ 

腰邊長 1 𝜑 

底邊長 𝜑 1 

    此外，如下圖，如果是採用彭羅斯瓷磚的另一種形式，也就是元件為兩種不同的菱形，

分別沿著其中一條對稱軸將兩種菱形切一半，也可以得到上述提及的「角度為 36˚、72˚、

72˚的等腰銳角三角形」和「角度為 108˚、36˚、36˚的等腰鈍角三角形」。不一樣的地方是，

在「菱形形式」下，等腰鈍角三角形的短邊會等於等腰銳角三角形的長邊。本篇採用的是

「飛鏢與風箏形式」進行後續研究。 

 

(二) 相似 A、B 元件的面積 

    如下圖，將彭羅斯瓷磚中的飛鏢與風箏元件切一半，得出由 A、B 元件拼貼的鑲嵌

圖形，我們發現裡頭有許多與 A、B 元件相似的放大三角形， 

→  

將彭羅斯瓷磚的的飛鏢與風箏切成 A、B 元件 
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飛鏢與風箏切成 A、B 元件後裡面的相似 A 元件 

 

飛鏢與風箏切成 A、B 元件後裡面的相似 B 元件 

由此可知，拿數量不等的 A、B 兩種元件可以拼成面積更大且與原本元件相似的三角形，

於是，我們好奇是不是所有與這兩種元件相似的三角形都可以拼出來？首先，我們先觀

察 A、B 元件的面積有什麼關係，由黃金比例 𝜑 的等價式子： 

𝜑2 −𝜑 − 1 = 0 ⇒ 𝜑2 = 𝜑 + 1 ； 
1

𝜑
= 𝜑 − 1 

得出所有以 𝜑2 和 
1

𝜑
 表示的式子都可以化簡成的 𝜑 一次形式。 

A 元件 

高 ℎ𝐴 = √12 − (
𝜑

2
)
2

= √1 −
𝜑2

4
=
1

2
√4 − 𝜑2 =

1

2
√4 − (𝜑 + 1) =

1

2
√3 − 𝜑 

面積 𝑠𝐴 = 𝜑 ×
1

2
√3 − 𝜑 ×

1

2
=
1

4
𝜑√3 − 𝜑 =

1

4
√𝜑2(3 − 𝜑) =

1

4
√(𝜑 + 1)(3 − 𝜑) 

                =
1

4
√3𝜑 − 𝜑2 + 3 − 𝜑 =

1

4
√3 + 2𝜑 − (𝜑 + 1) =

1

4
√2 + 𝜑 

B 元件 

高 ℎ𝐵 = √𝜑2 − (
1

2
)
2

= √𝜑2 −
1

4
=
1

2
√4𝜑2 − 1 =

1

2
√4(𝜑 + 1) − 1 =

1

2
√3 + 4𝜑 

面積 𝑠𝐵 = 1 ×
1

2
√3 + 4𝜑 ×

1

2
=
1

4
√3 + 4𝜑 

由 A、B 元件的面積可以推論出以下兩個面積關係式： 
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1. 面積關係式一：𝒔𝑨 ×𝝋 = 𝒔𝑩 

𝑠𝐴 × 𝜑 =
1

4
𝜑√2 + 𝜑 =

1

4
√𝜑2(2 + 𝜑) =

1

4
√(𝜑 + 1)(2 + 𝜑) 

              =
1

4
√2𝜑 + 𝜑2 + 2 + 𝜑 =

1

4
√2 + 3𝜑 + (𝜑 + 1) =

1

4
√3 + 4𝜑 = 𝑠𝐵 

由此可知，A元件面積 × 𝜑 = B元件面積，即𝑠𝐴 × 𝜑 = 𝑠𝐵。 

2. 面積關係式二：𝒔𝑩 × 𝝋 = 𝒔𝑨 + 𝒔𝑩 

根據 1.可得到 𝑠𝐴 =
1

𝜑
× 𝑠𝐵 = (𝜑 − 1) × 𝑠𝐵 

⇒ 𝑠𝐴 = 𝑠𝐵 × 𝜑 − 𝑠𝐵 ⇒ 𝑠𝐵 × 𝜑 = 𝑠𝐴 + 𝑠𝐵 

由此可知，B元件面積 × 𝜑 = A元件面積 + B元件面積，即𝑠𝐵 × 𝜑 = 𝑠𝐴 + 𝑠𝐵。 

    因為是拿數量不等的 A、B 兩種元件進行拼貼，所以拼出來的相似三角形，其邊長

會是 A、B 元件邊長的整數倍，也就是 1 和 𝜑 的整數倍。由 𝜑 的等價式子，可以計算出

腰邊長為 𝑥 + 𝑦𝜑 的相似三角形的面積，其中 x、y 為正整數，再根據面積關係式一、二，

進而整理出需要使用多少數量的 A 元件及 B 元件。 

相似 A 元件 

 

腰邊長為 𝑥 + 𝑦𝜑 的相似 A元件，面積為 A元件的 (𝑥 + 𝑦𝜑)2 倍， 

(𝑥 + 𝑦𝜑)2 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦𝜑 + 𝑦2𝜑2 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦𝜑 + 𝑦2(𝜑 + 1) = (𝑥2 + 𝑦2) + (2𝑥𝑦 + 𝑦2)𝜑 

面積 = 𝑠𝐴 × [(𝑥
2 + 𝑦2) + (2𝑥𝑦 + 𝑦2)𝜑] = (𝑥2 + 𝑦2) × 𝑠𝐴 + (2𝑥𝑦 + 𝑦

2) × 𝑠𝐴 × φ 

          = (𝑥2 + 𝑦2) × 𝑠𝐴 + (2𝑥𝑦 + 𝑦
2) × 𝑠𝐵 

相似 B 元件 
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腰邊長為 𝑥 + 𝑦𝜑 的相似 B元件，面積為 A元件的 ( 
𝑥 + 𝑦𝜑

𝜑
 )2 倍， 

( 
𝑥 + 𝑦𝜑

𝜑
 )
2

= (𝑥 ∙
1

𝜑
+ 𝑦)

2

= [𝑥(φ − 1) + 𝑦]2 = [(−𝑥 + 𝑦) + 𝑥𝜑]2 

                       = (𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 𝑦2) + (−2𝑥2 + 2𝑥𝑦)𝜑 + 𝑥2𝜑2 

                       = (𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 𝑦2) + (−2𝑥2 + 2𝑥𝑦)𝜑 + 𝑥2(𝜑 + 1) 

                       = (2𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 𝑦2) + (−𝑥2 + 2𝑥𝑦)𝜑 

面積 = 𝑠𝐵 × [(2𝑥
2 − 2𝑥𝑦 + 𝑦2) + (−𝑥2 + 2𝑥𝑦)𝜑] 

          = (2𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 𝑦2) × 𝑠𝐵 + (−𝑥
2 + 2𝑥𝑦) × 𝑠𝐵 × φ 

          = (2𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 𝑦2) × 𝑠𝐵 + (−𝑥
2 + 2𝑥𝑦) × (𝑠𝐴 + 𝑠𝐵) 

          = (−𝑥2 + 2𝑥𝑦) × 𝑠𝐴 + (𝑥
2 + 𝑦2) × 𝑠𝐵 

小結一 

1. 如果要拼出腰邊長為 𝒙 + 𝒚𝝋 的相似 A 元件，需要使用 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 個 A 元件與 𝟐𝒙𝒚 + 𝒚𝟐 

個 B 元件，其中 x、y為正整數。 

2. 如果要拼出腰邊長為 𝒙 + 𝒚𝝋 的相似 B 元件，需要使用 −𝒙𝟐 + 𝟐𝒙𝒚 個 A 元件與 𝒙𝟐 +

𝒚𝟐 個 B 元件，其中 x、y為正整數。 

(三) 相似 A 元件的圖形解構 

    雖然小結一得出數量關係，但拼貼時還需考慮角度、長度等因素，於是，我們使用一

層層往下加腰為1或 𝜑 的等腰梯形的拼法，有系統地找出無法拼出何種邊長的相似三角形。

在相似 A 元件中，起始可以從腰長為 1 或 𝜑 開始，故可以得出兩個樹狀圖（如圖 4、圖 5）： 

 

圖 4：起始 A 元件腰長為 1，往下加等腰梯形之樹狀圖 
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    從圖 4 的樹狀圖中，可以看到有些路徑是無法拼出的，例如：腰邊長從 1 開始，先

往下加一層腰長為 𝜑 的等腰梯形，若要再加一層腰長為 1 的等腰梯形，

會無法拼出，原因是剩下的空隙無法再用元件拼出（如右圖），但是如

果最終想要拼出腰長為 2 + 𝜑 的相似 A 元件，還是可以經由不同的路徑得出，也就是腰

邊長從 1 開始，先往下加一層腰長為 1 的等腰梯形，再加一層腰長為 𝜑 的等腰梯形。因

此，在這種情況下，所有的圖形都有辦法拼出來。 

    另外，從圖 4 中也可以計算出往下拼接的等腰梯形中，A、B 元件分別使用的數量，

我們將數量整理成表 2，已知 x、y 為正整數，沒有任何一個相似 A 元件的底邊為 1 的 x

倍，所以在這個情況下就不繼續討論往下加等腰梯形；當前一個三角形的底邊為 1 的 x

倍加 𝜑 的 y 倍，則無法在往下加腰長為 1 的等腰梯形。 

表 2：起始 A 元件腰長為 1，往下方加等腰梯形之元件數量關係 

前一個 
底邊 

加上 
梯形的腰 

𝑥 𝑦𝜑 𝑥 + 𝑦𝜑 

1 無 
A 元件：2𝑦 + 1 

B 元件：0 
無 

𝜑 無 
A 元件：1 

B 元件：2𝑦 + 1 

A 元件：2𝑥 + 1 

B 元件：2𝑦 + 1 

                                                        *註：x、y 為正整數 

 

 

圖 5：起始相似 A 元件腰長為 𝜑，往下加等腰梯形之樹狀圖 
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    從圖 5 的樹狀圖中，可以看到腰邊長從 𝜑 開始，都無法再往下加一層腰長為 1 的等

腰梯形，但是如果最終想要拼出如腰長為 1 + 𝜑 的相似 A 元件，還是可以從圖 4 的路徑

中得出。總結圖 4 與圖 5，所有的相似 A 元件都有辦法拼出來。將數量整理成表 3。 

表 3：起始相似 A 元件腰長為 𝜑，往下方加等腰梯形之元件數量關係 

前一個 
底邊 

加上 
梯形的腰 

𝑥 𝑦𝜑 𝑥 + 𝑦𝜑 

1 無 無 無 

𝜑 無 無 
A 元件：2𝑥 + 1 

B 元件：2𝑦 + 1 

                                                        *註：x、y 為正整數 

(四) 相似 B 元件的圖形解構 

    在相似 B 元件中，起始只能從腰長為 𝜑 開始，故只會得到一個樹狀圖（如圖 6）： 

 

圖 6：起始 B 元件腰長為 𝜑，往下加等腰梯形之樹狀圖 
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    從圖 6 的樹狀圖中，可以看到有些路徑是無法拼出的，舉例一：腰邊長從 𝜑 開始，

先往下加一層腰長為 1 的等腰梯形，若要再加一層腰長為 1 的等腰梯形，會無法

拼出，原因是剩下空隙的面積比元件還小，所以無法再拼上元件(如右圖)，且腰

長為 2 + 𝜑 的相似 B 元件也無法經由其他路徑得出。舉例二：腰邊長從 𝜑 開始，往下加

腰長為的 2 + 𝜑 等腰梯形（順序可換，即「加 1→加𝜑→加 1」或「加𝜑→加 1→加 1」），

若要再加一層腰長為 1 的等腰梯形，會無法拼出，且腰長為 3 + 2𝜑 的相似 B 元件也無法

經由其他路徑得出。 

    因此，我們發現以下性質：利用數量不等的 A、B 元件無法拼出腰長為 (𝑘 + 1) + 𝑘𝜑 

的相似 B 元件，其中 k 為正整數。 

證明： 

如果要拼出腰長為 (𝑘 + 1) + 𝑘𝜑 的相似 B 元件，會有以下兩種方式： 

Case1：從腰長為 𝑘 + 𝑘𝜑 的相似 B 元件往下加一層腰為 1 的等腰梯形 

腰長為 𝑘 + 𝑘𝜑 的相似 B元件 ⇒底邊長
 𝑘 + 𝑘𝜑

𝜑
= 𝑘 ∙

1

𝜑
+ 𝑘 = 𝑘 ∙ (φ − 1) + 𝑘 = 𝑘𝜑 

由右圖可知，當底邊長為 𝜑 的正整數倍，則無法往下加一層

腰為 1 的等腰梯形，因為必需先放上平行四邊形 ，放完

後剩下空隙的面積比元件還小，所以無法再拼上元件，因此，

Case1 這個方式是做不到的。 

Case2：從腰長為 (𝑘 + 1) + (𝑘 − 1)𝜑 的相似 B 元件往下加一層腰為 𝜑 的等腰梯形 

腰長為 (𝑘 + 1) + (𝑘 − 1)𝜑 的相似 B元件 ⇒底邊長為
 (𝑘 + 1) + (𝑘 − 1)𝜑

𝜑
 

= (𝑘 + 1) ∙
1

𝜑
+ (𝑘 − 1) = (𝑘 + 1) ∙ (φ − 1) + (𝑘 − 1) = (𝑘 + 1)𝜑 − 2 

因為利用 A、B 元件拼貼時，數量會是正整數，所以底邊長必定為 1 的正整數倍加

 𝜑 的正整數倍，故不會是 (𝑘 + 1)𝜑 − 2，因此，Case2 這個方式也是做不到的。 

由此可知，不是所有的相似 B 元件都可以利用 A、B 元件拼貼出來。 

    另外，我們將數量整理成表 4，根據上述的 Case1 可得，在表中可以得出，當前一

個三角形的底邊為 𝜑 的 y 倍，則無法在往下加腰長為 1 的等腰梯形， 
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表 4：起始 B 元件腰長為 𝜑，往下方加等腰梯形之元件數量關係 

前一個 
底邊 

加上 
梯形的腰 

𝑥 𝑦𝜑 𝑥 + 𝑦𝜑 

1 
A 元件：2𝑥 − 1 

B 元件：1 
無 

A 元件：2𝑥 − 1 

B 元件：2𝑦 + 1 

𝜑 
A 元件：0 

B 元件：2𝑥 + 1 

A 元件：2𝑦 

B 元件：2𝑦 + 1 

A 元件：2𝑦 

B 元件：2𝑥 + 2𝑦 + 1 

                                                        *註：x、y 為正整數 

小結二 

1. 所有腰邊長為 𝒙 + 𝒚𝝋 的相似 A 元件都有辦法利用 A、B 元件拼貼出來，其中 x、y 為

正整數。 

2. 所有腰邊長為 𝒙 + 𝒚𝝋 (𝒙 ≠ 𝒚 + 𝟏) 的相似 B 元件都有辦法利用 A、B 元件拼貼出來，

其中 x、y 為正整數。 

二、強制匹配費氏拼法建構彭羅斯瓷磚 

    由於要拼出非週期性鑲嵌的彭羅斯瓷磚是件不容易的事情，本研究旨在找出一套建構

彭羅斯瓷磚的方式，於是便有了接下來的研究過程。 

(一) 強制匹配規則 

    強制匹配規則有不同畫法，其目的是為了能夠拼出非週期性鑲嵌的圖形，所以其畫

法是根據非週期性鑲嵌而訂定的，而彭羅斯瓷磚的其中一種強制匹配畫法，是在飛鏢與

風箏上畫弧線[3]，拼貼時要將弧線連接在一起。接下來，我們將說明如何在飛鏢的頂點

A、B 以及風箏的頂點 C、D 上畫弧線（如右

圖），由於飛鏢是由兩個 A 元件組成、風箏是

由兩個 B 元件組成，故假設飛鏢與風箏的短

邊皆為 1、長邊皆為𝜑。 

    如圖 7，如果從飛鏢開始往下拼貼，由圖中上方分支可看出，

頂點 B 剛好可以放一個風箏 144°的內角，但是按照這樣的拼法會形成週期性鑲嵌，因此，

在飛鏢的頂點 B 所畫的弧線，其半徑不可以和在風箏的頂點 D 所畫的弧線一樣；圖中下

飛鏢： 風箏： 
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方分支才是正確的拼法，也就是在頂點 B 放入兩個風箏 72°的內角，由此可得條件一： 

在飛鏢的頂點 B 所畫的弧線半徑 = 1–在風箏的頂點 D 所畫的弧線半徑 

  

圖 7：從飛鏢開始往下拼貼 圖 8：從風箏開始往下拼貼 

    如圖 8，如果從風箏開始往下拼貼，圖中上方分支的弧線畫法就是剛剛討論的那一

組；觀察圖中的下方分支，頂點 D 先從左右各加一個飛鏢 36°的內角，若考慮等邊長拼

貼，剩下的 144°只能放入兩個風箏 72°的內角，由此可得條件二： 

在飛鏢的頂點 A 所畫的弧線半徑 = 𝝋–在風箏的頂點 C 所畫的弧線半徑 

    綜合條件一與條件二，如圖 9，假設在飛鏢的頂點 A 及頂點 B 所畫的弧線半徑分別

為 y 及 x，則在風箏的頂點 C 及頂點 D 所畫的弧線半徑分別會是 1 − 𝑥 及 𝜑 − 𝑦， 

飛鏢：    風箏：  

圖 9：飛鏢與風箏的強制匹配規則畫法 

計算長度範圍，其中長度 x 不得大於 A 元件長邊上的高（=
1

2
√3 − 𝜑），否則弧線會超出

飛鏢。若再加上剛好讓兩的弧線碰在一起的條件（即 𝑥 + 𝑦 = 1），可以推出 x 和 y 的範

圍如下： 

{
 0 < 𝑥 ≤

1

2
√3 − 𝜑

0 < 𝑦 < 1
𝑥 + 𝑦 = 1

   ⇒

{
 
 

 
  0 < 𝑥 ≤

1

2
√3 − 𝜑 ≒ 0.59

 
1

2
√3 − 𝜑 ≤ 𝑦 < 1

𝑥 + 𝑦 = 1
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下表舉出兩個例子，舉例一是參考網路與書籍資料最常見的畫法[8]，即 𝑥 = 2 − 𝜑、𝑦 =

𝜑 − 1，舉例二是在符合 x 和 y 的範圍內，任意選擇的一種畫法。 

 弧線畫法 彭羅斯瓷磚 

舉 

例 

一 

𝑥 = 2 − 𝜑、𝑦 = 𝜑 − 1 

 
 

舉 

例 

二 

在範圍內任意選擇 

 
 

(二) 面積與費氏數列的關係 

    觀察解構後的彭羅斯瓷磚，也就是將飛鏢與風箏切一半得出由 A、B 元件拼貼的鑲

嵌圖形，裡頭的相似 A、B 元件可以拆解成，由面積比它小的相似 A 元件和相似 B 元件

拼貼在一起，此拼法與費氏數列有關，在維基百科中也有提及[3]。 

 

彭羅斯瓷磚中相似 A、B 元件的拼法 

這些相似 A、B 元件具有特殊的面積關係，根據前面提到的面積關係式一、二，可以寫

出首項為 𝑠𝐴、公比為 𝜑 的等比數列 𝑎𝑛，列出前六項如下： 

𝑎1 = 𝑠𝐴 

𝑎2 = 𝑠𝐴 × 𝜑 = 𝑠𝐵 

𝑎3 = 𝑠𝐴 × 𝜑
2 = 𝑠𝐵 × 𝜑 = 𝑠𝐴 + 𝑠𝐵 = 𝑎1 + 𝑎2 
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𝑎4 = 𝑠𝐴 × 𝜑
3 = (𝑠𝐴 + 𝑠𝐵) × 𝜑 = 𝑠𝐴 × 𝜑 + 𝑠𝐵 × 𝜑 = 𝑠𝐴 + 2𝑠𝐵 = 𝑎2 + 𝑎3 

𝑎5 = 𝑠𝐴 × 𝜑
4 = (𝑠𝐴 + 2𝑠𝐵) × 𝜑 = 𝑠𝐴 × 𝜑 + 2𝑠𝐵 × 𝜑 = 2𝑠𝐴 + 3𝑠𝐵 = 𝑎3 + 𝑎4 

𝑎6 = 𝑠𝐴 × 𝜑
5 = (2𝑠𝐴 + 3𝑠𝐵) × 𝜑 = 2𝑠𝐴 × 𝜑 + 3𝑠𝐵 × 𝜑 = 3𝑠𝐴 + 5𝑠𝐵 = 𝑎4 + 𝑎5 

從列出來的前幾項可以發現等比數列 𝑎𝑛 會滿足費氏數列的遞迴關係式，也就是 

𝑎𝑛 = 𝑠𝐴 × 𝜑
𝑛−1 = 𝑎𝑛−2 + 𝑎𝑛−1，𝑛 ≥ 3， 

另外，還發現等比數列 𝑎𝑛 也可以表示成 𝑠𝐴 和 𝑠𝐵 的整數倍，其中係數為費氏數， 

定義費氏數列足碼為 {
𝑓1 = 1 , 𝑓2 = 1               
𝑓𝑖 = 𝑓𝑖−2 + 𝑓𝑖−1 , 𝑖 ≥ 3

，則 𝑎𝑛 = 𝑓𝑛−2 × 𝑠𝐴 + 𝑓𝑛−1 × 𝑠𝐵， 𝑛 ≥ 3。 

綜合以上，可以整理出首項為 𝑠𝐴、公比為 𝜑 的等比數列 𝑎𝑛 會滿足以下關係式： 

𝒂𝒏 = 𝒔𝑨 × 𝝋
𝒏−𝟏 = 𝒂𝒏−𝟐 + 𝒂𝒏−𝟏 = 𝒇𝒏−𝟐 × 𝒔𝑨 + 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒔𝑩  , 𝒏 ≥ 𝟑 

,其中費氏數 𝒇 為 {
𝒇𝟏 = 𝟏 , 𝒇𝟐 = 𝟏               
𝒇𝒊 = 𝒇𝒊−𝟐 + 𝒇𝒊−𝟏 , 𝒊 ≥ 𝟑

 

證明：(利用數學歸納法) 

Step1：檢查第 3 項是否成立。 

𝑎1 = 𝑠𝐴 

𝑎2 = 𝑠𝐴 × 𝜑
1 = 𝑠𝐵 

𝑎3 = 𝑠𝐴 × 𝜑
2 = 𝑠𝐵 × 𝜑 = 𝑠𝐴 + 𝑠𝐵 = 𝑎1 + 𝑎2 

Step2：假設第 k 項成立，檢查第 k+1 項是否成立。 

設 𝑎𝑘 = 𝑠𝐴 × 𝜑
𝑘−1 = 𝑓𝑘−2 × 𝑠𝐴 + 𝑓𝑘−1 × 𝑠𝐵 

則 𝑎𝑘+1 = 𝑎𝑘 × 𝜑 = 𝑓𝑘−2 × 𝑠𝐴 × 𝜑 + 𝑓𝑘−1 × 𝑠𝐵 × 𝜑 = 𝑓𝑘−2 × 𝑠𝐵 + 𝑓𝑘−1 × (𝑠𝐴 + 𝑠𝐵) 

                = 𝑓𝑘−1 × 𝑠𝐴 + (𝑓𝑘−2 + 𝑓𝑘−1) × 𝑠𝐵 = 𝑓𝑘−1 × 𝑠𝐴 + 𝑓𝑘 × 𝑠𝐵 

因此，由數學歸納法得知，原式 𝑎𝑛 = 𝑓𝑛−2 × 𝑠𝐴 + 𝑓𝑛−1 × 𝑠𝐵 成立。 

    此項數列 𝑎𝑛 可以對應拼貼過程中相似三角形的面積，如果將短邊長為 1、𝜑、𝜑2…

的相似 A 元件（面積為𝑎1、𝑎3、𝑎5…），以及短邊長為 1、𝜑、𝜑2…的相似 B 元件（面積

為𝑎2、𝑎4、𝑎6…），如下圖交錯擺放，則後面圖形是前兩個圖形的組合，所以，使用的元

件數量總和會是費氏數列。此外，如果僅計算圖形使用 A 元件或 B 元件的數量，其分別

也會是費氏數列。 
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A 元件：1, 0, 1, 1, 2, 3, 5 

B 元件：0, 1, 1, 2, 3, 5, 8 

總  數：1, 1, 2, 3, 5, 8, 13 

註：以上拼法僅將前兩個圖形經由旋轉進行拼貼。 

(三) 強制匹配費氏拼法 

    接下來，我們想要先利用 A、B 元件，根據上述提到與費氏數列有關的拼貼方式，

拼出相似三角形，再將裡頭有兩個拼在一起的 A 元件轉換成飛鏢、兩個拼在一起的 B 元

件轉換成風箏，進而建構出彭羅斯瓷磚。為了避免拼出來的圖形不是非週期性鑲嵌，所

以我們還需要同時考慮強制匹配規則，如

果按照強制匹配規則的弧線劃法，將飛鏢

與風箏切一半，如右圖，飛鏢可以切出兩種

A 元件，分別稱作 𝐴1、𝐴2；同理，風箏也

可以切出兩種 B 元件，分別稱作 𝐵1、𝐵2。 

    因為要先決定好一開始的兩個圖形，也就是 A、B 元件，才能利用「後面圖形是前

兩個圖形的組合」這種費氏數列拼法繼續拼出更大的相似三角形。因此，要從 𝐴1、𝐴2以

及 𝐵1、𝐵2中各選一個，這四種元件可分成兩種組合，如下： 

組合一：元件 𝐴1 和元件 𝐵1 （或 元件 𝐴2 和元件 𝐵2） 

組合二：元件 𝑨𝟐 和元件 𝑩𝟏 （或 元件 𝑨𝟏 和元件 𝑩𝟐） 

我們選擇的是組合二作為前兩個圖形，接下來，我們會先說明如何利用元件 𝐴2 和元件 𝐵1 

來建構彭羅斯瓷磚，最後，才會解釋如果使用組合一會發生什麼問題。 

    組合二的前兩個圖形為 和 ，利用「後面圖形是前兩個圖形的組合」這種費

氏數列拼法，也就是下一個圖形會是 。因為我們的目的是要拼成彭羅斯瓷磚，所

以最後還是要將 A、B 元件轉換成飛鏢與風箏，如果不經過翻轉，只利用旋轉的方式，

將前兩的圖拼在一起，會發生不符合強制匹配的規則或者無法轉換成飛鏢或風箏的情形，

下方舉出兩個例子： 
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圈起來的部分不符合強制匹配規則 

旋轉拼法 1： + →  

塗色部分不符合風箏的強制匹配弧線 

旋轉拼法 2： + →  

    因此，我們發現如果要拼貼成相似 A 元件，只需將前兩個圖形旋轉後後拼在一起；

但是如果要拼貼成相似 B 元件，必需先將前一個相似 A 元件翻轉，再經由旋轉的方式將

兩個圖形拼在一起，這樣才會符合強制匹配，因此，我們使用的規則如下，並將其稱作

「強制匹配費氏拼法」。 

【強制匹配費氏拼法】 

為了符合強制匹配規則，利用費氏數列拼法拼貼相似 A、B 元件時，進行的模式如下： 

• 拼貼成相似 A 元件時，只需經由旋轉拼在一起即可； 

  舉例：旋轉拼貼 + →  

• 拼貼成相似 B 元件時，要先將前一個相似 A 元件翻轉，再經由旋轉拼在一起。 

  舉例：Step1.先翻轉 →   Step2.再旋轉拼貼 + →  

底以下列出利用強制匹配費氏拼法，拼出的前幾項相似三角形。 

   

    此外，如果選擇組合一，會發現無法找出一套規則進行拼貼，如下圖所示，第三個

圖形（相似 A 元件）只需經由旋轉將前兩個圖形拼在一起；第四個圖形（相似 B 元件）

為了要滿足強制匹配規則，要先將前一個圖形翻轉，再經由旋轉拼在一起；但是，第五

個圖形（相似 A 元件）如果只經由旋轉拼貼會得到不符合強制匹配的圖形。由於在拼貼

相似 A、B 元件時，沒有一致的規則，因此不採用組合一作為前兩個圖形。 

  (僅旋轉) (翻轉+旋轉) (僅旋轉→有誤) 
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(三) 交界處的 A、B 元件轉換成飛鏢或風箏 

    當圖形經由強制匹配費氏拼法拼在一起時，交界處可能會出現兩個 A 元件或兩個 B

元件，當兩個 A 元件的短邊相連就可以轉換成飛鏢；當兩個 B 元件的長邊相連就可以轉

換成風箏，舉例： 

兩個 B 元件長邊轉換成風箏 兩個 A 元件短邊轉換成飛鏢 

 →   →  

不過，要特別注意的是，有時候交界處雖然出現兩個 B 元件相連，但是卻不能轉換成風

箏，如下圖 10，原因是裡頭的弧線不符合風箏的強制匹配規則。 

  →   

圖 10：交界處出現兩個 B 元件的長邊相連但不能轉換成風箏 

綜合以上流程，可以依序拼出相似 A、B 元件，並轉換成飛鏢與風箏，如下方所示。 
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    如果要建構出彭羅斯瓷磚，可以利用上述提到的強制匹配費氏拼法，同時將元件轉換

成飛鏢與風箏，當拼出足夠大的相似三角形後，再擷取部分圖形就可以得出彭羅斯瓷磚，

而擷取原則就是排除未轉換成飛鏢與風箏的單獨 A、B 元件。下圖為面積為 𝑎15 的相似三

角形，圖中紅色粗線圍起來的區塊，就是其中一種擷取成彭羅斯瓷磚的方法。 

 

 

三、飛鏢與風箏數量的遞迴關係式 

(一) 強制匹配費氏拼法邊長與交界處的關係式 

    我們將面積為 𝑎𝑛 的等腰三角形的三個邊給予符號，左側的腰邊長設為 𝑙𝑛、右側的腰

邊長設為 𝑟𝑛、底邊長設為 𝑢𝑛，按照上述提及的「強制匹配費氏拼法」，將三邊長在拼貼時

的關係式寫出來。因為在拼貼相似 A 元件時，只需經由旋轉拼在一起即可，觀察下方拼

貼的過程，會發現 𝑙3 = 𝑢1、𝑟3 = 𝑙2、𝑢3 = 𝑟1 + 𝑟2，交界處設為 𝑐𝑛，得到 𝑐3 = 𝑙1 = 𝑢2； 

 

因為在拼貼相似 B 元件時，要先將前一個相似 A 元件翻轉，再經由旋轉拼在一起，觀察

下方拼貼的過程，會發現 𝑙4 = 𝑙3 + 𝑢2、𝑟4 = 𝑢3、𝑢4 = 𝑟2，交界處 𝑐4 = 𝑙2 = 𝑟3； 

 

於是，我們將拼貼成相似 A 元件與相似 B 元件的邊長對應關係分別繪製成圖 11 和圖 12，
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並將長度為幾個 A 元件的短邊(1𝐴)、A 元件的長邊(𝜑𝐴)、B 元件的短邊(1𝐵)、B 元件的長

邊(𝜑𝐵)表示出來，另外，圖中打星號★的是交界處。  

 

圖 11：利用「強制匹配費氏拼法」拼出相似 A 元件時邊長的對應關係(𝑐𝑛為交界處) 

 

圖 12：利用「強制匹配費氏拼法」拼出相似 B 元件時邊長的對應關係(𝑐𝑛為交界處) 

根據圖 11 和圖 12，可以得出下方邊長與交界處之關係式， 

【邊長與交界處之關係式】 

利用「強制匹配費氏拼法」拼出面積為 𝒂𝒏 的相似三角形，左側腰邊長 l、右側腰邊長

r、底邊長 u 以及交界處 c 的關係式如下： 

相似𝐀元件：{

𝒍𝟐𝒏+𝟏 = 𝒖𝟐𝒏+𝟏            
𝒓𝟐𝒏+𝟏 = 𝒍𝟐𝒏                 
𝒖𝟐𝒏+𝟏 = 𝒓𝟐𝒏−𝟏 + 𝒓𝟐𝒏
 𝒄𝟐𝒏+𝟏 = 𝒖𝟐𝒏 = 𝒍𝟐𝒏−𝟏 

 ；相似𝐁元件：{

𝒍𝟐𝒏+𝟐 = 𝒖𝟐𝒏 + 𝒍𝟐𝒏+𝟏
𝒓𝟐𝒏+𝟐 = 𝒖𝟐𝒏+𝟏           
𝒖𝟐𝒏+𝟐 = 𝒓𝟐𝒏               
 𝒄𝟐𝒏+𝟐 = 𝒓𝟐𝒏+𝟏 = 𝒍𝟐𝒏 

   , 𝒏 ≥ 𝟏 
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(二) 交界處數量與腰邊長數量的關係 

    由於飛鏢與風箏數量的關鍵就在交界處，於是我們使用 Excel 軟體，根據上述提到

的遞迴關係式，將前 27 項邊長中元件邊（1𝐴、𝜑𝐴、1𝐵、𝜑𝐵）的數量紀錄在表 5。觀察表

5，我們發現面積為 𝑎2、𝑎6、𝑎10、𝑎14…的相似 B 元件中，也就是足碼相差四項，其左側

腰邊長與右側腰邊長的元件邊數量都相等；面積為 𝑎4、𝑎12、𝑎20 的相似 B 元件中，也就

是足碼相差八項，其右側腰邊長的 1𝐴 比左側腰邊長多 1 個；面積為 𝑎8、𝑎16、𝑎24 的相似

B 元件中，足碼亦相差八項，但是相反的，其右側腰邊長的 1𝐴 比左側腰邊長少 1 個。 

表 5：利用「強制匹配費氏拼法」拼出相似三角形時，邊長與交界處的元件邊數量 

 左側腰邊長𝑙𝑛 右側腰邊長𝑟𝑛 底邊長𝑢𝑛 交界處𝑐𝑛 

 1𝐴 𝜑𝐴 1𝐵 𝜑𝐵 1𝐴 𝜑𝐴 1𝐵 𝜑𝐵 1𝐴 𝜑𝐴 1𝐵 𝜑𝐵 1𝐴 𝜑𝐴 1𝐵 𝜑𝐵 

𝑎1 1  0  0  0  1  0  0  0  0  1  0  0  
 

𝑎2 0  0  0  1  0  0  0  1  0  0  1  0  

𝑎3 0  1  0  0  0  0  0  1  1  0  0  1  0  0  1  0  

𝑎4 0  1  1  0  1  0  0  1  0  0  0  1  0  0  0  1  

𝑎5 1  0  0  1  0  1  1  0  1  0  0  2  0  0  0  1  

𝑎6 1  0  0  2  1  0  0  2  1  0  0  1  0  1  1  0  

𝑎7 1  0  0  2  1  0  0  2  1  1  1  2  1  0  0  1  

𝑎8 2  0  0  3  1  1  1  2  1  0  0  2  1  0  0  2  

𝑎9 1  1  1  2  2  0  0  3  2  1  1  4  1  0  0  2  

𝑎10 2  1  1  4  2  1  1  4  1  1  1  2  2  0  0  3  

𝑎11 2  1  1  4  2  1  1  4  4  1  1  7  1  1  1  2  

𝑎12 3  2  2  6  4  1  1  7  2  1  1  4  2  1  1  4  

𝑎13 4  1  1  7  3  2  2  6  6  2  2  11  2  1  1  4  

𝑎14 6  2  2  11  6  2  2  11  4  1  1  7  3  2  2  6  

𝑎15 6  2  2  11  6  2  2  11  9  4  4  17  4  1  1  7  

𝑎16 10  3  3  18  9  4  4  17  6  2  2  11  6  2  2  11  

𝑎17 9  4  4  17  10  3  3  18  15  6  6  28  6  2  2  11  

𝑎18 15  6  6  28  15  6  6  28  9  4  4  17  10  3  3  18  

𝑎19 15  6  6  28  15  6  6  28  25  9  9  46  9  4  4  17  

𝑎20 24  10  10  45  25  9  9  46  15  6  6  28  15  6  6  28  

𝑎21 25  9  9  46  24  10  10  45  40  15  15  74  15  6  6  28  

𝑎22 40  15  15  74  40  15  15  74  25  9  9  46  24  10  10  45  

𝑎23 40  15  15  74  40  15  15  74  64  25  25  119  25  9  9  46  

𝑎24 65  24  24  120  64  25  25  119  40  15  15  74  40  15  15  74  

𝑎25 64  25  25  119  65  24  24  120  104  40  40  193  40  15  15  74  
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𝑎26 104  40  40  193  104  40  40  193  64  25  25  119  65  24  24  120  

𝑎27 104  40  40  193  104  40  40  193  169  64  64  313  64  25  25  119  

    以上的現象與強制匹配費氏拼法有關，觀察面積為 𝑎6 的相似 B 元件，左側的腰邊長

 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  可以分割成 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ + 𝐷𝐵̅̅ ̅̅，右側的腰邊長 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 可以分割成 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ + 𝐸𝐶̅̅ ̅̅，根據圖 13 可知，𝐴𝐷̅̅ ̅̅ =

𝐸𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑢3。接下來，觀察 𝐷𝐵̅̅ ̅̅  和 𝐴𝐸̅̅ ̅̅  的關係，根據圖 14 可知，𝐷𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑟2 且 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ = 𝑙2。 

    

圖 13：利用「強制匹配費氏拼法」拼出面積為𝑎6的相似三角形與𝑎3邊長的關係 

    

圖 14：利用「強制匹配費氏拼法」拼出面積為𝑎6的相似三角形與𝑎2邊長的關係 

因此，如果想得到相似 B 元件左側腰邊長與右側腰邊長中 1𝐴 數量的關係，只要看 𝐷𝐵̅̅ ̅̅  和

𝐴𝐸̅̅ ̅̅ ，也就是前四項的相似 B 元件即可，但是要留意，前四項的左側會移到此項的右側，

同理，前四項的右側就會移到此項的左側。 

       

    從上圖可知，在面積為 𝑎2 的相似 B 元件中，𝑙2 = 𝑟2 = 𝜑𝐵；在面積為 𝑎4 的相似 B 元

件中，𝑙4 = 𝜑𝐴 + 1𝐵 且 𝑟4 = 1𝐴 +𝜑𝐵，得到右側比左側多一個 1𝐴，記作 𝑛1𝐴(𝑟4 − 𝑙4) = 1；
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接下來，根據上述發現的僅需觀察前四項的事實，在面積為 𝑎6 的相似 B 元件中，前四項

為 𝑎2，又 𝑙2 = 𝑟2，故可得到 𝑙6 = 𝑟6；繼續往下看，在面積為 𝑎8 的相似 B 元件中，前四

項為 𝑎4，留意左右會移動，因此會得到右側比左側少一個 1𝐴，記作 𝑛1𝐴(𝑟8 − 𝑙8) = −1。 

由上方的觀察，可以得到性質 1-1， 

【性質 1-1】 

利用「強制匹配費氏拼法」拼出的相似 B 元件中，左側腰邊長 l 和右側腰邊長 r 中 𝟏𝑨 

數量的關係式如下，其中 𝒏𝟏𝑨(𝒙) 表示在 x 長度中 𝟏𝑨 的數量： 

{

𝒍𝟒𝒏−𝟐 = 𝒓𝟒𝒏−𝟐                  

𝒏𝟏𝑨(𝒓𝟖𝒏−𝟒 − 𝒍𝟖𝒏−𝟒) = 𝟏

𝒏𝟏𝑨(𝒓𝟖𝒏 − 𝒍𝟖𝒏) = −𝟏     
 , 𝒏 ≥ 𝟏 

根據【邊長與交界處之關係式】，以及【性質 1-1】，可以得到下方性質 1-2， 

【性質 1-2】 

利用「強制匹配費氏拼法」拼出相似三角形，當交界處 c 出現 𝟏𝑨 時，兩側的 A 元件會

轉換成飛鏢，而交界處 𝟏𝑨 數量的關係式如下，其中 𝒏𝟏𝑨(𝒙) 表示在 x 長度中 𝟏𝑨 的數量： 

{

𝒄𝟒𝒏 = 𝒄𝟒𝒏+𝟏                          

𝒏𝟏𝑨(𝒄𝟖𝒏−𝟏 − 𝒄𝟖𝒏−𝟐) = 𝟏   

𝒏𝟏𝑨(𝒄𝟖𝒏+𝟑 − 𝒄𝟖𝒏+𝟐) = −𝟏
 , 𝒏 ≥ 𝟏 

證明： 

由【邊長與交界處之關係式】推得 𝑐4𝑛 = 𝑟4𝑛−1 = 𝑙4𝑛−2、𝑐4𝑛+1 = 𝑢4𝑛 = 𝑟4𝑛−2， 

再由【性質 1-1】，得到 𝑐4𝑛 = 𝑙4𝑛−2 = 𝑟4𝑛−2 = 𝑐4𝑛+1； 

同理，由【邊長與交界處之關係式】推得 𝑐8𝑛−1 = 𝑢8𝑛−2 = 𝑟8𝑛−4、𝑐8𝑛−2 = 𝑟8𝑛−3 = 𝑙8𝑛−4， 

再由【性質 1-1】，得到 𝑛1𝐴(𝑐8𝑛−1 − 𝑐8𝑛−2) = 𝑛1𝐴(𝑟8𝑛−4 − 𝑙8𝑛−4) = 1； 

同理，由【邊長與交界處之關係式】推得 𝑐8𝑛+3 = 𝑢8𝑛+2 = 𝑟8𝑛、𝑐8𝑛+2 = 𝑟8𝑛+1 = 𝑙8𝑛， 

再由【性質 1-1】，得到 𝑛1𝐴(𝑐8𝑛+3 − 𝑐8𝑛+2) = 𝑛1𝐴(𝑟8𝑛 − 𝑙8𝑛) = −1。 

(三) 飛鏢與風箏的數量 

    計算利用強制匹配費氏拼法拼出相似 A、B 元件中，飛鏢與風箏的數量，我們將交

界處的飛鏢（dart）數量與風箏（kite）數量分別用 𝑑𝑛 與 𝑘𝑛 表示，總數量則是用大寫的

 𝐷𝑛 與 𝐾𝑛 表示。首先，根據性質 1-2 可知交界處 1𝐴 數量的關係式，當交界處出現 1𝐴 時，
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兩側的 A 元件就可以轉換成飛鏢，因此，我們將交界處飛鏢數量形成的數列紀錄在表 6，

並在相同腰長的情況下，分成相似 B 元件以及相似 A 元件，表 6 呈現 𝑑4~𝑑27 的數據。 

表 6：交界處飛鏢增加的數量 𝑑𝑛 與關係式 

腰長 交界處長 

交界處的飛鏢數量 𝑑𝑛 

相似 B 元件 費氏乘積 相似 A 元件 與前項關係 

𝜑 + 1 𝜑 𝑑4 = 0 = 0 × 1 𝒇𝟎 × 𝒇𝟏 𝑑5 = 0 𝒅𝟓 = 𝒅𝟒 

2𝜑 + 1 𝜑 + 1 𝑑6 = 0 = 0 × 1 𝒇𝟎 × 𝒇𝟐 𝑑7 = 1 𝒅𝟕 = 𝒅𝟔 + 𝟏 

3𝜑 + 2 2𝜑 + 1 𝑑8 = 1 = 1 × 1 𝒇𝟏 × 𝒇𝟐 𝑑9 = 1 𝒅𝟗 = 𝒅𝟖 

5𝜑 + 3 3𝜑 + 2 𝑑10 = 2 = 1 × 2 𝒇𝟏 × 𝒇𝟑 𝑑11 = 1 𝒅𝟏𝟏 = 𝒅𝟏𝟎 − 𝟏 

8𝜑 + 5 5𝜑 + 3 𝑑12 = 2 = 1 × 2 𝒇𝟐 × 𝒇𝟑 𝑑13 = 2 𝒅𝟏𝟑 = 𝒅𝟏𝟐 

13𝜑 + 8 8𝜑 + 5 𝑑14 = 3 = 1 × 3 𝒇𝟐 × 𝒇𝟒 𝑑15 = 4 𝒅𝟏𝟓 = 𝒅𝟏𝟒 + 𝟏 

21𝜑 + 13 13𝜑 + 8 𝑑16 = 6 = 2 × 3 𝒇𝟑 × 𝒇𝟒 𝑑17 = 6 𝒅𝟏𝟕 = 𝒅𝟏𝟔 

34𝜑 + 21 21𝜑 + 13 𝑑18 = 10 = 2 × 5 𝒇𝟑 × 𝒇𝟓 𝑑19 = 9 𝒅𝟏𝟗 = 𝒅𝟏𝟖 − 𝟏 

55𝜑 + 34 34𝜑 + 21 𝑑20 = 15 = 3 × 5 𝒇𝟒 × 𝒇𝟓 𝑑21 = 15 𝒅𝟐𝟏 = 𝒅𝟐𝟎 

89𝜑 + 55 55𝜑 + 34 𝑑22 = 24 = 3 × 8 𝒇𝟒 × 𝒇𝟔 𝑑23 = 25 𝒅𝟐𝟑 = 𝒅𝟐𝟐 + 𝟏 

144𝜑 + 89 89𝜑 + 55 𝑑24 = 40 = 5 × 8 𝒇𝟓 × 𝒇𝟔 𝑑25 = 40 𝒅𝟐𝟓 = 𝒅𝟐𝟒 

233𝜑 + 144 144𝜑 + 89 𝑑26 = 65 = 5 × 13 𝒇𝟓 × 𝒇𝟕 𝑑27 = 64 𝒂𝟐𝟕 = 𝒂𝟐𝟔 − 𝟏 

    觀察表 6 可以發現，在拼貼相似 B 元件時，當交界處飛鏢的數量為𝑑4、𝑑8、𝑑12、

𝑑16、𝑑20、𝑑24，也就是足碼相差四項，其數量可以寫成相鄰兩項的費氏數相乘；當交界

處飛鏢的數量為𝑑6、𝑑10、𝑑14、𝑑18、𝑑22、𝑑26，足碼亦相差四項，其數量可以寫成間隔

一項的費氏數相乘。因此，拼貼相似 B 元件的交界處飛鏢數量如下： 

{
𝒅𝟒𝒏 = 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒇𝒏        
𝒅𝟒𝒏+𝟐 = 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒇𝒏+𝟏

 , 𝒏 ≥ 𝟏 

另外，從表 6 中也能看出拼貼相似 A 元件時交界處飛鏢的數量，與拼貼相似 B 元件的數

量有關，在拼貼相似 A 元件時，當交界處飛鏢的數量為𝑑5、𝑑9、𝑑13、𝑑17、𝑑21、𝑑25，

也就是足碼相差四項，其數量與前一項（𝑑4、𝑑8、𝑑12、𝑑16、𝑑20、𝑑24）相等；當交界處
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飛鏢的數量為𝑑7、𝑑15、𝑑23，也就是足碼相差八項，其數量是前一項（𝑑6、𝑑14、𝑑22）加

1；當交界處飛鏢的數量為𝑑11、𝑑19、𝑑27，也就是足碼相差八項，其數量是前一項（𝑑10、

𝑑18、𝑑26）減 1。因此，拼貼相似 A 元件的交界處飛鏢數量如下： 

{

𝒅𝟒𝒏+𝟏 = 𝒅𝟒𝒏            
𝒅𝟖𝒏−𝟏 = 𝒅𝟖𝒏−𝟐 + 𝟏
𝒅𝟖𝒏+𝟑 = 𝒅𝟖𝒏+𝟐 − 𝟏

 , 𝒏 ≥ 𝟏   ⇒    {
𝒅𝟒𝒏+𝟏 = 𝒅𝟒𝒏                         

𝒅𝟒𝒏+𝟑 = 𝒅𝟒𝒏+𝟐 + (−𝟏)
𝒏+𝟏 , 𝒏 ≥ 𝟏 

    知道交界處的數量後，我們就可以將相似 A、B 元件中飛鏢與風箏的總數量寫出來，

以數對（飛鏢數量, 風箏數量）來表示，整理成表 7，其中總數量用大寫的 𝐷𝑛 與 𝐾𝑛 表示。

由於我們使用的是強制匹配費氏拼法，所以在計算飛鏢與風箏的總數量時，要先將前兩

個圖形的數量加起來，再加上交界處增加的數量。 

表 7：強制匹配費氏拼法建構相似 A、B 元件中的（飛鏢數量𝐷𝑛 , 風箏數量𝐾𝑛） 

面積 費氏拼法  交界處增加 (𝒅𝒏 , 𝒌𝒏)  總數量 (𝑫𝒏 , 𝑲𝒏) 

𝑎1     （0, 0） 

𝑎2     （0, 0） 

𝑎3 （0, 0） + （0, 0） = （0, 0） 

𝑎4 （0, 0） + （0, 1） = （0, 1） 

𝑎5 （0, 1） + （0, 0） = （0, 1） 

𝑎6 （0, 2） + （0, 0） = （0, 2） 

𝑎7 （0, 3） + （1, 0） = （1, 3） 

𝑎8 （1, 5） + （1, 0） = （2, 5） 

𝑎9 （3, 8） + （1, 1） = （4, 9） 

𝑎10 （6, 14） + （2, 1） = （8, 15） 

𝑎11 （12, 24） + （1, 1） = （13, 25） 

𝑎12 （21, 40） + （2, 2） = （23, 42） 

𝑎13 （36, 67） + （2, 1） = （38, 68） 

𝑎14 （61, 110) + （3, 2） = （64, 112） 

𝑎15 （102, 180) + （4, 2） = （106, 182） 

𝑎16 （170, 294) + （6, 3） = （176, 297） 

𝑎17 （282, 479) + （6, 4） = （288, 483） 

𝑎18 （464, 780) + （10, 6） = （674, 786） 

𝑎19 （962, 1269) + （9, 6） = （971, 1275） 

𝑎20 （1645, 2061) + （15, 10） = （1660, 2071） 
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根據【性質 1-2】、表 6 以及表 7，得出性質 2 飛鏢總數量 𝐷𝑛 的遞迴關係式， 

【性質 2】 

利用「強制匹配費氏拼法」建構相似 A、B 元件，並將元件轉換成飛鏢與風箏後，飛鏢

總數量 𝑫𝒏 的遞迴關係式如下： 

{
 
 

 
 
𝑫𝟏 = 𝑫𝟐 = 𝑫𝟑 = 𝟎                                                            
𝑫𝟒𝒏 = 𝑫𝟒𝒏−𝟐 +𝑫𝟒𝒏−𝟏 + 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒇𝒏                              
𝑫𝟒𝒏+𝟏 = 𝑫𝟒𝒏−𝟏 +𝑫𝟒𝒏 + 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒇𝒏                              
𝑫𝟒𝒏+𝟐 = 𝑫𝟒𝒏 +𝑫𝟒𝒏+𝟏 + 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒇𝒏+𝟏                          

𝑫𝟒𝒏+𝟑 = 𝑫𝟒𝒏+𝟏 +𝑫𝟒𝒏+𝟐 + 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒇𝒏+𝟏 + (−𝟏)
𝒏+𝟏

, 𝒏 ≥ 𝟏 

    觀察表 7，從第六項開始，交界處風箏的數量是飛鏢前兩項的數量，也就是𝒌𝒏 =

𝒅𝒏−𝟐 , 𝒏 ≥ 𝟔，於是得出性質 3， 

【性質 3】 

利用「強制匹配費氏拼法」建構相似 A、B 元件，並將元件轉換成飛鏢與風箏後，風箏

總數量 𝑲𝒏 的遞迴關係式如下： 

{
 
 

 
 
𝑲𝟏 = 𝑲𝟐 = 𝑲𝟑 = 𝟎 , 𝑲𝟒 = 𝑲𝟓 = 𝟏                                
𝑲𝟒𝒏+𝟐 = 𝑲𝟒𝒏 +𝑲𝟒𝒏+𝟏 + 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒇𝒏                              
𝑲𝟒𝒏+𝟑 = 𝑲𝟒𝒏+𝟏 +𝑲𝟒𝒏+𝟐 + 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒇𝒏                          
𝑲𝟒𝒏+𝟒 = 𝑲𝟒𝒏+𝟐 +𝑲𝟒𝒏+𝟑 + 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒇𝒏+𝟏                      

𝑲𝟒𝒏+𝟓 = 𝑲𝟒𝒏+𝟑 +𝑲𝟒𝒏+𝟒 + 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒇𝒏+𝟏 + (−𝟏)
𝒏+𝟏

, 𝒏 ≥ 𝟏 

    另外，要特別留意的是，當交界處出現 1𝐴 時，兩側的 A 元件會轉換成飛鏢，但是，

當交界處出現 𝜑𝐵 時，兩側的 B 元件不一定會轉換成風箏，舉例來說，如下圖，當交界處

出現飛鏢時，根據非週期性鑲嵌的拼法，飛鏢的凹口處會拼入兩個風箏，也就是交界處

的 𝜑𝐵 會是風箏的邊長，而不是對稱軸，所以不能轉換成風箏。 

 

且從表 5 中還可以發現，在交界處中 𝜑𝐴 的數量會等於 1𝐵 的數量，原因也跟非週期性鑲

嵌的拼法有關，如下圖所示。 
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肆、研究結果 

一、將彭羅斯瓷磚的飛鏢沿對稱軸切一半，定義 A 元件是角度為 108˚、36˚、36˚的等腰鈍角

三角形，其腰邊長為 1，底邊長為 𝜑；將彭羅斯瓷磚的風箏沿對稱軸切一半，定義 B 元

件是角度為 36˚、72˚、72˚的等腰銳角三角形，其腰邊長為 𝜑，底邊長為 1。拿數量不等

的 A、B 兩種元件拼成面積更大且與原本元件相似的三角形，利用一層層往下加腰為 1

或 𝜑 的等腰梯形的拼法繪製出樹狀圖，得出所有腰邊長為 𝒙 + 𝒚𝝋 的相似 A 元件，以及

所有腰邊長為 𝒙 + 𝒚𝝋 (𝒙 ≠ 𝒚 + 𝟏)的相似 B 元件，都有辦法利用 A、B 元件拼貼出來，其

中𝒙、𝒚為正整數。 

二、本研究訂定出一套建構彭羅斯瓷磚的方法，使用的拼法為後面圖形是前兩個圖形的組合，

且過程中必需符合拼貼非週期性鑲嵌所繪製的強制匹配弧線，本篇將這樣的拼法稱為強

制匹配費氏拼法，接著再將交界處的 A、B 元件轉換成飛鏢與風箏，其規則如下 1~3。當

拼貼夠大時，排除沒有轉換的單獨 A、B 元件，擷取部分圖形就可以得出彭羅斯瓷磚。 

1. 前兩項為  和 ，接下來的拼法為後面圖形是前兩個圖形的組合。 

2. 拼貼成相似 A 元件時，只需經由旋轉拼在一起即可； + →  

2. 拼貼成相似 B 元件時，要先將前一個相似 A 元件翻轉，再經由旋轉拼在一起。 

      先翻轉： → ， 再旋轉： + →  

3. 當交界處出現兩個 A 元件或兩個 B 元件相連時，有機會可以形成飛鏢或風箏。 

     → ；  →  
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三、本研究利用「強制匹配費氏拼法」拼出短邊長為 1、𝜑、𝜑2…的相似 A 元件以及相似 B

元件，交錯排列後，面積以數列 𝑎𝑛 表示。藉由邊長與交界處之關係式（詳見頁 21），進

而推得將元件轉換成飛鏢與風箏後，在面積為 𝑎𝑛 的相似三角形中，飛鏢總數量 𝐷𝑛 與風

箏總數量 𝐾𝑛的遞迴關係式如下，其中定義費氏數 𝑓𝑖  為 {
𝑓1 = 1 , 𝑓2 = 1               
𝑓𝑖 = 𝑓𝑖−2 + 𝑓𝑖−1 , 𝑖 ≥ 3

： 

飛鏢

{
 
 

 
 
𝑫𝟏 = 𝑫𝟐 = 𝑫𝟑 = 𝟎                                                            
𝑫𝟒𝒏 = 𝑫𝟒𝒏−𝟐 +𝑫𝟒𝒏−𝟏 + 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒇𝒏                              
𝑫𝟒𝒏+𝟏 = 𝑫𝟒𝒏−𝟏 +𝑫𝟒𝒏 + 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒇𝒏                              
𝑫𝟒𝒏+𝟐 = 𝑫𝟒𝒏 +𝑫𝟒𝒏+𝟏 + 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒇𝒏+𝟏                          

𝑫𝟒𝒏+𝟑 = 𝑫𝟒𝒏+𝟏 +𝑫𝟒𝒏+𝟐 + 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒇𝒏+𝟏 + (−𝟏)
𝒏+𝟏

, 𝒏 ≥ 𝟏 

風箏

{
 
 

 
 
𝑲𝟏 = 𝑲𝟐 = 𝑲𝟑 = 𝟎 , 𝑲𝟒 = 𝑲𝟓 = 𝟏                                
𝑲𝟒𝒏+𝟐 = 𝑲𝟒𝒏 +𝑲𝟒𝒏+𝟏 + 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒇𝒏                              
𝑲𝟒𝒏+𝟑 = 𝑲𝟒𝒏+𝟏 +𝑲𝟒𝒏+𝟐 + 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒇𝒏                          
𝑲𝟒𝒏+𝟒 = 𝑲𝟒𝒏+𝟐 +𝑲𝟒𝒏+𝟑 + 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒇𝒏+𝟏                      

𝑲𝟒𝒏+𝟓 = 𝑲𝟒𝒏+𝟑 +𝑲𝟒𝒏+𝟒 + 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒇𝒏+𝟏 + (−𝟏)
𝒏+𝟏

, 𝒏 ≥ 𝟏 

 

伍、討論與結論 

一、討論與結論 

    本研究從彭羅斯瓷磚中飛鏢與風箏沿對稱軸切出的 A、B 元件，與從正五邊形沿對角

線切割出來的三角形是相似的，過去也有科展作品針對這兩種三角形進行研究，比較過去

科展與本篇研究的差異，整理成下表： 

科展作品名稱 研究重要結論 

臺灣 2007 年國際科學展覽會 

數學科 

生生不息–正五邊形的繁衍及算術法則[9] 

(1) 證明出任何一種邊長為 
𝑥

𝜑
+ 𝑦(𝑥, 𝑦 ∈ 𝑁) 

形式之正五邊形都能以這兩種三角形排出。 

(2)“質形＂為不能被分解成更小的正五邊形

之正五邊形，其邊長可以寫成費氏數列，且兩

種三角形的個數可以寫成盧卡斯數列。 

中華民國 第 50 屆中小學科學展覽會 

國小組  數學科 

分分合合-圖形的分割與重組[10] 

(1) 兩種三角形的分割規律為費氏數列，正

五邊形的分割規律為盧卡斯數列。 

(2) 利用分割、重組的方式得到兩個不同分

割次數的正五邊形，並推算出關係式。 
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本篇 

彭羅斯瓷磚之強制匹配費氏拼法及元件

數量計算 

(1) 訂定出「強制匹配費氏拼法」拼出相似

三角形，將交界處轉換成飛鏢與風箏，進一

步建構出彭羅斯瓷磚。 

(2) 推算此建構方法下，飛鏢與風箏數量的

遞迴關係式。 

由此表可知，本篇研究與過去最大的差異在於解構或重構的圖形不同，過去多半圍繞在正

五邊形上，而本篇是探討結構相較複雜的非週期性鑲嵌圖形，即彭羅斯瓷磚。 

二、未來展望 

近期數學家在非週期性鑲嵌上的突破是找出單一地磚，

如右圖（截取至圖 2），僅拿具有 13 個邊的帽子，就能

完成非週期性鑲嵌，解構圖形發現帽子是由另一種風箏

組成，也可以切割成三角形，未來也許可以參考本研究的解構模式，找出一套建構的方法。 
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【評語】030401 

本作品應用費氏數列拼法及強制匹配規則，以 108-36-36、36-72-72 

兩種等腰三角形當作 A,B 元件，分別得出所有腰邊長為 x+y 𝜑 相似

元件，從而建構出非週期性鑲嵌彭螺絲磁磚。本作品使用的拼法為後

面圖形是前面兩個圖形的組合，拼貼過程符合非週期性鑲嵌所繪製的

強制匹配弧線，並利用幾何圖形來解釋所獲得代數公式是此研究成果

的一個不錯的亮點。 

整體而言，此作品是一完整且富創意的研究。內容的鋪陳及想法，值

得肯定。文中可再強調說明這些遞迴關係式與可舖成圖形之間的關

係。另外其方法有更進一步推廣的空間。對於非周期的著墨不多，是

比較可惜的。  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

作品簡報 
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dart



飛鏢

風箏

1 1

𝜑

1

𝜑 𝜑

A元件

B元件

強制匹配費氏拼法

(一)解構彭羅斯瓷磚，將飛鏢和風箏兩種元件沿著對稱軸切一半，計

算邊長大小，定義出本研究中使用的A、B元件。利用兩種元件拼

貼相似三角形，運用一層層往下加等腰梯形的拼法繪製出樹狀圖，

有系統地找出無法拼出何種邊長的相似三角形。

(二)應用費氏數列拼法搭配強制匹配規則拼貼相似三角形，並將交界

處的A、B元件轉換成飛鏢或風箏，本研究自訂一套規則將難以拼

貼的非週期性鑲嵌彭羅斯瓷磚建構出來。

(三)找出在強制匹配費氏拼法下，腰邊、底邊以及交界處在拼貼時的

關係式，進一步推算出飛鏢與風箏數量的遞迴關係式，並利用幾

何圖形加以解釋代數式子。元件數量遞迴關係式

摘要

本研究從彭羅斯瓷磚出發，將飛鏢與風箏沿對稱軸切出角度分別為108˚、36˚、36˚及36˚、72˚、

72˚的等腰三角形，將兩者的短邊設為1分別定義為A、B元件。拿數量不等的兩種元件拼成與原本元

件相似的三角形，得出所有腰邊長為 𝑥 + 𝑦𝜑 的相似A元件，以及所有腰邊長為 𝑥 + 𝑦𝜑 (𝑥 ≠ 𝑦 + 1)

的相似B元件，都有辦法利用A、B元件拼貼出來，其中𝑥、𝑦為正整數。

本研究訂定「強制匹配費氏拼法」來拼貼相似A、B元件，從而建構出非週期性鑲嵌彭羅斯瓷磚。

使用的拼法為後一個圖形是前兩個圖形的組合，且過程中因需符合強制匹配弧線，在拼貼相似B元

件時，需將前一個圖形翻轉後，再經旋轉將兩個圖形組合。本研究找出拼湊結合時，產生飛鏢與風

箏數量的規律，推算出總數量的遞迴關係式。

研究架構

研究過程與方法

週期性鑲嵌

非週期性鑲嵌

研究動機

不管是用單一、多個正多邊形，或是如艾雪作品中經由平移、旋轉、

鏡射技巧的鑲嵌，都是週期性鑲嵌。而數學家彭羅斯發現了由兩個瓷

磚組成的非週期性鑲嵌[3]，引發我們的好奇心。

研究目的

一、彭羅斯瓷磚切出A、B元件拼貼相似三角形

元件的角度 元件的長度

沿著對稱軸
切一半

兩種
等腰三角形

36° 36°

108°

72° 72°

36°

144°

72°

144°36°

72°

36°
36°

144°
72°

72°

72°

輪胎 太陽 飛鏢與風箏

72°

72°36° 36°

36°

108°

1x

x x

A

B

C
D

𝒙 =
𝟏 + 𝟓

𝟐
= 𝝋

定義A、B元件

1 1

𝝋
A元件： 面積 𝑠𝐴 =

1

4
2 + 𝜑

1

𝝋 𝝋B元件： 面積 𝑠𝐵 =
1

4
3 + 4𝜑

元件面積關係式：(1) 𝒔𝑨 × 𝝋 = 𝒔𝑩 (2) 𝒔𝑩 × 𝝋 = 𝒔𝑨 + 𝒔𝑩

文獻探討

與鑲嵌有關的歷屆科展作品
週期性鑲嵌：[4]、[5]、[6]

非週期性鑲嵌：[7]

+𝜑 +1

+𝜑 +1 +𝜑 +1

+𝜑 +1 +𝜑 +1 +𝜑 +1

拼貼相似A元件

+𝜑 +1

+𝜑 +1

+𝜑 +1

+𝜑 +1

圖一

拼貼相似B元件

圖二



【圖一】雖然有些圖形無法拼出，但可以透過其他路徑得出。

【圖二】拿數量不等的A、B元件無法拼出腰長為 𝑘 + 1 + 𝑘𝜑的相似B元件，其中k為正整數。

Case1：從腰長 𝑘 + 𝑘𝜑往下加等腰梯形(腰長=1) Case2：從腰長(𝑘 + 1) + (𝑘 − 1)𝜑往下加等腰梯形(腰長=𝜑)

剩下空隙的面積
比元件還小。

二、強制匹配費氏拼法建構彭羅斯瓷磚 註：底下出現面積為𝑎𝑛的相似三角形所對應的圖形同時也稱作𝑎𝑛

強制匹配規則 [3]、[8]

週期性鑲嵌



✓

錯誤畫法：

正確畫法：
𝑥

1 − 𝑥

𝑦

𝜑 − 𝑦

A

B
𝑦

𝜑 − 𝑦

𝑥
1 − 𝑥

D

C
面積與費氏數列的關係 [3]

首項為 𝑠𝐴、公比為 𝜑的等比數列 𝑎𝑛會滿足以下關係式：

𝒂𝒏 = 𝒔𝑨 × 𝝋𝒏−𝟏 = 𝒂𝒏−𝟐 + 𝒂𝒏−𝟏 = 𝒇𝒏−𝟐 × 𝒔𝑨 + 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒔𝑩

, 𝑛 ≥ 3,其中費氏數 𝑓為 ቊ
𝑓1 = 1 , 𝑓2 = 1
𝑓𝑖 = 𝑓𝑖−2 + 𝑓𝑖−1 , 𝑖 ≥ 3

【強制匹配費氏拼法 (本研究自訂的規則)】

為了符合強制匹配規則，利用費氏數列拼法拼貼相似A、B元件時，

進行的模式如下：

• 拼貼成相似A元件時，只需經由旋轉拼在一起即可；

舉例：旋轉拼貼

• 拼貼成相似B元件時，要先將前一個相似A元件翻轉，再經由旋

轉拼在一起。

舉例：Step1.先翻轉 Step2.再旋轉拼貼

Ex.兩個B元件→風箏

Ex. 兩個A元件→飛鏢

交界處的A、B元件轉換成飛鏢或風箏

Note.

需符合強制匹配

才能轉換！

【邊長與交界處之關係式】

利用「強制匹配費氏拼法」拼出面積為 𝒂𝒏的

相似三角形，左側腰邊長l、右側腰邊長r、底

邊長u以及交界處c的關係式如下：

相似𝐀元件：

𝒍𝟐𝒏+𝟏 = 𝒖𝟐𝒏−𝟏
𝒓𝟐𝒏+𝟏 = 𝒍𝟐𝒏
𝒖𝟐𝒏+𝟏 = 𝒓𝟐𝒏−𝟏 + 𝒓𝟐𝒏
𝒄𝟐𝒏+𝟏= 𝒖𝟐𝒏 = 𝒍𝟐𝒏−𝟏

；

相似𝐁元件：

𝒍𝟐𝒏+𝟐 = 𝒖𝟐𝒏 + 𝒍𝟐𝒏+𝟏
𝒓𝟐𝒏+𝟐 = 𝒖𝟐𝒏+𝟏
𝒖𝟐𝒏+𝟐 = 𝒓𝟐𝒏
𝒄𝟐𝒏+𝟐 = 𝒓𝟐𝒏+𝟏 = 𝒍𝟐𝒏

, 𝒏 ≥ 𝟏

三、飛鏢與風箏數量的遞迴關係式

• 面積為 𝑎𝑛的相似A、B元件之三邊長：

𝑙𝑛：左側的腰邊長、𝑟𝑛：右側的腰邊長、𝑢𝑛：底邊長

• 將面積為 𝑎𝑛−2與 𝑎𝑛−1拼貼成面積為 𝑎𝑛時，交界處的長度為 𝑐𝑛

底邊
𝑘 + 1 + 𝑘 − 1 𝜑

𝜑
= 𝑘 + 1 𝜑 − 2(不合)

• 條件是根據非週期

性鑲嵌而訂定。

• 畫法不只一種。

弧線需符合以下條件：

利用強制匹配費氏拼法，依序拼出相似A、B元件，再轉換元件： 排除未轉換成飛鏢與風

箏的單獨A、B元件，

擷取出彭羅斯瓷磚：

…

後面圖形是前兩個圖形的組合

觀察面積為𝑎6的相似B元件：

左腰長 𝐴𝐵 = 𝐴𝐷 + 𝐷𝐵

右腰長 𝐴𝐶 = 𝐴𝐸 + 𝐸𝐶

• 𝐴𝐷 = 𝐸𝐶 = 𝑢3

• 𝐷𝐵 = 𝑟2

• 𝐴𝐸 = 𝑙2

觀察1𝐴的數量：

右比左多1

右和左相等
右比左少1

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6



研究結論

(一)拿數量不等的A、B兩種元件拼成面積更大且與原本元件相似的三角形，得出所有腰邊長為 𝑥 + 𝑦𝜑

的相似A元件，以及所有腰邊長為 𝑥 + 𝑦𝜑 (𝑥 ≠ 𝑦 + 1)的相似B元件，都有辦法利用A、B元件拼貼

出來，其中𝑥、𝑦為正整數。

(二)本研究訂定出一套以飛鏢和風箏為元件建構相似三角形的方法，先利用強制匹配費氏拼法，依序

拼出相似A、B元件，接著再將交界處的A、B元件轉換成飛鏢與風箏。當拼貼夠大時，排除邊上沒

有轉換的單獨A、B元件，擷取內部圖形就可以得出彭羅斯瓷磚。

(三)本研究將短邊長為1、𝜑、𝜑2…的相似A元件以及相似B元件，交錯排列後，面積以數列 𝑎𝑛表示。

由邊長與交界處之關係式，進而推得將元件轉換成飛鏢與風箏後，在面積為 𝑎𝑛的相似三角形中，

飛鏢總數量與風箏總數量的遞迴關係式，且當 n夠大時，兩者數量的比例會趨近黃金比例 𝜑。

【性質2：飛鏢數量遞迴關係式】

利用「強制匹配費氏拼法」拼貼面積為 𝒂𝒏的相似三角

形中，元件經轉換後，飛鏢總數量𝑫𝒏的遞迴關係式：

𝑫𝟏 = 𝑫𝟐 = 𝑫𝟑 = 𝟎
𝑫𝟒𝒏 = 𝑫𝟒𝒏−𝟐 +𝑫𝟒𝒏−𝟏 + 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒇𝒏
𝑫𝟒𝒏+𝟏 = 𝑫𝟒𝒏−𝟏 +𝑫𝟒𝒏 + 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒇𝒏
𝑫𝟒𝒏+𝟐 = 𝑫𝟒𝒏 +𝑫𝟒𝒏+𝟏 + 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒇𝒏+𝟏
𝑫𝟒𝒏+𝟑 = 𝑫𝟒𝒏+𝟏 +𝑫𝟒𝒏+𝟐 + 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒇𝒏+𝟏 + (−𝟏)𝒏+𝟏

, 𝒏 ≥ 𝟏

【性質3：風箏數量遞迴關係式】

利用「強制匹配費氏拼法」拼貼面積為 𝒂𝒏的相似三角

形中，元件經轉換後，風箏總數量𝑲𝒏的遞迴關係式：

𝑲𝟏 = 𝑲𝟐 = 𝑲𝟑 = 𝟎 ,𝑲𝟒 = 𝑲𝟓 = 𝟏
𝑲𝟒𝒏+𝟐 = 𝑲𝟒𝒏 +𝑲𝟒𝒏+𝟏 + 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒇𝒏
𝑲𝟒𝒏+𝟑 = 𝑲𝟒𝒏+𝟏 +𝑲𝟒𝒏+𝟐 + 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒇𝒏
𝑲𝟒𝒏+𝟒 = 𝑲𝟒𝒏+𝟐 +𝑲𝟒𝒏+𝟑 + 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒇𝒏+𝟏
𝑲𝟒𝒏+𝟓 = 𝑲𝟒𝒏+𝟑 +𝑲𝟒𝒏+𝟒 + 𝒇𝒏−𝟏 × 𝒇𝒏+𝟏 + (−𝟏)𝒏+𝟏

, 𝒏 ≥ 𝟏

腰長 交界處長
交界處的飛鏢數量 𝑑𝑛

相似B元件 費氏乘積 相似A元件 與前項關係

𝜑 + 1 𝜑 𝑑4 = 0 = 0 × 1 𝒇𝟎 × 𝒇𝟏 𝑑5 = 0 𝒅𝟓 = 𝒅𝟒

2𝜑 + 1 𝜑 + 1 𝑑6 = 0 = 0 × 1 𝒇𝟎 × 𝒇𝟐 𝑑7 = 1 𝒅𝟕 = 𝒅𝟔 + 𝟏

3𝜑 + 2 2𝜑 + 1 𝑑8 = 1 = 1 × 1 𝒇𝟏 × 𝒇𝟐 𝑑9 = 1 𝒅𝟗 = 𝒅𝟖

5𝜑 + 3 3𝜑 + 2 𝑑10 = 2 = 1 × 2 𝒇𝟏 × 𝒇𝟑 𝑑11 = 1 𝒅𝟏𝟏 = 𝒅𝟏𝟎 − 𝟏

8𝜑 + 5 5𝜑 + 3 𝑑12 = 2 = 1 × 2 𝒇𝟐 × 𝒇𝟑 𝑑13 = 2 𝒅𝟏𝟑 = 𝒅𝟏𝟐

13𝜑 + 8 8𝜑 + 5 𝑑14 = 3 = 1 × 3 𝒇𝟐 × 𝒇𝟒 𝑑15 = 4 𝒅𝟏𝟓 = 𝒅𝟏𝟒 +𝟏

21𝜑 + 13 13𝜑 + 8 𝑑16 = 6 = 2 × 3 𝒇𝟑 × 𝒇𝟒 𝑑17 = 6 𝒅𝟏𝟕 = 𝒅𝟏𝟔

34𝜑 + 21 21𝜑 + 13 𝑑18 = 10 = 2 × 5 𝒇𝟑 × 𝒇𝟓 𝑑19 = 9 𝒅𝟏𝟗 = 𝒅𝟏𝟖 −𝟏

55𝜑 + 34 34𝜑 + 21 𝑑20 = 15 = 3 × 5 𝒇𝟒 × 𝒇𝟓 𝑑21 = 15 𝒅𝟐𝟏 = 𝒅𝟐𝟎

89𝜑 + 55 55𝜑 + 34 𝑑22 = 24 = 3 × 8 𝒇𝟒 × 𝒇𝟔 𝑑23 = 25 𝒅𝟐𝟑 = 𝒅𝟐𝟐 +𝟏

144𝜑 + 89 89𝜑 + 55 𝑑24 = 40 = 5 × 8 𝒇𝟓 × 𝒇𝟔 𝑑25 = 40 𝒅𝟐𝟓 = 𝒅𝟐𝟒

233𝜑 + 144 144𝜑 + 89 𝑑26 = 65 = 5 × 13 𝒇𝟓 × 𝒇𝟕 𝑑27 = 64 𝒂𝟐𝟕 = 𝒂𝟐𝟔 − 𝟏

面

積

費氏

拼法

交界處增加

(𝒅𝒏 , 𝒌𝒏)

總數量

(𝑫𝒏 , 𝑲𝒏)

𝑎1 （0, 0）

𝑎2 （0, 0）

𝑎3 （0, 0） + （0  ,   0） = （0, 0）

𝑎4 （0, 0） + （0  ,   1） = （0, 1）

𝑎5 （0, 1） + （0  ,   0） = （0, 1）

𝑎6 （0, 2） + （0  ,   0） = （0, 2）

𝑎7 （0, 3） + （1  ,   0） = （1, 3）

𝑎8 （1, 5） + （1  ,   0） = （2, 5）

𝑎9 （3, 8） + （1  ,   1） = （4, 9）

𝑎10 （6, 14） + （2  ,   1） = （8, 15）

𝑎11 （12, 24） + （1  ,   1） = （13, 25）

𝑎12 （21, 40） + （2  ,   2） = （23, 42）

𝑎13 （36, 67） + （2  ,   1） = （38, 68）

𝑎14 （61, 110） + （3  ,   2） = （64, 112）

𝑎15 （102, 180） + （4  ,   2） = （106, 182）

𝑎16 （170, 294） + （6  ,   3） = （176, 297）

𝑎17 （282, 479） + （6  ,   4） = （288, 483）

𝑎18 （464, 780） + （10 ,   6） = （674, 786）

𝑎19 （962, 1269）+ （9 ,   6） =（971, 1275）

𝑎20 （1645, 2061）+ （15 , 10） =（1660, 2071）

𝑑𝑛：交界處的飛鏢數量、𝑘𝑛：交界處的風箏數量

𝐷𝑛：相似三角形中飛鏢總數量、𝐾𝑛：相似三角形中風箏總數量

【性質1-2】

利用「強制匹配費氏拼法」拼出相似三角形，當交界處 c出

現 𝟏𝑨時，兩側的A元件會轉換成飛鏢，而交界處 𝟏𝑨數量的

關係式如下，其中 𝒏𝟏𝑨 𝒙 表示在 x長度中 𝟏𝑨的數量：

൞

𝒄𝟒𝒏 = 𝒄𝟒𝒏+𝟏
𝒏𝟏𝑨 𝒄𝟖𝒏−𝟏 − 𝒄𝟖𝒏−𝟐 = 𝟏

𝒏𝟏𝑨 𝒄𝟖𝒏+𝟑 − 𝒄𝟖𝒏+𝟐 = −𝟏
, 𝒏 ≥ 𝟏

【性質1-1】

利用「強制匹配費氏拼法」拼出的相似B元件中，

左側腰邊長 l 和右側腰邊長 r 中 𝟏𝑨數量的關係式

如下，其中 𝒏𝟏𝑨 𝒙 表示在 x長度中 𝟏𝑨的數量：

൞

𝒍𝟒𝒏−𝟐 = 𝒓𝟒𝒏−𝟐
𝒏𝟏𝑨 𝒓𝟖𝒏−𝟒 − 𝒍𝟖𝒏−𝟒 = 𝟏

𝒏𝟏𝑨 𝒓𝟖𝒏 − 𝒍𝟖𝒏 = −𝟏
, 𝒏 ≥ 𝟏
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飛鏢與風箏的數量

表一：交界處飛鏢增加的數量 𝑑𝑛與費氏數的關係

表二：相似三角形中飛鏢與風箏的總數量

• 在面積為𝑎𝑛的相似三角形中， = 𝑟𝑛
風箏數量

飛鏢數量

𝑟7 = 3 …

𝑟8 = 2.5

𝑟9 = 2.25

𝑟10 = 1.875

𝑟11 ≒ 1.923

𝑟12 ≒ 1.826 𝑟13 ≒ 1.789 𝑟37 ≒ 1.618

相似三角形𝒂𝒏中計算風箏與飛鏢的數量比例

當 n越大， 𝒓𝒏會趨近黃金比例 𝝋
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