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「視」不可擋 

摘要 

   本研究旨透過「三視圖」的認識與研究，利用「貼盒法」進行其反向思考，找到多生三

視圖的種類與樣式、規律性及積木塊的極值，並推廣到4 × 4 × 4的方塊，甚至𝑛 × 𝑛 × 𝑛。最

後由顏色、數字的介入，使三視圖產生獨一性，並加以延伸其概念，發展出「數獨積木」的

玩法。 

    在研究「三視圖」的過程發現到前視圖與右視圖的視角交會處的個數≤

(前視圖視角個數 ∩ 右視圖視角個數)就會產生多生三視圖，極值也會隨著三同圖或二同圖

等，規律有所變化。過程中不僅助於培養學生觀察能力、空間想像能力、形象思維能力和幾

何直觀能力，對於發展空間概念，更是有一定增強作用，希冀透過我們發明的「數獨積木」

可以讓這些概念更能夠被大家廣泛接受。 

壹、 前言 

一、研究動機       

    操作 3D列印的過程中，同學發現機器是由一層一層的建構起圖樣，這和遊戲「麥塊」

及「樂高」有著異曲同工之妙。我們處在 3D空間當中，現在又正流行元宇宙，大家對此建

構法都很好奇，想知道這是如何建構起的。老師告訴我們，整個建構的概念是立體空間的

概念，而視角則是由 108課綱中新增的「三視圖」概念。大家都是第一次聽到三視圖，於

是老師在講解的過程中，結合積木的操作，帶領大家一起了解三視圖。我們在操作過程

中，發現到如果從既有的積木模型去畫出三視圖，是不會有爭議，然在讀圖的時候，卻找

到了許多例外實例—出現三視圖相同，但積木排列組合的方式不盡相同，這時候老師說我

們可以進一步討論這樣的三視圖所有可能的產生情況，並且提議要我們思考如何讓此三視

圖產生唯一的積木排列。 

二、目的  

(一)找出三視圖皆相同，但其排列方式不同的相關性。 

(二)討論如何能確保三視圖產生唯一結果的方法。 

(三)發展出「數獨積木」及其裝置與規則。 

三、文獻回顧 

(一)三視圖 
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    初見三視圖概念乃在我國明代著名科學家宋應星所著的「天工開物」中，而德    

國人迪勒做出了一個創造性的運用—將人或物體放在一個長方體的空間，三個方向 

（從前往後、從左往右、從上往下）來觀察並做正投影。而這觀念直到十八世紀，蒙

日發表了關於畫法幾何的巨著「畫法幾何」，文中在「投影」的基礎上是利用二維平

面圖形來呈現三維空間中的立體圖形，需要觀測者分別從該物體的正面、左面、上面

三個不同角度進行觀察。此與現今的「正視圖」、「側視圖」、「俯視圖」的概念雷

同。我們在本研究中乃採用「上視圖」、「前視圖」及「右視圖」。 

(二)貼盒法 

    在三視圖的讀圖思考中，貼盒法是將已知視圖貼在一個長方體或正方體上，根     

據共面無線的原理對物體進行切割構形的合併方法。於本研究中，用以檢驗三視圖      

反向思考。 

(三)樹狀圖 

    在數量分類學上用於表型分類的樹狀圖，稱為表型樹狀圖；在系統的推論的稱為

系統樹狀圖。表型樹狀圖是根據群析描繪，而系統樹狀圖則是根據一種模擬的假定的

性狀進化方向而進行描繪的。在本研究用系統樹狀圖的方式進行討論「數獨積木」的

運思模式。 

貳、 研究設備及器材 

GeoGebra、線上三視圖互動程式（翰林版）、樂高積木、數學連接積木及手機 

參、研究過程 

一、統一條件及驗證法 

    (一)基本條件： 

        因討論的變數較多，需進行界定操控變因，因此在積木的堆積方式有下列幾點            

限制： 

        1.整個立體模型排列於長、寬、高皆≤ 𝑛 的正立方體空間中。 

        2.採用實心排列，對於懸空的情形皆不予討論。 

        3.上視圖經由轉置、映射後為相同圖形者，不列入討論範圍內。 

    (二)組合的步驟採用下列順序。 

        1.決定類型：從三方位圖圖樣進行類型分析。  
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A31 A32 A33 

A21 A22 A23 

A11 A12 A13 

        2.樣式的可能性討論：搭配前視圖及右視圖進行細節討論進行細分樣式，並進行各

種可能性的討論。 

        3.名詞定義—多生三視圖： 

          擁有相同的三視圖，卻實體排列方式不同的組合，稱之為多生三視圖。 

    (三)驗證方法—貼盒法 

        構形的基本步驟如下：

 

二、尋找多生三視圖 

    (一)編序 

        進行討論之前，我們先將模型由下至上分成三層，並在積木上分別使用藍色、              

綠色及黃色做為區別層數，見圖(一)；再者，將上視圖的九宮格分別標示為

{𝐴𝑖𝑗，1 ≤ 𝑖 ≤ 3,1 ≤ 𝑗 ≤ 3}見圖(二) ；次之，將前視圖、右視圖中的各格分別編序為

{𝐹𝑖𝑗，1 ≤ 𝑖 ≤ 3,1 ≤ 𝑗 ≤ 3}及 {𝑅𝑖𝑗，1 ≤ 𝑖 ≤ 3,1 ≤ 𝑗 ≤ 3}。 

 

                  

 

 

 

 

圖(一) 

 

 

 

畫
•先畫出正方體
外形--就是所
謂的「盒」。

貼
•將已知的兩視
圖貼在第一步
驟的盒面上。

構
•依照第三個視
面，構成大概
立體圖形。

驗
•對於三面結合
的狀況，進行
討論

 

R31 R32 R33 

R21 R22 R23 

R11 R12 R13 

第三層:黃色 

第一層:藍色 

第二層:綠色 

 

F31 F32 F33 

F21 F22 F23 

F11 F12 F13 
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圖(二) 

 

    (二)實例： 

        了解三視圖的操作過後，我們使用 GeoGebra結合積木進行三視圖的反向推理練

習，在全為實心堆疊的前提下，找到許多實例擁有相同的上視圖、前視圖及右視圖，但是在

積木表現卻出現多種組合。以下表 1中則是列出幾組實例及挑選幾個可能排列的方式。 

表 1三視圖實例 

三視圖 可能樣式(一) 可能樣式(二) 可能樣式(三) 
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    (三)整理： 

        我們經過多次的檢驗、分析與資料整理，發現到這幾種例子可歸納為三大類型，如

表 2。分別是三個方位視圖皆相同的（以下簡稱為三同圖）、僅前視圖與右視圖相同（以下

簡稱為二同圖）及三方位視圖皆不相同（以下簡稱為三不同圖）。之後再各別針對這些類型

進行細節分類，並加以討論可能會造成的先決條件。 
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表 2三視圖整理樣式 

類型             

樣式 
樣式(一) 樣式(二) 樣式(三) 

三同圖 

  
 

二同圖 

   

三不同圖 

   

 

        1.三同圖的規律 

          (1)田立方圖： 

             為了找到所有田立方圖的類別，我們猜想三視圖所呈現的樣式可能為邊長格

數為 n，滿足n2，n ∈ {2,3 … … n}： 

表 3三同圖中的田立方圖驗證 

樣式 驗證  

 理由： 

1.設𝑛 = 3，即上視圖、前視圖及右視圖為3 × 3的圖形。 

2.用貼盒法將此三圖結合成立體圖，發現上視圖中每行個

數或每列的格數滿足1 ≤ 𝐴𝑖𝑗 ≤ 3， 

𝐴11 ∨ 𝐴12 ∨ 𝐴13 = 3， 

𝐴21 ∨ 𝐴22 ∨ 𝐴23 = 3， 

成

立 

○ 

 

   

   

   F11 F12 F13 
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𝐴31 ∨ 𝐴32 ∨ 𝐴33 = 3， 

𝐴11 ∨ 𝐴21 ∨ 𝐴31 = 3， 

𝐴12 ∨ 𝐴22 ∨ 𝐴32 = 3， 

𝐴13 ∨ 𝐴23 ∨ 𝐴33 = 3， 

𝐴11 ∨ 𝐴22 ∨ 𝐴33 = 3， 

3.舉例排列方式： 

A11 = 𝐴12 = 𝐴13 = 𝐴21 = 𝐴23 = 𝐴31 = 𝐴32 = 𝐴33 = 3； 

𝐴22 = 1 ∨ 2 ∨ 3 

n值 max min 

3 3 × 3 × 3 3 × (3 + 2)  

2 2 × 2 × 2 2 × (2 + 1) 

 

 

 

理由： 

1.假設不為𝑛2的其中一種，設可減少一列𝐴31 − 𝐴32 −

𝐴33，則前視圖及右視圖亦成為每行僅有 2格的圖形。 

2.將此三圖使用貼盒法結合成立體圖，發現𝐴31 − 𝐴32 −

𝐴33，(左圖藍色粗虛線)與 R13(左圖紅實線)的交接處會產

生矛盾。故圖形不成立 

3.同理可證，亦不會出現少行或列的圖式。 

不

成

立 

Χ 

 

 

 

 

 

 

 

理由： 

1.設𝑛 = 2，即上視圖、前視圖及右視圖為 2× 2的圖形。 

2.將此三圖結合成立體圖，發現𝐴11、𝐴12、𝐴21、𝐴22  

，每行個數或每列的格數滿足 

1 ≤ 𝐴11、𝐴12、𝐴21、𝐴22 ≤ 2， 

𝐴11 ∨ 𝐴12 = 2，𝐴21 ∨ 𝐴22 = 2， 

𝐴12 ∨ 𝐴22 = 2，𝐴11 ∨ 𝐴21 = 2。 

3.舉例排列方式： 

𝐴11 = 𝐴12 = 𝐴21 = 2； 

𝐴22 = 1 ∨ 2 

成

立 

○ 

 

   

   

   F1 F2 F3 

 

   

   

   F1 F2 F3 
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理由： 

1.設𝑛 = 1，即上視圖、前視圖及右視圖為 1× 1的圖形。 

2.將此三圖結合成立體圖，發現僅有一格，與我們的前提

—需為多生三視圖矛盾，故不合。 

不

成

立 

Χ 

綜上所述：當𝑛 = 𝑘時，亦成立。其𝑚𝑎𝑥 = 𝑘 × 𝑘 × 𝑘； 𝑚𝑖𝑛 = 𝑘 × (𝑘 + 𝑘 − 1) 

    

 

 

          (2)凸字圖： 

    為了找到所有凸字圖的類別，在不懸空的前提下，我們猜想三視圖所呈現的樣式可能為

滿足(𝑖𝑛 ，𝑖𝑛−1，𝑖𝑗 … … 𝑖2，𝑖1)，𝑖𝑗 ∈ (1，2，3，… …，𝑛)，其中必有 

一個ij = n，但其他元素不能同時為 1，必能產生多生三視圖。 

 

舉例：(4，4，3，2)➔                 (3，4，3，2)➔ 

 

 

 

表 4三同圖中凸字圖的驗證 

樣式 驗證  

 理由： 

1.設圖形為(3，3，2)，則上視圖、前視圖及右視圖皆

為3 × 3 − 1的圖形。 

2.用貼盒法將此三圖結合成立體圖，發現𝐴33、F33、R33

每排的格數皆為 0個，且滿足 

1 ≤ 𝐴31、𝐴32、𝐴13、𝐴23 ≤ 2， 

𝐴31 ∨ 𝐴32 = 2， 

𝐴13 ∨ 𝐴23 = 2。 

3.舉例排列方式：  

𝐴12 = 𝐴21 = 𝐴22 = 3 

, 𝐴13 = 𝐴23 = 𝐴31 = 𝐴32 = 2； 

𝐴11 = 1 ∨ 2 ∨ 3 

成

立

○ 

𝑖1 

   

   

    

 

 

    

n 

𝑖2 𝑖𝑛 … … 

 

   

   

   F1 F2 F3 

 

   

   

   F1 F2 F3 

根據上列驗證，我們確定三視圖為田立方圖，符合N2，N ∈ {2,3 … … n}格數必有多生三

視圖。 

極值—𝑚𝑎𝑥 = 𝑛 × 𝑛 × 𝑛； 𝑚𝑖𝑛 = 𝑛 × (𝑛 + 𝑛 − 1) 

   

   

    

 

 

    

4 

   

   

    

 

 

    

4 
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 理由： 

1.設圖形為(3，2，2)，則上視圖、前視圖及右視圖皆

為3 × 3 − 2的圖形。 

2.使用貼盒法，發現𝐴11必有 3個、𝐴31必有 2個，𝐴12、

𝐴13、𝐴21、𝐴22、𝐴23 ∈ {1，2}， 

𝐴12 ∨ 𝐴13 = 2，𝐴12 ∨ 𝐴22 = 2， 

𝐴13 ∨ 𝐴23 = 2，𝐴22 ∨ 𝐴23 = 2。 

3. 舉例排列方式： 

       𝐴11 = 3, 𝐴31 = 𝐴12 = 𝐴13 = 𝐴22 = 𝐴23 = 2； 

𝐴21 = 1 ∨ 2。 

     

成

立 

○ 

 

 

 

 

 理由： 

1.設(3，2，1)，則上視圖、前視圖及右視圖皆為左下

三角圖形。 

2.經由貼盒法，發現𝐴11必有 3個、𝐴31和𝐴13必有 1個，

𝐴12、𝐴21、𝐴22 ∈ {1，2}， 

𝐴12 ∨ 𝐴22 = 2，𝐴21 ∨ 𝐴22 = 2， 

3.舉例排列方式：  

𝐴11 = 3，𝐴13 = 𝐴31 = 1，𝐴22 = 𝐴12 = 2； 

𝐴21 = 1 ∨ 2 

成

立

○ 

 

 

 

 理由： 

1.設圖形為(2，3，2)，則上視圖、前視圖及右視圖皆

為3 × 3 − 2的圖形。 

2.用貼盒法將此三圖結合成立體圖，發現𝐴22 排的格數

必為 3個，𝐴32 必為 2個，且滿足 

1 ≤ 𝐴11 、𝐴12 、𝐴13 、𝐴21 、𝐴23 ≤ 2， 

𝐴11 ∨ 𝐴12 ∨ 𝐴13 = 2, 

𝐴13 ∨ 𝐴23 = 2 

𝐴21 ∨ 𝐴23 = 2, 

𝐴11 ∨ 𝐴21 = 2。 

3.舉例排列方式：  

成

立

○ 

 

 

 

 

   

   

   F1 F2 F3 

 

   

   

   F1 F2 F3 

 

   

   

   F1 F2 F3 



 

10 
 

𝐴22 = 3, 

𝐴12 = 𝐴13 = 𝐴21 = 𝐴23 = 𝐴32 = 2； 

𝐴11 = 1 ∨ 2 

 理由： 

1.設圖形為(2，3，1)，則上視圖、前視圖及右視圖皆

為3 × 3 − 3的圖形。 

2.用貼盒法將此三圖結合成立體圖，發現𝐴22 排的格數

必為 3個，𝐴32 、𝐴13 必為 1個，且滿足 

1 ≤ 𝐴11 、𝐴12 、𝐴21 ≤ 2， 

𝐴11 ∨ 𝐴12 ∨ 𝐴13 = 2, 

𝐴13 ∨ 𝐴23 = 2 

𝐴11 ∨ 𝐴21 = 2。 

3. 舉例排列方式： 

𝐴22 = 3, 

𝐴13 = 𝐴32 = 1, 

𝐴21 = 𝐴22 = 2； 

𝐴11 = 1 ∨ 2。 

4.同理，同樣圖形經由鏡射亦可成為多生三視圖。 

成

立 

○ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 理由：  

1. 設圖形為(1，3，1)，則上視圖、前視圖及右視圖皆

為3 × 3 − 4的圖形。 

2.經由貼盒法，發現𝐴22 必有 3個、𝐴11 、𝐴12 、𝐴13 、

𝐴32 必有 1個。和我們要找的多生三視圖矛盾，是故不

合。 

不

成

立 

Χ 

綜上所述：同理，當𝑛 = 4，圖形為(4，4，4，3)、(4，4，4，2)、(4，4，4，1)、(4，

4，3，3)、(4，4，3，2)、(4，4，3，1)、(4，4，2，2)、(4，3，3，3)、(4，3，3，

2)、(4，3，3，1)、 (4，3，2，2)、(4，3，2，1)； (4，4，2，2)、(4，4，2，1)、 

(4，2，2，2)、(4，2，2，1)、(4，2，1，1)，及其排列組合，乃至延伸至𝑛 = 𝑛時，亦

可成為多生三視圖。 

    為了進一步討論凸字圖所有情況的極值，我們將各種情形於下方表格中討論： 

 

   

   

   F1 F2 F3 

 

   

   

   F1 F2 F3 
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0 

1 

a 0 

a 0 

表 5凸字圖的極值討論 

組合 極大值 極小值 

(3，3，2)及其排列 (3 + 3 + 2) × 2 + 22 (3 + 3 + 2) × 1 + 22 + 2 

(3，2，2)及其排列 (3 + 2 + 2) × 2 + 12 (3 + 2 + 2) × 1 + 22 + 1 

(2，3，1)及其排列 (2 + 3 + 1) × 1 + 22 + 12 (2 + 3 + 1) × 1 + 2 + 1 

(4，4，4，k)  

k=3 (4 + 4 + 4 + 3) × 3 + 32 × 1 + 22 × 0 + 12 × 0 (4 + 4 + 4 + 3) × 1 + 2 × (3 + 3) + 1 

k=2 (4 + 4 + 4 + 2) × 2 + 32 × 2 + 22 × 0 + 12 × 0 (4 + 4 + 4 + 2) × 1 + 2 × (3 + 2) + 1 

k=1 (4 + 4 + 4 + 1) × 1 + 32 × 3 + 22 × 0 + 12 × 0 (4 + 4 + 4 + 1) × 1 + 2 × (3 + 1) + 1 

(4，4，3，k) 

k=3 (4 + 4 + 3 + 3) × 3 + 32 × 0 + 22 × 1 + 12 × 0 (4 + 4 + 3 + 3) × 1 + 2 × (3 + 3) 

k=2 (4 + 4 + 3 + 2) × 2 + 32 × 1 + 22 × 1 + 12 × 0 (4 + 4 + 3 + 2) × 1 + 2 × (3 + 2) 

k=1 (4 + 4 + 3 + 1) × 1 + 32 × 2 + 22 × 1 + 12 × 0 (4 + 4 + 3 + 1) × 1 + 2 × (3 + 1) 

(4，3，3，k) 

k=3 (4 + 3 + 3 + 3) × 3 + 32 × 0 + 22 × 0 + 12 × 1 (4 + 3 + 3 + 3) × 1 + 2 × (2 + 3) + 1 

k=2 (4 + 3 + 3 + 2) × 2 + 32 × 1 + 22 × 0 + 12 × 1 (4 + 3 + 3 + 2) × 1 + 2 × (2 + 2) + 1 

k=1 (4 + 3 + 3 + 1) × 1 + 32 × 2 + 22 × 0 + 12 × 1 (4 + 3 + 3 + 1) × 1 + 2 × (2 + 1) + 1 

(4，3，2，k) 
k=2 (4 + 3 + 2 + 2) × 2 + 32 × 0 + 22 × 1 + 12 × 1 (4 + 3 + 2 + 2) × 1 + 2 × (2 + 2) + 1 

k=1 (4 + 3 + 2 + 1) × 1 + 32 × 1 + 22 × 1 + 12 × 0 (4 + 3 + 2 + 1) × 1 + 2 × (2 + 1) + 1 

(4，4，2，k)  
k=2 (4 + 4 + 2 + 2) × 2 + 32 × 0 + 22 × 2 + 12 × 0 (4 + 4 + 2 + 2) × 1 + 2 × (3 + 2) 

k=1 (4 + 4 + 2 + 1) × 1 + 32 × 0 + 22 × 22 + 12 × 0 (4 + 4 + 2 + 1) × 1 + 2 × (3 + 1) 

(4，2，k，k) 
k=2 (4 + 2 + 2 + 2) × 2 + 21 (4 + 2 + 2 + 2) × 1 + 2 × (2 + 2) 

k=1 (4 + 2 + 1 + 1) × 1 + 22 + 21 (4 + 2 + 1 + 1) × 1 + 2 × (1 + 1) 

(4，2，2，1) (4 + 2 + 2 + 1) × 1 + 32 × 1 + 22 × 0 + 12 × 0 (4 + 2 + 2 + 1) × 1 + 2 × (2 + 1) 

   根據上列驗證，我們確定凸字圖三視圖所呈現的樣式可能為滿足(𝒊𝒏 ，𝒊𝒏−𝟏，𝒊𝒋 … … 𝒊𝟐，

𝒊𝟏)，𝒊𝒋 ∈ (𝟏，𝟐，𝟑，… …，𝒏)，其中必有一個𝐢𝐣 = 𝐧，但其他元素不能同時為𝟏，必能產生

多生三視圖。 

極值發生：𝑓為 (𝑖𝑛 ，𝑖𝑛−1，𝑖𝑗 … … 𝑖2，𝑖1)中最低值兩者差，g 為中間值相差，f 為最高值兩者差 

                     𝑚𝑎𝑥 = {
∑ 𝑖𝑗

𝑛
1 × (𝑖𝑗最小值) + 32 × 𝑓 + 22 × 𝑔 + 12 × ℎ，

∑ 𝑖𝑗
𝑛
1 × (𝑖𝑗最小值) + 各項規律 ，當圖形為下三角形

 

                     𝑚𝑖𝑛 = {
∑ 𝑖𝑗

𝑛
1 × 1 + 2（𝑖𝑛−1 − １＋ｋ）{

１，有奇數個ｎ

０，有偶數個ｎ

∑ 𝑖𝑗
𝑛
1 × (𝑖𝑗最小值) + 各項規律 ，當圖形為下三角形

 

 

        2.二同圖的規律 

          (1)長方圖：   

             猜想可能滿足 {
(𝑎，𝑎，𝑎 … … 𝑎，𝑎)，𝑎 ∈ (2，… …，(𝑛 − 1))

(𝑎，𝑎，… …，0，0)，𝑎 ∈ (2，… …，𝑛)，0 的個數 1~(n − 2)個
 

𝑖1 

   

   

    

 

 

    

n 

𝑖2 𝑖𝑛 … … … … 
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，必能產生多生三視圖。 

表 6二同圖中的長方圖驗證 

 

 

 

理由： 

1.假設圖形為(2，2，2)，則前視圖及右視圖為每行3 × 2的長

方形圖形。 

2.先使用貼盒法結合成立體圖，發現可形成一個3 × 3 × 2的長

方塊，但須滿足𝐴11 —𝐴12—𝐴13 、𝐴13 —𝐴21 —𝐴32 、𝐴12 —

𝐴23 —𝐴31 、𝐴13 —𝐴22 —𝐴31 、𝐴12 —𝐴21 —𝐴33 、𝐴11 —𝐴23 —

𝐴32 這六組中至少一組的每格必須排有 2格，而其他格數則可

以任意排，其格數𝑎，僅須滿足 0 ≤ 𝑎 ≤ 2。 

3.舉例排列方式：𝐴11 = 𝐴22 = 𝐴33 = 2；𝐴21 = 1 ∨ 2 

成

立

○ 

 

 

 

 

 

 

 

 

理由： 

1.假設圖形為(3，3，0)則前視圖及右視圖為每行3 × 2的

長方形圖形。 

2.先使用貼盒法中的「貼」、「構」結合成立體圖，發現

可形成一個2 × 2 × 3的長方塊，但須滿足𝐴11 —𝐴22、

𝐴12 —𝐴21 這兩組中至少一組的每格必須排有 3格而其他

格數則可以任意排，其格數𝑎，僅須滿足 0 ≤ 𝑎 ≤ 3。 

3.舉例排列方式：𝐴11 = 𝐴22 = 3；𝐴21 = 1 ∨ 2 

成

立

○ 

 

同理，當𝑛 = 4，圖形為(4，4，4，0)、(4，4，0，0)、(3，3，3，3)、(2，2，2，2)亦

可成為多生三視圖。(在之前時已討論 (2，2，0，0)、(3，3，3，0)的組合方式) 

    為了進一步討論長方圖所有情況的極值，我們將各種情形於下方表格中討論： 

表 7長方圖的極值討論 

組合 
上視圖最小值 

可能情形 
極大值 極小值 

(2，2，2) 

 

 

未增加 ：2 × 3 + 2 × 0 

 增加 1個 ：2 × 3 + 2 × 1 

 再加 1個 ：2 × 3 + 2 × 2 

 

 再加 1個 ：2 × 3 + 2 × 6 

 未增加 ：2 × 3 + 1 × 0 

 增加 1個 ：2 × 3 + 1 × 1 

 再加 1個 ：2 × 3 + 1 × 2 

 

 再加 1個 ：2 × 3 + 1 × 6 

(3，3，0) 
 

 

未增加 ：3 × 2 + 3 × 0 

 增加 1個 ：3 × 2 + 3 × 1 

 未增加 ：3 × 2 + 1 × 0 

 增加 1個 ：3 × 2 + 1 × 1 

   

   

   F1 F2 F3 

 

   

   

   F1 F2 F3 

…
…

 

…
…
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 再加 1個 ：3 × 2 + 3 × 2  再加 1個 ：3 × 2 + 1 × 2 

(k，k，0，0) 

k=4，3，2  

 

 

 

未增加 ：𝑘 × 2 + 𝑘 × 0 

 增加 1個 ：𝑘 × 2 + 𝑘 × 1 

 再加 1個 ：𝑘 × 2 + 𝑘 × 2  

未增加 ：𝑘 × 2 + 1 × 0 

 增加 1個 ：𝑘 × 2 + 1 × 1 

 再加 1個 ：𝑘 × 2 + 1 × 2  

(k，k，k，0) 

k=4，3，2 

 

 

 

未增加 ：𝑘 × 3 + 𝑘 × 0 

 增加 1個 ：𝑘 × 3 + 𝑘 × 1 

 再加 1個 ：𝑘 × 3 + 𝑘 × 2 

 

 再加 1個 ：𝑘 × 3 + 𝑘 × 6 

 未增加 ：𝑘 × 3 + 1 × 0 

 增加 1個 ：𝑘 × 3 + 1 × 1 

 再加 1個 ：𝑘 × 3 + 1 × 2 

 

 再加 1個 ：𝑘 × 3 + 1 × 6 

(k，k，k，k) 

k=3，2  

 

 

 

未增加 ：𝑘 × 4 + 𝑘 × 0 

 增加 1個 ：𝑘 × 4 + 𝑘 × 1 

 再加 1個 ：𝑘 × 4 + 𝑘 × 2 

 

 再加 1個 ：𝑘 × 4 + 𝑘 × 12 

未增加 ：𝑘 × 4 + 1 × 0 

 增加 1個 ：𝑘 × 4 + 1 × 1 

 再加 1個 ：𝑘 × 4 + 1 × 2 

 

 再加 1個 ：𝑘 × 4 + 1 × 12 

 

 

 

 

 

 

 

           (2)雙子星圖： 

              猜想是否可能前視圖與右視圖存在滿足(𝑖𝑛 ，𝑖𝑛−1，… … 𝑖2，𝑖1)，𝑖𝑗 ∈

(0，1，… …，𝑛 − 1)，𝑖𝑛 ∧ 𝑖1 ≠ 0，必有多生三視圖。 

表 8二同圖中的雙子星圖驗證 

 理由： 

1.假設圖形為(2，0，2)，前視圖及右視圖則為        。 

 

2.先使用貼盒法中的「貼」、「構」結合成立體圖，發現

𝐴11 —𝐴33 、𝐴13 —𝐴31 兩組中至少一組的每格必須有 2格，

另一組格數𝑎，須滿足 1 ≤ 𝑎 ≤ 2，而其他格數必須為 0格。 

3.舉例排列方式：  

成

立

○ 

 
   

   

   F1 F2 F3 

   

    

   

由上可知，長方圖滿足 {
(𝒂，𝒂，𝒂 … … 𝒂，𝒂)，𝒂 ∈ (𝟐，… …，(𝒏 − 𝟏))

(𝒂，𝒂，… …，𝟎，𝟎)，𝒂 ∈ (𝟐，… …，𝒏)，𝟎的個數𝟏~(𝒏 − 𝟐)個
 

，必能產生多生三視圖。 

極值發生—max=(𝒂的個數)𝟐 × 𝒂；min=𝒂的個數 × 𝒂 + 𝟏 × (𝐚的個數
𝟐

− 𝐚的個數)+1 

 

…
…

 

…
…

 

…
…

 

…
…
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𝐴11 = 𝐴13 = 𝐴33 = 2；𝐴31 = 1 ∨ 2 

4.同理(3，0，3)，亦可找到多生三視圖。 

 理由： 

1. 設圖形為(2，0，3)，則前視圖與右視圖為         。 

       

2.先使用貼盒法中的「貼」、「構」結合成立體圖，發現

𝐴11 —𝐴33 、𝐴13 —𝐴31 兩組中至少一組的為 2-3格，另一組

格數𝑎，須滿足 1 ≤ 𝑎 ≤ 2，而其他格數必須為 0格。 

3.舉例排列方式： 𝐴11 = 2，𝐴33 = 3；𝐴31 = 1 ∨ 2 

4.同理(𝑖1，𝑖2，𝑖3)為其排列組合的模式，亦可找到多生三視

圖。 

成

立

○ 

 

 理由： 

1.設圖形為(1，0，1)，前視圖及右視圖則為          。 

 

2.先使用貼盒法中的「貼」、「構」結合成立體圖，發現

𝐴11 —𝐴33 、𝐴13 —𝐴31 兩組中至少一組的每格必須有 1格，

另一組格數𝑎，須滿足 0 ≤ 𝑎 ≤ 1，而其他格數必須為 0格。 

但在上視圖固定的情況下，另一組格數則不能刪減其位置

格數，舉例來說:𝐴11 = 𝐴33 = 1 ，上視圖要求𝐴31 亦要有格

數時，則𝐴31 只能有 1格的選擇，就不會出現多生三視圖。 

不

成

立

Χ 

 

同理，當𝑛 = 4，圖形為(a，0，a，a) (a，a，0，a) (a，0，a，b) (a，0，b，a) (a，a，

0，b) (a，b，0，a) (b，0，a，a) (b，a，0，a) (a，0，b，b) (a，b，0，b) (b，a，0，

b) (b，0，a，b) (b，0，b，a) (b，b，0，a) (a，0，b，c) (a，b，0，c)(a，c，0，b) 

(a，0，c，b) (b，0，a，c) (b，a，0，c) (b，c，0，a) (b，0，c，a) (c，0，a，b) (c，

a，0，b) (c，b，0，a) (c，0，b，a) (a，0，a，0) (a，0，0，a) (a，0，b，0) (a，0，

0，b) (b，0，a，0) (b，0，0，a)，1 ≤ 𝑎 < 𝑏 < 𝑐 ≤ 4，𝑏或𝑐不能單獨為 1，及推廣至 n時

亦可成為多生三視圖。 

    為了進一步討論雙子星圖所有情況的極值，我們將各種情形於下方表格中討論： 

   

    

   

   

   

   F1 F2 F3 

   

    

   

   

   

   F1 F2 F3 
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表 9雙子星圖的極值討論(c>b>a) 

組合 上視圖最小值可能情形 極大值 極小值 

(2，0，2) 

 

 

未增加 ：(2 + 2) + 2 × 0 

增加 1 個 ：(2 + 2) + 2 × 1 

再加 1 個 ：(2 + 2) + 2 × 2 

未增加 ：(2 + 2) + 1 × 0 

增加 1 個 ：(2 + 2) + 1 × 1 

再加 1 個 ：(2 + 2) + 1 × 2 

(2，0，3) 

 

 

  未增加 ：(2 + 3) + 2 × 0 

增加 1 個 ：(2 + 3) + 2 × 1 

再加 1 個 ：(2 + 3) + 2 × 2 

未增加 ：(2 + 3) + 1 × 0 

增加 1 個 ：(2 + 3) + 1 × 1 

再加 1 個 ：(2 + 3) + 1 × 2 

(a，0，a，a) 

(a，a，0，a) 

 

 

 

未增加 ：(𝑎 + 𝑎 + 𝑎) + 𝑎 × 0 

增加 1 個  ：(𝑎 + 𝑎 + 𝑎) + 𝑎 × 1 

再加 1 個  ：(𝑎 + 𝑎 + 𝑎) + 𝑎 × 2 

 

再加 1 個  ：(𝑎 + 𝑎 + 𝑎) + 𝑎 × 6 

  未增加 ：(𝑎 + 𝑎 + 𝑎) + 1 × 0 

增加 1 個  ：(𝑎 + 𝑎 + 𝑎) + 1 × 1 

再加 1 個  ：(𝑎 + 𝑎 + 𝑎) + 1 × 2 

 

再加 1 個  ：(𝑎 + 𝑎 + 𝑎) + 1 × 6 

(a，0，a，b) 

(a，0，b，a) 

(a，a，0，b) 

(a，b，0，a) 

(b，0，a，a) 

(b，a，0，a) 

 

 

 

   =min(𝑎，𝑏) 

   =min(𝑎，𝑎) 

 

未增加格：(𝑎 + 𝑎 + 𝑏) + 1 × 0 

增加 1 格：(𝑎 + 𝑎 + 𝑏) + 1 × 1 

再加 1 格：(𝑎 + 𝑎 + 𝑏) + 1 × 2 

 

再加 1 格：(𝑎 + 𝑎 + 𝑏) + 1 × 6 

 

(a，0，b，b) 

(a，b，0，b) 

(b，a，0，b) 

(b，0，a，b) 

(b，0，b，a) 

(b，b，0，a) 

 

 

 

   =min(𝑎，𝑏) 

   =min(𝑏，𝑏) 

 

未增加格：(𝑎 + 𝑏 + 𝑏) + 1 × 0 

增加 1 格：(𝑎 + 𝑏 + 𝑏) + 1 × 1 

再加 1 格：(𝑎 + 𝑏 + 𝑏) + 1 × 2 

 

再加 1 格：(𝑎 + 𝑏 + 𝑏) + 1 × 6 

…
…

 

…
…

 
…
…

 
…
…
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(a，0，b，c) 

(a，b，0，c) 

(a，c，0，b) 

(a，0，c，b) 

(b，0，a，c) 

(b，a，0，c) 

(b，c，0，a) 

(b，0，c，a) 

(c，0，a，b) 

(c，a，0，b) 

(c，b，0，a) 

(c，0，b，a) 

 

 

 

  =min(𝑎，𝑏) 

   =min(𝑏，c) 

  =min(𝑎，c) 

 

未增加格：(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + 1 × 0 

增加 1 格：(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + 1 × 1 

再加 1 格：(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + 1 × 2 

 

再加 1 格：(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + 1 × 6 

(a，0，a，0) 

(a，0，0，a) 

 

 

 

未增加 ：(𝑎 + 𝑎) + 𝑎 × 0 

增加 1 個  ：(𝑎 + 𝑎) + 𝑎 × 1 

再加 1 個  ：(𝑎 + 𝑎) + 𝑎 × 2 

  未增加 ：(𝑎 + 𝑎) + 1 × 0 

增加 1 個  ：(𝑎 + 𝑎) + 1 × 1 

再加 1 個  ：(𝑎 + 𝑎) + 1 × 2 

(a，0，b，0) 

(a，0，0，b) 

(b，0，a，0) 

(b，0，0，a) 

 

 

 

  =min(𝑎，𝑏) 

未增加 ：(𝑎 + 𝑏) + 𝑎 × 0 

增加 1 個  ：(𝑎 + 𝑏) + 𝑎 × 1 

再加 1 個  ：(𝑎 + 𝑏) + 𝑎 × 2 

未增加 ：(𝑎 + 𝑏) + 1 × 0 

增加 1 個  ：(𝑎 + 𝑏) + 1 × 1 

再加 1 個  ：(𝑎 + 𝑏) + 1 × 2 

    由上可知，雙子星滿足 (𝒊𝒏 ，𝒊𝒏−𝟏，… … 𝒊𝟐，𝒊𝟏)，𝒊𝒋 ∈ (𝟎，𝟏，… …，𝒏 − 𝟏)，𝒊𝒏 ∧ 𝒊𝟏 ≠

𝟎，必有多生三視圖。 

極值發生—max=∑ 𝒊𝒋 
𝒏
𝟏 + (直線交會格數最小值) × (直線交會個數)， 

          min=∑ 𝒊𝒋 
𝒏
𝟏 × 𝒂 + 𝟏 × (直線交會總個數) 

            (3)峰谷圖： 

               猜想是否可能前視圖與右視圖存在滿足(𝑖𝑛 ，𝑖𝑛−1，… … 𝑖2，𝑖1)，𝑖𝑗 ∈

(𝑘|1 ≤ 𝑘 < 𝑛，𝑖𝑗 > 𝑖1 ∨ 𝑖𝑛  或𝑖𝑗 < 𝑖1 ∨ 𝑖𝑛 )，必有多生三視圖。 

表 10二同圖中的峰谷圖驗證 

 理由： 

1.設圖形為(1，2，1)，前視圖及右視圖則為         。        

2.先使用貼盒法中的「貼」、「構」結合成立體圖，發現𝐴22 

必須有 2格；𝐴11 —𝐴33 、𝐴13 —𝐴31 兩組中至少一組的每格必須

有 1格，另一組格數a，須為 0 ≤ a ≤ 1，而其他格數需為 0格。 

3.但在上視圖固定的情況之下，另一組格數則不能刪減其位置

的格數，舉例來說:𝐴11 = 𝐴33 = 1，𝐴22 = 2 ，上視圖要求𝐴31 

不

成

立

Χ 

 

   

   

   F1 F2 F3 

   

    

   

…
…
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亦要有格數時，則𝐴31 只能有 1格，就不會出現多生三視圖。 

4.同理，(1，3，1)的模式，亦不會出現多生三視圖 

 理由： 

1.設圖形為(1，2，2)，前視圖及右視圖則為        。 

2.先使用貼盒法中的「貼」、「構」結合成立體圖，發現

𝐴11 必須有 1格，𝐴22 —𝐴33 、𝐴32 —𝐴23 兩組中至少一組

的每格必須有 2格，而𝐴12 、𝐴13 、𝐴21 、𝐴31 的格數為0 ∨

1，而其他無限制。 

3.舉例排列方式：𝐴11 = 1，𝐴22 = 𝐴33 = 2；𝐴32 = 1 ∨ 2 

4.同理，(2，3，3)及其排列組合的樣式，亦可找到多生

三視圖。 

成

立

○ 

 

同理，當𝑛 = 4，圖形為(a，a，b，c) 、(a，a，b，b) 、 (a，a，a，b) 、 (a，b，b，

c) 、(a，b，c，c)與其排列組合，其中 1 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 𝑐 < 4，且當(a，a，a，b)時，𝑎 ≠

1，乃至推廣為 n時亦可成為多生三視圖。 

    為了進一步討論峰谷圖所有情況的極值，我們將各種情形於下方表格中討論： 

表 11峰谷圖的極值討論(c>b>a) 

組合 上視圖最小值可能情形 極大值 極小值 

(a，a，b) 

及其排列組合 

 

 

  =min(𝑎，𝑎) 

   =min(𝑎，b) 

  =min(𝑎，c) 

 

未增加格：(2 + 2 + 1) + 1 × 0 

增加 1 格：(2 + 2 + 1) + 1 × 1 

再加 1 格：(2 + 2 + 1) + 1 × 2 

(a，a，b，c) 

及其排列組合 

 

 

 

  =min(𝑎，𝑎) 

 =min(𝑎，𝑏) 

 =min(𝑏，c) 

 

  未增加格：(𝑎 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + 1 × 0 

增加 1 格：(𝑎 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + 1 × 1 

再加 1 格：(𝑎 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + 1 × 2 

 

再加 1 格：(𝑎 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + 1 × 12 

   

   

         

   

   F1 F2 F3 

…
…
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(a，a，b，b) 

及其排列組合 

 

 

 

  =min(𝑎，𝑎) 

=min(𝑎，𝑏) 

=min(𝑎，b) 

 

 

未增加 ：(2𝑎 + 2𝑏) + 1 × 0 

增加 1 個  ：(2𝑎 + 2𝑏) + 1 × 1 

再加 1 個  ：(2𝑎 + 2𝑏) + 1 × 2 

 

再加 1 個  ：(2𝑎 + 2𝑏) + 1 × 12 

(a，a，a，b) 

及其排列組合 

<a，b，c 可互

換數字> 

 

 

 

=min(𝑎，𝑎) 

=min(𝑎，𝑏) 

未增加 ：(3𝑎 + 𝑏) + 𝑎 × 0 

增加 1 個  ：(3𝑎 + 𝑏) + 𝑎 × 1 

再加 1 個  ：(3𝑎 + 𝑏) + 𝑎 × 2 

 

再加 1 個  ：(3𝑎 + 𝑏) + 𝑎 × 12 

未增加 ：(3𝑎 + 𝑏) + 1 × 0 

增加 1 個  ：(3𝑎 + 𝑏) + 1 × 1 

再加 1 個  ：(3𝑎 + 𝑏) + 1 × 2 

 

再加 1 個  ：(3𝑎 + 𝑏) + 1 × 12 

(a，b，b，c) 

及其排列組合 

 

 

 

  =min(𝑎，𝑏) 

=min(𝑏，𝑏) 

=min(𝑏，c) 
 

未增加格：(𝑎 + 2𝑏 + 𝑐) + 1 × 0 

增加 1 格：(𝑎 + 2𝑏 + 𝑐) + 1 × 1 

再加 1 格：(𝑎 + 2𝑏 + 𝑐) + 1 × 2 

 

再加 1 格：(𝑎 + 2𝑏 + 𝑐) + 1 × 12 

(a，b，c，c) 

及其排列組合 

 

 

 

  =min(𝑎，𝑏) 

  =min(𝑎，𝑐) 

=min(𝑏，𝑐) 

  =min(𝑐，c) 

 

未增加格：(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + 1 × 0 

增加 1 格：(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + 1 × 1 

再加 1 格：(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + 1 × 2 

 

再加 1 格：(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + 1 × 12 

…
…

 
…
…

 

…
…

 

…
…

 
…
…
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綜合上列所述，得知峰谷圖的前視圖與右視圖滿足(𝒊𝒏 ，𝒊𝒏−𝟏，… … 𝒊𝟐，𝒊𝟏)，𝒊𝒋 ∈

(𝒌|𝟏 ≤ 𝒌 < 𝒏，𝒊𝒋 > 𝒊𝟏 ∨ 𝒊𝒏  或𝒊𝒋 < 𝒊𝟏 ∨ 𝒊𝒏 )，必有多生三視圖。 

極值發生—max=∑ 𝒊𝒋 
𝒏
𝟏 + (直線交會格數最小值) × (直線交會個數)， 

          min=∑ 𝒊𝒋 
𝒏
𝟏 × 𝒂 + 𝟏 × (直線交會總個數) 

        3.三不同圖的規律 

          在眾多的三不同圖中，我們發現到只要上視圖符合前視圖方向和右視圖方向的 

交會處所擁有的格數𝑁 ≤ 前視圖格數 ∩ 右視圖格數。 

 

 

 

 

圖(三) 

    舉例來說，從前視圖𝐴12與右視圖𝐴33的視覺方向看過去，因為我們擺放的個數比𝐴32還

要多，就會無法明確地看見它的個數，因而造成多生三視圖的樣式。 

    同樣的道理，只要在上視圖中，在前視圖方向與右視圖方向的交會處，所擺放的格數小

於等於前視圖方向格數與右視圖方向格數的最小值，即可擁有多生三視圖 

 

三、多生圖的奧秘 

    (一)產生多生三視圖的充分條件 

        綜合上列各種樣式，我們將上視圖轉變為矩陣𝐴 = [
𝐴𝑛1 ⋯ 𝐴𝑛𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝐴11 ⋯ 𝐴1𝑛

]，𝐶 ∈

 {0，1}，1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛，1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛。綜合上述多種條件，能造成多生三視圖，它們的充分條件

如下： 

1.須矩陣 A中𝐴ij與𝐴mn，且𝑖 ≠ 𝑚，𝑗 ≠ 𝑛須同時存在，且擺放的積木個數≥ 2。 

2.需含括其兩個元素所在的前視圖𝐴ij視角與右視圖𝐴mn視角的交 

會處，且其積木個數需小於或等於 2個元素中的最小值。 

   舉例來說： 

現在選定𝐴12、𝐴33作為擺放積木的位置，皆放 2個以上，則𝐴32則可以揀選 

1個或者是 2個。 

 

𝐴31 𝐴32 𝐴33 

𝐴21 𝐴22 𝐴23 

𝐴11 𝐴12 𝐴13 

 

𝐴31 𝐴32 𝐴33 

𝐴21 𝐴22 𝐴23 

𝐴11 𝐴12 𝐴13 
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     (二)產生多生三視圖的必要條件 

表 12驗證多生三視圖的必要條件 

驗證：多生三視圖的產生，積木會落在𝐴ij與𝐴mn，且𝑖 ≠ 𝑚，𝑗 ≠ 𝑛 ，且擺放個數≥ 2 

證明： 

1.當Aij與Amn，且 i = m，j ≠ n時 𝐴ij與𝐴mn為同行或者同列上的元素， 

必定在從前視圖或者右視圖其中一個方位能見到兩者會合處的格數。便 

不會產生多生三視圖的出現，與其矛盾，因此前提假設錯誤 

 ⇒ 𝐴ij與𝐴mn，且𝑖 ≠ 𝑚，𝑗 ≠ 𝑛  

2.假設上視圖選擇𝐴𝑖𝑗、𝐴𝑚𝑛作為擺放積木的位置，則在兩者交會處會產生從前視圖與右視

圖皆無法看見的視覺死角處，因此先以擺放積木個數進行討論 

𝐴ij與𝐴mn，且𝑖 ≠ 𝑚，𝑗 ≠ 𝑛 的前提下，令個數為 1個，則前視 

圖與右視圖應為— 

(𝑎，1，𝑏)、 (𝑐，1，𝑑)及兩者排列組合，0 ≤ 𝑎、𝑏、𝑐、𝑑 ≤ 3。 

     由圖可知，在兩者交會處僅能擋住 1個，但因上視圖須包含其會合處的格數，因此

並不會有多生三視圖的產生，與之矛盾，故其個數應≥ 2。 

3.由上述得知，多生三視圖的產生，積木會落在𝐴ij與𝐴mn，且𝑖 ≠ 𝑚，𝑗 ≠ 𝑛 ，且擺放個數

≥ 2 

 

     (三)產生多生三視圖的充要條件 

         由(一)跟(二)得知，產生多生三視圖的充要條件有兩個條件，如下： 

1.須矩陣 A中𝐴ij與𝐴mn，且𝑖 ≠ 𝑚，𝑗 ≠ 𝑛須同時存在，且擺放的積木個數≥ 2。 

2.需含括其兩個元素所在的前視圖𝐴ij視角與右視圖𝐴mn視角的交 

會處，且其積木個數需小於或等於 2個元素中的最小值。 

四、獨一性的產生 

    我們發現既然有這麼多的多生三視圖，不禁讓我們開始思索，是否有別的方法可以讓這

些多生三視圖有獨一性的產生，於是我們開始著手討論各種不同的方式，最後我們採用最有

趣也最好玩的方式。 

  在為了確保多生三視圖能夠出現獨一性，於是，我們想透過下列各種方式進行實驗，看

看是否能夠使多生三視圖能夠變成擁有唯一答案的三視圖。我們將對「顏色」、「數字」來

試試看。 

 

𝐴31 𝐴32 𝐴33 

𝐴21 𝐴22 𝐴23 

𝐴11 𝐴12 𝐴13 

 

𝐴31 𝐴32 𝐴33 

𝐴21 𝐴22 𝐴23 

𝐴11 𝐴12 𝐴13 

充
要
條
件 
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    (一)決定控制變因 

        因如果上視圖用顏色或數字做為表示，會導致整個積木的擺設方式就已經呈現出

來，所以在討論的時候，我們採用「貼盒法」的方式，僅使用前視圖與右視圖進行。然顏色

與數字的操作模式相同，因此以顏色的方式做為主要操作模式。 

        首先，我們將前視圖與右視圖中擁有 3個的顏色以黃色表示、2個的以藍色、1個

的以綠色及沒有的則為紅色。所以可能呈現的樣式為圖(四)兩組圖片，每組的右               

邊為數字版，左邊為顏色版。 

 

 

 

 

圖(四) 

    (二)驗證分析 

        我們使用「樹狀圖」進行驗證，先把前視圖和右視圖結合後，水平分成三大區塊，

針對𝐿1~𝐿9及𝑅1~𝑅9進行論述。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐴31 𝐴32 𝐴33 

𝐴21 𝐴22 𝐴23 

𝐴11 𝐴12 𝐴13 

𝐿4 𝐿5 𝐿6 

𝑅4 
𝑅5 

𝑅 

𝐿1 𝐿2 𝐿3 

𝑅1 
𝑅2 

𝑅3 

𝐿7 𝐿8 𝐿9 

𝑅7 
𝑅8 

𝑅9 

第一層 第二層 第三層 

 

𝐵31 𝐵32 𝐵33 

𝐵21 𝐵22 𝐵23 

𝐵11 𝐵12 𝐵13 

 

𝐶31 𝐶32 𝐶33 

𝐶21 𝐶22 𝐶23 

𝐶11 𝐶12 𝐶13 

   

   

   

 

   

   

   

 

   

   

   

 

2 0 2 

3 2 3 

3 3 3 

 

0 0 1 

2 0 1 

2 2 1 

第一組 第二組 
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        1.思考流程： 

          第一層的討論方式是從𝐿𝑖，𝑖 ∈ (1，2，3)開始進行判斷，並搭配𝑅𝑗，𝑗 ∈ 

                       (1，2，3)再做推論。 

          i.設𝐿𝑖為 0個的時候，我們可以推斷出𝐴1𝑖~𝐴3𝑖皆為 0個。此時，就可                       

      以繼續使用𝐿𝑖"配合𝑅1、𝑅2、𝑅3推斷的放置方法。 

         ii.設𝐿𝑖為 1個的時候，我們可以知道出𝐴1𝑖~𝐴3𝑖僅能只有 1個，需配合 

            𝑅1、𝑅2、𝑅3推斷的放置位置。後再繼續使用𝐿𝑖"討論𝐴1𝑖"~𝐴3𝑖"推斷的放                       

      置方法，以此類推。 

        iii.設𝐿𝑖為 2個的時候，我們可以知道出𝐴1𝑖~𝐴3𝑖可安放 2個，需配合 

            𝑅1、𝑅2、𝑅3猜想其放置的位置。再繼續使用𝐿𝑖"討論𝐴1𝑖"~𝐴3𝑖"是否影響 

            𝐴11~𝐴31的擺設方法，進行位置修正，後以此類推討論。 

         iv.設𝐿𝑖為 3個的時候，我們可以推斷出𝐴1𝑖~𝐴3𝑖皆有 1個。此時，就可   

            以繼續使用𝐿𝑖"配合𝑅1、𝑅2、𝑅3推斷的放置方法。 

表 13數獨積木思考流程 

 

0 1 2 3 

⋮ 
⋮ 
⋮ 

 
 

0 1 2 3 

0 1 2 3 0 1 2 3 

0 1 2 3 

𝐴21

為 0 

𝐴1𝑖"

為 1 

𝐴21

為 0 

𝐴1𝑖"

為 1 

0 1 2 3 

𝐴1𝑖~
𝐴3𝑖 
皆為 0 

𝑅1 

0 1 2 3 0 1 2 3 

𝐴1𝑖

為 0 

𝐿𝑖  

𝐴1𝑖

為 1 

𝑅2 𝑅2 

𝐿𝑖" 

𝑅1 𝑅1 

𝐿𝑖" 

𝑅3 𝑅3 

⋮ 
⋮ 
⋮ 
 
 

⋮ 
⋮ 
⋮ 
 
 

⋮ 
⋮ 
⋮ 
 
 

⋮ 
⋮ 
⋮ 
 
 

⋮ 
⋮ 
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⋮ 
⋮ 
⋮ 

 
 

⋮ 
⋮ 
⋮ 
 
 

⋮ 
⋮ 
⋮ 

 
 

⋮ 
⋮ 
⋮ 
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    接著，以同樣的方式進行第二層，判斷第二層的擺放，考慮是否有基層能夠支撐第二層

去確定第一層的擺放方式。緊接著，討論第三層的積木擺放，便能夠排出整個積木模型。 

        2.發現： 

          在經由實際操作過後，我們發現整個操作模式與數獨的討論方法很相似，而且我

們僅用了兩面視圖就能夠拼湊出整個積木模型，並能確保其獨一性。 

     (三)發展： 

         在操作整個實驗的過程中，我們覺得討論模式跟數獨很像，需要多重的旁敲側              

擊，才能找到整個答案。感覺這個模式可以發展成積木和數獨的綜合版—「數獨積木」。透

過「遊戲式思考」讓幾何課程變得更加有趣好玩。 

         以下是我們將三視圖與數獨結合發展成的「數獨積木」的設備與規則： 

表 14數獨積木的設備與規則 

遊戲裝置 遊戲規則 

1. 各種顏色數學連接積木 

2. 前視圖與右視圖圖卡 

 

 

 

 

 

 

 

1.黃色表示此排有 3格，藍色為 2格，綠色為 1 

   格，而紅色則是為 0格。 

   同樣數字版的則是直接以數字做為表示。 

2.先選定遊戲卡 

 

 

 

 

 

 

 

3.再使用數學連接積木排出。 

       

       (四)實際操作： 

          在了解整個規則之後，我們將實際操作的整個流程說明圖分別陳述於下表中。 

表 15數獨積木實體操作流程 

實體 前視圖 右視圖 

 

   

   

   

 

2 0 2 

3 2 3 

3 3 3 

 

   

   

   

 

0 0 1 

2 0 1 

2 2 1 

顏
色
版 

數
字
版 
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實體操作流程圖 

 

 

肆、研究結果 

        以下為我們所找出來的多生三視圖的樣式、其規律性及其極值規則： 

類型             

樣式 
樣式 

三 

同 

圖 

田

立

方

圖 

符合N2，N ∈ {2,3 … … n}格數必有多生三

視圖。 

極值— 

𝑚𝑎𝑥 = 𝑛 × 𝑛 × 𝑛； 

 𝑚𝑖𝑛 = 𝑛 × (𝑛 + 𝑛 − 1) 

凸

字

圖 

(𝑖𝑛 ，𝑖𝑛−1，𝑖𝑗 … … 𝑖2，𝑖1)，𝑖𝑗 ∈

(1，2，3，… …，𝑛)，其中必有一個ij =

n，但其他元素不能同時為 1，必能產生

極值—                   

 𝑚𝑎𝑥 =

{
∑ 𝑖𝑗

𝑛
1 × (𝑖𝑗最小值) + 32 × 𝑓 + 22 × 𝑔 + 12 × ℎ，

∑ 𝑖𝑗
𝑛
1 × (𝑖𝑗最小值) + 各項規律 ，當圖形為下三角形

 

第一層 第二層 第三層 結尾 組合 

由前視圖與右

視圖判斷第一

層擺放位置，

可確定第二排

為 3個。 

由前視圖與

右視圖判斷

第二層擺放

位置。 

由前視圖與右

視圖判斷第三

層僅有一個格

子，與第二層

搭結合，確定

在𝐴32的位置

擺放 3個。 

由已確定圖

為基準，去

進行其他格

數的驗證。 

最後組合

出正確的

模式。 
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多生三視圖。                     

  𝑚𝑖𝑛 =

{
∑ 𝑖𝑗

𝑛
1 × 1 + 2（𝑖𝑛−1 − １＋ｋ） {

１，有奇數個ｎ

０，有偶數個ｎ

∑ 𝑖𝑗
𝑛
1 × (𝑖𝑗最小值) + 各項規律 ，當圖形為下三角形

 

二

同

圖 

長

方

圖 

滿足

{
(𝑎，𝑎，𝑎 … … 𝑎，𝑎)，𝑎 ∈ (2，… …，(𝑛 − 1))

(𝑎，𝑎，… …，0，0)，𝑎 ∈ (2，… …，𝑛)，0 的個數 1~(n − 2)個
 

，必能產生多生三視圖。 

極值發生— 

max=(𝑎的個數)2 × 𝑎， 

min=𝑎的個數 × 𝑎 + 1 × (a 的個數
2

− a 的個數

)+1 

    

雙

子

星

圖 

滿足 (𝑖𝑛 ，𝑖𝑛−1，… … 𝑖2，𝑖1)，𝑖𝑗 ∈

(0，1，… …，𝑛 − 1)，𝑖𝑛 ∧ 𝑖1 ≠ 0，必有

多生三視圖。 

極值發生— 

max=∑ 𝑖𝑗 
𝑛
1 + (直線交會格數最小值) × (

直線交會個數)，  

min=∑ 𝑖𝑗 
𝑛
1 × 𝑎 + 1 × (直線交會總個數) 

 

峰

谷

圖 

滿足(𝑖𝑛 ，𝑖𝑛−1，… … 𝑖2，𝑖1)，𝑖𝑗 ∈

(𝑘|1 ≤ 𝑘 < 𝑛，𝑖𝑗 > 𝑖1 ∨ 𝑖𝑛  或𝑖𝑗 < 𝑖1 ∨ 𝑖𝑛 )，必有多

生三視圖。 

極值發生— 

max=∑ 𝑖𝑗 
𝑛
1 + (直線交會格數最小值) × (

直線交會個數)， 

min=∑ 𝑖𝑗 
𝑛
1 × 𝑎 + 1 × (直線交會總個數) 

三不同

圖 

 

 

只要上視圖符合前視圖方向和右視圖方向的交會處所擁有的格數𝑁 ≤ 前視圖格數 ∩

右視圖格數。 

        我們也找到以上擁有多生三視圖的充要條件有兩點。 

                     第一點，必須同時存在行與列的元素； 

                     第二點，行與列所擁有的格數需大於等於 2。 

        為了解決這多生三視圖的產生，我們加入顏色與數字到三視圖中，試著讓三視圖的

反向思考能夠有獨一性的產生。而後經由樹狀圖，我們確定加入顏色與數字之後，能夠讓三
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視圖擁有獨一性，不僅如此，我們在整個操作的過程中，僅提供兩視圖及其顏色或數字，便

能夠讓其擁有獨一性。然在分析的過程中，我們覺得這樣模式與數獨很相似，因此發展出立

體數獨—「數獨積木」。 

伍、結論 

    看到 3D列印表之後，開始萌生立體的構想，又在老師的說明下，我們以體積的概念為

出發點，去認識三視圖與反向思考，進而發現到原來多生三視圖有很多種。我們也將其分類

為三大類型，並做細分與找出其特性。在這繁複的過程中，或許我們的分類還未能其齊全，

但這些細分中都有其特性在，相信這是值得後續繼續發掘或挑戰的。 

    接著，我們為了解決多生三視圖的問題，一開始我們選用旋轉角度，但是會因為積木的

大小不同，而無法找到它們的共同點。之後，有同學提議加入數字或顏色。我們一開始以為

加入顏色或數字之後會直接讓三視圖的答案產生，之後想到在每次建構三視圖的反向思考時 

，我們是先透過上視圖固定擺放的位置，為了不讓固定擺放位置的產生，於是我們試著把上

視圖去除，僅用前視圖與右視圖去進行試驗，沒想到居然成功了，讓多生三視圖產生了獨一

性，並且透過與「數獨」的相同思維，發展出「數獨積木」的玩法。 

 

陸、未來展望 

    我們透過對於三視圖的了解，進而推廣到更多有關於 3D空間的認識，甚至到現在最夯

的元世界，都足以顯得立體空間概念的重要性。這次科展，我們想到使用顏色和數字的方式

解決了三視圖反向思考的獨一性之外，我們讓整個視圖的使用降到為僅使用兩視圖就能夠架

構出整個積木模式，這讓我們非常開心。除此之外，還設計出「數獨積木」的遊戲方式，讓

積木發揮學習「空間概念」、「創造力」等能力，又再多增添邏輯思考及推理的能力，這是

我們這次研究的過程中，意外的美麗，希望這個美麗可以讓更多的學生藉此跟我們一樣也從 

操作中學習到應有的能力。 

 

柒、參考文獻資料 

齊邦交（2010）。立體幾何中的三視圖。北京：北京師範大學。 

貼盒法（2018年 11月 13日）。每日頭條。取自

https://kknews.cc/education/p9kegvp.htmlhttps://kknews.cc/education/p9kegvp.html 

劉麗芸（2012），化抽象為具體—枚舉法在古典概型中的應用。新高考。4期，8~10頁。 

https://kknews.cc/education/p9kegvp.htmlhttps:/kknews.cc/education/p9kegvp.html


【評語】080413  

本研究以「三視圖」的概念為基底，利用貼盒法進行反向思考，找出

3×3×3「堆疊物體」的多生三視圖之種類、樣式、規律性及積木塊的

極值。並推廣到 4×4×4 的方塊。將顏色、數字介入「堆疊物體」的三

視圖中，發展出「數讀積木」遊戲。研究「堆疊物體」的三視圖，因

其三視圖呈現堆疊物與堆疊物之間的縫隙線條，而混淆正常三視圖原

本的功能。由於對於懸空的情形皆不予討論，因此相對地將問題簡單

化了，不過經過多次檢驗與分析，進行歸納後，先將問題分為三大類

型（三同圖、二同圖及三不同圖）進行討論，使得探究的過程更具結

構性。用三視圖呈現立體物，雖不能說是完美，但已趨近完美，若能

將堆疊物與堆疊物之間的縫隙線條省略，將其視為一體，則三視圖不

再混淆，運用實線、虛線呈現正常三視圖，應可清晰呈現原「堆疊物

體」的真實面貌。 
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