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辛克曼的難題—Z 形棋的挑戰與擴充 

摘要 

 

我們從數學遊戲書裡發現西洋棋名家辛克曼發展予以解析並得到擴充結果如下： 

一、使用 P3V 型、P4Z 型、P5P 型、P6R 型與 P3I 型，以 K 移動位置作為橋接點 VBr，我

們找到𝓀值作為多階段移動結果組合數可得到最少移動總次數。 

二、複合路徑圖以重圖為主，是𝐸𝑄和𝐸ℓ兩種路徑複合圖。 

三、4 點配置 BR，當弧形邊數𝐸𝑄 ≥ 2，弧形邊可以視為 B-K 型組路徑，階段中直線數

𝐸ℓ ≥ 2則可以視為 R-K 路徑。度序列衍生路徑組合若𝐸𝑄 ≥ 2優先配置 B，𝐸ℓ ≥ 2優

先配置 K。 

四、P6複合路徑圖的正例所有點都符合DS ≥ 2，反例特徵係每張圖至少有 1 點DS = 1，

可 2B2R、3B1R、1B3R、4R，3B1R 配置條件 EQ≥ 3，2B2R 配置條件 EQ≥ 2，1B3R 配

置條件 EQ≥ 1；但若圖中有 2 點 DS=1 且 EQ= 1，僅能配置 4R。 

壹、研究動機 

 我們在一本數學遊戲書中發現西洋棋名家辛克曼(W. Shinkman, 1847-1933)設計的三個 Z 形 

難題(3 Zigzag problems)，該遊戲又被稱為「取代遊戲」(replacing game)。挑戰者必須在有限的十

連方設計中達成白國王取代黑騎士的目標，我們想解決這道難題並探討研究裡面的數學方法。 

貳、研究目的 

本研究先嘗試解決辛克曼 Z 形棋難題第二道題，在思考研究其他相關棋戲內容，例如探

討遊戲擴充的可能性及條件，分成以下三個次主題探討： 

一、以自創複合路徑圖挑戰 Z 形棋最少步數。 

二、分析多連方結構與多角色配置的可能性。 

三、找出複合路徑圖特徵與棋子移動最少步數的關係。 

參、研究設備與材料 

   一、多色塑膠方塊，用來拼組各種連方組合可能。 

   二、紀錄資料與繪圖之 B5、A4 紙張和多色筆等文書用品。 

   三、電腦設備、微軟 Excel 文書處理程式、Geogebra 程式。 

   四、自製連方塊棋盤與複合路徑圖畫冊。 

肆、研究過程及方法 

一、現有文獻分析 

【命題由來】 

辛克曼的難題原為辛克曼的 Z 形棋(3 Zig-zag problems, Petkovic, 1996)，取設計(b)挑戰，原設

計是在4 × 4棋盤內置入 10 顆棋子，實際分析後發現 3 個小兵是虛子，餘下 6 子和 1 個空格，
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也就是國王、主教、城堡分別有 1K2B2R，合計 6 顆棋子在七連方範圍內移動。 

  

   原始設計 實際作用棋子 

【前提】與西洋棋合法步數略有不同，該題限制棋子皆以 1 步為限。符合難題規定之國王路

徑、主教路徑與城堡路徑，一次只能移動 1 步，國王 K縱、橫、斜走、主教斜走、城堡縱、

橫走，4x4 範圍路徑圖如下。 

   

國王路徑 King’s graph 主教路徑 Bishop’s graph 城堡路徑 Rook’s graph 

【歷屆科展作品探討】 

 以西洋棋發展相關主題的數學作品頗多，有探討皇后互不攻擊難題、棋子配置與漢彌爾

頓路徑關係等，近幾年歷屆作品則包含互不攻擊全控制主教配置(第 57 屆 十字軍斜征(1))、以

騎士巡邏問題延伸出棋盤上擺放黑白兩子進行位置互換(第 58 屆 Knight One One[2])、以騎士

巡邏探討交換騎士的可能以圖論分析棋盤設計與符合騎士交換條件之最適配置條件(第 60 屆 

Crazy Knights)。 

 歷屆作品少討論到多種身分複合路徑，本研究探討多階段連方塊組合與棋子角色搭配結

果再以複合路徑圖表徵移位策略是我們與歷屆作品間最大的差異。  

二、名詞定義 

  (一) 點：由點與邊構成，「點」代表棋子的位置，以 v 表示， 𝑣1𝑣2𝑣3 … … 𝑣𝑛分別「由下 

而上，由左而右」對應連方的位置。 

(二) 橋接點：指國王移動後的新位置，以 VBr表示，代表下一個移位階段的起點，也是橋
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接多個階段的點。 

(三) 邊：表示點與點之間的關係，又分為兩種，第一種是直線表示縱橫走以「城堡」

(Rook, 以 R 代稱)為主的路徑，用𝐸ℓ表示；第二種是斜走邊，以𝐸𝑄表示，複合路徑圖

以斜線或弧形表示以「主教」(Bishop, 以 B 代稱)為主的路徑。 

(四) 多連方：連方塊組合的型組，以 Pn型組字母型表示，例如 P5L 表示五連方 L 型，其  

中七連方為本研究擴充設計，以 Hep 表示。棋子在移動時如若進入循環狀態，以上

下標表示𝑃𝑛
𝑐 該多連方可形成循環路徑，小寫 C 或(CIRC)標註可循環路徑。 

(五) 複合路徑圖：以點和邊構成的圖示方法，用來表徵不同棋子角色路徑複合結果。 

(六) 移動步數：國王 K、主教 B 與城堡 R 移動步數，以 M 表示，M max表示最多步數，M 

min表示最少步數。本研究依據七連方棋盤設計，得到三種情境狀態，分別以 k 值區

別情境之總移動次數。 

三、挑戰辛克曼的難題 

【前情提要】難題設定目標是最終國王必須取代黑棋士(取得其領地)，但國王所到之處必須避

開黑騎士可影響的區域，也就是騎士路徑所經之處，國王不可踩踏。 

  

 

【第一階段】移動狀態示意—遙遠的距離是關鍵 

 首先，我們將棋子合法移動方向皆視為連方塊範圍，在這裡是「不完全連方塊」，在路徑

圖則不受多連方定義限制。 

 

5→2 6→5 8→6 
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【發現 1】連方數決定棋子數，小兵不動的情形視為 P3+1，外加一方塊以弧型路徑表示主教合法移動

方向，以此開啟解題。 

【發現 2】v4、v8、v6 形成兩個弧形路徑，𝐸𝑄 = 2，3 點 2 弧至少可供兩個主教移動，這裡擺

了國王，因此國王的功能等同主教。 

【發現 3】我們發現國王避開了黑騎士路徑，在第 3 步時來到最上方的位置， 國王的有效路

徑數必須避開 V5 弧路徑，循 V8→V7→V4→V2→V1，因此 Mmax=5。 

【第二階段】循環路徑 P4與 P5組合合併為 P6R 型 

四連方 Z 型(CIRC) 

    

4→8 5→4 2→5 4→2 

  

   

五連方 P型(CIRC) 

     

8: R1 7→4 9: B2  5→7 10: R1 4→5 11: B1 8→4 12: K 6→8 

 
 

【第三階段】移動狀態示意 — R 型析出 N 型四連方 
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【第四階段】 完整兩組 BR 加 K的 R 型六連方設計(CIRC) 

   

4→8 2→4 5→2 

   
6→5 8→6 7→8 

  

【第五階段】 逼近狀態示意—協商讓位—「類」兩組 BR 之 P型五連方 

    

4→7 8→4 5→8 2→5 

  

【發現與討論】在這裡國王不切段是因為國王的功能與主教相同，都走弧形邊，我們認為這

時 候的國王形同主教，因此可以視為 2B2R 組合，𝐸𝑄 = 2，𝐸ℓ = 2。 
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4→2 2→1 

  

【第六階段】2 次國王的移動皆以二連方為單位，兩次 P2I併為三連方 I 型。 

【小結】六連方 R 型是主要範圍，依序使用三、四、五連方，其中四、五連方個出現 2 次。

我們發先連方塊決定棋子擺放位置，如果要讓主教順利移動，複合路徑圖至少要有弧形邊，

當弧形邊數大於主教數量，國王可以使用路徑的機會就增加，因此弧形邊可以視為 B-K 型組

路徑，直線則可以視為 R-K 路徑。 

(七) 拆解辛克曼難題 

最長路徑如何確認是真？我們試以不同國王路徑比較，包含合法與不合法路徑，Ｖ9 取代

V6 計算直線與斜線路徑： 

  

國王循 V9→V8→V7→V4→V2→V1，即 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ + 𝐶𝐵̅̅ ̅̅  ，E1=V-1=5  

國王若改由 V9→V5→V2→V1，即𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ，E2=V-1=3 

 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ + 𝐶𝐵̅̅ ̅̅ > 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ，E1> E2，由此可知辛克曼設計難題取最長路徑完成多階段組合。 

根據連方塊分割結果得到總移動次數 M 與移位階段值： 

M=P4+P9
𝑐+P4+P6

𝑐+ P5+P2+P2=3+9+3+6+4+1+1=27 

M max=27, 𝓀=7 

 

(八) 難題擴充 
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【方法】從 35 張六連方唯一圖篩出 29 張符合4 × 4範圍六連方，與 V0組合發展 256 張 66 種

七  

       連方棋盤設計。 

【擴充設計】圍繞六連方的綠色數字是預設 BK 位置，根據辛克曼的難題，國王不走騎士路 

   徑，所以我們標註所有騎士到達位置，國王必須避開。 
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根據以上 29 張六連方唯一圖設計產生 256 張七連方棋盤設計，對照4 × 4範圍內七連方，得到

4 × 2、4 × 3、4 × 4、3 × 3等 66 種唯一圖。比對後刪掉國王無法擺放或無法取代黑騎士的

圖，剩下 238 張設計，分別符合三種情境。我們將全部棋盤設計以(V0,V1,V2,V3,V4,V5,V6)依序標

註度序列與𝐸𝑄 和𝐸ℓ 特徵，探究異構圖對棋子配置與移動影響。 

(九) 七連方 Hep三種可行情勢設計 

【情境 1】除 V0 旁須預留空格外，國王的路徑保留最多，總計 15 組七連方與對應複合路徑

圖。 

 

 

 

【情境 2】排除 BK路徑所到之處不能配置 K，尚有空間配置，符合|𝑉𝐾 − 𝑉𝐵𝐾| ≥ 2條件，總



10 
 

計 125 組七連方與對應複合路徑圖 
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【情境 3】 總計 98 張，略以五冊各一張作為代表圖為例 A 冊 Hep1-3、 B冊 Hep12-3、C 冊

Hep17-2、D冊 Hep22-4 和 E 冊 Hep27-8 和 28-3。假設 BK旁可放置 K。由於國王的位置緊鄰

黑騎士，以「全部棋子皆移動至少 1 次」國王方可取代黑騎士為前提的設計，我們把這種視

為特殊設計。 
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伍、研究結果與討論 

一、 連方塊、棋子角色與複合路徑的關係分析 

(一) 由於多連方組合決定棋子路徑，因此分別分析後轉化為複合路徑圖與之比對。棋子身分

分別以英文字母 K、B、R、P、BK 標註移動狀態，其中，供棋子移動的空位以「x」或

以大寫「E」表示。 

(二) 連方塊編碼「由左而右」、「由下而上」標號。例如三連方有兩種，第 1 種是連方塊連成

直條，是一個1 × 3長方形，稱為 I 型；第 2 種是 V 型，考慮鏡射、旋轉視為同一型，

以下以旋轉 135°作為代表連方塊圖，決定型態後標註編碼並轉化為複合路徑圖。 

 
  

   

方格轉化為點 分析棋子路徑 
以複合路徑圖標註 

點和點之間的關係 

 

𝜈𝓃 第 1 種 第 2 種 第 3 種 第 4 種 

𝜈1 B B R x 

𝜈2 R x x R 

𝜈3 x R B B 

棋子 

位置圖 

    

複合 

路徑圖 
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𝜈𝓃 第 1 種 第 2 種 第 3 種 第 4 種 

移動 

順序 

   
 

    

 ⨁, ⨁ ⨁ ⨁ 

【說明】依序配置棋子後不能動的配置圖有兩種 

 

 

 

 

【發現】 左右兩張 P3V 型呈現鏡射，路徑圖同構，擺放的位置不符合棋子路徑要求， 結果

就是一樣的，主教不動，城堡就動不了。 

【分析】𝐸𝑄 = 0, 𝐸ℓ = 2，但是主教沒有可供斜走的點，無法移動的情形下造成 3 個孤立點，

彼此毫無關係。P3左圖與右圖乍看不一樣，事實上旋轉、翻轉後是一樣的圖，視為同

一種狀態，複合路徑圖呈現相同狀態。 

【結果】從複合路徑圖來看，沒有弧的主教不能動，只能供城堡移動，因此是個無效圖，  

 Mmin=0。 根據以上初步分析，我們將辛克曼以複合路徑圖表示如下，我們發現數個階段 

    表現多連方的組合。 

二、 多連方之間的關係探討 

 我們分析辛克曼的解法，發現兩個重點，其一，國王必須避開黑騎士所能到達的位

置，其二，國王移動後就是棋子在新連方範圍 Pn移位起始，國王有有銜接前後範圍的功

能，以 VBr表示，作為橋接多個階段的點。 

三連方→五連方 四連方→五連方 
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 我們思考要如何設計擋住 R，好的擺放位置可以讓 B 多走幾步，與多數研究探討最少移

動步數不同，我們的研究重點是想辦法增加多階段移動次數，讓國王趕走黑騎士的難度增

加，因此拆解多連方結構變得很重要。 

 

 

三、 角色配置效果探討 

 以四連方結構探討國王與主教-城堡(又稱為「BR 組」)配置可能，四連方有 I、L、T、

O、Z 型，由於 I 限制很大，僅供國王、主教移動，因此進一步分析在 L、T、O、Z 型四型

中，國王 K 與一組 BR 移動狀態探討，得到 96 種結果。 

【說明】E 表示可供移動的空格，K 國王、B 主教、R 城堡。國王有四種位置，分別搭配一組 BR。 

  

 

 

 

 

L 型 有 24 種位置  分析結果 

編碼 原始配置 移動方向與順序 三子皆能移動就是有效圖 

L-K1-1 2E3B4R 2 ║ K     2║K 無效  

L-K1-2 2E3R4B 2 ╳ B ━ R   2╳B━R 無效  

L-K1-3 2B3E4R 3 ━ R ╳ B ║ K 

3━R╳

B║K 有效  

L-K1-4 2R3E4B 3 ║ R ╳ B ━ R 

3║R╳B━

R 無效  
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L-K1-5 2B3R4E 4 ╳ B ║ K   4╳B║K 無效  

L-K1-6 2R3B4E 4       4 無效 完全不能動 

L-K2-1 1E3B4R 1 ║ K     1║K 無效  

L-K2-2 1E3R4B 1 ║ K ╳ B ━ R 

1║K╳B━

R 有效  

L-K2-3 1B3E4R 3 ║ K     3║K 無效  

L-K2-4 1R3E4B 3 ║ K ╳ B ━ K 

3║K╳B━

K 無效 R 不能動 

L-K2-5 1B3R4E 4 ━ R ║ K   4━R║K 無效  

L-K2-6 1R3B4E 4 ╳ K ║ R   4╳K║R 無效  

 

L 型 有 24 種位置 分析結果 

編碼 原始配置 移動方向與順序 三子皆能移動就是有效圖 

L-K3-1 1E2B4R 1       1 無效 

L-K3-2 1E2R4B 1 ║ R ╳ B ━ K 1║R╳B━K 有效 

L-K3-3 1B2E4R 2 ║ K ━ R ╳ K 2║K━R╳K 無效 

L-K3-4 1R2E4B 2 ╳ B ━ K   2╳B━K 無效 

L-K3-5 1B2R4E 4 ━ K ║ R ╳ K 4━K║R╳K 無效 

L-K3-6 1R2B4E 4 ╳ B ║ K   4╳B║K 無效 

L-K4-1 1E2B3R 1       1 無效 

L-K4-2 1E2R3B 1       1 無效 

L-K4-3 1B2E3R 2 ╳ K ━ R ║ K 2╳K━R║K 無效 

L-K4-4 1R2E3B 2 ╳ K     2╳K 無效 

L-K4-5 1R2B3E 3 ║ R ╳ K ━ R 3║R╳K━R 無效 

L-K4-6 1B2R3E 3 ━ K ╳ B ║ R 3━K╳B║R 有效 

【說明】以下 T、O、Z 型擺放方式皆同 L 型，及空格跟隨 K 再搭配一組 BR。 

O 型 分析結果 O 型 分析結果 

編碼 三子皆能移動是有效圖 編碼 三子皆能移動是有效圖 

O-K1-1 2╳B║R╳K 有效 O-K3-1 1━K╳B━R 有效 

O-K1-2 2║K╳B║R 有效 O-K3-2 1╳B━R╳K 有效 

O-K1-3 3╳B━R╳K 有效 O-K3-3 2━R╳B━K 有效 

O-K1-4 3━K╳B━R 有效 O-K3-4 2║R╳B║K 有效 

O-K1-5 4╳K━R╳B 有效 O-K3-5 4╳B║R╳K 有效 
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O 型 分析結果 O 型 分析結果 

O-K1-6 4╳K║R╳B 有效 O-K3-6 4║K╳B║R 有效 

O-K2-1 1║K╳B║R 有效 O-K4-1 1━R╳B━K 有效 

O-K2-2 1╳B║R╳K 有效 O-K4-2 1║R╳B║K 有效 

O-K2-3 3║R╳B║K 有效 O-K4-3 2━K╳B━R 有效 

O-K2-4 3━R╳B━K 有效 O-K4-4 2╳B━R╳K 有效 

O-K2-5 4╳B━R╳K 有效 O-K4-5 3║K╳B║R 有效 

O-K2-6 4━K╳B━R 有效 O-K4-6 3╳B║R╳K 有效 

T 型 分析結果 T 型 分析結果 

編碼 三子皆能移動是有效圖 編碼 三子皆能移動是有效圖 

T-K1-1 2━R╳B║R║K 有效 T-K3-1 1 無效 

T-K1-2 2║R╳B╳K 有效 T-K3-2 1╳B━R║K 有效 

T-K1-3 3 無效 T-K3-3 2━R╳B║R║K 有效 

T-K1-4 3╳B━R║K 有效 T-K3-4 2║R╳B╳K 有效 

T-K1-5 4╳K 無效 T-K3-5 3╳B║R║K 有效 

T-K1-6 4╳B║R║K 有效 T-K3-6 4╳K 無效 

T-K2-1 1║K━R╳B 有效 T-K4-1 1╳K 無效 

T-K2-2 1╳B━K║R 有效 T-K4-2 1║R━K╳B 有效 

T-K2-3 3║K━R╳B 有效 T-K4-3 2║R╳K╳B 有效 

T-K2-4 3╳B━K║R 有效 T-K4-4 2║R╳K╳B 有效 

T-K2-5 4╳B║K║R 有效 T-K4-5 3║R━K╳B 有效 

T-K2-6 4╳B║K║R 有效 T-K4-6 3╳K 無效 

Z 型 分析結果 Z 型 分析結果 

編碼 三子皆能移動是有效圖 編碼 三子皆能移動是有效圖 

Z-K1-1 2━R╳B━K 有效 Z-K3-1 1╳B━R╳K 有效 

Z-K1-2 2╳K━R╳B 有效 Z-K3-2 1━K╳B━R 有效 

Z-K1-3 3━K╳B━R 有效 Z-K3-3 2━R╳K║R╳B 有效 

Z-K1-4 3╳B━R╳K 有效 Z-K3-4 2║K━R╳K║R╳B 有效 

Z-K1-5 4 無效 Z-K3-5 4━R╳B━K 有效 

Z-K1-6 4╳B║R╳K 有效 Z-K3-6 4╳K━R╳B 有效 

Z-K2-1 1╳K━R╳B 有效 Z-K4-1 1╳B║R╳K 有效 
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O 型 分析結果 O 型 分析結果 

Z-K2-2 1━R╳B━K 有效 Z-K4-2 1 有效 

Z-K2-3 3║K━R╳K║R╳B 有效 Z-K4-3 2╳B━R╳K 無效 

Z-K2-4 3━R╳K║R╳B 有效 Z-K4-4 2━K╳B━R 有效 

Z-K2-5 4━K╳B━R 有效 Z-K4-5 3║R╳B━R 有效 

Z-K2-6 4╳B━R╳K 有效 Z-K4-6 3━R╳B━K 有效 

四、 黑騎士 BK在五連方配置的影響 

我們分析出 24 種獨立圖形，再進一步與黑騎士組合得到可用圖，L 型析出 4 種國王配置

條件，X 表示國王無法取代黑騎士，O 表示可以取代，做為最後階段判斷依據。 

L 型-K1 

 

L 型-K4 

 Z 型加入黑騎士做為終點階段參考，計有 53 張圖(略以 K1-1 代表)。 

 

T 型加入黑騎士做為終點階段參考，計有 52 張連方設計(略以 K1-6 代表)。 

 

 根據以上評估圖，我們將連方塊對應棋子路徑設計複合路徑圖，做為配置棋子、計算移

動次數參考。 

【討論】不考慮 P5I 型，理由有兩個，其一辛克曼的設計限制於4 × 4範圍內；其二，除了 P5I

型是𝐸ℓ，不利主教配置。P5沒有全環形圖或直線圖，所有複合路徑圖一定有直線路徑，是

𝐸ℓ+𝐸𝑄 複合圖形。 

1-1 𝜈1 𝜈2 𝜈3 𝜈4 𝜈5 第 1 種設計 

 𝐸ℓ 1 2 2 2 1 

𝐸𝑄 0 0 1 0 1 第 2 種設計 

 小計 1 2 3 2 2 
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2-1 𝜈1 𝜈2 𝜈3 𝜈4 𝜈5 
第 1 種設計 

 𝐸ℓ 1 1 3 2 1 

𝐸𝑄 1 1 1 1 2 
第 2 種設計 

 小計 2 2 4 3 3 

 

1-4 𝜈1 𝜈2 𝜈3 𝜈4 𝜈5 
第 1 種設計 

 𝐸ℓ 1 1 2 3 1 

𝐸𝑄 1 0 2 0 1 
第 2 種設計 

 小計 2 1 4 3 2 

【討論】𝐸𝑄限制主教國王移動(B-K path)，𝐸ℓ限制城堡國王移動(R-K path)，我們還發現單環

圖、多環圖的存在，環圖可以讓棋子移動的彈性增加。 

五、 從五連方路徑圖判斷環點圖是否有利於國王移動 

F/f 型 

 

 

M 型 

 

  

【討論 1】3 點環=(1,2,3),(1,3,4),(3,4,5) 

4 點環=(1,2,3,4),(1,3,5,4) 5 點環=(2,1,4,5,3) 

【討論 2】3 點環= (1,2,3),(2,3,5),(2,4,5) 

4 點環= (1,3,5,2),(3,5,4,2) 5 點環= 

(1,2,4,5,3) 

【小結】 F 型和 M 型五個點都有𝐸𝑄和𝐸ℓ，最多形成 5 點環，有利於國王與主教擺放，並

且可以放置主教 B× 2。 𝕂適用配置2ℬ1ℛ在 F 型可得最少移動步數為 4 步；同樣配置

在 M 型亦可得最少移動步數為 4 步。 

 

T 型 

 

N 型 

 

U 型 

 

   

3 點環= (1,3,4),(3,4,5) 

4 點環= (1,3,5,4) 
3 點環= (1,3,4),(2,3,5) 3 點環=(1,2,3),(3,4,5) 

【小結】N 型和 U 型圖同構，都有 3 點環，可放置國王與 1 主教。𝕂適用配置1ℬ2ℛ。 

以上 3 型共同特徵是 2 條𝐸𝑄，但 T 型看似出現一條𝐸ℓ卻恰好是反例。如果 T 型擺放2ℬ
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於 V1和 V3，位置相鄰，但是 V2作為唯一可移動點就會失去效果。P5T、P5N、P5U 三型 

均適用𝕂配置1ℬ2ℛ， M min=4。 

L 型 

 

V 型 

 

  

3 點環=(1,2,5) 3 點環=(1,2,4) 

【小結】L 型和 V 型五個點僅有一條𝐸𝑄，至多形成 3 點環，主教擺放受到限制，國王只

能配置於𝐸ℓ路徑上。 𝕂適用配置1ℬ2ℛ，在 L 型可得最少移動步數為 4 步；然而，V 型

受限於 V3 和 V5 度序列皆小於 2，因此兩點中必然有一子失去移動能力，因此 V 型為無

效圖，可視為五連方路徑圖的反例。 

P 型 

 

 

度序列  (V1,V2,V3,V5,V4)= (2,4,3,3,4) 

3 點環＝(1,2,4),(2,3,4),(2,3,5),(2,4,5),(3,4,5) 4 點環= (1,2,3,4),(1,2,5,4),(2,3,5,4) 5 點環= (1,2,3,5,4) 

【小結】P 型容易出現循環走法(CIRC)，5 個點都有𝐸𝑄和𝐸ℓ，最多形成 5 點環，有利於國

王與主教擺放，並且可以放置至多 2B。P5P 適用配置2ℬ1ℛ，Mmin=4。 
 

Y 型 

 

 
3 點環=(2,3,5),(3,4,5) 

4 點環=(2,3,4,5) 

度序列  (V1,V2,V3,V5,V4)= (1,3,3,2,3) 

【小結】Y 型 V1、V3 只有𝐸ℓ，但是𝐸𝑄 ≥ 2，優先考慮 B 位置，棋子最佳擺法依序

(V1,V2,V3,V5,V4)=(x, R,K,B,B)，P5Y 𝕂適用配置2ℬ1ℛ，有最少移動步數，Mmin=4。  

X 型 

  

3 點環=(1,2,3),(1,3,4),(2,3,5),(3,4,5) 

4 點環= (1,2,3,4),(1,2,5,3),(1,4,5,3),(2,3,4,5),(1,2,5,4) 

5 點環=(1,2,3,5,4) 

【小結】X 型是一個很容易形成循環路徑的設計，因為有 4 條𝐸𝑄，𝐸ℓ則有(1,2,3)、(5,4,3)對稱，

(1,3,4)和(2,3,5)對稱，最多形成 5 點環，有利於國王與主教擺放，並且可以放置至多 2B。P5X

適用配置3ℬ1ℛ且無循環，移動次數是唯一情形，M=4。但若配置𝕂2ℬ1ℛ可循環，有最少移

動步數，Mmin=4。 
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Z 型 

  

3 點環=2=(1,2,3),(2,3,4) 

4 點環=1=(1,2,4,3) 

【小結】Z 型有 2 條𝐸𝑄，有利於擺放 2B 且不衝突，P5Z 𝕂適用配置2ℬ1ℛ，有最少移動步

數，Mmin=4。 

六、 六連方衍生之複合路徑圖特徵判斷  

我們析出辛克曼第五階段採用 P6R 型，於是從六連方 35 張唯一圖中篩出符合4 × 4範圍內

計 29 多連方型組。圖以度序列分為兩類，正例所有點度序列皆𝐃𝐒 ≥ 𝟐，反例特徵係每張圖至

少有 1 點𝐃𝐒 = 𝟏。若以 6 點圖配置 K、2B、2R， B 與 K 路徑重疊，1B 至少占用 2 點 1 條弧

路徑，正例圖有兩組弧路徑配置，單組弧路徑卻擁有 3 條同樣可配置 2B 但 R 配置受到弧路徑

限制。以圖 18 為例適合 2B2R，考慮 BK 外加，則若 V(1,4,6,5,3,2)=( K, R1, R2, B1, B2,ｘ)至少 3

種走法。 

 

  

  

移動次數 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

第 1 種 B1:5→2 R2 B2 R1 K:1→4     

第 2 種 B1 R2 B2 K:1→3 R1 K:3→4 B2 R2 B1 

第 3 種 同上步驟 K:4→5 

 棋子擺法決定設計是否能達成多階段移動、產生最多階段、控制階段內最少移動步數。

第 1 種 5 步，第 2 種 2 階段 6 步，第 3 種至少 3 階段 9 步。 

 棋子配置考慮度序列，若 EQ≥ 2 優先考慮配置 B。反之，若𝐸ℓ ≥ 2優先配置 R。度序列

=2，且 EQ= 1, 𝐸ℓ = 1，考慮配置 K。第一種移動方式係每一子移動後 K 即可取代 BK，與七

連方棋盤設計【狀態 3】相符，第 3 種方法多階段移動，符合【狀態 1】配置。 
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【反例】 
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(一) 圖同構判斷 

1.根據前述 P4、P5、P6分析，為了便於判斷棋子配置複合路徑圖適用於 256 張圖判斷是否

同構，以 Hep20-4、22-5 為例，兩張棋盤設計略有不同，上圖(4,5-6)對應下圖(4,6-5)。 

 
 

 

 

 

點編號 V0 V1 V2 V3 V4 V5 V6 

Hep20-4 
檢查相鄰點 

(3,4) (0,2) (1,3,4) (2,4,0) (2,3,0,5,6) (4,6) (5,4) 

Hep 22-5 (3,4) (0,2) (1,3,4) (2,4,0) (2,3,0,5,6) (4,6) (5,4) 

兩張複合路徑圖點之間關係相同，EQ和 El對稱，可視為同構圖。 

(二) 度序列對配置與移動的影響 

在反例中我們發現有四種配置可能包括 2B2R、3B1R、1B3R、4R，四種配置都可以的路

徑有圖 1、12、13、17、21，圖 8 適用 2B2R、1B3R、4R，適用 1B3R、4R 有圖 6、7、

20、22，其中圖 5 僅能配置 4R。我們發現 3B1R 配置條件 EQ≥ 3，2B2R 配置條件 EQ≥

2，1B3R 配置條件 EQ≥ 1，圖 5 有 2 點 DS=1，EQ= 1，僅能配置 4R 且 K 不會走 EQ。 

一、橋接點出現次數判斷𝓀值 

多階段步數組合以 K 做為中介橋接點，在情境 1 當中，若 |𝑉𝐾 − 𝑉𝐵𝐾| ≥ 2，K 作為橋接

點 

編號 配置 Mmin 𝓀值 編號 配置 Mmin 𝓀值 

Hep5-5 R,R,R,R,K,_,BK 6 2 Hep17-5 R,_,R,B,BK,B,K 6 2 

Hep6-7 R,R,R,B,K,_,BK 5 2 Hep19-7 B,K,R,_, BK,R,B 11 5 

Hep13-8 _,R,B,BK,B, K,B 10 4 Hep20-7 _,R,R,B,R,K,BK 7 3 

Hep14-4 R,B,B,BK,R,_,K 7 3 Hep21-4 _,R,K,BK,B,B,B 7 3 
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編號 配置 Mmin 𝓀值 編號 配置 Mmin 𝓀值 

Hep14-7 _,R,R,R,BK,B,K 9 2 Hep22-1 BK,_,K,R,R,R,R 6 2 

Hep22-8 R,R,R,B,K,_,BK 6 2 Hep23-8 R,R,B,B,K,_,BK 6 2 

Hep23-3 BK,K,R,B,B,R,_ 6 2 Hep24-5 _,K,B,B,BK,R,R 10 4 

Hep28-2 R,BK,_,B,K,R,B 6 2     

綜上情境 1 的 15 張設計配置結果可得 2 ≤ 𝓀 ≤5。 

七、 擴充設計   

 針對多方塊型態對西洋棋棋路徑的影響徹底理解後，我們嘗試模擬辛克曼難題將 Z 型棋

盤予以擴充。 從分析衍生棋盤設計，我們嘗試增加移動次數，讓難題挑戰性提高，以 Hep25-

7 翻轉鏡射做為起點，設計出符合十連塊七實格棋盤與路徑分析。 

 

  

    

騎士路徑 國王路徑 主教路徑 城堡路徑 

【討論】上圖配置(0,1,2,3,4,5,6)=( BK, B, B, R, K, R, x )，移動步數可達 30 步。 
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  但若將配置改為(0,1,2,3,4,5,6)=(BK, x, K, R, B, R, B)，會得到最少移動步數 

  K:2→1, R:3→2, B:6→3, R:5→6, B:4→5, K:1→0 ，Mmin=6, 𝓀 = 2  

【討論】從度序列判斷最利移動點 

點 𝑣𝑛 𝑣1 𝑣3 𝑣5 𝑣6 𝑣7 𝑣9 𝑣10 

𝐸ℓ 1 2 2 3 2 2 2 

𝐸𝑄 0 1 1 2 1 2 1 

𝐸ℓ+𝐸𝑄 1 3 3 5 3 4 3 

𝑀𝑚𝑎𝑥 1 3 6 7 1 7 5 

【發現與討論】𝑣6和𝑣9最有利移動，也是最多棋子到訪的點，具有兩個弧形路徑是其共同特

徵，𝑣9與𝑣5條件接近，但少了一條弧形路徑限制了「B-R」組移動，到訪次數相對就少了。 

陸、研究結論 

一、辛克曼難題的設計涵蓋三、四、五連方與六連方，依序使用 P3V 型、P4Z 型、P5P

型、P6R 型與 P3I 型，以 K 移動位置作為橋接點 VBr，我們找到𝓀值作為多階段移動結

果組合數可得到最少移動總次數。 

二、本研究是複合圖形，對應棋子路徑條件，從多方塊得到的複合路徑圖以重圖為主，

是𝐸𝑄和𝐸ℓ兩種路徑複合圖。 

三、以 4 點配置 BR，當弧形邊數𝐸𝑄 ≥ 2，弧形邊可以視為 B-K 型組路徑，若該階段中直

線數𝐸ℓ ≥ 2大於 2 則可以視為 R-K 路徑。度序列衍生路徑組合若𝐸𝑄 ≥ 2優先配置 B，

𝐸ℓ ≥ 2優先配置 K。 

四、本研究除了「I 形」連方塊衍生的複合路徑圖之外皆為重圖 E，Ε ≥ 𝑉；僅 I 形是簡單

圖，限於水平/垂直路徑，Ε = 𝑉 − 1。 

五、多環圖中，3 點環圖𝐸𝑄 ≥ 1，𝐸ℓ ≥ 1至少可以完成一組「B-R」移動。 

六、P6複合路徑圖圖以度序列分為兩類，正例所有點度序列皆DS ≥ 2，反例特徵係每張

圖至少有 1 點DS = 1。反例有四種配置可能包括 2B2R、3B1R、1B3R、4R，3B1R 配

置條件 EQ≥ 3，2B2R 配置條件 EQ≥ 2，1B3R 配置條件 EQ≥ 1；但若圖中有 2 點 DS=1

且 EQ= 1，僅能配置 4R。 
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柒、未來研究建議 

本研究礙於時間有限，僅能就辛克曼 3 個難題取(b)探討，(a)看似範圍較小，(c)範圍與本

研究類似，配子不同，兩者完成取代所需步數更多，頗值得探究，可做為未來主題參考。 
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【評語】080411  

探討十連方內的一盤殘棋，十個方格內有一只國王、兩只主教、兩只

城堡、三只士兵及一只敵對的黑騎士共九只棋子，剩餘一格空格，依

西洋棋各棋子的走法，國王避開黑騎士路線，達成國王取代黑騎士的

目標。作者利用圖論研究辛克曼 Z形棋第二道題，西洋棋每個角色有

不同的走法，透過轉換將棋盤模式改成圖論中的圖，因此不同角色與

初始擺放的位置形成不同的圖，在圖上只要兩點有連線就可走且每個

角色連線即邊的顏色不一樣，因此易於討論與研究下棋的歷程。將原

有的十連方，去除士兵所在的位置，變成七連方，配合各個棋子的移

動路線，分析其中所含的三、四、五、六連方塊，找出多階段移動結

果的組合數，得到最少移動總次數。研究細膩，線段圖示若能詳加說

明，可讀性會更好。 
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