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摘要 

有 3 隻蜜蜂，同時從蜂巢出發，在一朵花與蜂巢間的連線上，來回等速直線飛行，牠們

的飛行速度比為 1：2：4，問：在蜂巢與花之間，是否存在某個時刻，牠們飛到同一點？ 

上述問題取自《科學研習月刊》數學專欄，我們不但解決原題，還將原題推廣到任意隻

數蜜蜂，給出求滿足要求的時刻的方法，獲得一般化的結果。 

我們還能加以應用求滿足要求的時刻的方法，探討速度比滿足給定一階線性遞迴數列，

得到若符合一些條件，就能同時飛到同一點。 

壹、研究動機 

我們平常對數學頗有興趣，常答對老師提出的數學小趣題，有次老師提出蜜蜂飛行的問

題，我們思考良久，得到初步心得和結論，於是老師帶我們研究，參加科展。 

貳、原始問題 

本作品題目來自《科學研習月刊》61-01 期的森棚教官的數學專欄[1]，內容如下： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Q3.  如果三隻蜜蜂的速度比是 1：
3
2
：

9
4
時，有沒有可能在某個時刻，三隻蜜蜂剛好飛 

問題 1（本作品主要探討問題）.三隻速度不同的蜜蜂同時從蜂巢出發，在蜂巢與一朵花

之間來回等速直線飛行，蜂巢與花的距離為 1單位，一旦飛到大花馬上回頭再往蜂巢

飛，碰到蜂巢又回頭往大花飛，如此周而復始。只考慮理想的狀態，不考慮加速度等等

因素，飛得最慢的蜜蜂從蜂巢到花飛一趟要 1分鐘。 

Q1. 如果三隻蜜蜂的速度比是 1：2：4 時，有沒有可能在某個時刻，三隻蜜蜂剛好飛到

介於蜂巢與花之間的同一點？ 

Q2. 如果三隻蜜蜂的速度比是 1：3：9 時，有沒有可能在某個時刻，三隻蜜蜂剛好飛到

介於蜂巢與花之間的同一點？ 

到介於花與蜂巢之間的同一點？ 

動動腦想想看吧～ 
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參、研究目的 

一、解決問題 1，研究是否存在蜜蜂經過同一點的時刻。 

二、延伸問題 1，探討 k 隻蜜蜂，k 為任意正整數，在蜂巢與花之間，同一時刻經過同一地

點的條件。 

三、探討速度比滿足給定一階線性遞迴數列時，是否存在題目 1要求的時刻。 

肆、研究工具 

一、計算紙、筆。 

伍、研究過程與討論 

一、名詞解釋 

(一)本作品提到的 k 隻蜜蜂速度，配合問題 1的設定──即最慢的蜜蜂速度為每分鐘 1單

位長，速度值依足碼由小到大排列： 

𝑉𝑉1 = 1 < 𝑉𝑉2 < 𝑉𝑉3 < ⋯ < 𝑉𝑉𝑘𝑘。(1) 

(二)1號蜜蜂指速度為 1的蜜蜂，𝑖𝑖號蜜蜂指速度為𝑉𝑉𝑖𝑖的蜜蜂。 

(三)如果存在題目 1要求的時刻，稱為「有解」；如果不存在，則稱為「無解」。 

二、解決問題 1 

題目 1 問的是：「三隻蜜蜂能否在同一時刻，飛到介於蜂巢與花之間的同一點？」，其實蜜蜂

們必能在同一時刻經過蜂巢。 

(一）必能同時經過蜂巢 

 1. 最小公倍數 

如果 3隻蜜蜂的速度比是 1：2：3，同樣在距離單位長的蜂巢與花之間來回飛行，則 

一次來回飛回蜂巢的時間比為 

2 ×
1
1
：2 ×

1
2
：2 ×

1
3

= 2：1：
2
3
 

 

每隻蜜蜂飛回蜂巢的時間分別累計如下： 



3 

 

2 的倍數有：2，4，6，8，……， 

1 的倍數有：1，2，3，4，5，6，7，8，……， 

2
3
的倍數有：

2
3
，

4
3
，2，

8
3
，

10
3
，4，

14
3

，
16
3
，6，⋯⋯， 

 可知在第 2、4、6、……分鐘，三隻蜜蜂會同時經過蜂巢。 

說明.k 隻蜜蜂的速度如（1），則從蜂巢出發，蜜蜂們第 1 次飛回蜂巢所花費的時間分別為： 

2
1
、

2
𝑉𝑉2

、
2
𝑉𝑉3

、⋯、
2
𝑉𝑉𝑘𝑘

， 

經過上述每隻蜜蜂所需時間的最小公倍數時間後，k 隻蜜蜂就會在同一時間回到蜂巢，而且

可知道同時回到蜂巢的最短時間為 

2 �
1
𝑉𝑉1

,
1
𝑉𝑉2

,
1
𝑉𝑉3

,⋯ ,
1
𝑉𝑉𝑘𝑘
�。 

（二）不一定能同時經過花朵 

 1. 不會同時經過花朵的情形. 

考慮 2隻速度分別為每分鐘 1單位長和每分鐘 2單位長的蜜蜂，速度為 2的蜜蜂從蜂 

巢飛到花朵的累計時間為： 

1
2
，

3
2
，

5
2
，

7
2
，⋯⋯， 

  而速度為 1的蜜蜂，飛到花朵的時間均是正整數，可知這 2隻蜜蜂不會同一時間經過 

花朵。 

 

 

命題 2.（必能同時回到蜂巢）.k 隻蜜蜂必能在同一時間回到蜂巢。 
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2. 會同時經過花朵的情形. 

如果三隻蜜蜂的速度比是 1：3：5，同樣在距離單位長的蜂巢與花之間來回飛行，則 

一次從蜂巢飛到花朵的時間比為 

1：
1
3
：

1
5
 

3 隻蜜蜂飛到花朵累計的時間分別為： 

1，3，5，7，9，……， 

1
3
，1，1

2
3
，2

1
3
，3，3

2
3
，4

1
3
，5，⋯⋯， 

1
5
，

3
5
，1，1

2
5
，1

4
5
，2

1
5
，2

3
5
，3，3

2
5
，3

4
5
，4

1
5
，4

3
5
，5，⋯⋯， 

   可知在第 1、3、5、……分鐘，三隻蜜蜂會同時經過花朵。 

（三）分析 

1. 採用數線觀點. 

問題 1 的蜜蜂設定在蜂巢與花之間來回飛行，我們可以看成在如下的數線一直向飛 

行： 

 

 

 

對照數線，則有： 

 

 

 

蜂巢對應到數線的偶數，花對應到奇數，也就是 

 

…… 
蜂巢 花 蜂巢 花 花 蜂巢 

……
0 1 3 5  2 4 
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蜜蜂從蜂巢飛到花朵，在數線上就是從偶數飛到奇數；(2) 

從花朵飛到蜂巢，在數線上就是從奇數飛到偶數。(3) 

題目 1 要找的點在蜂巢與花之間，也就表示如果真的存在那一點，那麼蜜蜂們就 

是在整數點之間的某點相會，代表 

2.所求時刻值不是整數 

已知蜂巢與花相距 1 個單位長，若要求在蜂巢與花之間碰面，由於飛行最慢的蜂設定 

速度為每分鐘 1 單位長，假設牠飛了 T 分鐘在蜂巢與花之間與其它蜂相遇，可知飛了 

1×T＝T 單位長，根據命題 3 推得問題 1 所求時間必不是整數。 

3. 飛行距離差/和 

如果 3 隻蜜蜂自蜂巢出發後，在蜂巢與花之間同時經過同一點，則牠們三者相遇時的 

飛行方向共有以下四種關係： 

 

 

 

 

 

 

 

 

命題 4（問題 1所求時間非整數）. 如果 k 隻蜜蜂能在某一時刻經過同一點，則該時刻不

會是整數。 

命題 3（題目 1所求的點非整數點）.如果 k 隻蜜蜂能達成題目 1的要求，即在蜂巢與花

之間同時經過同一點，則對應到數線，那一個點為非整數點。 

1號蜜蜂與 2號同向 

3號蜜蜂與 1號同向 

3號蜜蜂與 1號相向 

1號蜜蜂與 2號相向 

3號蜜蜂與 1號同向 

3號蜜蜂與 1號相向 
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接著分別來看 2隻蜜蜂同向和相向時，距離的關係。 

（1）2隻同向.在蜂巢與花之間，如果 2隻蜜蜂同時經過同一點，且方向為從蜂巢飛 

向花的情形如圖 1： 

 

 

 

 

 

 

圖 1. 2隻蜜蜂同向，同時飛經過一點，黃、綠 2條射線分別表示 2隻蜜蜂。 

以數線的觀點，2隻蜜蜂分別在數線上飛行的情形以圖 2-甲、乙呈現： 

 

 

 

 

圖 2-甲. 黃色線代表的蜜蜂飛到 N1 和 N1＋1 之間的某一點 

 

 

 

 

圖 2-乙. 綠色線代表的蜜蜂飛到 N2 和 N2＋1 之間的某一點 

圖 2. 在數線上，2隻蜜蜂同向，同時飛經過同一點，這一點在兩整數之間。 

由圖 1、2可知， 

這 2隻蜜蜂飛的距離長度，二者的非整數部份相等。(4) 

 

 

蜂巢 花 2隻同時

飛過的點 

2 N2 …… 0 1 3 N2＋1 

2 N1 
 

…… 0 1 3 N1＋1 
 

蜜蜂 1 
蜜蜂 2 
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另外，注意到 2 隻蜜蜂同方向，表示 N1、N2 不是同為二奇(代表從花飛到蜂巢)， 

就是同為二偶(從蜂巢飛到花)，根據（4），假設非整數部分為 b，0 < 𝑏𝑏 < 1，則

有 

(𝑁𝑁2 + 𝑏𝑏) − (𝑁𝑁1 + 𝑏𝑏) = 𝑁𝑁2 − 𝑁𝑁1必為偶數 (5) 

因此我們得到 

其實若差為偶數，則也推得牠們同向相遇，當兩隻蜜蜂飛行距離差為偶數，表示 

兩者飛行的長度非整數部份相等，(6) 

因為如果非整數部份不相等，則差不會是整數。 

由於差為偶數，表示 

兩者的整數部份同為奇或同為偶。(7) 

如果不是，一奇一偶的差只會是奇數，與條件不合，綜合(6)、(7)，便得到 

補充說明 7. 命題 5和命題 6告訴我們一旦確認 2隻蜜蜂同向經過同一點，則飛行距離差為

偶數；反過來說也成立。 

 

 

 

 

 

命題 5（若同向相遇，則距離差為偶數）. 如果 2隻蜜蜂同向在某一時刻經過同一點，則

這 2隻蜜蜂飛行距離長度的差必為偶數。 

命題 6（若距離差為偶數，則同向相遇）. 如果 2隻蜜蜂飛行距離長度的差為偶數，則這

2隻蜜蜂在某一時刻同向經過同一點。 
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(2）2隻相向. 在蜂巢與花之間，如果 2隻蜜蜂同時相向經過同一點，如圖 3： 

 

 

 

 

 

 

圖 3. 在數線上，2隻蜜蜂相向如上圖，可知 b1＋b2＝1。 

觀察圖 3的蜜蜂 1和蜜蜂 2，前者由蜂巢飛向花，在數線上是由偶數飛到奇數；後

者由花飛向蜂巢，在數線上是由奇數飛到偶數。設蜜蜂 1飛行距離的非整數部份為

b1、蜜蜂 2 飛行距離的非整數部份為 b2，0＜b1、b2＜1，容易看出 

b1＋b2＝1， 

則牠們的飛行距離分別表示成 

蜜蜂 1飛行的距離＝某偶數＋b1(8) 

蜜蜂 2飛行的距離＝某奇數＋b2(9) 

（8）和（9）相加可得 

蜜蜂 2飛行的距離＋蜜蜂 3飛行的距離＝(某偶數＋b1)＋(某奇數＋b2)＝ 

(某偶數＋某奇數)＋（b1＋b2）＝奇數＋1(10) 

（10）的計算結果必為一偶數，所以我們有 

類似命題 6，如果有兩隻蜜蜂飛行距離和為偶數，也能推得牠們相向相遇。當兩

隻蜜蜂飛行距離和為偶數，表示 

2隻同時

飛過的點 

蜂巢 花 

命題 8. 如果 2隻蜜蜂相向在某一時間經過同一點，則牠們飛行距離長度和為偶數。 

蜜蜂 1 蜜蜂 2 
b1 b2 
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兩者飛行的長度非整數部份和＝1，(11) 

因為如果非整數部份和不是 1，則兩飛行距離相加後不會是整數。 

由於和為偶數，表示 

兩者的整數部份分別為一奇一偶。(12) 

如果不是，「兩奇數的和」以及「兩偶數的和」只會是偶數，再加 1 只會得到奇

數，與距離和為偶數的條件不合，綜合(11)、(12)，便得到 

 

補充說明 10. 命題 5、6、8、9 告訴我們，一旦兩隻蜜蜂飛行距離差/和為偶數，就能確定

牠們同時經過同一點，且知道牠們相遇時的飛行方向模式。 

（四）解問題 1 的計算過程 

1.Q1.𝑉𝑉1 = 1，𝑉𝑉2 = 2，𝑉𝑉3 = 4. 

以下分別計算 1 號蜜蜂和 2 號蜜蜂飛行的距離「差」和「和」，設飛了 T 分鐘，我 

們要利用命題 4─6，命題 8─9，檢驗牠們經過同一點的時刻是否存在。 

（1）1 號和 2 號的飛行距離差（同向） 

2×T－1×T＝T(13) 

看(13)，根據命題 5，如果 T 是牠們經過同一點的時刻，得知 T 需為整數，根據 

命題 4，T 必不是整數，矛盾！所以所求時刻不存在。 

（2）1 號和 2 號的飛行距離和（相向） 

2×T＋1×T＝3T                                                                 (14) 

根據命題 8、9，3T 是偶數，另外 T 不是整數，所以 T＝ 

2
3
，

4
3
，

8
3
，

10
3
，

14
3
，

16
3
，⋯                                                (15) 

 

命題 9.(若距離和為偶數，則相向相遇)如果 2隻蜜蜂的飛行距離長度和為偶數，則牠們

必相向，某時刻經過同一點。 
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用數學一般式表示如下 

𝑇𝑇 =
2𝑚𝑚
3

，𝑚𝑚是非 3 倍數的正整數。(16) 

接著分別探討 3 號和1 號同向或相向時，經過同一點是否有解。 

如果 3 號和1 號同向（看距離差） 

4×T－1×T＝3T                                                                 (17) 

由(14)的討論可知，(16)為(17)的解。 

如果 3 號和1 號相向（看距離和） 

4×T＋1×T＝5T(18) 

由於將(16)代入 5T，所得不會是整數，所以此情況無解。 

綜合前面的討論，Q1 所求的時刻為（16）。 

2.Q2.𝑉𝑉1 = 1，𝑉𝑉2 = 3，𝑉𝑉3 = 9. 

同樣先看 1 號和 2 號蜜蜂飛行的距離差/和。 

（1）1 號和 2 號的飛行距離差（同向） 

3×T－1×T＝2T(19) 

如果 2T 為偶數，表示 T 為整數，不符合 T 為非整數的條件，可知所求時刻不存 

在。 

（2）1 號和 2 號的飛行距離和（相向） 

3×T＋1×T＝4T(20) 

因為 4T 需為偶數，T 為非整數，所以 T＝ 

2
4
，

6
4
，

10
4
，

14
4
，

18
4
，

22
4

，⋯                                              (21) 

將(21)每一項約成最簡，用一般式表示： 

𝑇𝑇 =
𝑚𝑚
2
，𝑚𝑚是奇數。(22) 
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接著分別探討 3 號和1 號同向或相向時，經過同一點是否有解。 

如果 3 號和1 號同向（看距離差） 

9×T－1×T＝8T＝2×4T(23) 

可知(22)是(23)的解。 

如果 3 號和1 號相向（看距離和） 

9×T＋1×T＝10T 

由於 10 乘以(22)的每一項，所得不會是偶數，所以此情況無解。 

綜合前面的討論，Q2 所求的時刻為(22)。 

3.Q3. 𝑉𝑉1 = 1，𝑉𝑉2 = 3
2
，𝑉𝑉3 = 9

4
. 

先看 1 號和 2 號蜜蜂飛行的距離差/和。 

（1）1 號和 2 號的飛行距離差（同向） 

3
2

× 𝑇𝑇 − 1 × 𝑇𝑇 =
1
2
𝑇𝑇                                                                  (24) 

1
2
𝑇𝑇為整數，所以𝑇𝑇為 2 的倍數，與命題 4 矛盾！所以此情形無解。 

（2）1 號和 2 號的飛行距離和（同向） 

3
2

× 𝑇𝑇 + 1 × 𝑇𝑇 =
5
2
𝑇𝑇 = 2 ×

5
4
𝑇𝑇                                                      (25) 

5
4
𝑇𝑇為整數，加上𝑇𝑇為非整數，𝑇𝑇為 

4
5
，

8
5
，

12
5
，

16
5
，

24
5
，

28
5
⋯，(26) 

用一般式表示： 

𝑇𝑇 =
4𝑚𝑚
5

，𝑚𝑚為非 5 的倍數之正整數。(27) 

接著分別探討 3 號和1 號同向或相向時，經過同一點是否有解。 
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如果 3 號和1 號同向（看距離差） 

9
4

× 𝑇𝑇 − 1 × 𝑇𝑇 =
5
4
𝑇𝑇                                                             (28) 

5
4
𝑇𝑇需為偶數，依(27)可知，當𝑚𝑚是偶數時會是(28)要求的解，如下： 

𝑇𝑇 =
8𝑚𝑚
5

，𝑚𝑚為非 5 的倍數的正整數。(29) 

如果 3 號和1 號相向（看距離和） 

9
4

× 𝑇𝑇 + 1 × 𝑇𝑇 =
13
4
𝑇𝑇 = 13 ×

1
4
𝑇𝑇                                              (30) 

由於
13
4
乘以(29)的每一項所得不會是整數，所以這情況無解。 

 

綜合前述討論，Q3 所求的時刻為（29） 

 

統整 Q1─Q3 的解答如表 1。 

表 1. 問題 1 的 3 道子題的解答 

問題 1 的三道子題 所求的時刻 經過同一點的飛行模式 

Q1. 𝑉𝑉1 = 1，𝑉𝑉2 = 2，𝑉𝑉3 = 4. 𝑇𝑇 =
2𝑚𝑚
3

，其中𝑚𝑚不是 3 的倍數 

𝑉𝑉1和𝑉𝑉3同向， 

𝑉𝑉2和𝑉𝑉1、𝑉𝑉3相向。 Q2.𝑉𝑉1 = 1，𝑉𝑉2 = 3，𝑉𝑉3 = 9. 𝑇𝑇 =
𝑚𝑚
2
，𝑚𝑚為奇數 

Q3.𝑉𝑉1 = 1，𝑉𝑉2 = 3
2
，𝑉𝑉3 = 9

4
 𝑇𝑇 =

8𝑚𝑚
5

，𝑚𝑚不是 5 的倍數 

 

接著將前面計算過程，統整如下： 

演算法 11（3隻蜜蜂的計算過程）. 

1.先求 1號和 2號蜜蜂是否有解。 

2.承 1，如果有解，則再分 3號蜜蜂與 1號蜜蜂同向和相向兩種情形討論，以上述的解檢

驗是否符合；如果都能符合，就是題目 1要求的時刻。 
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三、一般化 

（一）一般化問題 

 

 

 

 

 

 

 

以下說明，依問題 1的條件設定(最慢速度＝1、蜂巢與花距離 1個單位長)，不影響所

求時刻存不存在。 

1.將速度比換成相等的比。 

例 13. 給定速度比為 

2：6：10：14 

我們可以將比的每一項÷2，使得最小項＝1： 

1：3：5：7 

問題 12（問題 1的一般化）.k 隻速度不同的蜜蜂同時從蜂巢出發，在蜂巢與一朵花之

間來回等速直線飛行，蜂巢與花的距離為 1單位，一旦飛到大花馬上回頭再往蜂巢飛，

碰到蜂巢又回頭往大花飛，如此周而復始。只考慮理想的狀態，不考慮加速度等等因

素，飛得最慢的蜜蜂從蜂巢到花飛一趟要 1分鐘。 

有沒有可能在某個時刻，k 隻蜜蜂剛好飛到介於蜂巢與花之間的同一點？ 
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如果「1：3：5：7」可以找到時刻滿足問題 12的要求，則原來的比也可以。就兩個速

度比來說，原來的速度是變換後速度的 2 倍，當後者可以在某一時刻相遇──就稱為 T，

將牠們相遇的過程「變快」2倍，就代表速度比「2：6：10：14」的四隻蜜蜂也必在某

一時刻相遇，而且時間是 T 的一半；這裡我們有一個命題： 

 

命題 14的簡略說明.用日常生活的說法，就好像看影片一樣，如果我看到速度比為（32）的

𝑘𝑘隻蜜蜂，從蜂巢出發飛行到相遇之間過程的影片，把影片播映速度調𝑀𝑀倍，就 

等於看到速度比為（31）的𝑘𝑘隻蜜蜂相遇的過程。□ 

2.巢與花的距離固定為 1個單位長. 

 

 

 

圖 4. 單位距離，速度比 1：2。 

 

 

 

 

 

圖 5. 3個單位長，速度比 1：2。 

由圖 4和圖 5來看，蜂巢與花的距離變成 3倍長，蜜蜂飛行的時間變成 3倍長，但是就

2 …… 0 1 3 

 
1 0 

𝑉𝑉1：𝑉𝑉2：𝑉𝑉3：⋯：𝑉𝑉𝑘𝑘                                                             (31) 

𝑈𝑈1：𝑈𝑈2：𝑈𝑈3：⋯：𝑈𝑈𝑘𝑘                                                           (32) 

𝑆𝑆 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 

命題 14（相等的速度比與解存在的關係）.兩個相等的速度比如下： 

𝑈𝑈𝑖𝑖 = 𝑀𝑀𝑉𝑉𝑖𝑖，1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘，𝑀𝑀＞0，若存在時刻𝑇𝑇使速度比為（32）的𝑘𝑘隻蜜蜂同時相遇，則存

在時刻𝑆𝑆使速度比為（31）的𝑘𝑘隻蜜蜂同時相遇，反過來說也對；而且 
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比例圖的觀點來看，得知如果牠們在圖 4中能在巢與花間同時經過同一點，在圖 5也可

以，反過來也是。 

同樣用日常生活的說法，當我看到圖 4蜜蜂們飛行相遇的「影片」，把播放影片的電視

螢幕改為 3倍放大的螢幕、播放速度調慢為 3倍，就等同於看到圖 5蜜蜂們飛行相遇的

過程。 

因此無論蜂巢與花的距離設定在 1 個單位長或其它長度，不影響所求時刻存在或不存在。 

 

（二）觀察. 以下分別就 1隻、2隻、4隻蜜蜂進行數據觀察及討論。 

1. 1隻蜜蜂 

（1）由於題目問的是：「是否有時刻使得蜜蜂飛到介於蜂巢與花之間的同一點？」，1隻

蜜蜂可看作自己和自己同時經過同一點，由原題的條件看來，除了經過蜂巢與花的

當下之外，其它時刻都符合「經過同一點」。 

（2）如果設定 1隻蜜蜂為最慢的那一隻，即速度＝1，則非整數的時刻即為所求。 

2. 2隻蜜蜂 

 設給定速度比為 

1：𝑉𝑉2 

觀察此 2隻蜜蜂飛行的距離和： 

1 × 𝑇𝑇 + 𝑉𝑉2𝑇𝑇 = (1 + 𝑉𝑉2)𝑇𝑇(33) 

 已知𝑉𝑉2 > 1，則 

𝑇𝑇 =
2

1 + 𝑉𝑉2
，(34) 

 代入(33)，等號右邊必為偶數。 

 又𝑉𝑉2 > 1，可知𝑇𝑇的分母＞2，為真分數，符合命題 4，因此有 

命題 16（2隻蜜蜂必有解）.2隻蜜蜂必能在某一時刻，在蜂巢與花之間相向通過同一

點。 

命題 15(可依問題 1的設定研究一般化的情形).設定速度比最慢為 1、蜂巢與花距離為 

單位長，不影響所求時刻存不存在。 
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補充說明 17. 2隻蜜蜂同向飛行不一定能在蜂巢與花間相遇，例如速度比為 1：2，牠們相

遇時不是相向就是在蜂巢相遇。 

3.4 隻蜜蜂. 試算 Q18 和 Q19。 

(1)Q18.設給定 4隻蜜蜂的速度比為 

1：2：4：10 

因為前 3隻蜜蜂的速度就是問題 1 的 Q1 給的數據，現在依第 4隻蜜蜂和 1號蜜蜂飛行方向

的關係，分成 2類情形討論： 

如果4 號和 1 號同向. 

𝑉𝑉4𝑇𝑇 − 𝑉𝑉1𝑇𝑇 = (10 − 1) × 𝑇𝑇 = 9𝑇𝑇 = 3 × 3𝑇𝑇， 

所求時刻為
2
9
𝑚𝑚，𝑚𝑚為非 9 倍數的正整數，這包含在(16)的答案中。 

如果4 號和 1 號相向. 

𝑉𝑉4𝑇𝑇 + 𝑉𝑉1𝑇𝑇 = (10 + 1) × 𝑇𝑇 = 11𝑇𝑇 

然而 11 乘以（16）的每一項時刻，積不會是整數，根據命題 8，此情況無解。 

(2)Q19.設給定 4隻蜜蜂的速度比為 

1：
7
3
：5：

25
3
 

為了簡省篇幅，先求出前 3隻蜜蜂同時相遇的時刻為 

3
2

× (2𝑚𝑚− 1)，𝑚𝑚為正整數。(35) 

相遇模式為 3隻同向。 

如果4 號和 1 號同向 

𝑉𝑉4𝑇𝑇 − 𝑉𝑉1𝑇𝑇 = �
25
3
− 1� × 𝑇𝑇 =

22
3
𝑇𝑇 = 11 ×

2
3
𝑇𝑇                                    (36) 

看（29），將（28）的時刻代入11 × 2
3
𝑇𝑇，積不會是偶數，根據命題 5，此情況無 
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解。 

如果4 號和 1 號相向 

𝑉𝑉4𝑇𝑇 + 𝑉𝑉1𝑇𝑇 = �
25
3

+ 1� × 𝑇𝑇 =
28
3
𝑇𝑇 = 7 ×

4
3
𝑇𝑇 

所求時刻為(35)，相遇模式為 1號至 3號蜜蜂同向；4號和 1號相向。 

4. 一般化的演算法 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 6.  求 k 隻蜜蜂在蜂巢與花朵間經過同一點的時刻之計算方法 

 

 

 

 

補充說明 21(問題 12可能無解). 在本小組計算各種數據時，發現並非所有給定速度比都會 

有解，例如「1：2：3」就無解。 

 

 

 

算法 20(求 k 隻蜜蜂經過同一點的時刻之計算過程) 

Ⅰ.先求1 號和 2 號蜜蜂能通過同一點的時刻。 

Ⅱ.接著分「3 號與 1 號同向相遇」和「3 號與 1 號相向相遇」兩類求解，將求到的解與

Ⅰ得出的時刻對比，是否有一致的部份。 

Ⅲ.承Ⅱ，如果有，接著分「4 號與 1 號同向相遇」和「4 號與 1 號相向相遇」兩類 

求解，與Ⅰ、Ⅱ的公解對比是否有一致的部份。 

  Ⅳ.持續依序分成「「𝑉𝑉𝑖𝑖與𝑉𝑉1同向相遇」和「𝑉𝑉𝑖𝑖與𝑉𝑉1相向相遇」兩類求解，5 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘， 

與前面的公解對比是否有一致的部份。 
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三、速度比為一階線性遞迴數列 

(一)研究一階線性遞迴數列的理由. 

在市展時，我們原本探討給定速度比為「等差」和「等比」數列，得到如下的結果，等

差數列設定首項＝1、數列為正整數數列；等比數列設定首項＝1，公比為有理數。 

 

 

 

命題 22（速度比為公差≠1、2的等差數列）.若給定速度比為公差≠1、2的等差數 

列，則存在時刻使 k 隻蜜蜂在巢與花之間經過同一點，方向為全部同向。 

命題 23（速度比為公差＝2的等差數列）.若給定速度比為公差＝2的等差數列，則存 

在時刻使 k 隻蜜蜂在巢與花之間經過同一點，飛行方向為：奇數號蜜蜂同向、偶數號蜜 

蜂同向，奇數號和偶數號相向。 

命題𝟐𝟐𝟐𝟐�速度比為等比數列�.  給定首項＝1，公比為
𝑞𝑞
𝑝𝑝

> 1 的等比數列， 

𝑇𝑇 =
2𝑝𝑝𝑘𝑘−1𝑚𝑚
𝑞𝑞 − 𝑝𝑝

                                                                        (37.1) 

𝑇𝑇 =
2𝑝𝑝𝑘𝑘−1𝑚𝑚
𝑞𝑞 + 𝑝𝑝

                                                                        (37.2) 

（i）如果 

不是整數，且𝑚𝑚為正整數，則在(37.1)的時刻，k 隻蜜蜂在蜂巢與花之間同向飛行

經過同一點。 

（ii）給定 

𝑚𝑚為正整數，則在(37.2)的時刻，k 隻蜜蜂在蜂巢與花之間，編號同奇偶同向、不同奇

偶相向，飛行經過同一點。 
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獲選進入全國展後，我們再求進步，探討速度比為包含等差和等比數列的「一階線性

遞迴數列」，探討更一般化的結果。 

（二）一階線性遞迴數列 

定義 25(本作品探討的一階線性遞迴數列).  

�  𝑎𝑎𝑛𝑛+1 = 𝑐𝑐 × 𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑑𝑑                    
𝑎𝑎1 = 𝑏𝑏                                        

� (38) 

根據命題 14，就算題目給定的速度比裡有分數，我們可以把比轉換成最簡整數比去

求解，因此我們接下來要探討的一階線性遞迴數列，可以設定𝑐𝑐、𝑑𝑑、𝑏𝑏都是正整數，

不影響要求的時刻是否存在。 

補充說明 26(等差數列和等比數列屬於一階線性遞迴數列).看(38)，當𝑐𝑐 = 1，𝑑𝑑 =

0 或是正整數，那麼就是等差數列的形式，而且𝑑𝑑是公差；當𝑐𝑐 > 0，𝑑𝑑 = 0，那麼就是等比

數列的形式，而且𝑐𝑐是公比。 

（三）觀察. 試算 6隻蜜蜂的情形，來看 Q27。 

Q27. 設給定 6隻蜜蜂的速度比為 

1：8：43：218：1093：5468 

為下列數列的前 6 項 

� 𝑎𝑎𝑛𝑛+1 = 5 × 𝑎𝑎𝑛𝑛 + 3                    
𝑎𝑎1 = 1                                         

� (39) 

 

1.分別計算相鄰編號兩隻蜜蜂的飛行距離差 

𝑉𝑉2𝑇𝑇 − 𝑉𝑉1𝑇𝑇 = (8 − 1) × 𝑇𝑇 = 7𝑇𝑇                                                                 (40.1) 

𝑉𝑉3𝑇𝑇 − 𝑉𝑉2𝑇𝑇 = (43 − 8) × 𝑇𝑇 = 35𝑇𝑇 = 5 × 7𝑇𝑇                                         (40.2) 

𝑉𝑉4𝑇𝑇 − 𝑉𝑉3𝑇𝑇 = (218 − 43) × 𝑇𝑇 = 175𝑇𝑇 = 25 × 7𝑇𝑇                               (40.3) 

𝑉𝑉5𝑇𝑇 − 𝑉𝑉4𝑇𝑇 = (1093 − 218) × 𝑇𝑇 = 875𝑇𝑇 = 125 × 7𝑇𝑇                       (40.4) 

𝑉𝑉6𝑇𝑇 − 𝑉𝑉5𝑇𝑇 = (5468 − 1093) × 𝑇𝑇 = 4375𝑇𝑇 = 625 × 7𝑇𝑇                  (40.5) 
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    可知當 

𝑇𝑇 =
2𝑚𝑚
7

，𝑚𝑚為非 7 倍數的正整數。(41) 

    這 6隻蜜蜂會同向飛經過同一點 

2.分別計算相鄰編號的飛行距離和 

𝑉𝑉2𝑇𝑇 + 𝑉𝑉1𝑇𝑇 = (8 + 1) × 𝑇𝑇 = 9𝑇𝑇 = 3 × 3𝑇𝑇                                            (42.1) 

𝑉𝑉3𝑇𝑇 + 𝑉𝑉2𝑇𝑇 = (43 + 8) × 𝑇𝑇 = 51𝑇𝑇 = 17 × 3𝑇𝑇                                    (42.2) 

𝑉𝑉4𝑇𝑇 + 𝑉𝑉3𝑇𝑇 = (218 + 43) × 𝑇𝑇 = 261𝑇𝑇 = 87 × 3𝑇𝑇                             (42.3) 

𝑉𝑉5𝑇𝑇 + 𝑉𝑉4𝑇𝑇 = (1093 + 218) × 𝑇𝑇 = 1311𝑇𝑇 = 437 × 3𝑇𝑇                   (42.4) 

𝑉𝑉6𝑇𝑇 + 𝑉𝑉5𝑇𝑇 = (5468 + 1093) × 𝑇𝑇 = 6561𝑇𝑇 = 2187 × 3𝑇𝑇              (42.5) 

可知當 

𝑇𝑇 =
2𝑚𝑚
3

，𝑚𝑚為非 3 倍數的正整數。(43) 

    這 6隻蜜蜂編號同奇偶同向、不同奇偶相向同時飛到同一點。 

 

（二）分析 

  1.相鄰編號蜜蜂的速度差 

𝑉𝑉6 − 𝑉𝑉5 = 5 × 𝑉𝑉5 + 3 − (5 × 𝑉𝑉4 + 3) = 5 × (𝑉𝑉5 − 𝑉𝑉4) 

以此類推 

𝑉𝑉5 − 𝑉𝑉4 = 5 × (𝑉𝑉4 − 𝑉𝑉3) 

𝑉𝑉4 − 𝑉𝑉3 = 5 × (𝑉𝑉3 − 𝑉𝑉2) 

𝑉𝑉3 − 𝑉𝑉2 = 5 × (𝑉𝑉2 − 𝑉𝑉1) 

利用上面的關係，計算𝑉𝑉6 − 𝑉𝑉5 

𝑉𝑉6 − 𝑉𝑉5 = 5 × 〔5 × (𝑉𝑉4 − 𝑉𝑉3)〕 = 52 × (𝑉𝑉4 − 𝑉𝑉3) 

= 52 × 〔5 × (𝑉𝑉3 − 𝑉𝑉2)〕 = 53 × (𝑉𝑉3 − 𝑉𝑉2) 

= 53 × 〔5 × (𝑉𝑉2 − 𝑉𝑉1)〕 = 54 × (𝑉𝑉2 − 𝑉𝑉1) 
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同理上面的計算過程，可以得到 

𝑉𝑉6 − 𝑉𝑉5 = 54 × (𝑉𝑉2 − 𝑉𝑉1)(44.1) 

𝑉𝑉5 − 𝑉𝑉4 = 53 × (𝑉𝑉2 − 𝑉𝑉1)(44.2) 

𝑉𝑉4 − 𝑉𝑉3 = 52 × (𝑉𝑉2 − 𝑉𝑉1)(44.3) 

𝑉𝑉3 − 𝑉𝑉2 = 51 × (𝑉𝑉2 − 𝑉𝑉1)(44.4) 

𝑉𝑉2 − 𝑉𝑉1     =      (𝑉𝑉2 − 𝑉𝑉1)(44.5) 

(44.1)─(44.5)告訴我們，相鄰速度差都是𝑉𝑉2 − 𝑉𝑉1 = 7的倍數。 

 2.相鄰編號蜜蜂的速度和 

𝑉𝑉6 + 𝑉𝑉5 = 5 × 𝑉𝑉5 + 3 + 𝑉𝑉5 = (5 + 1)𝑉𝑉5 + 3                                   (45.1) 

𝑉𝑉5 + 𝑉𝑉4 = 5 × 𝑉𝑉4 + 3 + 𝑉𝑉4 = (5 + 1)𝑉𝑉4 + 3                                    (45.2) 

𝑉𝑉4 + 𝑉𝑉3 = 5 × 𝑉𝑉3 + 3 + 𝑉𝑉3 = (5 + 1)𝑉𝑉3 + 3                                   (45.3) 

𝑉𝑉3 + 𝑉𝑉2 = 5 × 𝑉𝑉2 + 3 + 𝑉𝑉2 = (5 + 1)𝑉𝑉2 + 3                                   (45.4) 

𝑉𝑉2 + 𝑉𝑉1 = 5 × 𝑉𝑉1 + 3 + 𝑉𝑉1 = (5 + 1)𝑉𝑉1 + 3                                   (45.5) 

(45.1)─(45.5)告訴我們，相鄰速度和必是（5+1，3）＝3 的倍數， 

（三）能同時相遇的條件 

1.全部同向 

從(44.1)─(44.5)的計算可以得知： 

𝑉𝑉𝑖𝑖+1 − 𝑉𝑉𝑖𝑖 = 𝑐𝑐𝑖𝑖−1 × (𝑉𝑉2 − 𝑉𝑉1) = 𝑐𝑐𝑖𝑖−1 × (𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 − 𝑏𝑏)，1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘 − 1                         (46) 

來看下列的𝑇𝑇，當𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 − 𝑏𝑏 ≥ 3， 

𝑇𝑇 =
2𝑚𝑚

𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 − 𝑏𝑏
，𝑚𝑚為非𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 − 𝑏𝑏倍數的正整數。(47) 

將(47)的𝑇𝑇乘以(46)的速度差，便可得下列距離差 

𝑐𝑐𝑖𝑖−1 × (𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 − 𝑏𝑏) × �
2𝑚𝑚

𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 − 𝑏𝑏�
= 2𝑐𝑐𝑖𝑖−1 × 𝑚𝑚(48) 

(48)的值為偶數，因此得到 
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2.同奇偶編號同向，奇偶編號相向 

從(45.1)─(45.5)的計算得知： 

𝑉𝑉𝑖𝑖+1 + 𝑉𝑉𝑖𝑖 = (𝑐𝑐 × 𝑉𝑉𝑖𝑖 + 𝑑𝑑)+𝑉𝑉𝑖𝑖 = (𝑐𝑐 + 1)𝑉𝑉𝑖𝑖 + 𝑑𝑑，1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘 − 1                              (49) 

如果(𝑐𝑐 + 1)和𝑑𝑑的最大公因數�𝑐𝑐 + 1，𝑑𝑑� ≥ 3，則下列時刻為所求的解： 

𝑇𝑇 =
2𝑚𝑚

�𝑐𝑐 + 1，𝑑𝑑�
，𝑚𝑚為非（𝑐𝑐 + 1，𝑑𝑑）倍數的正整數。(50) 

設 

𝑐𝑐 + 1 = 𝑒𝑒 × �𝑐𝑐 + 1，𝑑𝑑�、𝑑𝑑 = 𝑓𝑓 × �𝑐𝑐 + 1，𝑑𝑑� 

 

將(49)的速度和乘以(50)的時間，便得到距離和： 

[(𝑐𝑐 + 1)𝑉𝑉𝑖𝑖 + 𝑑𝑑] ×
2𝑚𝑚

�𝑐𝑐 + 1，𝑑𝑑�
= 2𝑚𝑚 × (𝑒𝑒𝑉𝑉𝑖𝑖 + 𝑓𝑓)(51) 

(51)的計算結果為偶數，因此得到 

 

 

 

 

 

命題 28.給定 k 隻蜜蜂的飛行速度比，為一階線性數列如(38)的前 k 項，如果 

𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 − 𝑏𝑏 ≥ 3，則 k 隻蜜蜂能在蜂巢與花之間，全部同向同時飛行經過同一點，所求時

刻為(47)。 

 

命題 29.給定 k 隻蜜蜂的飛行速度比，為一階線性數列如(38)的前 k 項，並且 

(𝑐𝑐 + 1)和𝑑𝑑的最大公因數≥ 3，則 k 隻蜜蜂能在蜂巢與花之間，同奇偶編號同向，奇偶編

號相向，同時飛行經過同一點，解為(50) 
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（四）包含等差數列及等比數列的結論 

      本節主要說明速度比滿足給定一階線性遞迴數列的研究結果，能包含速度比為等差數

列和等比數列的研究結論。 

1.等差數列 

我們在市展研究的等差數列就是當 

𝑏𝑏 = 𝑐𝑐 = 1，𝑑𝑑 = 0 或是正整數 

的一階線性遞迴數列，於是有 

𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 − 𝑏𝑏 = 1 + 𝑑𝑑 − 1 = 𝑑𝑑， 

𝑑𝑑恰是等差數列的公差。 

（1）公差≥ 3 

根據命題 28，若𝑑𝑑 ≥ 3，則蜜蜂們能在蜂巢與花之間，同向飛行經過同一點，對比命

題 22和命題 28，得到命題 22是命題 28的特例。 

（2）公差＝2 

當𝑑𝑑 = 2，也就是奇數數列，每個𝑽𝑽𝒊𝒊都是奇數，由於 

1 + 1 = 1 × �1 + 1，2�、2 = 1 × �1 + 1，2� 

令 T 為（22），類似（51）求相鄰編號蜜蜂飛行距離和，便有 

[(1 + 1)𝑉𝑉𝑖𝑖 + 2] ×
𝑚𝑚
2

= 𝑚𝑚 × (𝑉𝑉𝑖𝑖 + 1)(52) 

𝑉𝑉𝑖𝑖 + 1必為偶數，因而得到編號同奇同偶的蜜蜂同向相遇；編號不同奇偶的相向相遇。對比

命題 23和命題 29，如果在命題 29再加上一個條件──每一個速度都是奇數，則當

(𝑐𝑐 + 1)和𝑑𝑑的最大公因數= 2，仍存在所求時刻為（22），此時命題 23也屬於命題 29

的一種特例。 

2.等比數列 

 我們在市展研究的等比數列就是當 

𝑏𝑏 = 1，𝑐𝑐為最簡分數 =
𝑞𝑞
𝑝𝑝
＞1，𝑑𝑑 = 0 

的一階線性遞迴數列，𝑐𝑐恰是等比數列的公比。 
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（1）同向相遇. 看下列式子： 

𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 − 𝑏𝑏 =
𝑞𝑞
𝑝𝑝

× 1 + 0 − 1 =
𝑞𝑞
𝑝𝑝
− 1。 

如果
𝑞𝑞
𝑝𝑝
− 1 ≥ 3，推得𝑞𝑞 − 𝑝𝑝 ≥ 3𝑝𝑝 > 3，此時的(37.1)不是整數，因為

𝑞𝑞
𝑝𝑝
是最簡分數， 

p 和 q 互質，p 也和𝑞𝑞 − 𝑝𝑝互質，可知(37.1)不會是整數，符合所求時刻，表示命題

24-（i）是命題 28 的特例。 

（2）同奇偶同向、異奇偶相向相遇.根據命題 14，我們可以探討速度比為首項＝1，公比

r 為正整數的等比數列，首先有 

�𝑐𝑐 + 1，𝑑𝑑� = �𝑟𝑟 + 1，0� = 𝑟𝑟 + 1， 

如果𝑟𝑟 + 1 ≥ 3，注意到可以把𝑟𝑟看作 q＝r，p＝1 的分數，同時有 

𝑞𝑞 + 𝑝𝑝 = 𝑟𝑟 + 1 ≥ 3，代入(37.2)，可知它不是整數，符合所求時刻，表示命題 24-

（ii）是命題 29 的特例。 

 

陸、結論 

一、我們給出原始問題要求的解答。 

二、將原問題一般化，如果所求時刻存在，得出求蜜蜂們經過同一點的時刻之計算方法。 

三、速度比滿足給定一階線性遞迴數列，當滿足某些條件，必有時刻使得 k 隻蜜蜂經過同

一點。 

柒、討論 

一、一般化的作法 

本作品給出算法去解決原題的一般化問題，主要利用「逐步檢驗」的方式，若存在某

時刻使得前 i 隻蜜蜂經過同一點，由於前 i 隻蜜蜂相遇的飛行方向分別已定，接下來

分種兩種情形討論：第 i＋1 隻蜜蜂與第 1 隻蜜蜂同向，或相向，繼續確認前 i＋1 隻

蜜蜂是否有解。 

二、所求時刻的存在性 

根據我們的研究，速度比滿足給定一階線性遞迴數列，在某些條件下，存在所求的時

刻；不過對於任意給定的速度比，還可以有更多探討的空間，例如：如何判斷所求時
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刻的存在性？如果能先確定解存在，再使用算法 20 就能更有效率的計算此題。 
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【評語】080408  

作品取材自科學月刊，除了解答原始問題外並加以推廣，包括蜜蜂數

量的一般化與探討特殊蜜蜂速度比，解的存在性。研究過程將蜜蜂來

回路徑展開成數線來刻畫蜜蜂們同時通過某一點的可能性，其中包括

探討存在性的條件與性質來加深研究的內容，若能先探索該問題初步

的型態再發展到月刊的題目可提高對研究問題掌握的程度且 K 隻蜜

蜂的論述略有不足，除了數學性的延伸，亦可再加思考研究結果的可

應用性。 
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