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摘要 

本作品源自澳洲 AMC 2017 考題，原題要求在 8X8 方格中塗黑色或白色，但在任一 2X2

的方格中都需符合 2 黑 2 白的要求有幾種排法。 

我們用黑、白棋排列方法與前一行相關的特性，找出對偶型連接與自身連接策略，求出

原始問題的一般化公式。並延伸至立體方塊時在各方向剖面中皆滿足任意 2X2X1 的方塊皆

有 2 黑 2 白的排列數公式。 

最後討論以正三角形組成的平行四邊形中，任意 4 個小正三角形組成的「成雙三角形」

中也需符合 2 黑 2 白的要求。雖然三角形的組成模式與方格不同，但仍然有排列方法與前一

行相關的特性，最終將由三角形組成的 2 列 1 行與 3 列 1 行的平行四邊形分成數個類型，並

求出各類型的相互連接關係，進而找出在 2 列與 3 列三角形成雙成對排列數的遞迴關係式。 
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壹、前言 

一、研究動機 

老師介紹我們一個兩人對壘的遊戲--「成雙成對」，非常的有趣。 

玩法是這樣，兩人分別執黑、白棋，輪流在棋盤上下棋，每次下完需保證每 4 格中出現

2 黑 2 白，下著下著，似乎棋盤上總會出現一些常見的棋譜，於是我們就針對這個遊戲做深

入的探討，找出棋譜的奧秘。 

二、研究目的 

(一) 方格「成雙成對」遊戲排列模式與排列數的探討。 

(二) 立體「成雙成對」遊戲排列模式與排列數的探討。 

(三) 三角形「成雙成對」遊戲排列模式與排列數的探討。 

三、文獻探討 

(一) 相關作品分析 

58 屆數學科高中組作品左手畫「方」右手畫「矩」(曾祥宇等)[1]探討方向有二： 

1、基本型，以列舉 33、44、55 圖形，猜測出 22 的方格中塗 2 黑 2 白的公式。 

2、以基本題為基模推出旋轉後相異均衡與相同均衡的方塊數。 

 (二)與本作品的異同 

1、基本型 

(1) 我們由單行的排列出發，發現「黑、白相間的排列」每增加 1 行，排列數就增為原來

的兩倍，是影響排列數的關鍵。 

(2) 除了黑、白相間的排列外，唯有「對偶型的連接」才能符合成雙成對要求(即每個 

22 的方格中呈現 2 黑 2 白)。 

(3) 由連接模式的差異性我們找出 mn 中任何可能排列的特性與排列數。 

2、我們的研究由方格轉為「立體的方塊堆疊」與斜棋盤三角形格中 2 黑 2 白的探討，研

究難度提高不少。 
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3、我們將原題轉為在棋盤上黑、白棋的下法，將嚴肅的數學轉為黑、白棋的新玩法，將

不同的排列方法看成一個個相異的棋譜，增加數學研究的趣味性。 

四、遊戲說明 

(一) 方格成雙成對遊戲 

在每 22 的方格中排出 2 黑 2 白的棋子。 

如圖 1-1 為合格「成雙成對」排列； 

圖 1-2 為不合格排列，紅框的 22 的方格中沒掌握 2 黑 2 白

原則。 

 
圖 1-1 

 
圖 1-2 

(二) 立體成雙成對遊戲 

每 221 的方塊中排出 2 黑 2 白的方塊。(如表 1-1) 

立體方塊需掌握的面相較複雜，以 222 組成的兩層方塊而言，需考慮上、下、前、

後、左、右，6 個面向都需符合成雙成對的要求(2 黑 2 白)。 

表 1-1：立體成雙成對遊戲示意圖 

兩層方塊 上、下 前、後 左、右 

  
  

 

(三) 三角形成雙成對遊戲 

在每 4 個三角形中排出 2 黑 2 白的棋子。 

如圖 1-3 為合格「成雙成對」排列； 

圖 1-4 為不合格排列，藍框 4 個三角形格中沒掌握 

2 黑 2 白原則。 

 
圖 1-3 

 
圖 1-4 

五、名詞解釋 

(一) 起始行：本研究以棋盤上排列最左邊的第一行為起始行。 

(圖 1-5 箭頭所指)  

 

圖 1-5 
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(二) 黑白相間(方格)：以直行觀察，由上而下排列為黑、白、黑、白、…， 

或白、黑、白、黑、…(表 1-2)。 

(三) 黑白相間(立體)：立體黑白相間需同一層整個盤面皆為黑、白、相、間。(表 1-2) 

表 1-2：黑白相間示例 

方格 立體 

黑白相間 非黑白相間 黑白相間 非黑白相間 

    

   

(四) 對偶型(方格)：以行為單位，黑、白排列模式相反的黑、白棋排列方式。 

表 1-3 左圖：左行與右行排列由上而下方格中黑、白棋完全相反。 

(五) 對偶型(立體)：以面為單位，黑、白排列模式相反的黑、白方塊排列方式。 

表 1-3 中圖：每一個 2 維座標位置黑、白方塊完全相反。 

(六) 對偶型(三角形)：以行為單位，黑、白排列模式相反的黑、白棋排列方式。 

表 1-3 右圖：左右兩種排列，由上而下三角形中黑、白棋完全相反。 

表 1-3：對偶型示例 

對偶型(方格) 對偶型(立體) 對偶型(三角形) 

 
 

 

(七) 成雙三角形： 

在三角形成雙成對遊戲中，判斷是否為合格的 4 個三角形組成

的一組三角形，我們將成組的三角形稱為「成雙三角形」。 

圖 1-6 的粉紅色三角形與淺藍色三角形為 2 組「成雙三角形」。 
 

圖 1-6 

貳、研究設備與器材 

方格圍棋、自製斜棋盤、圍棋黑白子、紙、筆、電腦。 
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參、研究過程或方法 

 

肆、研究結果 

一、方格成雙成對研究 

(一) 方格成雙成對性質探討 

性質 1：「成雙成對」的排列模式除黑白相間的模式外，呈對偶型的連接模式。 

說明： 

1、以 4 列為例，起始行有 4 格，每一格皆有黑或白兩個選擇，共有24 = 16種排列模式。 

表 2-1： 14 黑、白棋排列編號圖示 

編號 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

圖示 

                

2、黑、白棋排列，都可找出與自身成對偶型(即同列黑白相反)的排列模式。 

3、當行數增加時，要達成「成雙成對」的排列模式，除編號 15 與編號 16，唯有與自身成

對偶型的排列模式輪流出現，才能呈現合乎要求的「成雙成對」模式。(見表 2-2) 

4、由表 2-2 的對偶型連接模式可發現相鄰兩行同一列黑、白棋必為 1 黑 1 白，故相鄰兩

行兩列的 4 格(22)中必出現 2 黑 2 白，符合成雙成對要求。 
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表 2-2：對偶型及非對偶型排列模式與成雙成對關係 

 符合成雙成對模式(對偶型連接) 不符成雙成對模式(非對偶型連接) 

圖示 

       

性質 2：黑白相間的排列，有兩種連接模式都能呈現「成雙成對」的排列模式。 

(1) 對偶型的連接模式。(2) 自身連接。 

說明： 

1、 以起始行編號 15 為例，黑白相間相臨兩列的排列為 1 黑 1 白，故無論「對偶型連接」

或「自身連接」，相鄰兩行兩列的 4 格(22)中必出現 2 黑 2 白，符合成雙成對要求。 

表 2-3：方格黑白相間排列連接模式 

 連接 2 行 連接 3 行 

模式 對偶 自身 對偶+對偶 對偶+自身 自身+對偶 自身+自身 

圖示 

(15,16) 

 

(15,15) 

 

(15,16,15) 

 

(15,16,16) 

 

(15,15,16) 

 

(15,15,15) 

 
 
性質 3：黑白相間的排列，每增加 1 行，排列數就增為原來的 2 倍。 

說明： 

1、 根據性質 2，黑白相間的排列連接模式有 2：(1)與對偶型排列連接。(2) 與自身連接， 

故每增加一行，排列數就增為原來的 2 倍。(如圖 2-1) 

 

圖 2-1：黑白相間連接模式 

2、 黑白相間排列數增加模式為 1248…2𝑛−2
2𝑛−1。 
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(二) 方格成雙成對排列數探討 

 
定理 1：n 行 m 列成雙成對的排列數為 𝟐𝒎 + 𝟐𝒏 − 𝟐。 

說明： 

1、 𝑚列時，由於每一格皆可放置白棋或黑棋，故起始行(行數為 1)有2𝑚種排列模式。 

2、 無論列數增為幾列，起始行都只會出現 2 種黑、白相間的排列模式。 

3、 根據性質 2，除黑、白相間排列的 2 種以外，其餘的2𝑚 − 2種連接模式都需以對偶型模

式連接，排列數不會隨著行數而增加，故 m 列 n 行的排列模式為2𝑚 − 2。 

4、 根據性質 3，黑白相間排列數會隨著行數成倍增加，這兩種起始行為黑、白相間模式 

n 行有2 × 2𝑛−1 = 2𝑛種排列方式。 

5、 由以上可得 n 行 m 列「成雙成對」的排列數= (2𝑚 − 2) + 2𝑛 = 2𝑚 + 2𝑛 − 2。 

二、立體成雙成對研究 

(一) 立體成雙成對性質探討 

性質 4：立體成雙成對的排列模式除黑白相間的模式外，呈對偶型的連接模式。 

說明： 

1、 以單層盤面 331 為例，共有23 + 23 − 2 = 14種排列模式。 

扣除 2 種黑、白相間的模式，盤面非黑白相間連接模式有(23 + 23 − 2) − 𝟐 = 12種。 

2、 這 12 種，層與層間的連接唯有做對偶型連接，才能符合成雙成對要求。(表 2-4) 

表 2-4：盤面非黑白相間模式連接方式 

1 2 3 4 5 6 

      
7 8 9 10 11 12 

      

3、 相鄰上、下層因做對偶型連接，故上、下關係必為 1 黑 1 白或 1 白 1 黑，故兩層中每 4

個方塊必為 2 黑 2 白符合成雙成對要求。 

4、 以表 2-4 編號 6 的連接模式為例，連接的 2 層方塊(332)，無論從橫剖面、縱剖面或
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前後剖面，都保證每 4 個方塊都包括 2 黑 2 白。(見表 2-5) 

表 2-5：表 2-4 編號 6 橫剖面、縱剖面或前後剖面 

連接成方塊 橫剖面 縱剖面 前後剖面 

 
   

 

性質 5：方塊黑白相間的排列，有兩種連接模式 (1) 對偶型的連接模式。(2) 自身連接。都

能呈現立體「成雙成對」的排列模式。 

說明： 

1、延續單層盤面 331 為例，盤面黑白相間(單層編號 13 與 14)連接模式。(表 2-6) 

表 2-6：盤面黑白相間模式連接方式 

13-1 對偶型連接 13-2 自身連接 14-1 對偶型連接 14-2 自身連接 

    

2、對偶型與非黑白相間模式相同，兩層中每 4 個方塊必為 2 黑 2 白符合成雙成對要求。 

3、自身連接 

(1) 橫剖面：黑白相間模式每一層皆為黑白相間，故每 22，4 個方塊必為 2 黑 2 白。 

(2) 縱剖面：單層相鄰兩行(以上、下為行)為 1 黑行、1 白行或 1 白行 1 黑行連接，故每 4

塊必為 2 黑 2 白。 

(3) 前後剖面：與縱剖面相同，相鄰兩行為 1 黑、1 白，故每 4 塊必為 2 黑 2 白。 

4、以表 2-6 編號 13-1 與 13-2 的連接模式為例，連接的 2 層方塊，無論從橫剖面、縱剖面

或前後剖面，對偶型與自身連接模式都能保證每 4 個方塊都包括 2 黑 2 白。(見表 2-7) 

表 2-7：表 2-6 編號 13-1 與 13-2 橫剖面、縱剖面或前後剖面 

編號 連接成方塊 橫剖面 縱剖面 前後剖面 

13-1 

對偶  
   

13-2 

自身  
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性質 6：黑白相間的排列，每增加 1 層，排列數就增為原來的 2 倍。 

說明： 

1、 由性質 5 得知：黑白相間的排列，有兩種呈現「成雙成對」的排列模式。 

(1) 對偶型的連接模式。(2) 自身連接。 

2、 以表 2-8 單層首行為黑、白、黑，連接而成的單層黑白相間模式為例。 

連接模式的排列數：124…；即每增加一層，排列數就增為原來的 2 倍。 

表 2-8：黑白相間成雙成對連接模式變化 

1 層(1 種) 2 層(2 種) 3 層(4 種) 

 
  

    

 (二) 立體成雙成對排列數探討 

定理 2：n 行 m 列 r 層成雙成對的排列數為 𝟐𝒎 + 𝟐𝒏 + 𝟐𝒓 − 𝟒。 

說明： 

1、 單層非黑白相間模式呈對偶型連接(性質 4)，故排列數不會隨著層數增加。 

n 行 m 列「成雙成對」的排列數為 2𝑚 + 2𝑛 − 2，扣除單層 2 種黑、白相間模式， 

非黑白相間的排列數為(2𝑚 + 2𝑛 − 2) − 2 = 2𝑚 + 2𝑛 − 4。 

2、 黑白相間的排列，每增加 1 層，排列數就增為原來的 2 倍，故 r 層排列數為 1 層的2𝑟−1

倍，單層有 2 種黑白相間的排列模式，故黑白相間排列數為2𝑟−1 × 2 = 2𝑟種。 

3、 n 行 m 列 r 層「成雙成對」的排列數＝(2𝑚 + 2𝑛 − 4) + 2𝑟＝ 2 2 2 4
m n r
+ + − 。 

三、三角形成雙成對研究 

(一) 列數(m)為 2 時三角形成雙成對性質探討。 

性質 7：行數每增加 1，所增加的成雙三角形黑、白棋排列，只受該行與前一行的影響。 
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說明： 

1、當列數為 2 時，行數每增加 1，就會增加 2 組成雙三角形，

且這兩組成雙三角形的黑、白棋排列，只受該行與前一行

的影響。  

2、相同的情形也發生在當列數 m 為 3 時的狀況，增加的成雙

三角形是否符合成雙成對規定，只受該行與前一行影響。 

 
 
性質 8：三角形成雙成對模式不能出現 3 顆白棋或 3 顆黑棋連在一起。 

說明： 

1、 連續 3 顆同色的棋子，會佔去成雙三角形的 3 格，則此成雙三角形就無法達成 2 黑 2

白成雙成對要求，故三角形成雙成對模式，不能出現 3 顆白棋或 3 顆黑棋連在一起。 

表 3-1：三角形成雙成對不具延續性 12 黑、白棋排法 

編號 1 2 3 4 5 6 

圖示 
      

(二)  整理 2 列起始行具成雙成對延續性的黑白棋排法，以 A~J 加以編號。(表 3-2) 

1、將白棋「」視為「0」，黑棋「」視為「1」，以二進位由上而下編碼。 

依編碼大小(由小而大)以 A、B、C、D、……編號。 

表 3-2：斜棋盤具延續性，12 黑、白棋排法 

編碼 0010 0011 0100 0101 0110 1001 1010 1011 1100 1101 

編號 A B C D E F G H I J 

圖示 
          

(三) 以第 1 行呈「對偶型」排列的排法整理其連接模式。(表 3-3) 

表 3-3：起始行為對偶型系列的連接模式 

AJ 系列 BI 系列   

      

  

CH 系列 DG 系列 

        

圖 3-1 

圖 3-2 
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EF 系列   

      

  

(四) 各系列連接模式與排列數 

1、A 與 J： 

如表 3-4，排列模式成單純的對偶型排列，故不會隨著行數而增加排列數。 

表 3-4：AJ 系列連接模式 

  

2、C 與 H： 

連接模式有 2：(1)對偶型。(2)AJ 系列。(表 3-5) 

行數(n)每增加一行，排列數增加一個；即成雙成對的排列數＝行數。 

如表 3-5，排列數為 12345…。 

表 3-5：CH 系列連接模式 

  

3、B 與 I、D 與 G： 

連接模式有 2：(1)對偶型。(2)EF系列。如表 3-6，排列數為 

123+2(3+2+2)+(3+2)[(3+2+2)+(3+2)+(3+2)]+[ (3+2+2)+(3+2)]…， 

即 1251229…。 

表 3-6：BI 系列與 DG 系列連接模式 
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4、E 與 F： 

連接模式有 3：(1)自身連接。(2)BI系列。(3)DG系列。如表 3-7，排列數為

133+2+2(3+2+2)+(3+2)+(3+2) 

[(3+2+2)+(3+2)+(3+2)]+[(3+2+2)+(3+2)]+[(3+2+2)+(3+2)]…，即 1371741…。 

表 3-7：EF 系列連接模式 

  
 

性質 9：BI、DG 系列與 EF 系列兩者排列數的遞迴關係結構形式相同，起始值不同。 

說明： 

1、 整理 BI、DG 系列與 EF 系列連接關係(表 3-8) 
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表 3-8：BI、DG 系列與 EF 系列連接模式 

EF 系列 BI、DG 系列 

  
    

2、EF 系列排列數增加模式為 13(3+2+2)(3+2+2)+(3+2)+(3+2)。 

BI、DG 系列排列數增加模式為 12(3+2)(3+2+2)+(3+2)。 

3、將 3 的個數設為𝑎𝑛，2 的個數設為𝑏𝑛，整理 E、F系列(表 3-9)與 B、I、D、G 系列(表

3-10)，𝑎𝑛、𝑏𝑛與行數(n)的關係。 

表 3-9：EF 系列排列數𝑎𝑛、𝑏𝑛與行數( n )的關係 

行數(n) 2 3 4 5 … n 

3 的個數(
n

a ) 1 1+0=1 1+2=3 3+4=7  𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 + 𝑏𝑛−1 

2 的個數(
n

b ) 0 12+0=2 12+2=4 32+4=10  𝑏𝑛 = 2𝑎𝑛−1 + 𝑏𝑛−1 

表 3-10： BI、DG 系列排列數𝑎𝑛、𝑏𝑛與行數( n )的關係 

行數(n) 2 3 4 5 … n 

3 的個數(
n

a ) 0 0+1=1 1+1=2 2+3=5  𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 + 𝑏𝑛−1 

2 的個數(
n

b ) 1 02+1=1 12+1=3 22+3=7  𝑏𝑛 = 2𝑎𝑛−1 + 𝑏𝑛−1 

4、發現 EF 系列與 BI、DG 系列兩者除了起始值不同，3 的個數(𝑎𝑛)與 2 的個數(𝑏𝑛)都呈現

相同的關係式，屬於相同的結構形式。𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 + 𝑏𝑛−1；𝑏𝑛＝2𝑎𝑛−1 + 𝑏𝑛−1。 

5、 整理𝑎𝑛與𝑏𝑛的遞迴關係式 

1 1n n n
a a b

− −
= + ； 1 1

2
n n n

b a b
− −

= + ； 

1 1 2 2 2 2 2 2 2 1 2
( ) (2 ) 2( ) 2

n n n n n n n n n n n n
a a b a b a b a b a a a

− − − − − − − − − − −
= + = + + + = + + = + 。 

1 1 2 2 2 2 2 2 2 1 2
2 (2 2 ) (2 ) 2(2 ) 2

n n n n n n n n n n n n
b a b a b a b a b b b b

− − − − − − − − − − −
= + = + + + = + + = + 。 

6、 設𝐶𝑛為排列數，𝑎𝑛為排列數 3 的個數，𝑏𝑛為排列數 2 的個數，則𝐶𝑛=3𝑎𝑛+2𝑏𝑛； 

代入𝑎𝑛與𝑏𝑛的遞迴關係，則 

𝐶𝑛 = 3(2𝑎𝑛−1+𝑎𝑛−2) + 2(2𝑏𝑛−1 + 𝑏𝑛−2) = 6𝑎𝑛−1 + 3𝑎𝑛−2 + 4𝑏𝑛−1 + 2𝑏𝑛−2 

     = 2(3𝑎𝑛−1 + 2𝑏𝑛−1) + (3𝑎𝑛−2 + 2𝑏𝑛−2) = 2𝐶𝑛−1 + 𝐶𝑛−2。 

7、將
1 2

2
n n n

C C C
− −

= + 用於我們的排列數 

設 B、D、G、I的排列數為
n

B ，則
1 2 1 2

2 ( 1, 2)
n n n

B B B B B
− −

= + = =  

E、F的排列數設為
n

E ，則
1 2 1 2

2 ( 1, 3)
n n n

E E E E E
− −

= + = =  
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(五) 2 列三角形成雙成對排列數探討 

定理 3：n 行 2 列三角形成雙成對的排列數為 𝟐(𝒏 + 𝟏) + 𝟒𝑩𝒏 + 𝟐𝑬𝒏。其中 

𝑩𝒏 = 𝟐𝑩𝒏−𝟏 + 𝑩𝒏−𝟐(𝑩𝟏=1，𝑩𝟐 = 𝟐)； 

𝑬𝒏 = 𝟐𝑬𝒏−𝟏 + 𝑬𝒏−𝟐(𝑬𝟏=1，𝑬𝟐 = 𝟑)。 

說明： 

1、整理 2 列三角形成雙成對的排列數。 

表 3-11：2 列 n 行各系列起始值與排列數關係 

起始值 A、J C、H B、I、D、G E、F 

排列數 1 n 
𝐵𝑛 = 2𝐵𝑛−1 + 𝐵𝑛−2 

𝐵1=1，𝐵2 = 2 

𝐸𝑛 = 2𝐸𝑛−1 + 𝐸𝑛−2 

𝐸1=1，𝐸2 = 2 

2、n 行 2 列三角形「成雙成對」的排列數＝1 × 2 + 𝑛 × 2 + 𝐵𝑛 × 4 + 𝐸𝑛 × 2 

= 2(𝑛 + 1) + 4𝐵𝑛 + 2𝐸𝑛 

(六) 將定理 3， n 行 2 列三角形成雙成對的排列數公式 𝟐(𝒏 + 𝟏) + 𝟒𝑩𝒏 + 𝟐𝑬𝒏輸入 Excel，

推算行數增加時排列數的變化。 

表 3-12：三角形成雙成對 2 列 1~10 行排列數變化 

行數 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

𝐵𝑛 1 2 5 12 29 70 169 408 985 2378 

𝐸𝑛 1 3 7 17 41 99 239 577 1393 3363 

2 列和 10 20 42 92 210 492 1170 2804 6746 16260 

四、3 列三角形成雙成對研究 

(一) 3 列起始行編號說明 

1、延續 2 列各系列英文字母編號，再依編

碼大小分別在英文字母後面加上數字。 

2、以 A 序列為例 (表 4-1) 

A 序列 3 列時多 2 個三角形，故多加的

兩碼，01 < 10 < 11，分別以𝐴1、𝐴2、

𝐴3編號。 

表 4-1：A 系列編號示例 

列數 2 列 3 列 

編碼 0010 001001 001010 001011 

編號 A 𝐴1 𝐴2 𝐴3 

圖示 
 

   



15 

 

 

性質 10：向下增加一列，各系列起始行的排列數必介於 2~3 之間。 

說明： 

1、 各系列向下延伸一列，會增加兩個三角形，以二進位編碼，由小而大依序為 00、01、

10、11。 

2、 各系列編碼時需注意避免避開 3 顆白棋或 3 顆黑棋連一起。 

3、 若兩列末兩碼為 10，以 2 列 A 系列 0010 為例，末 2 碼為 10，故 3 列可出現的編碼為

001001、001010、001011 三種，即 3 列時 A 系列的編號為𝐴1、𝐴2與𝐴3。(見表 4-1)。 

4、 若兩列末兩碼為 00，以 C 系列 0100 為例，末 2 碼為 00，故 3 列可出現的編碼為

010010、010011 兩種，即 3 列時 C 系列的編號為𝐶1與𝐶2。(見表 4-2 中 C 系列) 

5、 若兩列末兩碼為 01，以 D 系列 0101 為例，末 1 碼為 01，故 3 列可出現的編碼為

010100、010101、010110 三種，即 3 列時 D 系列的編號為𝐷1、𝐷2與𝐷3。(見表 4-2 中 D

系列) 

6、 若兩列末兩碼為 11，以 B 系列 0011 為例，末 2 碼為 11，故 3 列可出現的編碼為

001100、001101 兩種，即 3 列時 B 系列的編號為𝐵1與B2。(見表 4-2 中 B 系列) 

7、 故向下增加一列，各系列起始行的排列數必介於 2~3 之間。 

表 4-2：2 列延伸為 3 列示例 

系列 C 系列 D 系列 B 系列 

編碼 010010 010011 010100 010101 010110 001100 001100 

編號 𝐶1 𝐶2 𝐷1 𝐷2 𝐷3 𝐵1 B2 

圖示 

       

(二) 3 列三角形「成雙成對」連接模式探討 

1、A 與 J 系列：(如表 4-3) 

表 4-3：A 與 J 系列連接模式 

𝐴1 → 𝐽2 𝐴2 → 𝐽2 𝐴3 → 𝐽1 𝐽1 → 𝐴3 𝐽2 → 𝐴2 𝐽3 → 𝐴2 

      



16 

 

(1) 我們發現 A 與 J 系列出現 2 組對偶型循環排列。 

 𝐴2 → 𝐽2 → 𝐴2 → 𝐽2 → ⋯。 

𝐴3 → 𝐽1 → 𝐴3 → 𝐽1 ⋯。 

(2) 而𝐴1與𝐽3則分別於第 2 行進入𝐴2 → 𝐽2 → 𝐴2 → 𝐽2 → ⋯的循環。 

 𝐴1 → 𝐽2 → 𝐴2 → 𝐽2 → 𝐴2 → 𝐽2 → ⋯。 

 𝐽2 → 𝐴2 → 𝐽2 → 𝐴2 → 𝐽2 → ⋯。 

(3) 故 3 列三角形成雙成對的 AJ 系列排列數與 2 列相同，排列數等於 1。 

2、C 與 H 系列：(如表 4-4) 

表 4-4：C 與 H 系列連接模式 

1 2
C H→  2 1

C H→  
2 3

C J→  
1 2

H C→  
1 1

H A→  
2 1

H C→  

      

(1) 𝐶1與𝐻2的連接，也出現對偶型循環排列；𝐶1 → 𝐻2 → 𝐶1 → 𝐻2 → ⋯。排列數等於 1。 

(2) 𝐶2與𝐻1連接模式有 2：對偶型。AJ 系列。與原 CH系列相同，排列數＝行數。 

表 4-5：𝐶2與𝐻1排列數＝行列數 

  

3、B 與 I 系列：(如表 4-6) 

表 4-6：B 與 I 系列連接模式 

1 2
B I→  

1 1
B E→  

2 1
B I→  

1 2
I B→  

2 1
I B→  

2 3
I F→  

      

(1) 𝐵2與𝐼1的連接，也出現對偶型循環排列；𝐵2 → 𝐼1 → 𝐵2 → 𝐼1 → ⋯。排列數等於 1。 

(2) 𝐵1與𝐼2連接模式有 2：對偶型。EF系列的𝐸1與𝐹3。(與 EF 系列有關稍後討論) 
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4、D 與 G 系列：(如表 4-7) 

表 4-7：D 與 G 系列連接模式 

1 3
D G→  

1 3
D E→  

2 2
D G→  

2 2
D E→  

3 2
D G→  

3 2
D E→  

      

1 2
G D→  

1 2
G F→  

2 2
G D→  

2 2
G F→  

3 1
G D→  

3 1
G F→  

      

(1) 𝐷1與𝐺3連接模式有 2：對偶型。EF系列中的𝐸3與𝐹1。(與 EF 系列有關稍後討論) 

(2) 𝐷2與𝐺2的連接模式有 2：對偶型。EF系列中的𝐸2與𝐹2； 

而𝐷3與𝐷2，𝐺1與𝐺2連接模式相同。(與 EF 系列有關稍後討論) 

5、E 與 F 系列：(如表 4-8) 

表 4-8：E 與 F 系列連接模式 

1 1
E E→  1 1

E G→  
1 2

E I→  
2 1

E E→  
2 1

E G→  
3 1

E I→  

      

1 2
F B→  2 3

F F→  
2 3

F D→  
3 3

F F→  
3 3

F D→  
3 1

F B→  

      

(1)  𝐸3與𝐹1連接模式只有 1 種，分別連接到𝐼1與𝐵2的對偶型循環排列，故排列數等於 1。 

 𝐸3 → 𝐼1 → 𝐵2 → 𝐼1 → 𝐵2 → ⋯。 𝐹1 → 𝐵2 → 𝐼1 → 𝐵2 → 𝐼1 → ⋯。 

(2) 𝐸1與𝐹3的連接模式有 3：自身連接。DG 系列的𝐺1(𝐷3)。BI 系列的𝐼2(𝐵1)。 

(3) 𝐸2與𝐹2的連接模式有 2：E1(𝐹3) 、DG 系列的𝐺1(𝐷3)。 

6、DG 系列中𝐷1與𝐺3的連接模式有 2：對偶型。EF系列中的𝐸3與𝐹1。 

由於𝐸3與𝐹1連接到𝐼1與𝐵2的對偶型循環，故𝐷1與𝐺3的排列數為 n。 

表 4-9：𝐷1與𝐺3排列數＝行數(n) 
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7、 整理 BI、DG 與 EF 系列中未討論的部份。 

(1) 我們依其連接模式分成 M、N、O、P ，4 類 

表 4-10：M、N、O、P 分類 

類別 M N 

起始行 𝐷2 𝐷3 𝐺1 𝐺2 𝐸2 𝐹2 

連接 

模式       

類別 O P  

起始行 𝐸1 𝐹3 𝐵1 𝐼2 

連接 

模式 
  

  

(2) 整理 M、N、O、P 的關係，我們得到他們之間的關係如表 4-9。 

表 4-11：M、N、O、P 關係 

  
 

 

(3) 由表 4-11 中 M、N、O、P 的關係我們整理出以下關係式 

𝑀𝑛+1 = 𝑀𝑛 + 𝑁𝑛 + 𝑂𝑛 

𝑁𝑛+1 = 𝑀𝑛 

𝑂𝑛+1 = 𝑁𝑛 + 𝑂𝑛+𝑃𝑛 

𝑃𝑛+1 = 𝑂𝑛+𝑃𝑛 

(4) 排列數𝑆𝑛 = 𝑀𝑛 + 𝑁𝑛 + 𝑂𝑛 + 𝑃𝑛 

= (𝑀𝑛−1 + 𝑁𝑛−1 + 𝑂𝑛−1) + 𝑀𝑛−1 + (𝑁𝑛−1 + 𝑃𝑛−1 + 𝑂𝑛−1) + (𝑃𝑛−1 + 𝑂𝑛−1) 

= 2(𝑀𝑛−1 + 𝑁𝑛−1 + 𝑂𝑛−1 + 𝑃𝑛−1) + 𝑂𝑛−1 = 2𝑆𝑛−1 + 𝑂𝑛−1。 

 M 類排列數𝑀𝑆𝑛 = 2𝑀𝑆𝑛−1 + 𝑂𝑛−1(𝑀1 = 1，𝑁1 = 𝑂1 = 𝑃1 = 0)。 

 N 類排列數𝑁𝑆𝑛 = 2𝑁𝑆𝑛−1 + 𝑂𝑛−1(𝑁1 = 1，𝑀1 = 𝑂1 = 𝑃1 = 0)。 

 O 類排列數𝑂𝑆𝑛 = 2𝑂𝑆𝑛−1 + 𝑂𝑛−1(𝑂1 = 1，𝑀1 = 𝑁1 = 𝑃1 = 0)。 

 P 類排列數𝑃𝑆𝑛 = 2𝑃𝑆𝑛−1 + 𝑂𝑛−1(𝑃1 = 1，𝑀1 = 𝑁1 = 𝑂1 = 0)。 

(5) 將 M、N、O、P 的關係輸入 Excel，推算 M、N、O、P 成雙成對的排列數。 
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 M 類(起始行為
2

D 、
3

D 、
1

G 、
2

G )成雙成對的排列數𝑀𝑆𝑛 

表 4-12：M 類成雙成對排列數 

 行 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

M 1 1 2 4 8 17 37 82 184 416 

N   1 1 2 4 8 17 37 82 184 

O   0 1 2 5 12 28 65 150 345 

P   0 0 1 3 8 20 48 113 263 

𝑀𝑆𝑛 1 2 4 9 20 45 102 232 529 1208 

 N 類(起始行為 
2

E ，
2

F )成雙成對的排列數𝑁𝑆𝑛 

表 4-13：N 類成雙成對排列數 

  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

M   1 2 4 9 20 45 102 232 529 

N 1 0 1 2 4 9 20 45 102 232 

O   1 1 3 7 16 37 85 195 447 

P   0 1 2 5 12 28 65 150 345 

𝑁𝑆𝑛 1 2 5 11 25 57 130 297 679 1553 

 O 類(起始行為 
1

E ，
3

F )成雙成對的排列數𝑂𝑆𝑛 

表 4-14：O 類成雙成對排列數 

  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

M   1 2 5 12 28 65 150 345 792 

N   0 1 2 5 12 28 65 150 345 

O 1 1 2 5 11 25 57 130 297 679 

P   1 2 4 9 20 45 102 232 529 

𝑂𝑆𝑛 1 3 7 16 37 85 195 447 1024 2345 

 P 類(起始行為𝐵1，𝐼2)成雙成對的排列數𝑃𝑆𝑛 

表 4-15：P 類成雙成對排列數 

行數 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

M   0 1 3 8 20 48 113 263 608 

N   0 0 1 3 8 20 48 113 263 

O   1 2 4 9 20 45 102 232 529 

P 1 1 2 4 8 17 37 82 184 416 

𝑃𝑆𝑛 1 2 5 12 28 65 150 345 792 1816 

 (5) 對照成雙成對樹狀圖(表 4-16)，發現與我們的用關係式推算出來的排列數相同。 
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表 4-16：M、N、O、P 類排列數樹狀圖 

M 類(
2

D 、
3

D 、
1

G 、
2

G )，以
2

D 為例 N 類(
2

E ，
2

F )，以
2

E 為例 

  

O 類(
1

E ，
3

F )以
3

F 為例 P 類(起始行為
1

B ，
2

I )以
2

I 為例 

 
 

 (三) 列數(m)為 3，三角形「成雙成對」排列數探討 

定理 4：n 行 3 列三角形成雙成對的排列數為 𝟏𝟐 + 𝟒𝐧 + 𝟒𝑴𝑺𝒏 + 𝟐𝑵𝑺𝒏 + 𝟐𝑶𝑺𝒏 + 𝟐𝑷𝑺𝒏。 

𝑀𝑛 = 𝑀𝑛−1 + 𝑁𝑛−1 + 𝑂𝑛−1； 

𝑁𝑛 = 𝑀𝑛−1； 

𝑂𝑛 = 𝑁𝑛−1 + 𝑃𝑛−1 + 𝑂𝑛−1； 

𝑃𝑛 = 𝑃𝑛−1 + 𝑂𝑛−1；  

𝑆𝑛 = 2𝑆𝑛−1 + 𝑂𝑛−1 

𝑀𝑆𝑛(𝑀1 = 1)；𝑁𝑆𝑛(𝑁1 = 1)；𝑂𝑆𝑛(𝑂1 = 1)；𝑃𝑆𝑛(𝑃1 = 1)。 

說明： 
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1、整理 3 列三角形成雙成對的排列數。 

表 4-17：3 列 n 行不同起始值與排列數關係 

起始值 個數 排列數 

𝑨𝟏、𝑨𝟐、𝑨𝟑、𝑱𝟏、𝑱𝟐、𝑱𝟑、 

2
B 、

1
I 、

1
C 、

2
H 、

3
E 、

1
F 。 

12 1 

2
C 、

1
H 、

1
D 、

3
G 。 4 n 

M 類 

𝑫𝟐、𝑫𝟑、𝑮𝟏、𝑮𝟐 
4 

𝑀𝑆𝑛 = 2𝑆𝑛−1 + 𝑂𝑛−1 

(𝑀1 = 1，𝑁1 = 𝑂1 = 𝑃1 = 0) 

N 類 

𝑬𝟐、𝑭𝟐 
2 

𝑁𝑆𝑛 = 2𝑆𝑛−1 + 𝑂𝑛−1 

(𝑁1 = 1，𝑀1 = 𝑂1 = 𝑃1 = 0) 

O 類 

𝑬𝟏、𝑭𝟑 
2 

𝑂𝑆𝑛 = 2𝑆𝑛−1 + 𝑂𝑛−1 

(𝑂1 = 1，𝑀1 = 𝑁1 = 𝑃1 = 0) 

P 類 

𝑩𝟏、𝑰𝟐 
2 

𝑃𝑆𝑛 = 2𝑆𝑛−1 + 𝑂𝑛−1 

(𝑃1 = 1，𝑀1 = 𝑁1 = 𝑂1 = 0) 

2、n 行 3 列三角形「成雙成對」的排列數 

＝112 + 4n + 4𝑀𝑆𝑛 + 2𝑁𝑆𝑛 + 2𝑂𝑆𝑛 + 2𝑃𝑆𝑛 

＝12 + 4n + 4𝑀𝑆𝑛 + 2𝑁𝑆𝑛 + 2𝑂𝑆𝑛 + 2𝑃𝑆𝑛。 

(四) 將定理 4： n 行 3 列三角形「成雙成對」的排列數公式 

𝟏𝟐 + 𝟒𝐧 + 𝟒𝑴𝑺𝒏 + 𝟐𝑵𝑺𝒏 + 𝟐𝑶𝑺𝒏 + 𝟐𝑷𝑺𝒏輸入 Excel，推算行數增加時排列數的變化。 

表 4-18：3 列 1~10 行排列數變化 

 

 

 

 

行數(𝑛) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

𝑴𝑺𝒏 1 2 4 9 20 45 102 232 529 1208 

𝑵𝑺𝒏 1 2 5 11 25 57 130 297 679 1553 

𝑶𝑺𝒏 1 3 7 16 37 85 195 447 1024 2345 

𝑷𝑺𝒏 1 2 5 12 28 65 150 345 792 1816 

3 列 

排列數 
26 42 74 142 292 630 1398 3150 7154 16312 
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伍、討論 

一、為什麼列數增加，各系列連接模式不會增加？ 

(一) 當列數往下增加時，所增加的成雙三角形只需考慮該列與上一

列的黑、白棋排列。(見圖 5-1) 

(二) 由表 5-1 中 A 系列、B 系列與 E 系列連接模式可看出 

當列數增為 3 時，連接模式與兩列相同。 

表 5-1：列數 2 與列數 3 各系列連接模式舉例 

延伸列數 A → J B → I B → E E → E E → G E → I 

2 列延伸 

3 列思考 

      

3 列連接 

      

1、由表 5-1 各 2 列延伸圖可看出，確立了 3 列的起始行，連接模式只需考慮各圖中的 a、

b 位置的黑、白棋安排。 

2、各圖中 a 位置因藍色三角形已確定了其他三顆棋子顏色，a 棋子顏色只有唯一選擇；

相同的對各圖中 b 位置因紫色三角形已確定了其他三顆棋子顏色，b 的棋子顏色只有

唯一選擇。 

3、故雖然列數往下延伸一列，連接模式並不會改變，會延續 2 列的連接模式。 

4、例外，若延續 2 列的連接模式時出現 3 黑或 3 白則因不具延續性(性質 8)，故該連接

模式不計。 

表 5-2：3 列成雙成對中𝐵2、𝐶1與𝐸3的連接模式 

𝐵2 → 𝐼1 𝐵2 → 𝐸? 𝐶1 → 𝐽? 𝐶1 → 𝐻2 𝐸3 → 𝐸? 𝐸3 → 𝐺? 𝐸3 → 𝐼1 

       

5、表 5-2 中
2

B 、
1

C 、與
3

E 我們延續 2 列連接模式思考時，因出現出現 3 黑或 3 白，而使

𝐵2、𝐶1與𝐸3連接模式都只有一種。 

二、增加列數連接模式不會減少的起始行黑白棋安排是否有共同點？ 

圖 5-1 
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 (一) 檢核各系列連接模式 2 列與 3 列相同的連接模式 

1、AJ 系列 2 列與 3 列的排列數為 1，不予考慮，其餘系列如表 5-3，除 DG 系列外，其餘

都只出現一種狀況會與的 2 列相同。 

表 5-3：3 列連接模式與 2 列相同的起始行編號 

系列 BI 系列 CH 系列 DG 系列 EF 系列 

3 列 𝐵1、𝐼2 𝐶2、𝐻1 𝐷1、𝐷2、𝐷3、𝐺1、𝐺2、𝐺3 𝐸1、𝐹3 

2、 BI 系列 

(1) 將 3 列𝐵1、𝐼2向下增為為 4 列，我們觀察到一個有趣的現象： 

奇數列與奇數列相同與偶數列與偶數列相同，奇、偶交叉排列。(表 5-4) 

表 5-4：BI 系列列數增加連接模式不會減少的起始行排列 

2 列 BI BE IB IF 

3 列 

    

4 列 

    

奇數列     

偶數列     

(2) 故 BI 系列若向下延伸列數，只有一種模式會出現連接模式與 2 列相同。奇數列完必

接偶數列，偶數列完必接奇數列。依我們編號模式 

只能接與，為 1，為 2 

只能接與，為 1，為 2。 

(3) 故以此我們可推定 BI 系列列數增加連接模式與兩列相同的黑白棋排列 

 BB1 → B1,2 → B1,2,1 → B1,2,1,2 → B1,2,1,2,….，即黑白棋由上而下為

 , , , , ,…。  

 I → I2 → I2,1 → I2,1,2 → I2,1,2,1 → I2,1,2,1,….，即黑白棋由上而下為 

 , , , ,…。  
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3、CH 系列 

(1) 由於 CJ 的奇、偶列循環排列，從「第 2 列」開始，為清楚的看清奇、偶列的循環

排列，我們將表 4-2 中 3 列𝐶2、𝐻1向下增為 5 列 (表 5-5)。 

表 5-5：CH 系列列數增加連接模式不會減少的起始行排列 

2 列 CH CJ HC HA 

3 列 

    

5 列 

    

偶數列     

奇數列     

(2) 由「第 2 列」開始出現與 BI 系列相同的奇、偶循環模式，由左而右，黑白棋排列分

別由兩種模式，輪流在「偶數列」與「奇數列」出現。 

(3) 故以此我們可推定 BI 系列列數增加連接模式與兩列相同的黑白棋排列 

 C→ C2 → C2,1 → C2,1,2 → C2,1,2,1 → C2,1,2,1,….，即黑白棋由上而下為

 , , , , ,…。  

 HH1 → H1,2 → H1,2,1 → H1,2,1,2 → H1,2,1,2,….，即黑白棋由上而下為

 , , , , ,…。  

4、EF 系列 

(1) 由於 EG 與 FD 的奇、偶列循環排列，從「第 2 列」開始，為清楚的看清奇、偶

列的循環排列，我們將表 4-6 中 3 列𝐸1、𝐹3向下增為 5 列 (表 5-6、表 5-7) 
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表 5-6：E 系列列數增加連接模式不會減少的起始行排列 

2 列 EE EG EI 

3 列 

   

5 列 

   

偶數列    

奇數列    

表 5-7：F 系列列數增加連接模式不會減少的起始行排列 

2 列 FF FD FB 

3 列 

   

5 列 

   

偶數列    

奇數列    

(1) 由「第 2 列」開始出現與 BI 系列相同的奇、偶循環模式，由左而右，黑白棋排列分

別由兩種模式，輪流在「偶數列」與「奇數列」出現。 

(2) 故以此我們可推定 EF 系列列數增加連接模式與兩列相同的黑白棋排列 

 E→ E1 → E1,3 → E1,3,1 → E1,3,1,3 → E1,3,1,3,…，即黑白棋由上而下為

 , , , , ,…。  

 FF3 → F3,1 → F3,1,3 → F3,1,3,1 → F3,1,3,1,…，即黑白棋由上而下為

 , , , , ,…。  
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5、DG 系列 

(1) 3 列的 DG 系列與 2 列一樣，都有 2 種連接模式，以 D 為例，連接 G 與 E。 

(2) 但 2 列連接 E 系列有 3 種連接模式，而 3 列連接 E 系列有 2 種連接模式，和 1 種模

式，故基本上與 2 列起始行的連接模式有所差異。(表 5-8) 

表 5-8：DG 系列連接模式 

2 列 3 列 

    

(二) 增加列數連接模式不會減少的起始行黑白棋安排的共同點。 

1、BI、CH 與 EF 系列，每增加一列，會出現一種起始行的排列模式與 2 列該系列的連接

模式相同。 

2、與 2 列成雙成對起始行相同的連接模式，會出現起始行的連接模式「奇數列相同」與

「偶數列相同」的黑、白棋排列。 

3、因「奇數列相同」與「偶數列相同」的黑白棋排列，故只會出現一種起始行的排列模

式與 2 列該系列的連接模式相同。 

(三) 列數增為 3 時，因為 DG 系列的連接與 2 列不同，故無法完全沿用 2 列模式推算排列

數。 
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陸、結論 

一、方格「成雙成對」與立體「成雙成對」連接模式性質相似 

(一) 成雙成對的排列模式除黑白相間的模式外，呈對偶型的連接模式。 

(二) 黑白相間的排列，有兩種連接模式都能呈現成雙成對的排列模式。 

(1) 對偶型的連接模式。(2) 自身連接。 

(三) 方格黑白相間的排列，每增加 1 行，排列數就增為原來的 2 倍； 

立體黑白相間的排列，每增加 1 層，排列數就增為原來的 2 倍。 

二、方格 「成雙成對」n 行 m 列的排列數為 𝟐𝒎 + 𝟐𝒏 − 𝟐。 

三、立體「成雙成對」n 行 m 列 r 層的排列數為 𝟐𝒎 + 𝟐𝒏 + 𝟐𝒓 − 𝟒。 

四、三角形「成雙成對」連接模式包括以下性質 

(一) 行數每增加 1，所增加的成雙三角形黑、白棋排列，只受該行與前一行的影響。  

列數每增加 1，所增加的成雙三角形黑、白棋排列，只受該列與前一列的影響。 

(二) 三角形「成雙成對」模式不能出現連續 3 顆白棋或 3 顆黑棋連在一起。 

(三) 三角形「成雙成對」2 列「起始行」的連接模式除 EF 系列外，其中一種連接模式為對

偶型連接；EF 系列，其中一種連接模式為自身連接。 

(四) 三角形「成雙成對」往下延伸增加列數，「起始行」的連接模式並不會改變，可延續 2

列的連接模式思考，但若出現 3 黑或 3 白連在一起，則該連接模式不計。 

(五) BI、CH 與 EF 系列，每增加一列，會出現一種「起始行」的排列模式與 2 列該系列的

連接模式相同。 

五、n 行 2 列三角形「成雙成對」的排列數為 𝟐(𝒏 + 𝟏) + 𝟒𝑩𝒏 + 𝟐𝑬𝒏，其中 

𝐵𝑛 = 2𝐵𝑛−1 + 𝐵𝑛−2 (𝐵1 = 1，𝐵2 = 2) 

𝐸𝑛 = 2𝐸𝑛−1 + 𝐸𝑛−2 (𝐸1 = 1，𝐸2 = 3) 
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六、n 行 3 列三角形成雙成對的排列數為 𝟏𝟐 + 𝟒𝐧 + 𝟒𝑴𝑺𝒏 + 𝟐𝑵𝑺𝒏 + 𝟐𝑶𝑺𝒏 + 𝟐𝑷𝑺𝒏。其中 

𝑀𝑛 = 𝑀𝑛−1 + 𝑁𝑛−1 + 𝑂𝑛−1； 

𝑁𝑛 = 𝑀𝑛−1； 

𝑂𝑛 = 𝑁𝑛−1 + 𝑃𝑛−1 + 𝑂𝑛−1； 

𝑃𝑛 = 𝑃𝑛−1 + 𝑂𝑛−1；  

𝑆𝑛 = 2𝑆𝑛−1 + 𝑂𝑛−1 

𝑀𝑆𝑛 (𝑀1 = 1)；𝑁𝑆𝑛 (𝑁1 = 1)；𝑂𝑆𝑛 (𝑂1 = 1)；𝑃𝑆𝑛 (𝑃1 = 1)。 

七、三角形「成雙成對」排列數出現的遞迴關係式，我們可用 Excel 輕鬆的求出 n 行的排列

數。 

 

柒、未來展望 

在三角形成雙成對中，雖然我們有不少的發現，但依我們目前的數學程度，我們只能寫

出遞迴關係式，配合 Excel 求排列數，相信我們數學更精進時，能找出更漂亮的方法解決這

個問題。 
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【評語】080406 

研究者從數學競賽題目出發，並利用黑白棋與棋盤來手動操作探索研

究問題。研究方法為利用黑、白棋排列方法與前一行相關的特性，發

現對偶連接與自身連接可以擴充符合成雙成對的棋盤，接著將研究方

法擴充到立體與三角形棋盤並求出棋盤數的一般式。研究者利用已知

成立的基礎模式巧妙的擴充更多的可能性，並再歸納三角形棋盤的遞

迴關係式，研究結果豐富。此方法可操作性高，適合開發其他擴充方

法來增加研究方法的多樣性。  
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