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循環小數萬花筒 

摘要 

一、分數：所有的分數皆能轉化成小數，可以分為「除得盡的分數」和「除不盡的

分數」等兩大類別。 

二、小數：除得盡的分數可以轉化成「有限小數」，除不盡的分數可以轉化成「純循

環小數」、「混循環小數」等三大類別。 

三、Scratch 程式：將數字轉換成圖像，將360°依照數字0~9，分成十等份，順時針旋

轉「36°×對應的數字」，這些圖像可以分為「相同圖形」和「同邊形圖形」等兩

大類別。 

四、循環小數：循環小數包含「未循環數字」和「循環節」，分母因數分解後，2和5

出現的次數會決定這個循環小數的類別。 
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壹、研究動機 

記得一開始在學分數時，在課堂中常聽到老師用「一半」來舉例，代表一個 PIZZA 分成兩

份，就是「二分之一」，也可以說是「0.5」，因此，對於小數有了基本的認識。這學期開始學了

分數和小數的乘法運算，也在第五單元「整數、小數除以整數」中，老師告訴我們「有些分數

是可以換成小數的，但有些分數卻無法用小數表示」，讓我們心中產生疑問「為什麼所有的分數

不能全部都換成小數?」。原來老師說無法用小數表示的分數，利用除法運算會產生「循環小數」，

在小學階段我們還不會學到，所以決定挑戰自己計算出「循環小數」。 

偶然在臉書上看到一篇文章，數學家馬特‧亨德森發明一種方式，可以將數字轉換成圖像。

他將每個數字，化成特定角度的線條，一連串的數字就會產生一些特殊圖形，這讓我們想到資

訊課時，老師在教授 Scratch的迴圈功能時，結合畫筆功能可以畫出一幅幅對稱圖形，在與老師

討論後，老師說數學中數字有規律性的，就是循環小數，建議我們可以針對循環小數做個研究，

看看如果將循環小數運用馬特‧亨德森的方式，可以產生什麼樣的圖形。 

貳、研究目的 

一、所有分數轉化成循環小數。 

二、分數轉化成循環小數後的規律性。 

三、循環小數轉化成圖形後的對應關係。 

四、透過圖形反推循環小數。 

參、研究設備及器材 

一、計算紙。 

二、電腦與 Scratch 程式軟體。 

肆、研究過程或方法 

一、所有分數轉化成小數 

因為計算機在計算時的小數位數有限，我們透過傳統紙筆計算的方式，運用分數的定義
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b

a
= b ÷ a，分別計算

1

2
、

1

3
…、

1

99
。計算時遇到無法整除，則計算至第二個循環節開始產生時。 

相關計算結果如下： 

分數 轉化成小數 分數 轉化成小數 

1

2
 

0.5 
1

51
 

0. 0196078431372549̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
1

3
 0. 3̅ 

1

52
 0.01923076̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

4
 0.25 

1

53
 0. 0188679245283̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

5
 0.2 

1

54
 0.01851̅̅ ̅̅ ̅ 

1

6
 0.16̅ 

1

55
 0.018̅̅̅̅  

1

7
 0. 142857̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

56
 0.017857142̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

8
 0.125 

1

57
 0. 017543859649122807̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

9
 

0. 1̅ 

1

58
 0.01724137931034482758620689655̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

10
 0.1 

1

59
 0. C   

1

11
 

0. 09̅̅̅̅  

1

60
 

0.016̅ 
1

12
 0.083̅ 

1

61
 0. D  

1

13
 0. 076923̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

62
 0.0161290322580645̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

14
 0.0714285̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

63
 0. 015873̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

15
 0.06̅ 

1

64
 0.015625 

1

16
 0.0625 

1

65
 0.0153846̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

17
 0. 0588235294117647̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

66
 0.015̅̅̅̅  

1

18
 0.05̅ 

1

67
 0. E  

1

19
 

0. 052631578947368421̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

68
 

0.014705882352941176̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
1

20
 0.05 

1

69
 0. 0144927536231884057971̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

21
 

0. 047619̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

70
 

0.0142857̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
1

22
 0.045̅̅̅̅  

1

71
 0. F  

1

23
 0. 0434782608695652173913̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

72
 0.0138̅ 

1

24
 0.0416̅ 

1

73
 0. 01369863̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

25
 0.04 

1

74
 0.0135̅̅ ̅̅ ̅ 

1

26
 0.0384615̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

75
 0.013̅ 

1

27
 0. 037̅̅ ̅̅ ̅ 

1

76
 0.01315789473684210526̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

28
 0.03571428̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

77
 0. 012987̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

29
 

0. 0344827586206896551724137931̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

78
 

0.0128205̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
1

30
 

0.03̅ 

1

79
 

0. 0126582278481̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
1

31
 

0. 032258064516129̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

80
 

0.0125 
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1

32
 

0.03125 
1

81
 

0. 012345679̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
1

33
 

0. 03̅̅̅̅  

1

82
 

0.012195̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
1

34
 

0.02941176470588235̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

83
 

0. G  
1

35
 

0.0285714̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
1

84
 

0.01190476̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
1

36
 

0.027̅ 

1

85
 

0.0011764588235294̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
1

37
 

0. 027̅̅ ̅̅ ̅ 

1

86
 

0.0116279069767441860465̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
1

38
 

0.0263157894736842105̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

87
 

0. 0114942528735632183908045977̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
1

39
 

0. 025641̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

88
 

0.01136̅̅̅̅  
1

40
 

0.025 
1

89
 

0. H  
1

41
 

0. 02439̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

90
 

0.01̅ 
1

42
 

0.0238095̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
1

91
 

0. 010989̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
1

43
 

0. 023255813953488372093̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

92
 

0.010869565217391304347826̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
1

44
 

0.0227̅̅̅̅  

1

93
 

0. 010752688172043̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
1

45
 

0.02̅ 

1

94
 

0.0 J  
1

46
 

0.02173913043478260869565̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
1

95
 

0.0105263157894736842̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
1

47
 

0. A  
1

96
 

0.010416̅ 
1

48
 

0.02083̅ 

1

97
 

0. K  
1

49
 

0. B  
1

98
 

0.0 M  
1

50
 

0.02 
1

99
 

0. 01  

A  0212765957446808510638297872340425531914893617 

B  020408163265306122448979591836734693877551 

C  0169491525423728813559322033898305084745762711864406779661 

D  016393442622950819672131147540983606557377049180327868852459 

E  014925373134328358208955223880597 

F 01408450704225352112676056338028169 

G  01204819277108433734939759036144578313253 

H  01123595505617977528089887640449438202247191 

J  1063829787234042553191489361702127659574468085 

K  010309278350515463917525773195876288659793814432989690721649484536082474

226804123711340206185567 

M  102040816326530612244897959183673469387755 
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經過計算後，將
1

2
到

1

99
轉化成小數後，大致可分成有限小數、混循環小數及純循環小數。 

（一）有限小數 

當分數為
1

𝑎
，a為界於2~99間的正整數時，以除法計算

1

𝑎
時，當 a=2,4,5,8,10,16,20,25,32, 

40,50,64,80時，都是有限小數。這些數字都有共同特性為分母的因數除了2和5以外，沒有

其他的因數， 透過擴分將這些分數的分母化成10的乘冪，因此，這些分數都能化成小數。 

分數 分母因式分解 化成10的乘冪  化為小數 

1

2
 

1

2
 

1 ∗ 5

2 ∗ 5
 

5

10
 0.5 

1

4
 

1

2 ∗ 2
 

1 ∗ 5 ∗ 5

2 ∗ 2 ∗ 5 ∗ 5
 

25

100
 0.25 

1

5
 

1

5
 

1 ∗ 2

5 ∗ 2
 

2

10
 0.2 

1

8
 

1

2 ∗ 2 ∗ 2
 

1 ∗ 5 ∗ 5 ∗ 5

2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 5 ∗ 5 ∗ 5
 

125

1000
 0.125 

1

10
 

1

2 ∗ 5
 

1

2 ∗ 5
 

1

10
 0.1 

1

16
 

1

2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 2
 

5 ∗ 5 ∗ 5 ∗ 5

2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 5 ∗ 5 ∗ 5 ∗ 5
 

625

10000
 0.0625 

1

20
 

1

2 ∗ 2 ∗ 5
 

1 ∗ 5

2 ∗ 2 ∗ 5 ∗ 5
 

5

100
 0.05 

1

25
 

1

5 ∗ 5
 

2 ∗ 2

5 ∗ 5 ∗ 2 ∗ 2
 

4

100
 0.04 

1

32
 

1

2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 2
 

1 ∗ 5 ∗ 5 ∗ 5 ∗ 5 ∗ 5

2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 5 ∗ 5 ∗ 5 ∗ 5 ∗ 5
 

3125

100000
 0.03125 

1

40
 

1

2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 5
 

1 ∗ 5 ∗ 5

2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 5 ∗ 5 ∗ 5
 

25

1000
 0.025 

1

50
 

1

2 ∗ 5 ∗ 5
 

1 ∗ 2

2 ∗ 5 ∗ 5 ∗ 2
 

2

100
 0.02 

1

64
 

1

2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 2
 

1 ∗ 5 ∗ 5 ∗ 5 ∗ 5 ∗ 5 ∗ 5

2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 5 ∗ 5 ∗ 5 ∗ 5 ∗ 5 ∗ 5
 

15625

1000000
 0.015625 

1

80
 

1

2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 5
 

1 ∗ 5 ∗ 5 ∗ 5

2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 5 ∗ 5 ∗ 5 ∗ 5
 

125

10000
 0.0125 

 

（二）循環小數 

當分數為
1

𝑏
，b 為界於2~100的正整數時，以除法計算

1

𝑏
時，除了可化成有限小數外，其餘

都可以化成循環小數。以
1

7
為例(圖1)： 
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圖1 圖2 

在除法過程中，餘數有可能會是1、2、3、4、5、6，當6種可能都出現的餘數都出現過後，

下一個餘數必定和前面其中一個餘數重複，此時就會產生循環現象，因此可以推論，循環節

的個數必定不會超過(b-1)個。但並不是所有的分數轉化成小數時，循環節的個數都是(b-1)個，

以
1

13
為例(圖2)，在計算到小數點第6位時，餘數為1，就形成循環現象。 

（三）混循環小數 

從整理的資料中發現，循環小數又可以分為純循環小數及混循環小數，我們發現混循環

小數的未循環數字與分母有關： 

分數 分母因式分解 擴分 化為小數 

1

26
 

1

2 ∗ 13
 

1

2 ∗ 5
∗

5

13
=

1

10
∗

5

13
 0.1*0.384615= 0.0384615 

1

52
 

1

2 ∗ 2 ∗ 13
 

1

2 ∗ 2 ∗ 5 ∗ 5
∗

5 ∗ 5

13
=

1

100
∗

25

13
 0.01*1.923076= 0.01923076 

1

65
 

1

5 ∗ 13
 

1

5 ∗ 2
∗

2

13
=

1

10
∗

2

13
 0.1*0.153846= 0.0153846 

透過擴分讓分母有相同個數2或5的因數，每一組的2和5，就是10，小數位數就會增加1位。

因此，將分母進行質因數分解後，因數2或5出現較多的個數就是混循環小數中未循環的位數。 
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（四）循環小數的循環節數 

在計算分數
1

c
化成小數時，c 不含2或5的因數時，當除到餘數剩1時，便開始進入循環，因

此，若 c 是10𝑛 − 1的因數，則
1

c
的循環節有 n 位，以

1

41
為例，105 − 1 = 99999 = 3 ∗ 3 ∗ 41 ∗

271，所以41是105 − 1的因數，而
105−1

41
= 2439，則

1

41
= 2439 ∗

1

105−1
= 2439 ∗ 0. 00001̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =

0. 02439̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

 
 

圖3 圖4 

以上述推理，我們加以檢驗： 

101 − 1 = 32 → 
1

3
、

1

9
的循環節有1位 

102 − 1 = 32 ∗ 11 → 
1

11
、

1

33
的循環節有2位 

103 − 1 = 33 ∗ 37 → 
1

27
、

1

37
循環節有3位 

105 − 1 = 32 ∗ 41 ∗ 271 → 
1

41
循環節有5位 

106 − 1 = 33 ∗ 7 ∗ 11 ∗ 13 ∗ 37 → 
1

7
、

1

13
、

1

21
、

1

37
循環節有6位 

108 − 1 = 32 ∗ 11 ∗ 73 ∗ 101 ∗ 137 → 
1

73
循環節有8位 

循環小數可用
1

2𝑚∗5𝑛∗𝑘
，若 k 是(10𝑛 − 1)的因數，其循環節位數為 n。此外，透過我們所計

算的分數化成小數過程中，發現分數的分母在乘以2或5的次方數後，對應的循環節位數不變。 
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二、循環小數轉換成圖形 

我們參考數學家馬特·亨德森的方法，將數字轉換成圖像，將360°，依照數字0~9，順時針

分成十等份，如果出現數字0，朝原方向畫一單位長度，如果出現數字1，就順時針旋轉36°後，

畫一單位長度，以此類推。 

不過，如果用手畫曠日廢時，精準度也有待商榷，畫筆顏色也無法多樣性，因此我們決定

利用這學期學到的程式軟體 Scratch 來畫圖形。我們運用畫筆功能，並將數字圖形植入程式，讓

程式收到0~9數字指令時，依照指定角度畫出一定長度線段；在畫循環節部分，我們運用迴圈程

式積木，只要輸入循環節數字，並設定好重複次數後，程式就很快幫我們畫出相對應圖形。 

過程中，發生一個超出預期的情況，當循環節的位數超過16位時，所產生圖形不如我們想

像中複雜，於是我們用循環節有18位的
1

19
做實驗，分別用迴圈方式及手動輸入方式進行測試，

結果圖形果然不相同。經過討論，應該和用電腦計算機程式一樣，最多只能計算16位數，所以

後續循環節位數超過16位的，我們都採用手動輸入方式。 

  



 
 

9 

 

   從所產生圖形可以解構出循環小數中非循環部分及循環節部分，以
1

6
為例，可分成非循環

部分的0.1及循環部分 6 ，圖中咖啡色代表0，非循環1的部分，畫完後，就開始重複畫循環部

分 6 ，所以畫筆會開始畫完一段後，右轉216°，再繼續畫一筆，反覆操作，就會畫出五芒星

的圖案。 

 

經過長時間且仔細的輸入後，終於將
1

2
到

1

99
化為小數後的數值，通通轉換成圖形，相對應

圖形如下： 

1

2
 

 

1

3
 

 

1

4
 

 

1

5
 

 

1 

0 

6 

6 
6 

6 

6 



 
 

10 

1

6
 

 

1

7
 

 

1

8
 

 

1

9
 

 
1

10
 

 

1

11
 

 

1

12
 

 

1

13
 

 
1

14
 

 

1

15
 

 

1

16
 

 

1

17
 

 
1

18
 

 

1

19
 

 

1

20
 

 

1

21
 

 
1

22
 

 

1

23
 

 

1

24
 

 

1

25
 

 
1

26
 

 

1

27
 

 

1

28
 

 

1

29
 

 
1

30
 

 

1

31
 

 

1

32
 

 

1

33
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1

34
 

 

1

35
 

 

1

36
 

 

1

37
 

 
1

38
 

 

1

39
 

 

1

40
 

 

1

41
 

 
1

42
 

 

1

43
 

 

1

44
 

 

1

45
 

 
1

46
 

 

1

47
 

 

1

48
 

 

1

49
 

 
1

50
 

 

1

51
 

 

1

52
 

 

1

53
 

 
1

54
 

 

1

55
 

 

1

56
 

 

1

57
 

 
1

58
 

 

1

59
 

 

1

60
 

 

1

61
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1

62
 

 

1

63
 

 

1

64
 

 

1

65
 

 
1

66
 

 

1

67
 

 

1

68
 

 

1

69
 

 
1

70
 

 

1

71
 

 

1

72
 

 

1

73
 

 
1

74
 

 

1

75
 

 

1

76
 

 

1
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1

78
 

 

1

79
 

 

1

80
 

 

1

81
 

 
1

82
 

 

1

83
 

 

1

84
 

 

1

85
 

 
1

86
 

 

1

87
 

 

1

88
 

 

1

89
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1

90
 

 

1

91
 

 

1

92
 

 

1

93
 

 
1

94
 

 

1

95
 

 

1

96
 

 

1

97
 

 
1

98
 

 

1

99
 

 

 

 

 

 

完成小數轉換成圖形後，我們共同將圖卡進行分類，大致可分成相同圖形與同邊形圖形。 

  

圖5 圖6 

（一）相同圖形 

透過圖形，發現有些數字的圖形幾乎一樣，以(
1

17
 , 

1

34
 , 

1

68
 , 

1

85
 )為例，循環小數的循環節不

同，但是所產生圖形卻一樣，經過仔細觀察這幾個小數的循環節，才赫然發現循環節裡的數

字完全相同，順序排列也相同，只是第一個起始的數字不一樣。 
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相同圖形 

(
1

3
 , 

1

12
 , 

1

30
 , 

1

48
 , 

1

75
 ) 

 

(
1

6
 , 

1

15
 , 

1

24
 , 

1

60
 , 

1

96
 ) 

 

(
1

7
 , 

1

14
 , 

1

28
 , 

1

35
 , 

1

56
 , 

1

70
) 

 

(
1

17
 , 

1

34
 , 

1

68
 , 

1

85
 ) 

 

( 
1

19
 , 

1

38
 ,  

1

76
 , 

1

95
) (

1

49
 , 

1

98
 ) 

 

(
1

21
 , 

1

84
 )( 

1

31
 , 

1

62
 )( 

1

29
 , 

1

58
) 

 

(
1

13
 , 

1

52
 )( 

1

26
 , 

1

65
 )( 

1

47
 , 

1

94
) 

 

(
1

23
 , 

1

46
 , 

1

92
  ) 

 

 

（二）同邊形圖形 

經過我們討論分類後，將所產生圖形大致分成單一線段、五邊形、十邊形、長條形，其

中有限小數會形成單一線段，相似的圖形也把它們分在一起，其分類後結果如下：  



 
 

15 

有限小數 

1

2
 , 

1

4
 , 

1

5
 , 

1

8
 , 

1

10
 , 

1

16
 

 

1

20
 , 

1

25
 , 

1

32
 , 

1

40
 , 

1

50
 , 

1

64
 

 

1

80
  

 

長條形 

1

18
 , 

1

27
 , 

1

43
 , 

1

61
 

 

五邊形 

1

39
 , 

1

41
 , 

1

54
 , 

1

63
 , 

1

66
 , 

1

69
 

 

1

73
 , 

1

78
 , 

1

79
 , 

1

82
 , 

1

93
 , 

1

67
 

 

1

71
 , 

1

89
 , 

1

97
 

 

十邊形 

1

22
 , 

1

36
 , 

1

88
 , 

1

74
 , 

1

33
 , 

1

77
 

 

1

42
 , 

1

51
 , 

1

53
 , 

1

57
 , 

1

81
 , 

1

91
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1

37
 ,

1

44
 , 

1

55
 , 

1

59
 , 

1

83
 , 

1

86
 

 

1

87
 , 

 

分類後，我們除了觀察到圖形複雜程度，是因為循環節的位數多寡所造成外，我們選擇了

五種類型的圖形作比較，試著找出會產生五種類型圖形的原因。可以發現循環節的數字和的個

位數為1,3,7,9等數字時，是十邊形；循環節的數字和的個位數為2,4,6,8等數字時，是五邊形；循

環節的數字和的個位數為5時，是對稱圖形；循環節的數字和的個位數為0時，是長條形。 

圖形 

     

循環小數 
1

9
= 0. 1̅ 

1

45
= 0.02̅ 

1

3
= 0. 3̅ 

1

54
= 0.01851̅̅ ̅̅ ̅ 

1

18
= 0. 05̅̅̅̅  

循環節 

數字和 
1 2 3 14 5 

圖形 

     

循環小數 
1

6
= 0.16̅ 

1

7
= 0. 142857̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

41
= 0. 02439̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

37
= 0. 027̅̅ ̅̅ ̅ 

1

27
= 0.037̅̅̅̅  

循環節 

數字和 
6 27 18 9 10 

這是因為循環節的數字和代表畫完一個循環節所轉的角度，如
1

54
，它的小數是0.01 851，

8 + 5 + 1 = 14，每次畫一次循環節轉動36° ∗ 14 = 504°，必須畫5次，轉動2520°(360° ∗ 7)，

才能繞回原點。最特別的就是循環節數字和的個位數是0的圖形，因為每個循環節畫完，它的方

向就朝向0°方向，所以永遠不可能回頭，只能一路走下去，形成一個長條圖。 
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伍、研究結果 

一、所有分數轉化成循環小數： 

 

(一)有限小數：一個分數
1

𝑎
，a為界於2~100的正整數。分母 a 除了2和5的因數外，沒有其他的質

因數。當 a=2,4,5,8,10,16,20,25,32,40,50,64,80時，就可以化成有限小數。 

(二)循環小數：一個分數
1

𝑎
除了化成有限小數外，其餘分數

1

𝑏
，b為界於1~100的正整數。當分母

b 不是2,4,5,8,10,16,20,25,32,40,50,64,80時，皆能化成循環小數。 

1.純循環小數：從小數部分第一位開始的循環小數，稱為純循環小數。如下表: 

分數 分母因數分解 化成小數 分數 分母因數分解 化成小數 

1

3
 3 0. 3̅ 

1

51
 3*17 0. 0196078431372549̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

7
 7 0. 142857̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

53
 53 0. 0188679245283̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

9
 3*3 0. 1̅ 

1

57
 3*19 0. 017543859649122807̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

11
 11 0. 09̅̅̅̅  

1

59
 59 0. C̅ 

1

13
 13 0. 076923̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

61
 61 0. D̅ 

1

17
 17 0. 0588235294117647̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

63
 3*3*7 0. 015873̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

19
 19 0. 052631578947368421̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

67
 67 0. E̅ 

1

21
 3*7 0. 047619̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

69
 3*23 0. 0144927536231884057971̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

23
 23 0. 0434782608695652173913̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

71
 71 0. F̅ 

分數

小數

有限小數

循環小數

純循環小數

混循環小數
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1

27
 3*3*3 0. 037̅̅ ̅̅ ̅ 

1

73
 73 0. 01369863̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

29
 29 0. 0344827586206896551724137931̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

77
 7*11 0. 012987̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

31
 31 0. 032258064516129̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

79
 79 0. 0126582278481̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

33
 3*11 0. 03̅̅̅̅  

1

81
 3*3*3*3 0. 012345679̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

37
 37 0. 027̅̅ ̅̅ ̅ 

1

83
 83 0. G̅ 

1

39
 3*13 0. 025641̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

87
 3*29 0. 0114942528735632183908045977̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

41
 41 0. 02439̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

89
 89 0. H̅ 

1

43
 43 0. 023255813953488372093̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

91
 7*13 0. 010989̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

47
 47 0. A̅ 

1

93
 3*31 0. 010752688172043̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

49
 7*7 0. B̅ 

1

97
 97 0. K̅ 

   
1

99
 3*3*11 0. 01̅̅̅̅  

A  0212765957446808510638297872340425531914893617 

B  020408163265306122448979591836734693877551 

C  0169491525423728813559322033898305084745762711864406779661 

D  016393442622950819672131147540983606557377049180327868852459 

E  014925373134328358208955223880597 

F  01408450704225352112676056338028169 

G  01204819277108433734939759036144578313253 

H  01123595505617977528089887640449438202247191 

K  0103092783505154639175257731958762886597938144329896907216494845360824742268

04123711340206185567 
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2.混循環小數：循環小數與非循環小數混合而成的小數，稱為混循環小數。如下表: 

分數 分母因式分解 化成小數 分數 分母因式分解 化成小數 

1

6
 2*3 0.16̅ 

1

58
 2*29 0.01724137931034482758620689655̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

12
 2*2*3 0.083̅ 

1

60
 2*2*3*5 0.016̅ 

1

14
 2*7 0.0714285̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

62
 2*31 0.0161290322580645̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

15
 3*5 0.06̅ 

1

65
 5*13 0.0153846̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

18
 2*3*3 0.05̅ 

1

66
 2*3*11 0.015̅̅̅̅  

1

22
 2*11 0.045̅̅̅̅  

1

68
 2*2*17 0.014705882352941176̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

24
 2*2*2*3 0.0416̅ 

1

70
 2*5*7 0.0142857̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

26
 2*13 0.0384615̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

72
 2*2*2*3*3 0.0138̅ 

1

28
 2*2*7 0.03571428̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

74
 2*37 0.0135̅̅ ̅̅ ̅ 

1

30
 2*3*5 0.03̅ 

1

75
 3*5*5 0.013̅ 

1

34
 2*17 0.02941176470588235̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

76
 2*2*19 0.01315789473684210526̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

35
 5*7 0.0285714̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

78
 2*3*13 0.0128205̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

36
 2*2*3*3 0.027̅ 

1

82
 2*41 0.012195̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

38
 2*19 0.0263157894736842105̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

84
 2*2*3*7 0.01190476̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

42
 2*3*7 0.0238095̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

85
 5*13 0.0011764588235294̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

44
 2*2*11 0.0227̅̅̅̅  

1

86
 2*43 0.0116279069767441860465̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

45
 3*3*5 0.02̅ 

1

88
 2*2*2*11 0.01136̅̅̅̅  

1

46
 2*23 0.02173913043478260869565̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

90
 2*3*3*5 0.01̅ 

1

48
 2*2*2*2*3 0.02083̅ 

1

92
 2*2*23 0.010869565217391304347826̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
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1

52
 2*2*13 0.01923076̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

94
 2*47 0.0J ̅

1

54
 2*3*3*3 0.01851̅̅ ̅̅ ̅ 

1

95
 5*19 0.0105263157894736842̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

55
 5*11 0.018̅̅̅̅  

1

96
 2*2*2*2*2*3 0.010416̅ 

1

56
 2*2*2*7 0.017857142̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

98
 2*7*7 0. M̅ 

J  1063829787234042553191489361702127659574468085 

M  102040816326530612244897959183673469387755 

二、分數轉化成循環小數後的規律性 

(一)循環小數的循環節數 

如果分數
1

k
可化為循環小數，則分數

1

2𝑚∗5𝑛∗𝑘
與

1

𝑘
的循環節長度一定會一樣，即將分母乘以2的

m 次方或是5的 n 次方，其對應的循環節位數不變。以
1

17
為例，

1

17
= 0. 0588235294117647，循

環節的長度為16，我們可以知道： 

 分母乘以2𝑚 ∗ 5𝑛 分母因式分解 化成小數 循環節長度 

1

34
 乘以2的一次方 

1

17 ∗ 2
 0.02941176470588235 循環節的長度為16 

1

68
 乘以2的二次方 

1

17 ∗ 4
 0.014705882352941176 循環節的長度為16 

1

85
 乘以5的一次方 

1

17 ∗ 5
 0.01176470588235294 循環節的長度為16 

(二)混循環小數中未循環的位數 

如果分數
1

k
可化為循環小數，則分數

1

2𝑚∗5𝑛∗𝑘
轉換成小數時，max(𝑚, 𝑛)的數量就是混循環小

數中未循環的位數。 

1.當分母出現2𝑚 ∗ 5𝑛，未循環的小數位數就為增加max(𝑚, 𝑛)位，依此類推。如下表為例： 

分數 分母因數分解 化成小數 𝑚 𝑛 未循環位數 

1

24
 2*2*2*3 0.0416̅ 3 0 3 

1

60
 2*2*3*5 0.016̅ 2 1 2 
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1

75
 3*5*5 0.013̅ 0 2 2 

1

96
 2*2*2*2*2*3 0.010416̅ 5 0 5 

2.當分母2𝑚 ∗ 5𝑛出現一組10，未循環的小數位數就為增加1位，依此類推。如下表為例： 

分數 化成小數 未循環位數 分數 化成小數 未循環位數 

1

3
 0. 3 0 

1

3 ∗ 10
 0.03 1 

1

6
 0.16 1 

1

6 ∗ 10
 0.016 2 

1

7
 0. 142857 0 

1

7 ∗ 10
 0.0142857 1 

1

9
 0. 1 0 

1

9 ∗ 10
 0.01 1 

三、循環小數轉換成圖形後的對應關係： 

(一)相同圖形 

1.分母乘以2的 m 次方或5的 n 次方： 

分數 分母因式分解 化成小數 循環節數字排序 圖形 

1

17
 

1

17
 0. 0588235294117647 

0→5→8→8→2→3

→5→2→9→4→1 

→1→7→6→4→7 

 

1

34
 

1

17 ∗ 2
 0.02941176470588235 

2→9→4→1→1→7

→6→4→7→0→5 

→8→8→2→3→5 
 

1

68
 

1

17 ∗ 4
 0.014705882352941176 

4→7→0→5→8→8

→2→3→5→2→9 

→4→1→1→7→6 
 

1

85
 

1

17 ∗ 5
 0.01176470588235294 

1→1→7→6→4→7

→0→5→8→8→2 

→3→5→2→9→4 
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分數 分母因式分解 化成小數 循環節數字排序 圖形 

1

19
 

1

19
 0. 052631578947368421 

0→5→2→6→3→1

→5→7→8→9→4 

→7→3→6→8→4 

 →2→1  

1

38
 

1

17 ∗ 2
 0. 263157894736842105 

2→6→3→1→5→7

→8→9→4→7→3 

→6→8→4→2→1 

  →0→5  

1

76
 

1

19 ∗ 4
 0. 315789473684210526 

3→1→5→7→8→9

→4→7→3→6→8 

→4→2→1→0→5 

 →2→6  

1

95
 

1

19 ∗ 5
 0. 105263157894736842 

1→0→5→2→6→3

→1→5→7→8→9 

→4→7→3→6→8 

 →4→2  

2.分母乘以10：★如果出現數字0，朝原方向畫一單位長度★ 

原分數 化成小數 圖形 分數 化成小數 圖形 

1

3
 0. 3 

 

1

3 ∗ 10
 0.03 

 

1

6
 0.16 

 

1

6 ∗ 10
 0.016 

 

1

7
 0. 142857 

 

1

7 ∗ 10
 0.0142857 

 

1

9
 0. 1 

 

1

9 ∗ 10
 0.01 
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(二)同邊形圖形 

圖形的邊形與循環節的數字和的個位數值有關，整理規則後可以得到──如果循環節數字和

的個位數是「1、3、7、9」和10沒有共同的因數，就只能乖乖畫10次，才能回到原點；如果是

偶數2、4、6、8，只要畫5次就能回到原點；而個位數為5時，則只要2次即可；如果個位數是0，

因為每個循環節畫完，它的方向就朝向0°方向，所以永遠不可能回頭，只能一路走下去，形成

一個長條圖。 

圖形 

     

邊數 10 5 10 5 單一直線 

循環小數 
1

9
= 0. 1̅ 

1

45
= 0.02̅ 

1

3
= 0. 3̅ 

1

54
= 0.01851̅̅ ̅̅ ̅ 

1

18
= 0. 05̅̅̅̅  

循環節 

數字和 
1 2 3 14 5 

圖形 

     

邊數 5 10 5 10 長條圖 

循環小數 
1

6
= 0.16̅ 

1

7
= 0. 142857̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

1

41
= 0. 02439̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

1

37
= 0. 027̅̅ ̅̅ ̅ 

1

27
= 0.037̅̅̅̅  

循環節 

數字和 
6 7 18 9 10 

四、透過圖形反推循環小數 

在知道了轉化成圖形的規則後，試著反過來想想看，如果一個循環小數朝原方向畫一個單位長，

代表小數點後第一位數字是0，接著再畫出正五邊形，而正五邊形的每一個內角都是108°，代表

每次固定轉36°×2=72°，要繞回360°就要轉5次，根據研究結果這個循環小數是0.02，即
1

45
。運用

同樣的規則，我們也能推出正十邊形對應的循環小數。 
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(一)正五邊形  

 

 

 

(二)正十邊形 

 

 

原方向畫
一單位長

正五邊形

內角108°

每次轉
72°=36°*2

圖形需
畫5次

循環數字
每次都是2

原方向畫
一單位長

正十邊形

內角144°

每次轉
36°=36°*1

圖形需
畫10次

循環數字
每次都是1

1

45
 

0.02̅ 

0.01̅ 

1

90
 

1

45
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陸、討論 

一、要如何將分數轉化成小數? 

利用計算機的結果會發現除了可化成有限小數的分數，剩下的分數計算出來的小數位數不

會超11位小數，這個小數也有可能是四捨五入法取到第11位的結果，因此，我們放棄使用計算

機做運算，請老師引導如何使用傳統紙筆方式將分數轉化成循環小數，四個人分工合作完成。 

一開始，分母數字比較小時，計算到商的數字一直不斷重複時就可以停止，但當進入分母

數字比較大的時，發現不能以「商的數字重複」作為標準，必須在計算到餘數是1時，才可以停

止計算。如果遇到算不出來的狀況，我們會先倆倆互相幫對方重新檢查，還是算不出來，才會

尋求老師的協助。 

  

正十邊形

內角144°

每次轉
36°=36°*1

圖形需畫10

次
循環數字每
次都是1

0. 1̅ 

1

9
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二、這些分數要如何分類? 

（一）二分法：利用自然課學過的「二分法」，有相同特徵的分數放在同一類，不相同的分數

放在另一類，可以用以下兩種方式進行分類。 

1.「可以除盡」和「不可以除盡」的分數。 

2.「從小數點以下第一位開始循環」和「不從小數點以下第一位開始循環」的循環小數。 

（二）混循環小數未循環的位數：根據「因數分解中2和5出現的次數」進行分類。 

1.從小數點以下第二位開始循環。 

2.從小數點以下第三位開始循環。 

3.從小數點以下第四位開始循環。 

4.從小數點以下第五位開始循環。 

  

  

三、將程式軟體 Scratch 畫出的圖形與循環小數做對應?  

（一）根據圖形來做分類：可以分出「相同圖形」和「同邊形圖形」兩大類。 

（二）圖形分類對應循環小數：只看圖形分類比較容易，要再加入循環小數進行分類，我們

發現「同邊形圖形」不容易看出規律，「相同圖形」可以明顯找到規律。這些相同圖形
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對應到的循環小數差別只有循環的數字排列順序不同，而且同一組分母的公因數會是2

或5的次方。 

  

  

四、能不能利用圖形反推回去循環小數?  

利用紙筆畫出十邊形，對應我們的研究結果「循環節數字和的個位數是1、3、7、9，形成

十邊形」，表示圖形需要畫10次。「出現數字1，就順時針旋轉36°後，畫一單位長度」，表示每次

要轉360° ÷ 10 = 36°，循環數字每次都是1。根據「所有分數轉化成小數」的計算結果，這個循

環小數會是 
1

9
= 0. 1̅，

1

90
= 0.01̅(出現數字0，要先朝原方向畫一單位長度)。 
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柒、結論 

一、所有的分數都可以轉化成小數：對任何一個整數，當它被正整數 a 除時，它的餘數可能為0、

1、2、3…、(a - 1)，可以知道一個分數化作的小數一定會是有限小數或循環小數。 

二、分數化成有限小數、純循環小數、混循環小數的差別： 

（一）有限小數：如果分母 a除了2和5的因數外，沒有其他的因數，會化成有限小數。 

（二）純循環小數：如果分母 b 與2和5沒有共同的因數，則會化成純循環小數 。  

（三）混循環小數：如果分母 k 除了2或5，還有其他的因數時，則會化成混循環小數。 

三、循環小數的循環節：如果分數
1

k
可化為循環小數，則分數 

1

2𝑚∗5𝑛∗𝑘
 與 

1

𝑘
 的循環節長度一定會

一樣，如： 
1

7
 , 

1

14
 , 

1

28
 , 

1

35
 , 

1

56
 , 

1

70
，循環節位數都是6。 

四、混循環小數未循環的位數:如果分數
1

k
可化為循環小數，則分數

1

2𝑚∗5𝑛∗𝑘
轉換成小數時，

max(𝑚, 𝑛)的數量就是混循環小數中未循環的位數。 

（一）當𝑚 > 𝑛時，就是分母因數分解後，2的數量比5的數量多，未循環位數為𝑚位，循環

小數從小數點以下第𝑚 + 1位開始循環，如: 
1

72
=

1

2∗2∗2∗3∗3
= 0.0138̅，從小數點以下

第4位開始循環;
1

60
=

1

2∗2∗3∗5
= 0.016̅，從小數點以下第3位開始循環。 

（二）當𝑚 < 𝑛時，就是分母因數分解後，5的數量比2的數量多，未循環位數為𝑛位，循環

小數從小數點以下第𝑛 + 1位開始循環，如: 
1

15
=

1

3∗5
= 0.06̅，從小數點以下第2位開

始循環;
1

75
=

1

3∗5∗5
= 0.013̅從小數點以下第3位開始循環。 

（三）當𝑚 = 𝑛時，就是分母因數分解後，2和5的數量相同，會出現𝑚組10，未循環的小數
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位數就為增加𝑚位，如: 
1

7
= 0. 142857̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 為純循環小數， 

1

70
=

1

2∗5∗7
= 0.0142857̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ，從小

數點以下第2位開始循環，
1

700
=

1

2∗2∗5∗5∗7
= 0.00142857̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ，從小數點以下第3位開始循

環，依此類推。 

五、循環小數轉化成圖形：利用程式軟體 Scratch 來畫圖形，將360°依照數字0~9，順時針分成

十等份，規則如下表。 

數字 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

角度 0° 36° 72° 108° 144° 180° 216° 252° 288° 324° 

（一）相同圖形：循環節數字首碼不同，但排序相同時，所產生的圖形仍會一樣。 

（二）同邊形圖形：圖形的邊形與循環節數字和的個位數值有關。 

1.循環節數字和的個位數是「1、3、7、9」，形成十邊形，圖形會畫10次。 

2.循環節數字和的個位數是「2、4、6、8」，形成五邊形，圖形會轉5次。 

3.循環節數字和的個位數是「5」，形成單一直線，圖形會轉2次。 

4.循環節數字和的個位數是「0」，形成一個長條圖。 

捌、參考資料及其他 

一、康明昌,循環小數,數學傳播,25卷3期(民90年9月),55-62。 

二、葉均承、蘇麗敏,循環小數的迴響,數學傳播,27卷2期(民92年6月),51-54。 

三、王湘君,有趣的循環小數,數學傳播〔討論類〕 ,90-93。 

四、數感實驗室 Numeracy Lab,數感生活循環小數的獨特花紋。 

    五、閱讀數學／視覺化的小數(上) 。 

    六、閱讀數學／視覺化的小數(下) 。 

 

 



【評語】080401  

1. 本作品分析循環小數，結合既有的「數字轉換成圖像」，配合線段

及角度，將一圈 360 度分成 10 等份，分別對應數字 0〜9，運用

Scratch程式將循環小數圖像化、並觀察圖形及數字的對應關係，

同時找出其中的規律，值得肯定。 

2. 作者從有限的資料中所觀察到的結論，若能給予較為嚴謹的說

明，將更具說服力、亦能更強化本研究的數學性。 

3. 嘗試「將循環小數利用對應關係轉化成美麗的圖形、並利用循環

小數的特質將這些美麗的圖形進行歸類」是本研究的亮點。 
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