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摘要 

  此研究針對磁力耦合振盪器進行理論建構與實驗設計，在理論建構中，我們先以彈力作為外力並推導公式，

與實驗數據擬合後發現擬合參數極具參考價值。將磁力引入系統並推導公式，發現其與實驗數值擬合效果也極

好。融合上述公式與參數後推廣出能描述振盪器運動模式之運動方程式，以 Python 數值模擬發現，此方程式與

數據十分吻合且能產生波包與頻率下降等真實情況，故推論該運動方程式是有一定價值的。在傅立葉分析中發

現了簡正模之應用，且當磁鐵初始距離越短或磁力強度越大時，振盪頻率都會有所提升，而初始位移不會造成

影響。而本研究的成果將可透過一已知磁性量值之磁鐵求出另一板簧上物質之磁性量值，進而應用到新型機械

式磁性雙板簧的懸臂磁力計設計。 

壹、 實驗動機 

    懸臂磁力計是量測材料磁性的一個有力工具，其運作原理主要是於板簧上端放置一個待測的磁性物質，並

於板簧的另一端接上壓電材料。在板簧震盪時，利用有無外加磁場下對壓電材料施加壓力差異所導致的電訊號

差異來反推出待測物的磁性大小。而我們在思考若不使用壓電材料，有沒有可能仍利用板簧上磁鐵的震盪來解

析出磁性物質的磁性量值強弱。 

針對這個問題，我們想到之前網路上兩個磁鐵相互影響並進行耦合振盪的影片［１］。我們認為若能理解兩

個板簧上磁性材料間的耦合振盪模式，就能在一磁鐵磁性大小已知的情況下去解析另一個板簧上未知磁鐵的磁

性量值。然而磁力耦合振盪器的運動相當複雜，因此我們將對此振盪器進行理論建構與實驗設計。並找出描述

該振盪器運動模式之運動方程式。 

貳、 實驗目的 

一、觀察單一與耦合振盪器運動的模式。 

二、找出能夠模擬耦合振盪器的模型與方程式進行探討。 

三、探討耦合振盪器於磁場內運動與相關參數的變化。 

四、比較彈力振盪器與磁力振盪器之差別與修正。 

五、討論運動同步性對於振盪器運動的影響。 
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參、 研究設備及器材 

1. 器材：磁鐵、板簧、固定器、黏土、尺、細繩、紅點標籤、攝影器材支架、力感測器。 

2. 儀器：筆電(含 EXCEL、Visual Studio Code、Tracker、Vernier Graphical Analysis軟體)、 

手機（含相機、Phyphox軟體）、攝影器材。 

 

磁力耦合振盪器裝置圖 器材裝置圖 

  

內容包含：磁鐵、尺、紅點標籤、板簧、黏土 內容包含：磁力耦合振盪器、攝影器材及支架 

肆、 研究過程及方法 

一、 理論與公式討論 

（一）一般的耦合振盪 

  在討論磁力耦合震盪器之前，我們先以一般彈簧耦合震盪器的案例進行討論，此模型可以被表示成兩個質

量加三個彈簧的狀況，先列出此模型的運動方程式： 
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於公式中可以發現，此系統中含有兩個自由度，因此可以透過耦合找到兩種不同模態的震盪。 

當我們將公式(1)及公式(2)加在一起時可以得到第一種模態的耦合振盪： 

 

將公式展開得到此振盪的頻率： 

 

 

而當公式(1)與公式(2)相減時，則可以得到第二種模態的耦合振盪： 

 

將公式展開後得到第二種振盪頻率： 

 

 

透過此兩種振盪頻率，我們可以針對不同模型的建立進行分析。 

（二）簡正模 

  簡正模（Normal mode）是指在一個振盪系統中，所有部分都以相同的頻率並以正弦函數形式運動的特定模

式。這種自由運動發生在固定的頻率上，系統的簡正模對應的振動頻率被稱為其固有頻率或共振頻率。 

  一般而言，一個系統的運動可以表示為其簡正模的總和。簡正模之所以被稱為「簡正的」，是因為它們可以

獨立運動，也就是說，當物體被激發某種模式時，它永遠不會以其他模式運動。此外，簡正模彼此正交，也就

是說它們相互垂直，因此沒有重疊運動。 

透過在耦合振盪中的推導，我們得到此系統的二種簡正模。 

同步模態：兩物體有相同位移且運動方向相同 

 

非同步模態：兩種物體有相同位移但運動方向相反 

<latexit sha1_base64="uypDyCPelDWrF5tXchnXP4nrYQ8="></latexit>

mẍ1 = �(k + )x1 + x2

mẍ2 = �(k + )x2 + x1

(1) 

(2) 
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從上述結果得知，若同步模態只取決於其彈力常數 k及質量 m，因此改變耦合強度𝜅時，同步模態的頻率並不

會改變，但非同步模態的頻率則會受耦合強度大小影響。 

（三）耦合振盪中的拍頻 

  於上述公式推導中可以得知，不同的耦合振盪都會是簡正模的疊加，在實驗採用的系統中也是相符的情

形，我們實驗中的耦合震盪會是上述所說的同步模態及非同步模態的疊加，當以線性結合兩個振盪公式後可以

得到： 

  

當兩種模態頻率相近的時候，我們就可以觀察到拍頻的出現，拍頻即是兩個頻率相近但不完全相同的簡正模進

行耦合時頻率差值，拍頻即可造成我們在觀察軌跡時所看到的波包。 

 

此外，我們推導了兩種簡正模的線性組合: 

 

 

 

 

拍頻即為： 

𝜔!"#$ = |𝜔% −𝜔&| 

 

圖（一）拍頻所造成的波包 

<latexit sha1_base64="MH5wTb/BoW70oiSV2kXE534W+ns=">AAAB73icbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8SNgNvo5BLx4jmAckS5iddJIhs7PrzKwYlvyEFw+KePV3vPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXEAuujet+O0vLK6tr67mN/ObW9s5uYW+/rqNEMayxSESqGVCNgkusGW4ENmOFNAwENoLhzcRvPKLSPJL3ZhSjH9K+5D3OqLFS86mTeqekPO4Uim7JnYIsEi8jRchQ7RS+2t2IJSFKwwTVuuW5sfFTqgxnAsf5dqIxpmxI+9iyVNIQtZ9O7x2TY6t0SS9StqQhU/X3REpDrUdhYDtDagZ63puI/3mtxPSu/JTLODEo2WxRLxHERGTyPOlyhcyIkSWUKW5vJWxAFWXGRpS3IXjzLy+SernkXZTO786KlessjhwcwhGcgAeXUIFbqEINGAh4hld4cx6cF+fd+Zi1LjnZzAH8gfP5Awblj1I=</latexit>x1,2
<latexit sha1_base64="5frFD/0XgLu4MFAhjRyZl0Egyk4=">AAAB6nicbVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4CjPidgx68RjRLJAMoafTkzTpZejuEcKQT/DiQRGvfpE3/8ZOMgdNfFDweK+KqnpRwpmxvv/tFVZW19Y3ipulre2d3b3y/kHTqFQT2iCKK92OsKGcSdqwzHLaTjTFIuK0FY1up37riWrDlHy044SGAg8kixnB1kkP3UT0yhW/6s+AlkmQkwrkqPfKX92+Iqmg0hKOjekEfmLDDGvLCKeTUjc1NMFkhAe046jEgpowm506QSdO6aNYaVfSopn6eyLDwpixiFynwHZoFr2p+J/XSW18HWZMJqmlkswXxSlHVqHp36jPNCWWjx3BRDN3KyJDrDGxLp2SCyFYfHmZNM+qwWX14v68UrvJ4yjCERzDKQRwBTW4gzo0gMAAnuEV3jzuvXjv3se8teDlM4fwB97nD1kNjds=</latexit>± <latexit sha1_base64="5frFD/0XgLu4MFAhjRyZl0Egyk4=">AAAB6nicbVDJSgNBEK2JW4xb1KOXxiB4CjPidgx68RjRLJAMoafTkzTpZejuEcKQT/DiQRGvfpE3/8ZOMgdNfFDweK+KqnpRwpmxvv/tFVZW19Y3ipulre2d3b3y/kHTqFQT2iCKK92OsKGcSdqwzHLaTjTFIuK0FY1up37riWrDlHy044SGAg8kixnB1kkP3UT0yhW/6s+AlkmQkwrkqPfKX92+Iqmg0hKOjekEfmLDDGvLCKeTUjc1NMFkhAe046jEgpowm506QSdO6aNYaVfSopn6eyLDwpixiFynwHZoFr2p+J/XSW18HWZMJqmlkswXxSlHVqHp36jPNCWWjx3BRDN3KyJDrDGxLp2SCyFYfHmZNM+qwWX14v68UrvJ4yjCERzDKQRwBTW4gzo0gMAAnuEV3jzuvXjv3se8teDlM4fwB97nD1kNjds=</latexit>±

cos(𝜔%𝑡) + 𝑐𝑜𝑠/𝜔&𝑡0 = 2 cos 2
𝜔% +𝜔&

2
𝑡3 𝑐𝑜𝑠 4

𝜔% −𝜔&
2

𝑡5	
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（四）磁力在此現象中的結合與應用 

  在探討完彈簧的耦合系統後，為了使模型更貼近現實情況，我們希望能將耦合振盪器的中間部分置換成兩

互相排斥的磁鐵，而我們將磁鐵跟彈簧最主要的差異歸納為兩點： 

1. 彈簧是線性的系統，而磁力則是非線性的。 

2. 彈簧所提供的力能以兩個方向來展現，但磁力只會提供相吸或相斥的力。 

 

圖（二）彈力與磁力的比較 

為了找到磁力及距離的關係圖，我們在文獻搜尋中引入了圓形磁鐵間的磁力公式： 

𝜇! = 自由空間的滲透率 

𝑀	= 磁極強度    𝐿= 磁鐵長度 

𝑅	= 磁鐵半徑    X=	 磁鐵間的距離	

	

而文獻中也提及，若兩磁鐵間的距離大於磁鐵本身的長度時，公式可以被簡化成： 

 

 

 

而我們將用於描述磁鐵的參數再簡化成磁力強度𝜅，由此可得： 

 

 

 

而在研究（二）中，我們將以磁鐵靠近板簧上的磁鐵並量測其造成的位移，代入上述擬合出的彈力係數後試圖

探討磁力與距離的關係。 

𝐹(𝑥) ≈ −
1
4
𝜋𝜇)𝑀*𝑅+ -

1
𝑥*
+

1
(𝑥 + 2𝐿)*

−
2

(𝑥 + 𝐿)*
1	

𝐹(𝑥) ≈ −
3
2
𝜋𝜇)𝑀*𝑅+

1
𝑥+
	

𝐹(𝑥) =
𝜅

(𝑥 + 𝛶)+
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（五）運動方程及數值模擬 

  經由上述對磁力的討論，我們可以將完整的模型建構出來，在此模型中，磁鐵Ｘ1及Ｘ2 的運動方程式可以

表示成： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖（三）振盪器模型示意圖 

在上述等式中，公式右項可以分成三個部分討論：彈力、阻尼項以及磁力耦合項 

我們將這個公式寫進 Visual Studio Code 中的 Python 進行數值模擬： 

 
圖（四）數值模擬結果 

 

接著我們可以代入先前擬合得到的數值如下表（一）所示： 

表（一）數值模擬參數整理表	

 𝒎 𝒌 𝒃 𝜿 𝚼 

數值 154.5 g 7.9 (𝑁/𝑚) 0.275 (1/	𝑠) 73.63 (𝑁 ∙ 𝑐𝑚") 4.45 (𝑐𝑚) 

𝑚:𝑥̈: = −𝑘:𝑥: − 𝑏:𝑥̇: −
𝜅

(𝑥* − 𝑥: + 𝑑 + 𝛶)+
+

𝜅
(𝑑 + 𝛶)+

	

𝑚*𝑥̈* = −𝑘*𝑥* − 𝑏*𝑥̇* +
𝜅

(𝑥* − 𝑥: + 𝑑 + 𝛶)+
−

𝜅
(𝑑 + 𝛶)+
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代入結果後，我們可以得到公式所計算出的理論軌跡並與實驗軌跡進行比對，發現擬合結果大致符合，因此我

們認為以上述公式建立的理論模型可以很精確的解釋我們的實驗結果。 

 

圖（五）理論值與實驗數值的比對結果 

二、 研究架構 
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三、 實驗方法 

磁力耦合振盪器架設前置作業： 

1. 準備若干磁鐵，並將磁鐵固定於板簧上。 

2. 將板簧對稱放置於固定器上如圖（六）所示。 

3. 擺動其中一板簧，確定另一板簧有相對的擺動即為成功的磁力耦合振盪器架設。 

 

磁力耦合振盪器振盪運動操作： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tracker 運動分析軟體操作說明： 

1. 點擊 Tracker軟體左上角檔案，選擇影片檔案後即能輸入實驗影片。 

2. 將影片播放於軟體視窗，並確認是否流暢。 

3. 點擊上方工具列中的座標，為影片建立座標系。 

4. 點擊上方工具列中的質點，設立為質點 A。 

5. 按住 Ctrl+Shift鍵，將質點移動到影片標示處。 

6. 按下視窗中的開始追蹤，此時右上角的散佈圖會開始記錄數據。 

7. 追蹤完畢後，選取右下角的數據並傳送至 Excel做分析。 

圖（六） 磁力耦合振盪器 

架設磁力耦合振盪器 以細繩拉動其中一板簧 剪斷細繩後板簧開始振盪 
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Visual Studio Code軟體之傅立葉分析與數值模擬操作與說明： 

1. 安裝 Python環境於 Visual Studio Code軟體中。 

2. 將傅立葉分析之程式碼輸入至程式窗中，並確認能否運行，如圖（八）。 

3. 將 Tracker 影片分析之數據整理好並儲存成 csv.檔。 

4. 在所需檔案和程式碼檔案放置於同一個資料夾，即完成輸入檔案。 

5. 按下程式運行鍵後，數據將以圖表形式輸出並紀錄實驗結果。 

6. 將步驟 2 之程式碼替換成數值模擬程式碼，重複步驟 4-6即完成數值模擬。 

 

圖（八）數值模擬與傅立葉轉換程式碼 

圖（七） Tracker 運動分析軟體介面 
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研究(一) 探討彈力振盪器的運動情形 

實驗 1-1初步觀察振盪器的運動 

步驟 

(1) 架設耦合振盪器。 

(2) 架設攝影器材並平行於實驗器材以進行錄影。 

(3) 擺動其中一片板簧，其中擺動角度保持小於 5 度，用以構成小角度近似，如圖（九）。 

(4) 將完整運動影片錄影後輸入至 Tracker軟體，進行運動軌跡分析。 

(5) 運動分析完後將數據輸入至 Excel軟體進行數據整理。 

(6) 將 Excel檔案輸入 Visual Studio Code軟體中。 

(7) 將分析結果以圖表形式輸出，完成實驗紀錄。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
圖（九）角度須小於 5 度以構成小角度近似 
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結果與討論 

從數據中取位移 d 對時間 t 作圖，如圖（十）所示： 

 

圖（十）兩側振動器之振幅對時間作圖 

而在圖表中我們可以發現： 

(1) 無論是哪一側的振動器，其位移都會隨著時間演進而降低。 

(2) 在一段固定的時間內，會有若干個波可構成一個組合，此構造被稱為「波包」，而在拍頻的理論推導

中，這段時間內的波包產生是因為兩側振動器頻率相近的拍頻所造成。 

(3) 兩側振動器的振幅是略呈相對性的，當磁鐵 X1 的位移處於接近平衡位置時，磁鐵Ｘ2 的位移則接近波鋒

或波谷。值得一提的是，此處描述的用詞為「接近」平衡位置，是由於為達成波包現象，需構成頻率相

近但不完全相同的拍頻。 

 

實驗 1-2 探討位移與時間的關係並進行擬合 

步驟 

(1) 取用單振盪器，拉動此板簧使其進行單振盪運動，如右示意圖。 

(2) 同實驗 1-1 之步驟(2)到(5)之操作，紀錄該振盪器之運動。 

(3) 將 Excel檔案輸入 Visual Studio Code軟體中。 

(4) 在程式窗中輸入擬合方程式並按下程式運行鍵。 

(5) 將擬合方程式與數據進行比對與分析。 
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結果與討論 

我們在位移對時間的圖中以推導之單振盪的方程式進行擬合，得出結果如下： 

 

圖（十一）實驗數據與擬合方程式 

其中理論之方程式為： 

 

 

 

 

在圖中可以明確發現，數據點都出現在擬合方程式上，擬合效果極佳，進而推出下列發現： 

(1) 此方程式能夠精確符合實驗的數據點，因此在單振盪器中的推論是正確的。 

(2) 擬合後得到係數依序為 𝛾	＝0.275(1/s) 、𝜔!＝7.15(rad/s) 

 

實驗 1-3探討彈力與位移的關係並進行擬合 

步驟 

(1) 將力感測器連結板簧並啟動 Vernier Graphical Analysis軟體。 

(2) 拉動板簧並以 Tracker紀錄其位移與時間的數據。 

(3) 將兩者之 Excel檔案輸入 Visual Studio Code軟體中。 

(4) 在程式窗中輸入擬合方程式並按下程式運行鍵。 

(5) 將擬合方程式與數據進行比對與分析。 
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結果與討論 

我們在外力對位移的圖中以彈力公式 𝐹 = 𝑘𝑥 進行擬合，得出結果如下： 

 

圖（十二）外力對振盪器位移作圖 

在實驗數據與擬合之方程式中可以發現： 

(1) 實驗數據與方程式大致擬合，可以說明此實驗數據符合彈力公式 

(2) 擬合後得到係數依序為 𝑘＝7.9 (N / m)、m＝154.5 (g) 

研究(二) 研究適合探討磁力振盪器運動的理論模型 

由於在磁力耦合振盪器中所討論的外力為磁力而非彈力，故我們將先前理論中的彈力改成磁力進行討論，

而我們將磁力跟彈力最主要的差異歸納為兩點： 

1. 彈簧是線性的系統，而磁力則是非線性的。 

2. 彈簧所提供的力能以兩個方向來展現，但磁力只會提供相吸或相斥的力。 

在先前理論推導後可以得到此公式： 

 

 

 

實驗 2-1 探討磁力與兩磁鐵間距離的關係 

步驟 

(1) 架設一座單一振盪器於桌面。 

(2) 取一塊磁鐵逐漸靠近該振盪器如右示意圖，距離依序為 0.5、1.0、1.5、

2.0、2.5、3.0 cm，如右示意圖。 

𝐹(𝑥) =
𝜅

(𝑥 + 𝛶)'
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(3) 測量單一振盪器位移量值並記錄。 

(4) 將數據製成振盪器位移對磁鐵間距離的作圖。 

(5) 透過位移的變化可以經由公式推導出磁力大小，將推導結果紀錄並作圖。 

(6) 以上述磁力公式進行擬合，並討論結果與紀錄參數。 

結果與討論 

 

圖（十三）振盪器位移與磁鐵間距離的作圖 

將上圖磁鐵靠近所造成的位移代入實驗 1-3 所求得之 𝑘	= 0.079 (N/cm)，可得磁力。 

呈現如下圖（十四）： 

 

圖（十四）磁力對磁鐵間距離的作圖 

代入磁力公式並擬合後可以得到磁力強度κ= 73.63 (𝑁 ∙ 𝑐𝑚")、Υ= 4.45 (𝑐𝑚) 
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實驗 2-2以數值模擬討論運動方程式 

  在理論推導中我們將完整的模型建構出來，運動方程式與研究模型如下列所示： 

 

 

 

 

 

 

 

在上述等式中，公式右項可以分成三個部分討論：彈力、阻尼項以及磁力耦合項 

我們將這個公式寫進 Visual Studio Code 中的 Python 進行數值模擬。 

 

步驟 

(1) 將數值模擬之程式碼編寫於 Visual Studio Code軟體的程式窗中，程式碼如附錄中所示。 

(2) 代入先前研究（一）與實驗 2-1 之參數結果，如下表（二）所示： 

(3) 將程式運算之結果輸出成位移對時間作圖，作為理論圖形。 

(4) 將實驗數據與理論圖形進行比對與擬合。 

 

表（二） 上述實驗所得參數整理 

 𝒎 𝒌 𝒃 𝜿 𝚼 

數值 154.5 g 7.9 (𝑁/𝑚) 0.275 (1/	𝑠) 73.63 (𝑁 ∙ 𝑐𝑚") 4.45 (𝑐𝑚) 

 

 

 

 

結果與討論 

𝑚:𝑥̈: = −𝑘:𝑥: − 𝑏:𝑥̇: −
𝜅

(𝑥* − 𝑥: + 𝑑 + 𝛶)+
+

𝜅
(𝑑 + 𝛶)+

	

𝑚*𝑥̈* = −𝑘*𝑥* − 𝑏*𝑥̇* +
𝜅

(𝑥* − 𝑥: + 𝑑 + 𝛶)+
−

𝜅
(𝑑 + 𝛶)+
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圖（十五）理論推論出之運動軌跡圖 

 

圖（十六）實驗所得之運動軌跡圖 

在上二圖中我們可以發現兩者的波出現位置相同，理論值能夠非常精確地符合實驗數值，因此我們可以確定，

理論推導出之運動方程式是合理的，因此我們將針對此運動方程式的係數設立變因並進行實驗。 

研究(三) 探討影響耦合振盪器運動的因素 

    在研究（二）中我們以 Python 數值模擬發現推導之運動方程式可以準確符合振盪器之實驗數據，因此在

研究（三）中，我們將針對運動方程式中所牽涉之變因進行實驗設計。 



 17 

實驗 3-1 探討改變磁力強度對於振動頻率的影響 

  我們發現在運動方程式右項之磁力耦合項中，有一變因為磁力強度 𝜅，而我們將以改變磁鐵數量來改變磁

力強度 𝜅。然而在改變磁鐵數量同時也會改變磁鐵質量 𝑚	，因此我們以黏土補足減少的質量，進而固定質量

量值。 

步驟 

(1) 測量最大磁鐵量時的磁鐵重量，作為最大值。 

(2) 每減少一顆磁鐵時即補充相應的黏土重量，以保持每筆數據質量為定值。 

(3) 架設好磁力耦合振盪器後改變振盪器上磁鐵數量依序為 1-4顆磁鐵。 

(4) 擺動其中一片板簧，其中擺動角度保持小於 5 度，用以構成小角度近似。 

(5) 將完整運動影片錄影後輸入至 Tracker軟體，進行運動軌跡分析。 

(6) 運動分析完後將數據輸入至 Excel軟體進行數據整理。 

(7) 數據整理後輸入 Visual Studio Code軟體進行傅立葉分析。 

(8) 將分析結果輸出成圖表後進行比較。 

結果與討論 

下圖依序為 1-4顆磁鐵之位移對時間作圖： 

 
圖（十七）一顆磁鐵之位移對對時間做圖   圖（十八）兩顆磁鐵之位移對對時間做圖 
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圖（十九）三顆磁鐵之位移對對時間做圖   圖（二十）四顆磁鐵之位移對對時間做圖 

而將上列數據進行傅立葉分析作圖如下： 

 

圖（廿一）四種磁鐵之傅立葉分析圖    圖（廿二）振盪頻率對磁鐵數量作圖 

 

在上圖中我們可以發現： 

(1) 左側波鋒無明顯移動，因左側振盪器為同步性耦合振盪，其振動頻率只受 k、m 影響。 

(2) 右側的波鋒會隨磁鐵增加而往右移，是因為右側振盪器為非同步性耦合振盪，振盪頻率會受磁力強度	𝜅	

影響，因此振動頻率會隨著磁力強度的增加而增大。 

實驗 3-2探討改變磁力強度對於振動頻率的影響 

  我們也在運動方程式右項之磁力耦合項中，發現有一變因為磁鐵間距離，在實驗 3-2 中我們將改變此變因

並進行討論。 

步驟 

(1) 架設好磁力耦合振盪器後改變磁鐵間距離依序為 2.6、2.2、2.0、1.6 cm。 

(2) 擺動其中一片板簧，其中擺動角度保持小於 5 度，用以構成小角度近似。 

(3) 將完整運動影片錄影後輸入至 Tracker軟體，進行運動軌跡分析。 

(4) 運動分析完後將數據輸入至 Excel軟體進行數據整理。 
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(5) 數據整理後輸入 Visual Studio Code軟體進行傅立葉分析。 

(6) 將分析結果輸出成圖表後進行比較。 

結果與討論 

下圖依序為四種距離之位移對時間作圖： 

 

圖（廿三）距離 2.6 cm 時位移對時間作圖  圖（廿四）距離 2.2 cm 時位移對時間作圖 

 

圖（廿五）距離 2.0 cm 時位移對時間作圖  圖（廿六）距離 1.6 cm 時位移對時間作圖 

將上列數據進行傅立葉分析作圖如下： 

 

圖（廿七）四種距離之傅立葉分析圖  圖（廿八）振盪頻率對磁鐵間距離作圖 

在上圖中我們可以發現： 
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(1) 左側波鋒無明顯移動，因左側振盪器為同步性耦合振盪，其振動頻率只受 k、m 影響。 

(2) 右側的波鋒會隨距離增加而往右移，是因為右側振盪器為非同步性耦合振盪，振盪頻率會受磁力強度	𝜅	

影響，因此振動頻率會隨著距離的減少而增大。 

實驗 3-3探討改變磁鐵間初始位移對於振動頻率的影響 

    在多數具有振盪行為的系統，其振幅大多會受初始位移的影響，然而在我們所推廣的運動方程式中並沒有

找到初始位移的參數。為求運動方程式之準確性，我們將改變磁鐵間初始位移 Υ	，並討論初始位移是否如方

程式所言般地不會影響振動頻率。 

步驟 

(1) 將磁力耦合振盪器對立放置，依序改變兩振盪器間位移為 1.1、1.5、2.2 cm。 

(2) 擺動其中一片板簧，其中擺動角度保持小於 5 度，用以構成小角度近似。 

(3) 將完整運動影片錄影後輸入至 Tracker軟體，進行運動軌跡分析。 

(4) 運動分析完後將數據輸入至 Excel軟體進行數據整理。 

(5) 數據整理後輸入 Visual Studio Code軟體進行傅立葉分析。 

(6) 將分析結果輸出成圖表後進行比較。 

結果與討論 

下圖依序為初始位移 1.1、1.5、2.2 cm 的位移對時間作圖： 

 

圖（廿九）初始位移為 1.1 cm 之位移對時間作圖 
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圖（三十）初始位移為 1.5 cm 之位移對時間作圖 

 

圖（卅一）初始位移為 2.2 cm 之位移對時間作圖 

而將上列數據進行傅立葉分析作圖如下： 

 

圖（卅二）三種初始位移之傅立葉分析圖    圖（卅三）振盪頻率對初始位移作圖 
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在圖中我們發現下列幾點： 

(1) 左側波鋒無明顯移動，因左側振盪器為同步性耦合振盪，其振動頻率只受 k、m 影響。 

(2) 右側的波鋒並不會隨距離增加而移動，符合在公式中沒有發現到初始位移變因的情形，因此推論初始位

移並不會對振盪頻率造成影響。 

 

實驗 3-4探討改變兩側振盪頻率對波包與對稱性構成之影響 

 在研究（一）中我們提及頻率的略微差異對於波包構成之重要性，而為了更精確地理解略微差異的概

念，我們以改變板簧長度的方式改變振盪頻率，並探討其對於對稱性之影響。 

步驟 

(1) 將磁力耦合振盪器對立放置，改變其中一側振盪器中板簧之長度，使其高於另一側振盪器分別為 0、

1.1、1.5cm。 

(2) 擺動其中一片板簧，其中擺動角度保持小於 5 度，用以構成小角度近似。 

(3) 將完整運動影片錄影後輸入至 Tracker軟體，進行運動軌跡分析。 

(4) 運動分析完後將數據輸入至 Excel軟體進行數據整理。 

(5) 數據整理後輸入 Visual Studio Code軟體進行傅立葉分析。 

(6) 將分析結果輸出成圖表後進行比較。 

 

結果與討論 

 

圖（卅四）距離差為 1.5 cm 時的位移    圖（卅五）距離差為 1.5 cm 時傅立葉分析圖 
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圖（卅六）距離差為 1.0 cm 時的位移    圖（卅七）距離差為 1.0 cm 時傅立葉分析圖 

  

圖（卅八）距離差為 0 cm 時的位移     圖（卅九）距離差為 0 cm 時傅立葉分析圖 

在上述圖中我們發現下列幾點： 

(1) 在觀察位移圖中可以發現，當距離差越大，意即兩者頻率差距越大時，其振盪之對稱性會隨之降低，並

且在距離差為 0 cm 時有最好的對稱性效果。 

(2) 在距離差為 1.5 cm和 1.0 cm 時都沒有觀察到明顯的波包形成，而此與先前於實驗 1-1 之討論相符合，波

包的形成需建構在兩者振盪頻率差距極小的情況。 

伍、 討論 

研究(一) 探討彈力振盪器的運動情形 

一、 在振動器位移對時間之作圖中可以發現，有若干個波構成一個組合稱為「波包」，而在理論推導中我們

得知波包的產生是因為兩側振動器頻率相近的拍頻所造成。 

二、 兩側振動器的振幅是略呈相對性的，當磁鐵 X1 的位移處於接近平衡位置時，磁鐵Ｘ2 的位移則接近波鋒

或波谷。值得一提的是，此處描述的用詞為「接近」平衡位置，是由於為達成波包現象，需構成頻率相

近但不完全相同的拍頻。 
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三、 在實驗 1-2 與 1-3 中，我們將理論推導之數個公式與實驗數據進行擬合，由於擬合曲線能夠非常準確的坐

落於實驗數據點上，因此我們認為該擬合是有價值的，於擬合公式中所得的參數 𝑚、𝑘、𝑏	能夠於未來研

究動機中新型機械式雙磁性板簧磁力計的應用。 

研究(二) 研究適合探討磁力振盪器運動的理論模型 

一、 在研究（二）中我們將磁力與相關理論納入系統考量，透過推導出的公式與擬合可以發現擬合度具有一

定的參考價值，以位移對磁鐵間距離與磁力之實驗數據推論出公式中係數 𝜅 和 Υ。 

二、 在擁有完整係數後，我們建構出完整的理論模型，其中包含了彈力項、阻尼項與磁力耦合項，在我們代

入係數進行數值模擬後發現，理論值所呈現之圖形與實驗數值相符程度非常高，因此推論我們設計的理

論能夠很精確描述振盪器運動之情形。 

研究(三) 探討影響耦合振盪器運動的因素 

一、 透過研究（二）我們得知，推導出之理論模型能用以描述振動情形，因此我們便能對公式中牽涉到的變

因設計實驗進行討論。 

二、 在傅立葉分析圖中可以發現，左側波鋒無明顯移動，因爲左側振盪器為同步性耦合振盪，其振動頻率只

受 k、m 兩因素影響。 

三、 我們發現右側的波鋒會隨變因改變而移動，因為右側振盪器為非同步性耦合振盪，除了 k和 m 之外，振

盪頻率也會受磁力強度	𝜅	影響，因此當兩振盪器之磁力強度上升或初始位置變短時，其振盪頻率都有上

升的趨勢。 

四、 為求方程式之準確性，我們也討論了在方程式中沒有發現的磁鐵初始位移，而如同理論所呈現地，初始

位移並不會對振盪頻率造成影響。 

五、 在討論對稱性構成之條件時，我們發現振盪對稱性如同理論推導所言，取決於兩者頻率必須相當接近且

不能相等，此時才能形成可觀察到的對稱性與波包。 

延伸討論（一）將磁力強度等效為彈簧之討論 

   我們受研究（二）實驗中的啟發，我們希望將磁力耦合振盪器與我們熟悉的彈簧耦合振盪器連接起來，為

此我們對磁力項以泰勒級數展開，進而使磁力在小範圍內線性化： 
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於上述公式中可以得到新的磁力係數 𝜅′： 

 

 

將此結果代入彈簧的耦合震盪公式後可以得到新的彈簧耦合震盪公式： 

 

 

圖(四十) 近似模型的發生條件圖 

接著討論此近似模型的發生條件： 

當兩側彈簧彈力係數 k1及 k2遠大於中間的	𝜅#	時，中間的彈簧在振盪時只會被旁邊的彈簧擠壓及拉伸，即表

示此時 𝜅#	會表現如磁鐵的單方向性，至此我們就能將磁力模型等效成彈簧耦合振盪器模型，如下圖（四十

一）： 

圖（四十一）彈簧耦合振盪器 

延伸討論（二）找尋此系統的簡正模 

<latexit sha1_base64="oBuyqfAQZYNU6NT351W24ym/Nl4="></latexit>

m1ẍ1 = �k1x1 � b1ẋ1 + 0(x2 � x1)

m2ẍ2 = �k2x2 � b2ẋ2 � 0(x2 � x1)

<latexit sha1_base64="2DrZUx99v+Riwj4/8pKXAVaUzrc=">AAACBnicbVC7SgNBFJ2Nrxhfq5YiDAbRKuxKojZC0MbCIoJ5QDaG2clsMmR2dpiZFcKylY2/YmOhiK3fYOffOEm20MQDFw7n3Mu99/iCUaUd59vKLSwuLa/kVwtr6xubW/b2TkNFscSkjiMWyZaPFGGUk7qmmpGWkASFPiNNf3g19psPRCoa8Ts9EqQToj6nAcVIG6lr73tDJAQ6ghfQCyTCSXkqpMnNfSXt2kWn5EwA54mbkSLIUOvaX14vwnFIuMYMKdV2HaE7CZKaYkbSghcrIhAeoj5pG8pRSFQnmbyRwkOj9GAQSVNcw4n6eyJBoVKj0DedIdIDNeuNxf+8dqyD805CuYg14Xi6KIgZ1BEcZwJ7VBKs2cgQhCU1t0I8QCYNbZIrmBDc2ZfnSeOk5J6WKrflYvUyiyMP9sABOAYuOANVcA1qoA4weATP4BW8WU/Wi/VufUxbc1Y2swv+wPr8ARqUmEg=</latexit>

0 =
4

L5
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   由於我們在沒有線性化耦合的情況下求解完整的運動方程式，通過仔細地選擇初始條件，我們在數值上發

現了兩種正常模式，類似於彈簧耦合情況： 

 

圖（四十二）左圖為同步模態，右圖為非同步模態 

在圖（四十二），我們可以從數值模擬的結果看出，以彈簧作為模型之簡正模運動軌跡並沒有明顯的波包產

生，因此推論其中沒有拍頻存在，為此我們也進行實驗來驗證我們的猜想： 

 

圖（四十三）同步模態的實驗軌跡與傅立葉轉換的結果 

從圖（四十三）我們可以發現此軌跡與我們計算結果非常相似，且從傅立葉分析的結果圖也可以明顯看到只有

一個明顯的震盪頻率產生，代表此二系統單獨以相同頻率震盪，這符合我們對同步模態的猜想。 

 

圖（四十四）非同步模態的實驗軌跡與傅立葉轉換的結果 

從圖（四十四）我們可以看見和同步模態類似的結果，只有一個明顯的震盪頻率在此系統產生，與同步模態不

同的是此頻率略高一些，這也符合我們在理論推導中對非同步模態的假設。 
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延伸討論（三）討論該振盪器應用於測量磁性量值之可能性 

 在理論推導中，我們發現磁力耦合振盪器能測量未知磁鐵之磁性量值，因此在此討論中將以實際數值與

理論推導之數值進行討論。 

實際數值 

我們利用手機 Phyphox軟體中的磁力計進行測量，當磁鐵距離手機 1cm 時數值為 6.25高斯 

     

圖（四十五）測定磁力架設圖   圖（四十六）Phyphox軟體測量 

理論數值 

在進行傅立葉分析時，我們可以藉由兩波鋒數值分別得到	𝜔𝑠	和	𝜔%	，而經運算後可得： 

 

其中 m 為等效質量，可由先前實驗得知為 154.5g，因此我們能求得	𝜅	的數值。 

合併在理論推導的簡化方程式後可得： 

 

在	𝜇0、𝑅	已知的情況下，我們可以求得磁化強度 M 的數值： 

𝑀 = =−2𝑚(𝜔D
* − 2𝜔E*)

3𝜋𝜇)𝑅+
 

在此討論中我們將選用實驗 3-1 中一顆磁鐵實驗組之數據進行討論： 

當	𝜔𝑠 = 1.11	和	𝜔% = 1.34	時，代入計算後可得	𝑀 = 6.65	高斯，和實際值之差距在誤差範圍內，因此可以說明

磁力耦合振盪器與運動方程式能夠有效地測量未知磁性物質之磁性量值。 

𝜔D* − 2𝜔E* =
𝜅
𝑚
	

(𝜔D
* − 2𝜔E*)𝑚 ≈ −

3
2
𝜋𝜇)𝑀*𝑅+	
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陸、 結論 

一、 在建設理論的過程中，我們第一步先採用彈力的系統進行討論，在推導相關公式後與實驗數值擬合後發

現擬合效果極佳，因此推論出的參數具有一定參考價值。將磁力系統納入考量後推導磁力相關公式並整

合，經由擬合過程發現公式能夠準確描述物體的運動模式，在整合了彈力與磁力公式的方程式與參數

後，我們推廣並建立了能描述振盪器振盪之運動方程式，於實驗數據中的整合也發現其極高的擬合度，

因此我們所設計的理論方程式對於描述該振盪器運動模式是有很高的參考價值。 

二、 在觀察振盪器運動情形時，我們發現了波包的構造，在理論推導中得知，此波包的產生是與兩振盪器頻

率相近但不完全相同的拍頻所造成。而在簡正模的討論中我們發現，由於同步模態之振盪頻率，並不如

非同步性模態會受磁力強度	𝜅	影響，因此兩者頻率會有些微差異，進而造成拍頻與波包的產生。 

三、 在針對推廣之運動方程式討論影響參數時，我們發現兩磁鐵間距離、初始位移與磁力強度都會影響振盪

頻率，在研究（三）的實驗中發現，當兩磁鐵間距離越小或磁力強度越大時，都會造成振盪頻率的上

升，而初始位移並不會對振盪頻率造成影響。 

四、 在研究（三）中我們也發現了同步與非同步模態之應用，在傅立葉分析圖中可以得知，左側波鋒並不會

隨著變因的改變而移動，是因其為同步模態的振盪頻率，只受到變因 k和 m 影響；而右側因為是非同步

性模態，其振盪頻率會受磁力強度影響，因此會受到實驗變因改變而左右位移。 

五、 在進行與實際數值之比較中我們發現，由理論推出之理論值與實驗值之誤差為 5.8%，更增加了磁力耦合

振盪器對於測量磁性量值應用的可能性。 

柒、 展望 

一、 在研究（一）和研究（二）中，我們設計了一個能精確描述振盪器運動模式的運動方程式，在數值模擬後

也於研究（三）完成了剩餘變因之實驗討論。然而在理論設計的過程中，為求數學運算之合理性，我們添

加了一個單位為 cm 的參數	Υ	，雖然於數值模擬中可以求得其準確數值，但我們希望能在未來實驗中討論

其相關的參數與變因，使我們設計之運動方程式能夠更加完善。 
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二、 在實驗動機中我們提出了設計機械式磁性雙板簧磁力計的可能性，相較於現行需要壓電材料的單板簧懸臂

磁力計，我們利用耦合振盪的模式來解出未知磁性物質的磁性。未來希望可以進一步擴增量測之適用範圍，

並應用於更高磁力強度之測量，藉此完整化機械式磁性雙板簧磁力計的製作與理論驗證。 

 

圖(四十七) 搭配壓電材料的單板簧磁力計與我們設計的機械式磁性雙板簧磁力計的比較 
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附錄 

Visual Studio Code 傅立葉分析與數值模擬程式碼： 

 



【評語】051806  

此實驗針對磁力耦合振盪器進行理論建構與實驗設計，並對此振盪

器進行理論建構與實驗設計，找出描述該振盪器運動模式之運動方

程式。實驗結果發現理論可以精確的描述震盪，然磁鐵的耦合震盪

是一已被完全了解的課題，結果紮實但不是那麽創新。 
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