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摘要 

本研究透過水池、橡皮鴨與伺服馬達，模擬鴨子在水面上游動的情況，藉由馬達回傳的

電功率值，計算鴨子在游動時的阻力，希望找到鴨子在何種情況下最省力。透過改變鴨子的

排列方式、大小、速度等變因，嘗試找出這些變因與其游動時阻力的關聯，並引入參考文獻

中省力係數以描述省力的程度、用波長、水深、波速的函數關係來計算波長、並嘗試描繪尾

波，透過這些以協助結果呈現並計算出難以測量的部分。最後會透過繪圖的方式來討論鴨子

與水波的關聯以解釋阻力的變化，再總結出鴨子在何種排列方式、大小能夠達到最省力的狀

態，完成本研究的主要目標。 

壹、   前言 

一、   研究動機 

在生活中可以看到像是腳踏車隊、艦隊、鳥群在行進的過程中會排成特定隊形，更

仔細觀察後，發現似乎不同大小、速度的物體在行進的過程中，還是有著不同的排列方

式。恰巧在 2021 年 11 月號科學月刊看到研究鴨群游在特定相位的文章。進一步閱讀查

詢後，發現其文章為僅用電腦軟體模擬，而沒有實際模型分析。於是我們一方面相當好

奇是否鴨子排列確實符合論文所述，一方面想透過實際操作，歸納解決鴨子排列之謎。 

二、   研究目的 

(一)   建構實驗模型與分析方式 

1.   實驗設備的製作 

2.   電流分析計算波阻力 

(二)   理論輔助研究結果的呈現與解釋 

1.   定義𝐶஽ோ, 𝑑, ℓ, 𝜙 ，方便數據呈現 

2.   探討可能的省力原因  

3.   了解福祿數 Fr，確認省略黏滯阻力 

4.   描述鴨子行進時的波，包括波長、尾波、尾跡角 
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(三)   實驗操作 

1.   兩隻鴨 

(1)   改變兩鴨間距，量測省力程度 

(2)   改變鴨子行進速度，量測省力程度 

(3)   改變鴨子大小(長度)，量測省力程度 

2.   三隻鴨 

(1)   直線排列 

(2)   倒 V 字型排列 

 

  

圖 1-1 研究架構圖 
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貳、   研究設備與器材 

圖 2-1 實驗設備配置圖 

 

表 2-1 實驗設備細項 

 
 

橡膠水池

(262cm*175cm*51cm) 

鐵製轉盤 novapi board 伺服馬達 

(MS-12A) 

 

 

鋰釙電池 游泳池(5m*5m) 拉動裝置連接圖 

  

手機向下拍攝 
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  所使用到的鴨子的代號、重量、與長度，如表 2-2： 

表 2-2 實驗用鴨代號、重量、長度 

 代號 重量 長度ሺℓሻ 

 

M 290.2g ℓ୑ ൌ 18cm 

D3 191.0g ℓୈଷ ൌ 11cm 

 

D4 43.7g ℓୈସ ൌ 9.5cm 

 

D5 32.9g ℓୈହ ൌ 8cm 

 

D6 43.6g ℓୈ଺ ൌ 7cm 

 

D7 33.4g ℓୈ଻ ൌ 5cm 
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參、   研究過程與方法 

一、   由文獻資料定義𝑪𝑫𝑹 (拉力減少指數、drag reduction coefficient) 

參考期刊 Journal of Fluid Mechanics 鴨群省力研究的文章(參考文獻[7]) 

(一)   𝑪𝑫𝑹在原論文中的定義 

𝐶஽ோ ≡ ൬1 െ
𝑅
𝑅௦

൰ ൈ 100%  (1) 

൫𝑅 ≡ 鴨子游動時的波阻力, 𝑅௦ ≡ 平靜水面下的波阻力൯ 

 不難發現，當鴨子游動時的波阻力越小，則𝐶஽ோ越大，反之，游動時的波阻力越

大，則𝐶஽ோ越小，也就是𝐶஽ோ可視為省力程度的指標。 

(二)   修正𝑪𝑫𝑹的定義以符合本研究所需 

因為研究量測的是單隻鴨子或數隻鴨子排成陣列時的總拉力值，且在黏滯阻力

可以忽略不計時，拉力值即等於波阻力值，所以必須將𝐶஽ோ公式修正成： 

𝐶஽ோ ≡ ቆ1 െ
𝑅

∑ 𝑅௜
௡
௜ୀଵ

ቇ ൈ 100% (2) 

ቆ
𝑅 ≡ n 隻鴨子排成陣列的總波阻力

 𝑅௜ ≡ 第 i 隻鴨子單獨在水面游動的波阻力
ቇ 

舉例來說，若今天的行進陣列由一隻 M 帶領一隻 D3，那麼𝐶஽ோ即為， 

𝐶஽ோ ൌ ൬1 െ
𝑅

𝑅ெ ൅ 𝑅஽ଷ
൰ ൈ 100% (3) 

 

二、   探討影響阻力的因素 

 
圖 3-1 小鴨所在波相位示意圖 
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(一) 小鴨在母鴨尾波上的相位 

參考文獻[7]，母鴨所造成的後波形，對小鴨會根據相位不同而產生不同方向的

力。如圖 3-1 所示，當小鴨位於波形斜率為負的區域時，浮力方向向前，故小

鴨便可比無母鴨時省力。當小鴨位於波形斜率為正的區域時，浮力方向向後，

故小鴨便會比無母鴨時費力。由於波形與鴨子間相對速度為 0，只要小鴨與母鴨

呈相對速度也是 0，小鴨便會在波形上的固定相位。 

(二) 母鴨在小鴨的船前波上 

除了母鴨產生的尾波，小鴨的前方也會產生船前波。因為鴨子向前移動擠壓波

形，故船前波形的振幅較大，但有效範圍卻較小。當母鴨與小鴨距離近到小於

小鴨的船前波形的有效範圍時，母鴨就會受到小鴨所產生的船前波而省力。 

(三) 干涉 

小鴨的前波和母鴨的尾波會因為產生相長或相消性干涉導致波形的變化，進而

影響浮力方向。 

三、   建立實驗分析模型 

(一)   實驗裝置 

我們的實驗裝置分成兩個部分，分別為收線裝置與模擬鴨子游泳裝置，如圖 3-2 

(a) 所示。 

1.   收線裝置 

首先控制馬達定速旋轉，以螺絲在馬達轉軸上固定鐵盤(圖 3-2 (b))，帶動

鐵盤旋轉。在鐵盤上黏接一棉繩，當鐵盤轉動時進行收線，傳遞馬達拉力。 

2.   模擬鴨子游泳裝置 

(1)   直線排列 

在大小鴨的前後分別黏上長為 1cm 的鐵鉤(圖 3-2 (c))，將特定長度的

棉繩(圖 3-2 (d))繫於大鴨與小鴨之間，並將前述固定於鐵盤上的棉繩

繫於大鴨前的鉤子上，以傳遞馬達拉力，使大鴨與小鴨以固定的速度
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與間距前進。 

(2)   倒 V 排列 

在倒 V 字型排列中，我們以一吸管(圖 3-2 (e)紅線、圖 3-2 (f)橫桿)固

定繩子(圖 3-2 (e)黑線)張角。我們固定吸管與大鴨距離為 1 公分，大

小鴨距離為 12 公分。並以此規格製作出 4 組圖 3-2 (e)的 ϕ 角中分別

為 15、20、25、30 度的裝置。 

(a) (b) 

  

(c) (d) 

  

(e) (f) 

圖 3-2 實驗裝置 (a)收線裝置與鴨子 (b)收線裝置 (c)鴨子前後掛勾 (d)棉繩  

(e)吸管支架示意圖 (f)吸管支架 
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(二)   由馬達電功率值得到拉力值進而轉換成𝑪𝑫𝑹 

用 python 編寫程式，並透過 mblock 與 novapi board 連接以執行 python 程

式碼控制伺服馬達以一定角速度旋轉。每 40 ms(毫秒)記錄一次馬達的輸入電流、

電壓和轉動的角速度。 

接著我們透過懸掛固定重量的砝碼，讓馬達以固定速度轉動，以控制拉力

值F，再紀錄此時輸出的電流與電壓計算電功率： 

P ൌ I ൈ V (4) 

做P െ F關係圖，以得到P和F的線性轉換關係。 

(a) (b) 

  
(c) 

 

圖 3-3  (a) 圓盤與懸掛砝碼  (b) F與P示意圖  (c) 電功率對拉力值關係圖 

F 

回傳 P 
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經由實驗得到線性關係式： 

F ൌ 0.4932P െ 0.2487 (5) 

故我們可以在剩下的實驗中，藉由馬達回傳的電功率經方程式(5)轉換為拉力值F，

再經由方程式(2)可以得到Cୈୖ值。 

import novapi 

import time 

import math 

from mbuild.smartservo import smartservo_class 

smartservo_1 = smartservo_class("M1", "INDEX1") 

smartservo_1.set_zero() 

arrP = [] 

arrU = [] 

i=0 

smartservo_1.move(2880, 38.2) 

while True : 

    i+=1 

    I=smartservo_1.get_value("current") 

    V=smartservo_1.get_value("voltage") 

    U=smartservo_1.get_value("speed") 

    if i>40: 

        arrU.append(U) 

        if U!=0: 

            P = I*V 

            arrP.append(P) 

        else : 

            arrP.append('N') 

        if  U<0.1: 

            break 

    time.sleep(0.04) 

print("Power") 

print(*arrP) 

print("Speed") 

print(*arrU) 

time.sleep(3) 

smartservo_1.move(-2880, 40) 

圖 3-4 馬達控制的 python 程式 

四、   說明母鴨長𝓵𝐌小鴨長𝓵𝐃和兩鴨間距 d 和陣列夾角𝝓 

(a) 
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(b) 

 
圖 3-5 (a) 標明ℓ୑, ℓୈ, 𝑑  (b) 標明𝜙 

首先定義母鴨、小鴨前後入水點距離分別為ℓ୑, ℓୈ。因為波是由母鴨尾部發出，

且小鴨受力可視為中央質心受力。故在另外定義兩鴨間距 d 為母鴨尾部入水點至小

鴨入水點中央。而陣列夾角𝜙，則是小鴨母鴨連線與行進方向的夾角。 

藉由ℓ, d, ϕ 的清楚定義，將會更精準的表達兩隻鴨之間的關係，並方便呈述下文的

研究結果 

五、   黏滯阻力與𝑭𝒓ሺ福祿數、𝑭𝒓𝒐𝒖𝒅𝒆 𝒏𝒖𝒎𝒃𝒆𝒓ሻ 

福祿數的定義為慣性力與重力的比值開根號  

𝐹𝑟 ≡
𝑣

ඥ𝑔ℓ
ൌ ඨ

𝜌𝑣ଶ𝐴
𝜌𝑔𝐴ℓ

∝ ඨ
慣性力

重力
 (6) 

ሺ𝑣 ≡ 鴨子速度, 𝑔 ≡ 重力加速度, ℓ ≡ 鴨子長度ሻ 

表 3-1 各種速度時的比較 

𝑣 ℓ 𝐹𝑟 

𝑣 ൌ 0.5m/s ℓ୑ ൌ 0.18m 0.376 

𝑣 ൌ 0.45m/s ℓ୑ ൌ 0.18m 0.34 

𝑣 ൌ 0.4m/s ℓ୑ ൌ 0.18m 0.30 

𝑣 ൌ 0.35m/s ℓ୑ ൌ 0.18m 0.26 

我們從參考文獻[5]中得知，當𝐹𝑟 ൐ 0.25時，水所造成的黏滯阻力可以忽略不計，

故在此可確認本研究所使用到的所有速度對於大鴨的福祿數，均大於 0.25，其餘小
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鴨因為ℓ較小，所以其實只需檢驗ℓ୑即可，由 表 3-1 可知，我們實驗的速度不宜低

於 0.35m/s。 

六、   描述鴨子行進時所產生的波 

因為下文所進行的實驗，包括直線與非直線排列，故我們主要關注鴨子行進直

線上所形成的尾波波長，以及為了解釋倒 V 字型排列結果的尾跡角。 

(一)   由波長、波速、水深函數關係計算波長 

1. 計算波長 

假設擾動與振幅很小，並忽略科氏力、摩擦力與黏滯力，重力為唯一外力，

運動在水平面上具等方向性，簡化數學模式為二維；設定水面高度𝑧 ൌ 0，

水底𝑧 ൌ െ𝐻，記
డ

డ௧
ቂ
𝑥
𝑧ቃ ൌ ቂ

𝑢
𝑤ቃ，𝜌 ൌ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡，則連續性方程為： 

𝜕𝜌
𝜕𝑡

൅ ∇ ∙ 𝜌𝑣 ൌ 𝜌ሺ
𝜕𝑢
𝜕𝑥

൅
𝜕𝑤
𝜕𝑧

ሻ ൌ 0 (7) 

引入速度勢∇𝜑 ൌ 𝑣，得拉普拉斯方程式： 

∆𝜑 ൌ
𝜕ଶ𝜑
𝜕𝑥ଶ ൅

𝜕ଶ𝜑
𝜕𝑧ଶ ൌ 0 (8) 

引入歐拉方程，並對𝑣取全導數： 

1
𝜌

𝛻𝑝 ൅ 𝛻
𝜕𝜑
𝜕𝑡

൅ ሺ𝑣 ∙ 𝛻ሻ𝑣 ൌ 0 (9) 

欲證ሺ𝑣 ∙ ∇ሻ𝑣為可忽略小量，可設振幅、波長、週期的量級分別為𝑎, 𝜆, 𝜏，

則運動液體質元速度量級為
௔

ఛ
，ሺv ∙ ∇ሻ𝑣 ≪ డ௩

డ௧
等價於

ଵ

ఒ
ሺ௔

ఛ
ሻଶ ≪ ௔

ఛ
∙ ଵ

ఛ
，移項得

𝑎 ≪ 𝜆，即為小擾動假設。在方程式(9)中忽略上述小擾動，對𝑧軸積分並引

入重力項後，可得： 

𝑝 ൅ 𝜌𝑔𝑧 ൅ 𝜌
𝜕𝜑
𝜕𝑡

ൌ 0  (10) 

因小擾動假設，代入𝑧 ൌ 0，並重新定義𝜑以消去𝑝，得到上邊界條件： 

ሺ
𝜕𝜑
𝜕𝑧

൅
1
𝑔

𝜕ଶ𝜑
𝜕𝑡ଶ ሻ௭ୀ଴ ൌ 0 (11) 
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假設水底為水平剛體，使水分子無法穿透，可得到下邊界條件： 

𝑤|௭ୀିு ൌ െ
𝜕𝜑
𝜕𝑧

ฬ
௭ୀିு

ൌ 0 (12) 

以分離變數法求解，記𝑘 ൌ ଶగ

ఒ
，則可設𝜑ሺ𝑥, 𝑧, 𝑡ሻ的解為： 

𝜑 ൌ 𝐹ሺ𝑧ሻ sinሺ𝑘𝑥 െ 𝜔𝑡ሻ (13) 

代入方程式(8)、(11)、(12)，可解得波的相位速率 c 的公式為： 

𝑐 ൌ ට
𝑔
𝑘

tanh 𝑘𝐻 (14) 

2. 鴨速與相位速率的關聯性 

經觀察可發現，母鴨尾波波形總是和鴨子一起移動，因此母鴨與其所產生

的波形無相對速度，故相位速率 c 與鴨速 v 相等。將實驗數據中水深

𝐻 ൌ 0.1𝑚和相位速率𝑐 ൌ 0.4𝑚/𝑠代入方程式(14)可以解得波長𝜆（而這樣的

波長計算方式也被使用在參考文獻[6]和參考文獻[7]中），得下表： 

表 3-2 各速度對應波長之比較 

𝑣 𝜆ሺcmሻ 

𝑣 ൌ 0.5m/s 16.02 

𝑣 ൌ 0.45m/s 12.97 

𝑣 ൌ 0.4m/s 10.25 

𝑣 ൌ 0.35m/s 7.84 

(二)   鴨子行進時的尾跡角 

引入向量形式的角波數𝒌 ൌ 𝑘𝒙𝒙ෝ ൅ 𝑘௬𝒚ෝ，定義𝜃௞ ൌ tanିଵሺ
௞೤

௞𝒙
ሻ，記波源速度

𝒖 ൌ 𝑢𝒙ෝ，其中𝑐 ൌ 𝑢 ൌ 0.4𝑚/𝑠。因 𝑐 ൎ ൞
ඥ𝑔𝐻    淺水

ு

ఒ
൑ ଵ

ଶ଴

ට௚ఒ

ଶగ
    深水

ு

ఒ
൒ ଵ

ଶ

，尾波對波源

的角頻率可近似為： 



13 
 

𝜔ሺ𝒌ሻ ൌ ඥ𝑔|𝒌| െ 𝒖 ⋅ 𝒌 (15) 

因水波對波源無相對速度，代入𝜔 ൌ 0，可得： 

𝐤 ൌ
𝑔

൫𝐮 ⋅ 𝐤መ ൯
ଶ 𝐤መ  (16) 

根據群速度的定義，可得： 

𝒗𝒈 ൌ
𝜕𝜔
𝜕𝒌

ൌ
1
2

ඥ𝑔|𝒌|
𝒌

|𝒌|ଶ െ 𝒖 (17) 

將(16)代入(17) 

𝒗𝒈൫𝐤መ ൯ ൌ
1
2

𝐤መ ൫𝐤መ ⋅ 𝐮൯ െ 𝐮 ൌ
1
4

ൣ2𝐤መ ൫𝐤መ ⋅ 𝐮൯ െ 𝐮൧ െ
3
4

𝐮 (18) 

因為𝐮 ൌ u𝒙ෝ，𝐤መ ∙ 𝒙ෝ ൌ 𝑐𝑜𝑠𝜃௞，設 u𝒆ො൫𝐤መ ൯ ൌ 2𝐤መ ൫𝐤መ ⋅ 𝐮൯ െ 𝐮，則有直觀形式 

𝒆ො൫𝐤መ ൯ ൌ 2𝐤መ ൫𝐤መ ⋅ 𝒙ෝ൯ െ 𝒙ෝ ൌ െ cosሺ2𝜃௞ሻ𝒙ෝ ൅ sinሺ2𝜃௞ሻ𝒚ෝ (19) 

由方程式(18)與(19)可知，𝒗𝒈൫𝐤መ ൯為െ ଷ

ସ
𝐮與任意長為

୳

ସ
的向量的和，可繪出

圖 3-6 尾波幾何關係示意圖。 

 

圖 3-6 尾波幾何關係示意圖 

由圖 3-6 中幾何關係可知尾跡角𝜃௪為： 

𝜃௪ ൌ sinିଵሺ
1
3

ሻ ൌ 19.47° (20) 
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肆、   研究結果與討論 

一、 小鴨在波的不同相位對𝑪𝑫𝑹的影響(𝑪𝑫𝑹 െ 𝒅) 

在本實驗中，我們先在較小的充氣泳池中實驗，處於室內干擾較少但空間較小，故

拉動距離較短，約 1.5 公尺，有鑒於此，我們後來重新在學校幼兒園戶外泳池，將

拉動距離加長至 5 公尺，並同時將兩鴨間的距離 d 加大到6λ，紀錄𝐶஽ோ值。 

(一)   充氣泳池(封閉水域) 

 間距 使用的鴨子 波長 場地 

v ൌ 0.4m/s 
d
λ

ൌ 0.78 ~ 2.98ሺ以 0.146 為間隔ሻ 
母鴨 M 

小鴨 D3 
10.25cm 

充氣 

泳池 

固定水深約 11.5cm，以
ୢ

஛
為 X 軸表示小鴨在波上的相位關係，並以Cୈୖ為 Y 軸

畫出下圖 4-1： 

 
圖 4-1 在充氣水池中，兩鴨距離𝑑對𝐶஽ோ的影響 

表 4-1 在充氣泳池中
ୢ

஛
和𝐶஽ோ實驗數據 

d
λ

 0.78 0.93 1.07 1.22 1.37 1.51 1.66 1.8 1.95 2.1 2.24 

Cୈୖ 68.73 26.48 45.6 42.38 -1.64 15.84 -0.45 11.27 -19.32 3.31 -14.18

d
λ

 2.39 2.54 2.68 2.83 2.98 

 
Cୈୖ 10.4 -0.09 7.27 -16.12 -1.05 
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觀察圖 4-1 中折線，可以發現： 

1.   𝐂𝐃𝐑值於
𝐝

𝛌
 在ሾ𝟎. 𝟕 , 𝟏ሿ的區間內遞減約 40%  

在上文的研究方法與結果中有討論到當小鴨與母鴨靠的非常近的時候，母

鴨會在小鴨所產生的船前波上，如圖 4-2 (a)，進而有省力的效果，所以可以看

到
ୢ

஛
在ሾ0.7 , 1ሿ的區間越小𝐶஽ோ越大。而因為船前波衰減的很快，在圖 4-2 (b)中可

以看到船前波的波峰距離鴨子最前端約 4 公分，而當
ୢ

஛
 ൌ  0.93已超過船前波的

範圍。故可以在圖 4-2 (b)中看到，在ሾ0.7 , 1ሿ的區間，為遞減的趨勢。 

(a) (b) 

  
圖 4-2  船前波(a)船前波示意圖 (b)量測母鴨船前波的波峰到母鴨前端的距離

2.   
𝐝

𝛌
 >1.25 後，𝐯 ൌ 𝟎. 𝟒𝐦/𝐬的𝑪𝑫𝑹在 0 上下徘徊，但似乎以 0.25 為單位作小

週期起伏，以 0.75 為單位作大週期起伏。 

(1)   因為尾波振幅隨距離增加而遞減，𝐶஽ோ本來就會愈來愈趨近 0(𝐶஽ோ ൌ 0

代表行進陣列並未對兩隻鴨帶來任何阻力上的影響，也就是此行進陣

列相當於兩隻鴨游動於獨立水面互不干擾。) 

(2)   0.25 為小週期起伏，以 0.75 為大週期起伏。 

若仔細觀察 1.37 後的曲線可以看到，以 0.25 為小週期起伏，例如

1.37~1.66 為一組起伏，1.66~1.95 為另一組起伏，以此類推，而如果

總觀察 
ୢ

஛
൐ 1.25 的點，又以 0.75 為大週期起伏，例如 1.37~2.1, 以

及 2.24~2.98，而且 2.24~2.98 的起伏的振幅較 1.37~2.1 的起伏振幅

小，符合Cୈୖ趨近 0 的推論。 
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而
ୢ

஛
൏ 1.25時則無此結果，我們推測是因為距離近，小鴨前波會影響

到大鴨，導致Cୈୖ值必須考慮大鴨的省力和小鴨的省力，但如果距離

拉開，小鴨前波無法影響到大鴨時，Cୈୖ值就只需考慮小鴨的省力，

如此Cୈୖ隨著 
ୢ

஛
 規律的起伏亦是可預期的。 

(二)   游泳池(開放水域) 

 間距 使用的鴨子 波長 場地 

v ൌ 0.4m/s 
d
λ

ൌ 0.75𝜆 ~ 6𝜆ሺ以 0.25 為間隔ሻ 
母鴨 M  

小鴨 D3 
10.25cm 游泳池 

 

 

圖 4-3 在游泳池中，兩鴨距離𝑑對𝐶஽ோ的影響 

表 4-2 在游泳池中，
ୢ

஛
和𝐶஽ோ的實驗數據 

d
λ

 0.75 0.98 1.27 1.34 1.76 2.00 2.15 2.24 2.73 3.02 3.32 

Cୈୖ 68.6 52.0 56.8 60.2 47.9 61.3 57.2 51.2 39.3 52.0 49.9 

d
λ

 3.75 4.00 4.26 4.49 4.75 5.00 5.76 6.00 
 

Cୈୖ 43.1 42.1 42.9 45.5 42.4 39.1 41.5 45.1 
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類似上述的討論，我們主要以三段區間ሾ0.7, 1ሿ, ሾ1.5, 3.5ሿ, ሾ3.5, 6ሿ來討論Cୈୖ的變

化： 

1.   
𝐝

𝝀
 在 ሾ𝟎. 𝟕,   𝟏ሿ 呈現遞減約 20% 

相同地，我們可以套用上文對船前波造成省力的結論(圖 4-2)，因為大鴨在

小鴨的船前波上因而省力，而船前波的影響範圍小，所以𝐶஽ோ遞減得很快 

2.   
𝐝

𝛌
 在 ሾ𝟏. 𝟓, 𝟑. 𝟓ሿ 間因尾波方向造成浮力方向不同而產生的 𝑪𝑫𝑹的變化 

可看出此區間，
ୢ

஛
 ൌ 2  和  

ୢ

஛
 ൌ  3  時𝐶஽ோ 較大，而在

ୢ

஛
ൌ 1.5  和 

ୢ

஛
 ൌ  2.5時 𝐶஽ோ 較小，最大值與最小值大約差了 20%，如果我們將小鴨繪

製在母鴨上的尾波上，可以發現 
ୢ

஛
 ൌ 𝑛 , 𝑛 ∈ ℕ 時，浮力方向向前，𝐶஽ோ較

大，如圖 4-4 (a)，另一方面，
ୢ

஛
ൌ ௡

ଶ
 , 𝑛 ∈ ℕ 時，浮力方向向後，𝐶஽ோ較小，

(圖 4-4 (b)，因此我們可以得知當兩隻鴨距離為整數倍波長時較為省力。 

(a) (b) 

         圖 4-4 尾波與浮力方向 (a) 
ୢ

஛
ൌ 2 (b) 

ୢ

஛
ൌ 1.5 

3.   
𝐝

𝛌
 在 ሾ𝟑. 𝟓, 𝟔ሿ 時較其他區間平緩 

ୢ

஛
 在3.5之後𝐶஽ோ多半落於40~45%之間，我們推測應該是距離變長後，

振幅衰減，因此波對鴨子陣列的影響變小，𝐶஽ோ愈趨平緩。 

4.   和充氣水池的結果比較 

在圖 4-1 中，在
ୢ

஛
൐ 1.25時，就遞減至 0，但在圖 4-3 中，距離拉至 6λ 時

仍有較高的𝐶஽ோ，值約在 40%左右，造成此點的原因是因為拉動的距離加

長，所以尾波有時間傳遞至小鴨，然而，在充氣泳池的實驗中，因為拉動

距離過短，導致當兩鴨間的距離上升，波來不及傳遞，致使其𝐶஽ோ趨近 0。 
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二、 不同速度對𝑪𝑫𝑹的影響(𝑪𝑫𝑹 െ 𝒗) 

 固定間距 使用的鴨子 波長 場地 

v ൌ   0.35m/s 

𝑑 ൌ 𝜆 母鴨 M,小鴨 D3 

7.84cm 

充氣泳池 
v ൌ   0.4m/s 10.25cm 

v ൌ   0.45m/s 12.97cm 

v ൌ 0.5m/s 16.02cm 

固定二鴨尺寸與間距，分別測量二鴨以𝑣 ൌ 0.35, 𝑣 ൌ 0.4, 𝑣 ൌ 0.45, 𝑣 ൌ 0.5不同速度

前行時的𝐶஽ோ值，繪出下圖曲線，討論速度與𝐶஽ோ值的關係。 

𝑣 Cୈୖ 

0.35 50.05 

0.4 40.83 

0.45 8.09 

0.5 -13.61 
 

圖 4-5 速度對𝐶஽ோ的影響 

可以清楚觀察到此圖中𝐶஽ோ值隨速度增加而下降，與前述𝐶஽ோ െ 𝑑圖中v ൌ 0.4m/s的

𝐶஽ோ均較高和v ൌ 0.5m/s的𝐶஽ோ均較低的狀況相似。𝐶஽ோ െ 𝑣的實驗固定大鴨在小鴨前

波上的相位與小鴨在大鴨尾波上相位，但注意到
ℓ

஛
在不同速度時，ℓ相同，但λ 不同，

導致鴨子的吃水體積有所改變，為速度以外的可能變因。 
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三、 不同鴨子長度對𝑪𝑫𝑹的影響(𝑪𝑫𝑹 െ 𝓵) 

 間距 使用的鴨子 波長 

v ൌ   0.5m/s 𝑑 ൌ 𝜆 and 0.5λ 

母鴨 M,小鴨 D3 

16.02cm 

母鴨 M,小鴨 D4 

母鴨 M,小鴨 D5 

母鴨 M,小鴨 D6 

母鴨 M,小鴨 D7 

 

使用不同小鴨 D3, D4, D5, D6, D7(其長度請參考 表 2-2)在𝑑 ൌ 𝜆 (下圖橘線) 以及 

𝑑 ൌ ఒ

ଶ
 (下圖藍線)時的𝐶஽ோ值，討論𝐶஽ோ െ ℓ的關係。 

 
圖 4-6 鴨子長度對𝐶஽ோ的影響 

      表 4-3  (a) d ൌ 0.5λ，ℓ和𝐶஽ோ值數據 (b) d ൌ λ，ℓ和𝐶஽ோ值實驗數據 

ℓ 11 9.5 8 7 5 

𝐶஽ோ 10.39 28.74 45.95 37.87 41.48
 

ℓ 11 9.5 8 7 5 

𝐶஽ோ 17.41 30.03 39.67 33.8 40.34

(a) 𝑑 ൌ 0.5𝜆 (b) 𝑑 ൌ 𝜆 

可繪製ℓ ൌ  5cmሺℓୈ଻ሻ, 8cmሺℓୈହሻ, 11cmሺℓୈଷሻ與波形圖，並解釋圖 4-6 的結果。 

  



20 
 

(a) (b) 

 

 

圖 4-7 鴨子長度與浮力關係 (a) M+D7 與波形圖 (b) M+D5 與波形圖 (c) M+D3 與波形圖 

(一) 在𝓵 ൏ 𝟖𝒄𝒎，𝑪𝑫𝑹平穩 

從圖 4-6 可以發現 5cm(ℓୈ଻), 7cm(ℓୈ଺), 8cm(ℓୈ଺) 的𝐶஽ோ維持在ሾ30, 50ሿ的區間，

觀察圖 4-7(a)(b)可知因為浮力總是和液面垂直，在ℓ ൏ ଵ

ଶ
𝜆ሺ8𝑐𝑚ሻ時，浮力方向均

為向前，故在對 5cm 和 7cm 的情況而言，雖然水波對其的總水平分力不及 8cm

的情況，但是因其入水的體積較小，阻力自然也較小，根據𝐶஽ோ的公式可知，𝑅和𝑅௜

同時下降，故𝐶஽ோ變化不大。 

(二) 在𝓵 ൐ 𝟖𝒄𝒎，𝑪𝑫𝑹快速下降 

若從浮力的方向分析，因為浮力總是和液面垂直，超過 8cm 的 11cm 和 9.5cm，

因為前或後端有部分受到向左的力，如圖 4-7 (c)，所以浮力對其的總水平分力

影響較小，也就是相較於ℓ ൏ 8cm 的情況，R變大，故𝐶஽ோ變小。 

綜上所述，在ℓ ൏ ଵ

ଶ
𝜆(在此相當於 8cm)時，能獲得更大的𝐶஽ோ值，也就是會有更

省力的效果。 
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四、 三隻鴨子在波上不同相位對𝑪𝑫𝑹的影響 

 

圖 4-8 三隻鴨直線排列 

 

 間距 使用的鴨子 波長 地點 

v ൌ 0.4m/s 
𝑑
𝜆

ൌ 0.75~4𝜆ሺ以 0.25 為間隔ሻ
母鴨 M,小鴨

D3ଵ, 小鴨D3ଶ 
10.25cm 游泳池 

上述皆為討論兩隻鴨的排列在波相位、速度、長度與𝐶஽ோ的關係，在此我們開

始討論三隻鴨的直線排列對𝐶஽ோ的影響，為使實驗不過於複雜，這裡僅討論大鴨(M)

跟第一隻小鴨(D3)的距離等於第一隻小鴨(D3)與第二隻小鴨(D3)的距離的情況。為

了方便，以下討論將中間的小鴨命名為D3ଵ、最後面的小鴨命名為D3ଶ 

以上表中的實驗條件進行實驗後，所得到的關係圖如下： 

 

圖 4-9 三隻鴨的距離對𝐶஽ோ的影響 
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表 4-4 三隻鴨的
ୢ

஛
和𝐶஽ோ的實驗數據 

d
λ

 0.75 1.05 1.27 1.49 1.76 2.00 2.24 2.44 2.73 3.02 3.30 

Cୈୖ 59.0 61.2 52.3 62.5 38.2 46.8 50.2 50.1 50.0 39.3 48.3 

d
λ

 3.49 3.75 4.00 
 

Cୈୖ 46.9 44.8 45.0 

乍看圖 4-9 可能看不出什麼結果，因為如果我們仔細思考D3ଵ和D3ଶ所在的

波，會發現D3ଵ受到 M 的尾波影響，而D3ଶ則是受到 M 的尾波與D3ଵ的尾波影

響，但其所處的兩個波的相位不同，所以下文會關注三組(M 與D3ଵ、D3ଵ與D3ଶ、

M 與D3ଶ)間的𝐶஽ோ。 

為了要討論這三組𝐶஽ோ和圖 4-9 的關聯，先參考圖 4-10 (a)先釐清 M 與D3ଵ、

D3ଵ與D3ଶ、M 與D3ଶ的距離分別為𝑑, 𝑑, 2𝑑 ൅ 4.5𝑐𝑚，再來，引用表 4-2 的資料，

理想化的狀況下，用下列的公式疊加，得到(下圖橘線)並與實驗數據(下圖藍線)

比較。 

假設兩鴨共游所省的力只和兩鴨之間的距離有關，故令 Fୟ,ୠሺ𝑑ሻ ≡

鴨子 a 和鴨子 b 以距離 d 共游時所省的力。 

𝑅௜ ≡ 鴨子 i 單獨在水面游動的波阻力。 

Cୈୖ ൌ ൬1 െ
𝑅ெ ൅ 𝑅஽ଷ െ F୑,ୈଷభ

𝑅ெ ൅ 𝑅஽ଷ
൰ ൈ 100% (21) 

F୑,ୈଷభ
ൌ ሺ𝑅ெ ൅ 𝑅஽ଷሻCୈୖ (22) 

𝐶஽ோ ௧௛௘௢௥௘௧௜௖௔௟ ൌ ൬1 െ
𝑅ெ ൅ 2𝑅஽ଷ െ F୑,ୈଷభ

െ F୑,ୈଷమ
െ Fୈଷభ,ୈଷమ

𝑅ெ ൅ 2𝑅஽ଷ
൰ (23) 

𝐶஽ோ ௧௛௘௢௥௘௧௜௖௔௟ ൌ
ሺ𝑅ெ ൅ 3𝑅஽ଷሻ ൈ Cୈୖሺ𝑑ሻ ൅ ሺ𝑅ெ ൅ 𝑅஽ଷሻ ൈ Cୈୖሺ2𝑑 ൅ 4.5ሻ

𝑅ெ ൅ 2𝑅஽ଷ
 (24) 
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(a) 

 

(b) 

 

  圖 4-10  (a) 三隻鴨直線排列時的距離關係圖 (b) 以𝐶஽ோ െ 𝑑討論三隻鴨的距

離對𝐶஽ோ的影響 

我們可以看到經過轉換，三組兩隻鴨的數據，經過疊加(圖 4-10 (b) 橘線)與平移

(圖 4-10 (b) 灰線)得到相近的趨勢，惟因三隻鴨的直線排列仍須考量各波間的干

涉、船前波的因素等原因，導致我們不得不採取平移的手法處理數據，但仍可

見圖 4-10 (b)中的相近趨勢，代表上述對於 M 與D3ଵ、D3ଵ與D3ଶ、M 與D3ଶ之間

的拉力討論，仍為影響三隻鴨直線排列的主因。 

五、 三隻鴨子以倒 V 型排列時頂角對𝑪𝑫𝑹的影響 

 角度 使用的鴨子 波長 場地 

v ൌ   0.35m/s ϕ ൌ 15°, 20°, 25°, 30° 
母鴨 D3,小鴨D6ଵ, 

小鴨D6ଶ 
7.84cm 充氣泳池 
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我們進行此實驗是因為常觀察到鳥群以倒 V 型排列行進，卻從未看過鴨群呈現倒 V

型排列，所以便想觀察如果將鴨群以倒 V 型排列，對省力狀況會造成什麼影響。 

參考研究方法中的第一點關於𝜙的定義，在實驗中固定 D3 與 D6 距離(同𝑑的定義)

為 12cm，改變𝜙以量測𝐶஽ோ，並繪出圖 4-11： 

𝜙 Cୈୖ 

15 60.87 

20 61.07 

25 57.13 

30 66.46 
 

圖 4-11 改變𝜙對𝐶஽ோ的影響 

(一) 相比於前述的所有討論，圖 4-11 可說相當平緩，可知發生在角度 15~30 度之間

並未使得省力情形有太大的變化，雖想使用上文所計算的尾跡角ൌ 19.47°推算，

可知𝜙越小，其所處於尾波上的面積越大，但因為考慮到僅有部分橢圓處於尾波

上，其波阻力實在難以估算，但實作結果顯示，𝐶஽ோ起伏在 57%到 67%之間，省

力情形仍相當顯著。 

(二) 嘗試以上文數據估算與討論𝜙對𝐶஽ோ的影響 

使用圖 4-1 和圖 4-5 的數據。為取得兩隻 D6 之間的物理作用對𝐶஽ோ的影響，需

先取得 D3 拉動兩隻 D6 且兩隻 D6 之間無任何物理作用時的𝐶஽ோ理論值，並與

圖 4-11 實驗數據比較，討論小鴨並排前行時的物理現象。為聚焦討論小鴨，忽

略小鴨前波對母鴨的影響，假設Cୈୖ,୑ ൌ 0，且假設Cୈୖ,ୈ僅與母鴨和小鴨的間距

𝑑有關。 

1.   首先要找到各組圖 4-11 原始數據中大鴨與小鴨的間距𝑑，可將 x 方向上的

距離12cm ൈ cos𝜙作為𝑑來進行討論。 

2.   因圖 4-11 數據中的𝑣 ൌ 0.35，故需由圖 4-5 實驗數據的線性回歸與表 4-1

數據的相關分析，得到行進速度對𝐶஽ோ值的影響。 
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3.   為求數據之趨勢完整，接著找出圖 4-1 中𝑣 ൌ 0.4的折線上的對應𝐶஽ோ值，

修正間距𝑑對𝐶஽ோ值的影響。 

4.   最後修正大小鴨重量比例所造成的𝐶஽ோ的誤差，即可得到 D3+D6*2 的理想

𝐶஽ோ值。 

具體分析流程如下： 

1.   計算𝑑 ൌ 12 𝑐𝑜𝑠𝜙(圖 4-12 (a))  

2.   將表 4-1 數據作適當線性變換(如圖 4-12 (b))，匯入 geogebra geometry 作圖

(如圖 4-12 (c))。由圖中多邊形面積與自變數變化量的比值
∆஺

∆௫
，可求出Δ𝐶஽ோ

對∆𝑣的比值
∆஼ವೃ

∆௩
ቚ

௩ୀ଴.ହ

଴.ସ
ൌ

׬ ୼஼ವೃ ௗሺ೏
ഊ

ሻ

୼೏
ഊ

 ∆௩
。再做𝐶஽ோ െ 𝑣圖的回歸線(如圖 4-12 (d))，

其斜率即
∆஼ವೃ

∆௩
。由上述兩種數據分析方法，可求出誤差更小的𝑣對𝐶஽ோ值的

影響。 

(a) (b) 

(c) (d) 

 
 

圖 4-12  (a) d ൌ 12 cosϕ  (b)表 4-1 數據變換  (c) 表 4-1 數據作圖 
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(d) 圖 4 െ 5線性回歸 

由圖 4-12 (c)、(d)可得： 

         
𝑑𝐶஽ோ

𝑑𝑣
ൌ

1
2

ቌ
׬ Δ𝐶஽ோ 𝑑 ቀ𝑑

𝜆ቁ

Δ 𝑑
𝜆  ∆𝑣

൅
∆𝐶஽ோ

∆𝑣
ቍ ൌ െ

754 ൅ 447.46
2

ൌ െ600.73 (25) 

  

3.   在圖 4-1 中𝑣 ൌ 0.4的折線上應用內插法，得到𝑑 ൌ 12 𝑐𝑜𝑠𝜙對應的𝐶஽ோ值，

即圖 4-13 (b)的𝐶஽ோ ௜௡௧௘௥௣௢௟௔௧௘ௗ。再根據方程式(25)與修正𝑣對𝐶஽ோ的影響，

求得圖 4-13 (c)的𝐶஽ோ ௖௔௟௜௕௥௔௧௘ௗ。 

(a) 

 

(b) 

 

圖 4-13  (a) 圖 4-1 內插法  (b) 𝐶஽ோ ௜௡௧௘௥௣௢௟௔௧௘ௗ與𝐶஽ோ ௖௔௟௜௕௥௔௧௘ௗ 

4.   因為馬達回傳的Cୈୖ是母鴨與小鴨各別的Cୈୖ的加權平均，由方程式(2)可

推導出： 

𝐶஽ோ ൌ
𝑚ெ𝐶஽ோ,ெ ൅ 𝑚஽𝐶஽ோ,஽

𝑚ெ ൅ 𝑚஽
 (26) 

                代入表 1-1 的數據可推導出： 

  𝐶஽ோ ௧௛௘௢௥௘௧௜௖௔௟ ൌ
2𝑚஽଺

𝑚஽ଷ ൅ 2𝑚஽଺

𝑚ெ ൅ 𝑚஽ଷ

𝑚஽ଷ
𝐶஽ோ ൌ 0.7897𝐶஽ோ (27) 
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則Cୈୖ ୲୦ୣ୭୰ୣ୲୧ୡୟ୪即為 D3 拉動兩隻 D6 且兩隻 D6 之間無任何物理作用時的

𝐶஽ோ理論值。將Cୈୖ ୲୦ୣ୭୰ୣ୲୧ୡୟ୪與圖 4-11 的原始數據相減，可得兩隻 D6 之間

的物理效應對𝐶஽ோ值的影響，即圖 4-14 中的Cୈୖ ୧୬୲ୣ୰ୟୡ୲୧୭୬。 

 

圖 4-14 𝐶஽ோ ௜௡௧௘௥௔௖௧௜௢௡ െ 𝜙圖 

由圖 4-14 可知，兩隻 D6 之間的物理作用對𝐶஽ோ的貢獻隨𝜙的增加而增加。

這可能是因為兩隻小鴨間距減小時，亦即𝜙減小時，其前方部分水流因鴨身

前行而被導入二鴨之間，水流不可壓縮而增加流速，使兩隻小鴨之間的壓力

比外側小，小鴨所受的側向力增加，造成更劇烈的搖擺與能量損耗，降低𝐶஽ோ

值。 
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(一) 隊伍排列受到側力影響而偏移 

(a) (b) 

 

(藍色為浮力、紅色為繩張力、綠色為合力) 

 

圖 4-15 解釋隊伍偏移原因 (a) 直線排列 (b) 倒 V 字型排列 

 (c) 尾波為圓弧形(圖片來源：參考文獻[1]) 

因為尾波波形呈圓弧形(圖 4-15 (c))，故圓上一點之浮力方向為從圓心指向

該點的方向，之前的實驗鴨子皆為直線排列，因為都在 x 軸上，所以浮力方向

皆為向前，在 y 方向上因為分力相消，不易產生上下偏移，如圖 4-15 (a)所示。 

但因為倒 V 字型排列的鴨子，D6ଵ和D6ଶ不在 x 軸上，所以D6ଵ會受到的浮

力含有朝 y 軸正向的分量，因拉力方向為 x 軸，故合力方向如圖 4-15 (b)中的綠

色箭頭所示，而D6ଶ同理。使𝜙變大，同時D6ଵ和D6ଶ因 y 方向分力無法抵銷，

所以在 y 方向上微幅震盪，這應該可說是鴨子不以倒 V 字型排列的原因之一。 

  

(C) 
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伍、   結論 

總結以上各項實驗結果與討論之後，我們可以歸納出一些重點： 

一、   在
ୢ

஛
ൌ 0.7時，因鴨子產生的船前波，使𝐶஽ோ達極大值，就是最省力的位置，在

1.5λ~3.5λ會因為浮力方向而使得𝑑 ൌ 𝑛𝜆 時省力，𝑑 ൌ ௡

ଶ
𝜆時較為費力。 

二、   鴨長ℓ ൏ ଵ

ଶ
𝜆時，浮力方向一致，𝐶஽ோ在

ୢ

஛
ൌ 0.5 和 1時，可達40%，但鴨長ℓ ൐ ଵ

ଶ
𝜆時，

浮力方向不一致，導致𝐶஽ோ值較前者為低。 

三、   三隻鴨的直線排列，主要是由 M 與D3ଵ、D3ଵ與D3ଶ、M與D3ଶ三組的互相影響

而省力。 

四、   倒 V 字型排列雖能使Cୈୖ在 57%~67%之間，但因水波的側力影響，使得隊形不

易維持，增加小鴨前進時的困難度。 

  



30 
 

陸、   參考文獻資料 

[1] CT, H. (2020). Kelvin’s Ship Wave Pattern - University of Connecticut. Department of 

Physics - University of Connecticut. 

[2]李聯旺(2021). 機械設計與製作專題 馬達特性與選用. 國立中興大學. 

[3] Longcope, D. (2009). A ship’s wake. Department of Physics - Montana State University. 

[4] Luo, Y., & Zhao, K. (2004). 新概念物理教程-力學 (2 版). 北京高等教育出版社.  

[5] SCHULTZ , M.P. (2007 )Effects of coating roughness and biofouling on ship resistance and 

powering. Biofouling 23 (5), 331–341. 

[6] Spela Rozman. (2009). Wake pattern of a boat. University of Ljubljana Faculty of 

Mathematics and Physics Department of Physics.  

[7] Yuan, Z.-M., Chen, M., Jia, L., Ji, C., & Incecik, A. (2021). Wave-riding and wave-passing 

by ducklings in formation swimming. Journal of Fluid Mechanics, 928. 

[8] 陳思詠, & 皇甫鈺奾. (2006). 被困住的水波？. 中華民國第 46 屆中小學科學展覽會, 

全國中小學科展. 

[9] 楊舒晴, 李筠茹, & 劉邦智. (2013). 水深不深有波則明. 中華民國第 53 屆中小學科

學展覽會, 全國中小學科展.  

[10] Ланда́у Лев Дави́дович, & Ли́фшиц Евге́ний Миха́йлович. (2013). 第一章 理想流體. 

In 理論物理學教程. (第 5 版, Vol. 第 6 卷, Ser. 流體動力學, pp. 1–41). essay, 高等教育出

版社.  

 



【評語】051803 

此作品模擬鴨子在水面上游動的情況，藉由馬達回傳的電功率值，計

算鴨子在游動時的阻力，從而找到鴨子在何種情況下最省力。本實驗

在設計、數據、分析上均能顯現所要探討議題，結論算是合理。建議

作者與實際情況比較。  
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