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摘要 

本作品主要研究一種作圖工具「cyclos」，其規則如下：在平面上，可以以兩點

距離為直徑作過此兩點的圓、以不共線三點作圓或在圓上標點。我們盡量避免

了使用解析的方法。我們使用了這個工具證明了原題，並進一步作出兩點之中

點、三點作三角形之五心以及其他的相關結構的作法。且利用精準繪出長度的

方式，導出𝑎𝐴𝐵，𝑎𝜖{𝛼0 + ∑ 𝛼𝑖
∞
𝑖=1 √𝑖 + 1 |𝛼0、𝛼𝑖𝜖𝑄, 𝛼𝑖 ≠ 0 𝑓𝑜𝑟 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒𝑙𝑦 𝑚𝑎𝑛𝑦} 

並給出詳細證明。 

壹、研究動機 

在為了準備數學競賽而刷題的過程中，我們看到了原題，本題來源於 2023年

INMO(India National Mathematical Olympiad;印度數學奧林匹亞)的第六題

(見[1])：證明給定兩已知點，可以只利用工具「cyclos」作出以其中一點為圓

心並通過另一點的圓。我們後來決定延伸探討透過「cyclos」去找外心、內

心、重心、九點圓圓心、垂心等基本的心及相關結構，並嘗試了解其作圖的方

法。 

貳、研究目的 

一、利用工具「cyclos」，求出五心以及其他的相關結構的作法。 

參、研究設備及器材 

紙筆、Geogebra(見[6])。 

肆、研究過程及方法 

一、研究流程圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

發現 cyclos這個繪圖方式 

詳讀原題引理以及證明 

畫出五心 等角共軛、角平分 

畫出圓線交點 

從幾何圖形的方式繪製尺規能畫的圖 
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二、名詞定義與解釋 

（一）cyclos：(見[1])  

有一個工具「cyclos」，只允許我們做以下三件事： 

I. 給定三個不共線的點 𝐴、𝐵、𝐶，可以作通過此三點的圓，記

為(𝐴𝐵𝐶)。 

II. 給定兩點 𝐴 和 𝐵，則可以作通過此兩點且以兩點距離為直徑

的圓，記為 (𝐴𝐵) 

III. 在兩已知圓上標上其交點或在已知圓上標上一個新的點。 

（二）反演變換：(見[2]) 

為一種幾何變換，給定平面上一圓 𝑂 ，其半徑為 𝑟 ，對任意一點

 𝑃 ，若 𝑃′ 在 𝑂𝑃⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 上滿足 𝑂𝑃̅̅ ̅̅ × 𝑂𝑃′̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟2，則稱 𝑃′ 是 𝑃 關於圓 𝑂 的反

演點。(見圖(1) ) 

性質：給定一圖形 𝐹，令 𝐹 上所有點關於 𝑂 的反演點的集合為 𝐹′ ，

則稱 𝐹′ 為 𝐹 的反演像，以下為常見的反演結果： 

I. 過 𝑂 的直線 → 過 𝑂 的直線 

II. 過 𝑂 的圓 → 不過 𝑂 的直線 

III.不過 𝑂 的圓 → 不過 𝑂 的圓 

 

圖(1) 反演 

 

（三）交比：(見[2]) 

給定複平面上四點 z1、z2、z3、z4，則該四點的交比定義為 

以長度的方式切入 

證明出 cyclos精準畫出長度 
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(𝑧1, 𝑧2; 𝑧3, 𝑧4) =
(𝑧1 − 𝑧3)(𝑧2 − 𝑧4)

(𝑧1 − 𝑧4)(𝑧2 − 𝑧3)
 

性質：給定四點 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷，則反演後此四點的交比不變 

性質：共線四點 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 滿足 (𝐴, 𝐶; 𝐵, 𝐷) = −1 稱為調和點列 

性質：給定共線四點 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 以及不在線上的點 𝑃，則以下四個條  

件任兩個可以推出其他兩個: 

1. (𝐴, 𝐶; 𝐵, 𝐷) = −1 

2. 𝑃𝐶 平分 ∠𝐵𝑃𝐷 (外) 

3. 𝑃𝐴 平分 ∠𝐵𝑃𝐷 (內) 

4. 𝑃𝐴 ⊥ 𝑃𝐶 

性質：給定共圓四點 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 滿足 (𝐴, 𝐶; 𝐵, 𝐷) = −1，則該四點稱

為調和四邊形，以下為常見的調和四邊形： 

𝛥𝐴𝐵𝐶 中，𝐾 為共軛重心，𝐴𝐾 ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗與 (𝐴𝐵𝐶) 另一交點 𝐾𝐴 ，則

 𝐴,  𝐾𝐴, 𝐵, 𝐶為一調和四邊形 

性質：若圓 𝛤 上的四點 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 為一調和四邊形，則 𝛤 在𝐵, 𝐶 處切

線交在 𝐴𝐷⃡⃗⃗⃗  ⃗ 上 

 

 

      

（四）位似變換：(見[3]) 

位似變換是一種幾何變換，由一點 𝑆 和一個非零常數 𝜆 決定。𝑆 稱

為位似中心，而 𝜆 稱為位似比。位似變換滿足對任意點 𝑀，有 

𝑀 →  𝑆 + 𝜆𝑆𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 

（五）旋似變換：(見[2]) 

旋轉以及位似變換的合成。 

 

（六）完全四線形的密克點：(見[3]) 

給定平面上四條線 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, 𝑙4，令 𝑙𝑖 ∩ 𝑙𝑗 = 𝑙𝑖𝑗 ，其中 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤

4 ，則 

(𝑙12𝑙14𝑙24)、(𝑙12𝑙13𝑙23)、(𝑙13𝑙14𝑙34)、(𝑙24𝑙23𝑙34) 共於一點 𝑀。 

(見圖(2) ) 
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圖(2) 完全四線形的密克點 

 

（七）等角共軛點：(見[2]) 

平面上，設點 𝑃 是三角形 𝐴𝐵𝐶 平面上且不在三邊上的一點，作直線

 𝑃𝐴、𝑃𝐵 和 𝑃𝐶 分別關於角 𝐴、 𝐵 和 𝐶 的平分線的反射，這三條反

射線必然交於一點 𝑄 ，此時稱 𝑄 為 𝑃 關於三角形 𝐴𝐵𝐶 的等角共軛

點。(見圖(3) ) 

 

性質：令 𝑃1、𝑃2、𝑃3 是 𝑃 關於 𝐴𝐵𝐶 三邊的對稱點，則 𝑄 為

 (𝑃1𝑃2𝑃3)的圓心 

證明：注意到 𝐴 是 (𝑃𝑃2𝑃3) 的圓心且 𝐴𝑄 ⊥ 𝑃2𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ，故 𝐴𝑄 是 𝑃2𝑃3 的

中垂線，其餘類似，從而得證 

 
圖(3) 等角共軛點 

 

 

（八）對徑點： 

圓 𝑂 上一點 𝐴 關於 𝑂 的對稱點稱為 𝐴 在 𝑂 上的對徑點 
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（九）偽內切圓：(見[4]) 

ΔABC 中，存在一圓使得該圓在 (𝐴𝐵𝐶) 內且與 (𝐴𝐵𝐶)、𝐴𝐵、𝐴𝐶 相

切(令其為 𝜔𝐴)，稱 𝜔𝐴 為 𝐴 − 偽內切圓，類似的有 𝜔𝐵、 𝜔𝐶，令

 𝑇𝐴、 𝑇𝐵、 𝑇𝐶  分別為該三圓與 (𝐴𝐵𝐶) 之切點 

性質：𝛥𝐴𝐵𝐶 中，令 𝑁 為弧 𝐵𝐴𝐶 的中點，𝐼 為內心，𝐷 為內切圓與

𝐵𝐶 切點，則(見圖(4) ) 

1.  𝑇𝐴、𝐼、𝑁 共線 

2. Δ 𝑇𝐴𝐵𝐷 相似Δ 𝑇𝐴𝐴𝐶 

 

圖(4) 

 

（十）雞爪定理：(見[5]) 

𝛥𝐴𝐵𝐶 中，令 𝑀 為弧 𝐵𝐶 (不含 𝐴 )的中點，𝐼 為內心，𝐼𝐴 為 𝐴 −旁

心，則 𝐵、𝐼、𝐶、𝐼𝐴 四點共圓(見圖(5) ) 

 
圖(5) 

     （十一） 九點圓： 

          三角形𝛥𝐴𝐵𝐶中，其三邊的中點、三高的垂足、頂點到垂心的三條線          

段的中點共圓，並稱該圓為九點圓。 
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性質:九點圓圓心在歐拉線上，且是垂心與外心的中點。 

（十二） 旁心： 

𝛥𝐴𝐵𝐶中，一角之內角平分線和另外兩個角的外角平分線的交點稱

為該點所對之旁心。 

 

性質:三角形𝛥𝐴𝐵𝐶中，設內心為𝐼，𝐴 −旁心為𝐼𝐴，則𝐼、𝐼𝐴關於𝐵𝐶的

垂足關於𝐵𝐶中點對稱。 

（十三）cyclos數： 

       定義 cyclos 數為能用正整數和加減乘除以及根號表示之數。 

三、研究內容 

（一）原題(見[1]) 

敘述：給定兩點 𝐴、𝐵，可以作以 𝐴 為圓心、𝐴𝐵 為半徑的圓。 

證明：(引理證明見附錄) 

引理 1-1：給定不共線三點𝐴、𝐵、𝐶，則可繪出𝛥𝐴𝐵𝐶的九點圓。 

引理 1-2：給定兩點𝐴、𝐵，則可繪出𝐴𝐵的中點。 

引理 1-3：給定每三點皆不共線之四點𝐴、𝐵、𝐶、𝐷，則可以繪出𝐴𝐵⃡⃗⃗⃗  ⃗ ∩

𝐶𝐷⃡⃗⃗⃗  ⃗。 

引理 1-4：給定不共線三點𝐴、𝐵、𝐶，則可繪出𝛥𝐴𝐵𝐶的外心。 

引理 1-5：給定一圓𝛤，圓上一點𝐴，則可做𝐵使得𝐴𝐵為𝛤的切線。 

引理 1-6：給定一圓𝛤，圓上一點𝐴，一點𝐵不在𝛤上，則可做𝐶 = 𝐴𝐵⃡⃗⃗⃗  ⃗ ∈ 𝛤 ≠

𝐴。 

引理 1-7：給定不共線三點𝐴、𝐵、𝐶，則可繪出𝐴對𝐵𝐶⃡⃗⃗⃗  ⃗的對稱點𝐴′。 

引理 1-8：給定兩點𝐴、𝐵，則可做出𝐴對𝐵的對稱點𝐴′。 

所以半徑圓可作。(以下定義(𝐴, 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ )為以 A為圓心𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 為半徑的圓) 

 

（二）圓線交點 

敘述：給定一圓𝛤，其圓心為𝐴及給定𝐵、𝐶兩點，若𝛤和𝐵𝐶有交點則可以標

出其交點。 

引理 2-1：已知兩點 𝐴、𝐵，可做𝐶使得𝐶𝐴̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ，𝐴𝐶 = √𝑛 × 𝐴𝐵，n ∈

N。 

證明： 

如果𝑛 > 1，一直往右做對稱使得𝐴𝐵 = 𝐴1𝐵 = 𝐴2𝐴1 = ⋯ = 𝐴𝑛−2𝐴𝑛−1，如

圖所示，左方同理做對稱至𝐵𝑛，再做(𝐵1𝐴𝑛−1) ∩ (𝐵𝑛𝐵)於𝐶、𝐷兩點即為所

求。 

如果𝑛 = 1，由上可知𝑛 = 4成立，即𝐴𝐶 = 2，作𝐴𝐶中點即為所求。(見圖

(6)) 
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圖(6)，以𝑛 = 5為例子 

引理 2-2：給定𝐴、𝐵兩點，則可以做𝐶使得 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗   

證明：以𝐵為圓心，𝐴𝐵為半徑畫圓，令此圓為𝛤，在𝛤上取三點，其中不和

𝐴𝐵共線的點稱為𝐷，根據引理 1-8做𝐷對𝐵對稱𝐷′，再根據引理 1-2做𝐷、

𝐴中點𝐸，根據引理 1-3做𝐷′𝐸交𝐴𝐵於𝐶，因為𝐶是𝛥𝐴𝐷𝐷′的重心，所以

𝐴𝐶: 𝐶𝐵 = 2: 1，𝐶點即為所求。(見圖(7)) 

 

                 圖(7) 
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引理 2-3：給定不共線𝐴、𝐵、𝐶三點，則可以畫出𝐷使得𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗  

證明：根據引理 1-2做出𝐵𝐶的中點𝐸再根據引理 1-8做𝐴對𝐸的對稱點𝐷即

為所求。(見圖(8)) 

 
               圖(8) 

引理 2-4：給定一圓𝐶，圓心為𝐴，半徑為q，及一點異於圓心的點𝐵，線段

𝐴𝐵 = 𝑝，則可以做出一段線段長度為√𝑝2 + 4𝑞2，其中p >
4

3
𝑞。 

證明：在圓𝐶上取一點，根據引理 2-1，向外做對稱以畫出√12𝑞，再利用

引理 2-2畫出𝐹𝐷̅̅ ̅̅ =
√12

3
𝑞，再利用引理 2-3將此線段的一段移至𝐴點，若另

一端為𝑋，以𝐴𝑋為半徑，𝐴為圓心畫圓，交(𝐴𝐼)於𝐽，根據引理 1-8，做𝐽對

𝐴之對稱點𝐽′，𝐼𝐽′即為所求。(見圖(9)) 
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圖(9) 

回到原題，我們給出證明。 

情況一：𝐴、𝐵、𝐶不共線 

則根據引理 1-7可以做出𝐴對𝐵𝐶的對稱點𝐴′，並在圓上標一點𝐷，再以引理

2-3，做𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴′𝐸⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ，以𝐴′為圓心𝐴′𝐸為半徑畫圓交𝛤於𝐹、𝐺即為所求。(見圖

(10)) 

 

圖(10) 



12 
 

 
 

情況二：若𝐴、𝐵、𝐶共線（此時忽略𝐶點） 

證明一：依據引理 1-8做𝐵對𝐴的對稱點𝐵′，然後依據引理 2-4做出該線段

√𝑝2 + 4𝑞2，再以引理 2-3將該線段移至𝐵、𝐵′點並以它為半徑，分別以

𝐵、𝐵′為圓心畫圓交於𝐶、𝐷並以引理 2-1畫出√5𝑞並以引理 2-3移至𝐶、𝐷

兩點， 

以√5𝑞為半徑，𝐶、𝐷兩點為圓心畫圓交於𝐸、𝐹即所求。(見圖(11)) 

 

 

 

圖(11) 

證明二： 

引理 2-5：有一圓𝛤其圓心𝐴，一任意點𝐵，則可以做出𝐹使得𝐹為𝐵對𝛤的反

演點。 

證明：圓𝐴上任取 3點（避免取到𝐴𝐵上的點），令不和𝐴𝐵共線的點為𝐶，

𝐴𝐶中點為𝐷， 𝐴對𝐶對稱為𝐴′，做(𝐷𝐴′𝐵)，依據圓線交點情況一，做𝐹 =

(𝐷𝐴′𝐵)交𝐴𝐵即所求。 

因為𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 = 𝐴𝐷 × 𝐴𝐸 = 𝑟2，即證之。(見圖(12)、圖(13)) 
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圖(12) 

 

圖(13) 

 

回到原題，在𝛤上取三點，不和𝐴𝐵共線的點稱為𝐶，根據引理 1-8，做𝐴對

𝐶的對稱點𝐴′，𝐶對𝐴′做對稱點𝐶′，以𝐶′為圓心，𝐶′𝐴′為半徑畫圓𝛤′（也就

是做一個圓心不在直線𝐴𝐵的圓），將𝐴、𝐵、𝐵′做𝛤′的反演的三點做三點圓

𝛤1，再取圓𝛤上三個點做𝛤′的反演的三點做三點圓𝛤2，𝛤1𝛤2交於𝐹、𝐺，將

𝐹、𝐺做對圓𝛤′的反演點𝐹′、𝐺′，根據反演的性質，𝐹′、𝐺′即為所求。(見圖

(14)) 
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圖(14) 

（三）以基本圖形切入 

    1.內心 

敘述：給定三點𝐴、𝐵、𝐶，可以作𝛥𝐴𝐵𝐶之內心。(其中𝑂為𝛥𝐴𝐵𝐶的外心) 

證明： 

引理 3-1:給定𝛥𝐴𝐵𝐶，其三邊中點為𝑀𝐴、𝑀𝐵、𝑀𝐶；內心𝐼、𝑃、𝑄 ∈ 𝐵𝐼̅̅ ̅、

𝐶𝐼̅̅̅使得𝐶𝑃̅̅̅̅ ⊥ 𝐵𝐼̅̅ ̅,𝐵𝑄̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐶𝐼̅̅̅，則𝑃𝑄⃡⃗⃗⃗  ⃗即為𝐸𝐹⃡⃗⃗⃗  ⃗，並且𝑄，𝑃分別在𝑀𝐴𝑀𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑀𝐴𝑀𝐶

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

上。 

證明 3-1：由𝐵、𝑄、𝑃、𝐶在圓(𝑀𝐴,𝑀𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ )上，有∠𝑄𝑀𝐴𝐵 = 2∠𝐼𝐶𝐵 =

∠𝐴𝐵𝐶 = ∠𝑀𝐶𝑀𝐴𝐵，從而𝑀𝐴、𝑄、𝑀𝐶共線，同理有𝑀𝐴、𝑃、𝑀𝐵共線，得

證。(見圖(15)) 

2.由𝐼、𝑄、𝐹、𝐵共圓和𝐵、𝑄、𝑃、𝐶共圓，有∠𝐹𝑄𝐼 = 180° − ∠𝐼𝐵𝐹 =

180° − ∠𝐶𝐵𝑃 = 180° − ∠𝐼𝑄𝑃， 

從而𝐹、𝑄、𝑃共線，同理有𝐸、𝑄、𝑃共線，得證。 

 

圖(15) 
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(以下定義𝑋∗為𝑋的反演點) 

回到原題，令𝐻𝑎、𝐻𝑏、𝐻𝑐為𝐴、𝐵、𝐶至對邊的垂足，則𝐵、𝐶、𝐻𝑏、𝐻𝑐共

圓(因為∠𝐵𝐻𝑏𝐶=∠𝐵𝐻𝑐𝐶=90
𝑜)，且𝑃、𝑄 ∈ ( 𝐵、𝐶、𝐻𝑏、𝐻𝑐)(因為

∠𝐵𝑃𝐶=∠𝐵𝑄𝐶=90𝑜)，由引理 2-5可做𝑀𝑎𝑀𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 對(𝐴𝐵𝐶)的反演𝛤 =

(𝑂𝑀𝑎∗ 𝑀𝑐∗)(做𝑀𝑎、𝑀𝑐的中點後這三個點做反演)和( 𝐵、𝐶、𝐻𝑏、𝐻𝑐)對

(𝐴𝐵𝐶)的反演𝝉( 𝐵𝐶𝐻𝑏
∗𝐻𝑐

∗)，令𝑄1、𝑄2為𝛤 ∩τ，做𝑄1
∗、𝑄2

∗，由引理 3-

1𝑄1
∗、𝑄2

∗中必有一個在𝐶𝐼̅̅̅上，取該點後同理可做(引理 3-1)𝑃，又𝑃𝑄⃡⃗⃗⃗  ⃗即為

𝐸𝐹⃡⃗⃗⃗  ⃗，根據引理 1-3可以做出𝐸𝐹⃡⃗⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，同理做出其他邊在引理 1-4畫

出這三點外心即為所求。 

 
圖(16) 

    2.垂心 

敘述：給定三點𝐴、𝐵、𝐶，可以作𝛥𝐴𝐵𝐶之垂心。 

引理 3-2：給定三點𝐴、𝐵、𝐶，𝛥𝐴𝐵𝐶的垂心是其三垂足構成之三角形的內

心。 

證明：∵ 𝐹𝐻𝐷𝐵、𝐷𝐻𝐸𝐶、𝐹𝐸𝐶𝐵共圓∴ ∠𝐹𝐷𝐻 = ∠𝐹𝐵𝐻 = ∠𝐹𝐵𝐸 = ∠𝐹𝐶𝐸 =

∠𝐻𝐶𝐸 = ∠𝐻𝐷𝐸，可知𝐷𝐻平分∠𝐹𝐷𝐸，其他同理，故𝐻是𝛥𝐷𝐸𝐹的內心。(見

圖(17)) 



16 
 

 
 

 

圖(17) 

    回到原題，畫出𝐷 = (𝐴𝐵) ∩ (𝐴𝐶) ≠ 𝐴、𝐸 = (𝐴𝐵) ∩ (𝐵𝐶) ≠ 𝐵、𝐹 = (𝐵𝐶) ∩

         (𝐴𝐶) ≠ 𝐶，由第一個證明畫出𝛥𝐷𝐸𝐹之內心即可證之。 

3.內切圓 

敘述：給定三點𝐴、𝐵、𝐶，可以作𝛥𝐴𝐵𝐶之內切圓。 

證明一：令𝐷 = (𝐼𝐵) ∩ (𝐼𝐶) ≠ 𝐼，類似的，也可作出𝐸、𝐹，作𝐷𝐸𝐹外接圓

即為𝛥𝐴𝐵𝐶之內切圓。(見圖(18)) 

 

圖(18) 

 

證明二：(見圖(19)) 

令𝑀、𝑁是弧𝐵𝐶、弧𝐵𝐴𝐶的中點，𝑇𝐴 是 𝐴 − 偽內切圓切點 

引理 3-3：𝛥𝐴𝐵𝐶中，𝛤 = (𝐴𝐵𝐶)，令𝑆 = (𝐴𝐼) ∩ 𝛤 ≠ 𝐴，則𝐷 ∈ (𝑆𝐼𝑇𝐴) ∩ 𝐵𝐶  

證明： 

引理 3-4：令𝐷𝐸𝐹為𝛥𝐴𝐵𝐶與其內切圓的三個切點，𝑃 ∈ 𝐸𝐹使得𝐷𝑃 ⊥ 𝐸𝐹，

則𝐼、𝑃、𝑆共線。 

證明 3-4：對內切圓反演，則𝛤 → 𝛥𝐷𝐸𝐹的九點圓，令此圓為𝜔，而𝐴 → 𝐸𝐹 

中點，故𝑆為𝜔、𝐸𝐹交點(非中點)即𝑃。 

引理 3-5：𝐷𝑃平分∠𝐵𝑃𝐶 
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證明：令𝐺 = 𝐸𝐹 ∩ 𝐵𝐶，則(𝐺, 𝐷; 𝐵, 𝐶) = −1且𝐺𝑃 ⊥ 𝑃𝐷，由調和性質可知

𝐷𝑃平分∠𝐵𝑃𝐶     

故𝛥𝐵𝐹𝑃～𝛥𝐶𝐸𝑃，可知
𝐹𝑃

𝑃𝐸
=

𝐵𝑃

𝑃𝐶
=

𝐵𝐷

𝐷𝐶
（式一） 

 回到原題，考慮旋似變換𝑅：(𝐴𝐼) → (𝐴𝐵𝐶)，則由式一，𝛥𝑆𝐸𝐹 ∪

｛Ｐ｝～𝛥𝑆𝐵𝐶 ∪｛𝐷｝，但𝑆、𝑃、𝐼共線，故𝑆、𝐷、𝑀共線，則由𝐼𝐷 ∥

𝑀𝑁可知∠𝑆𝐷𝐼 = ∠𝑆𝑀𝑁 = ∠𝑆𝑇𝐴𝐼，即𝑆、𝐼、𝐷、𝑇𝐴共圓。 

 
圖(19) 

 

4.角平分線交點 

敘述：給定三點𝐴、𝐵、𝐶，可以作∠𝐵𝐴𝐶平分線和𝐵𝐶的交點𝐿 

 證明：令𝑀是弧𝐵𝐶 (不含𝐴)的中點則由𝛥𝐵𝑇𝐴𝐷～𝛥𝐴𝑇𝐴𝐶，可知∠𝐵𝐷𝑇𝐴 =

∠𝐴𝐶𝑇𝐴 = ∠𝐿𝑀𝑇𝐴，即𝐷、𝐿、𝑀、𝑇𝐴共圓。(見圖(20)) 

 

圖(20) 

 

5.旁心、旁切圓 
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敘述：給定三點𝐴、𝐵、𝐶，可以作𝛥𝐴𝐵𝐶之旁心、旁切圓。 

證明：作𝐼關於𝑀的對稱點即旁心 𝐼𝐴(由雞爪定理)，作𝐷關於𝐵𝐶中點對稱點

𝑋，則𝐵𝐷 = 𝐶𝑋且此時易知𝑋為旁切圓和𝐵𝐶切點，故旁切圓為以 𝐼𝐴 為圓

心，𝐼𝐴 與𝑋的距離為半徑的圓。(見圖(21)) 

 
圖(21) 

 

6.等角共軛點 

 敘述：給定𝛥𝐴𝐵𝐶、一點𝑃，則可以做𝑃的等角共軛點𝑄。 

 證明：作𝑃關於𝐵𝐶、𝐶𝐴、𝐴𝐵的對稱點𝑃1、𝑃2、𝑃3，則𝑄是圓𝑃1𝑃2𝑃3的圓 

心。 

     

   7.重心 

 證明一： 

 由於可做𝛥𝐴𝐵𝐶三邊中點𝑀𝐴、𝑀𝐵、𝑀𝐶，現考慮完全四線形

         {𝐴𝐵̅̅ ̅̅ , 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ , 𝐴𝑀𝐴
̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐶𝑀𝐶

̅̅ ̅̅ ̅̅ }，考慮𝑀 = (𝐴𝐵𝑀𝐴) ∩ (𝐵𝐶𝑀𝐶)，則𝑀是該完全四線形之   

    密克點，又顯然𝐺 = 𝐴𝑀𝐴
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∩ 𝐶𝑀𝐶

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，故做𝐺 = (𝑀𝐴𝑀𝐶) ∩ (𝑀𝐶𝑀𝐴)即為所求 

(見圖(22)) 
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圖(22) 

 

    證明二： 

        宣稱：可作共軛重心𝐾 

        證明：請看下面的圖形： 

 

        引理 3-6：可以做以√𝐴𝐵 × 𝐴𝐶為半徑，𝐴為圓心的圓 

        證明：令內心、𝐴所對的旁心分別為𝐼、𝐼𝐴，𝐼′為𝐼對𝐴做對稱，做(𝐼𝐴𝐼′)並過𝐴

做𝐼𝐴𝐼′的垂線交(𝐼𝐴𝐼′)於𝑇、𝑇′，由 𝛥𝐴𝐼𝐵~𝛥𝐴𝐶𝐼𝐴 及 𝛥𝐴𝐼′𝑇~𝛥𝐴𝑇𝐼𝐴，

可得𝐴𝑇
2
= 𝐴𝐼′ × 𝐴𝐼𝐴 = 𝐴𝐼 × 𝐴𝐼𝐴 = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶，故做以𝐴為中心，𝐴𝑇

為半徑的圓即為所求。 

         𝕀 是以√𝐴𝐵 × 𝐴𝐶為半徑𝐴為中心的反演變換，而 ℝ 是以∠𝐵𝐴𝐶的平分線為 

        對稱軸的對稱變換。以下考慮 𝜙 = 𝕀 ∘ ℝ 

 

        引理 3-7：𝜙（（𝐵𝑂𝐶）） = （𝐵𝐻𝐶） (見圖(23)) 

        證明：令𝐴關於對徑點𝐴′，因為(𝑂,𝐻)為等角共軛點對 

        故𝐴𝑂、𝐴𝐻關於∠𝐵𝐴𝐶為等角線而𝐴′ ∈ （𝐴𝐵𝐶），於是𝜙(𝐴′) ∈ 𝐴𝐻 ∩  𝜙(𝐴′) 

        ∈ 𝐵𝐶，故令𝐴𝐻 ∩ 𝐵𝐶於𝐻1，則𝜙(𝐴′) = 𝐻1又𝑂是𝐴𝐴′中點，所以𝜙（𝑂）為𝐴 

        關於𝐵𝐶對稱，即𝜙（𝑂） ∈ （𝐵𝐻𝐶），故 

        𝜙((𝐵𝑂𝐶)) = (𝜙（𝐵）𝜙（𝑂）𝜙（𝐶）)=(𝐵𝐻𝐶)。 

 
圖(23) 
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        引理 3-8：令𝐶1、𝐶2分別是過𝐴且和𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 相切於𝐵、𝐶的圓，令 

    𝐻𝐴 = 𝐶1 ∩ 𝐶2 ≠ 𝐴，則𝐻𝐴 ∈ （𝐵𝐻𝐶） ∩ （𝐴𝐻） ≠ 𝐻。(見圖(24)) 

        證明二：考慮變換𝜙，則由𝐻𝐴之定義易知 

        𝜙(𝐻𝐴) = 𝑇 ∈ （𝐵𝑂𝐶），其中 𝑇 為 𝐵、𝐶 在 (𝐴𝐵𝐶) 切線的交點，故由引理 

   3-7知HA ∈ （𝐵𝐻𝐶），又∠𝐻𝐴𝐻𝐶 = ∠𝐻𝐴𝐵𝐶 = ∠𝐻𝐴𝐴𝐵 = ∠𝐻𝐴𝐴𝐸，所以 

      𝐻𝐴 ∈ （𝐴𝐻）。 

 

圖(24) 

 

         回到原題，令 𝐶𝐾 與 (𝐴𝐵𝐶) 另一交點為 𝐾𝐶  ，𝐴𝐾 交 𝐵𝐶 於 𝐾1，𝐷 為 𝐵𝐶 中 

點，𝐴𝐷 與 (𝐴𝐵𝐶) 另一交點為 𝐻𝐴′，由於 𝐶𝐾𝐶𝐴𝐵 是 (𝐴𝐵𝐶) 上的調和四邊 

形，故 

         -1=(𝐶, 𝐾𝐶; 𝐴, 𝐵) = （𝐶𝐶 ∩ 𝐴𝐾, 𝐶𝐾𝐶 ∩ 𝐴𝐾; 𝐶𝐴 ∩ 𝐴𝐾, 𝐶𝐵 ∩ 𝐴𝐾）=(𝑇, 𝐾; 𝐴, 𝐾1) 

         (其中 𝐶𝐶 為 (𝐴𝐵𝐶) 在 C 處切線)又反演有保交比之性質故 

         -1=(𝑇, 𝐾; 𝐴, 𝐾1) = (𝜙(𝑇), 𝜙(𝐾);𝜙(𝐴), 𝜙(𝐾1)) = (𝐻𝐴, 𝜙（𝐾）;∞𝐴𝑀 , 𝐻𝐴′)， 

                   於是𝐻𝐴 𝐻𝐴
′= 𝐻𝐴

′𝜙(𝐾)，而由於可作𝐻，故可作 

   𝐻𝐴 = (𝐵𝐻𝐶) ∩ (𝐴𝐻) ≠ 𝐻，又因𝐻𝐴 ∈ (𝐵𝐻𝐶)且 𝐻𝐴
′ ∈ (𝐴𝐵𝐶) ，於是 

  𝐻𝐴
′  為𝐻𝐴關於 𝐷 之對稱，從而 𝐻𝐴

′  可做，故𝜙（𝐾）可做（即𝐻𝐴關於 𝐻𝐴
′  之對 

稱點），最後由引理 1-7且可做線外一點關於一線之對稱點，所以𝐾可做，

接著做等角共軛點即可得𝐺。(見圖(25)) 
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圖(25) 

(四)繪製𝑄1 + 𝑄2√𝑄3 (𝑄1、𝑄2、𝑄3 ∈ 𝑄) 

敘述：給定𝐴、𝐵兩點，則可以作出長度為𝑎𝐴𝐵，𝑎𝜖{𝛼0 + ∑ 𝛼𝑖
∞
𝑖=1 √𝑖 + 1 |𝛼0、

𝛼𝑖𝜖𝑄, 𝛼𝑖 ≠ 0 𝑓𝑜𝑟 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒𝑙𝑦 𝑚𝑎𝑛𝑦 ”𝑖”𝑠} 

引理 4-1：給定𝐴、𝐵兩點，則可做𝐶使得𝑛𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗，𝑛 ∈ 𝑁。 

以𝐴為圓心𝐴𝐵為半徑畫圓，取三點，令不和𝐴𝐵共線的點為𝐷，依據引理 1-

8，一直做𝐴對稱𝐷的點𝐴1、𝐴2 …使得最後一個點為𝐴𝑛，以引理 2-3做

𝐴𝑛𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴1𝐸⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗，再以引理 1-3做𝐴1𝐸⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗交𝐴𝐵於𝐶即為所求。(見圖(26)) 

 
圖(26) 

引理 4-2：給定相異𝐴、𝐵、𝐶三點，則可以做出長度√𝐴𝐵 × √𝐴𝐶。 

證明：以𝐴為圓心、𝐴𝐶為半徑畫圓Γ，依據「圓線交點」畫出𝐷使得𝐷為Γ交直線

𝐴𝐵且不在線段𝐴𝐵上，做(𝐵𝐶)，作𝐵對𝐴的對稱點𝐵′、𝐷對𝐴的對稱點𝐷′，作

(𝐵𝐷)、(𝐵′𝐷′)交於𝐺、𝐻兩點，𝐴𝐺、𝐴𝐻即為所求(見圖(27)) 
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圖(27) 

回到原題，𝑎𝐴𝐵，𝑎𝜖{𝛼0 + ∑ 𝛼𝑖
∞
𝑖=1 √𝑖 + 1 |𝛼0、𝛼𝑖𝜖𝑄, 𝛼𝑖 ≠

0 𝑓𝑜𝑟 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒𝑙𝑦 𝑚𝑎𝑛𝑦  "𝑖"𝑠} 

可以簡化成分母為整數，又每段都可以利用繪出√𝑛後根據引理 2-3相加，故得

證。 

 

伍、結論 

1. cyclos 能做出許多圖形，包含了九點圓、內切圓、外切圓、半徑

圓、重心、角平分線、等角共軛等等。 

2. cyclos能畫出指定長度，也就是cyclos數。 

陸、未來展望 

cyclos 經過我們沒日沒夜的研究後，終於做出許多我們滿意的圖形，例

如五花八門的圓和三角形的關係、單一角的變化等等，雖然不能自由的

用尺讓人有點抓狂，但是最後終於利用時間，繪出很多很多的圖形讓人

有一種無法形容的舒暢，也希望以後能做出更多意想不到的圖形。 

柒、附錄 

一、原題引理證明(見[1]) 

引理 1-1：給定不共線三點𝐴、𝐵、𝐶，則可繪出𝛥𝐴𝐵𝐶的九點圓。 

證明 1-1:做(𝐴𝐵)、(𝐴𝐶)，取其異於𝐴的交點𝐸、另外兩邊同理做

𝐷、𝐹，因為九點圓通過三邊中垂、做(𝐷𝐸𝐹)即所求(見圖(28)) 
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圖(28) 

引理 1-2：給定兩點𝐴、𝐵，則可繪出𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 的中點。 

證明 1-2：畫出(𝐴𝐵)，在(𝐴𝐵)上取一點𝐶，再做(𝐵𝐶)，在(𝐵𝐶)上取異於

𝐵、𝐶且對𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 垂足不一樣的點為𝐷、𝐸、𝐾，做𝛥𝐴𝐷𝐵、𝛥𝐴𝐵𝐸、𝛥𝐴𝐵𝐾的九點

圓交於𝐽即所求(見圖(29)) 

 

圖(29) 

引理 1-3：給定每三點皆不共線之四點𝐴、𝐵、𝐶、𝐷，則可以繪出𝐴𝐵⃡⃗⃗⃗  ⃗∩

𝐶𝐷⃡⃗⃗⃗  ⃗。 

證明 1-3：作(𝐴𝐶)、並取一點(這個點不能在𝐴𝐵⃡⃗⃗⃗  ⃗或𝐶𝐷⃡⃗⃗⃗  ⃗)上，所以最多會取到

五個)然後做這一點對𝐴𝐵⃡⃗⃗⃗  ⃗、𝐶𝐷⃡⃗⃗⃗  ⃗的垂足，做這三點的圓。重複此步驟兩(或

三次以避免這三個圓共軸)次，取這三個圓的交點𝑁即所求。(見圖(30)) 
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圖(30) 

引理 1-4：給定不共線三點𝐴、𝐵、𝐶，則可繪出𝛥𝐴𝐵𝐶的外心。 

證明 1-4：根據引理 1-2畫出𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 中點𝐷、𝐸、𝐹，再做(𝐴𝐷𝐹)、

(𝐵𝐷𝐸)、(𝐶𝐹𝐸)交點即所求(見圖(31)) 

 

圖(31) 

引理 1-5：給定一圓𝛤，圓上一點𝐵，則可做𝐺使得𝐺𝐵̅̅ ̅̅ 為𝛤的切線。 

證明 1-5：根據引理 1-4畫出圓心𝐴，再在圓𝛤取一點𝐶，取一點𝐷，做

(𝐴𝐵𝐶)、(𝐴𝐷)並取其異於𝐴的交點𝐸(若無此點，再取兩次依據鴿籠原理會

取到符合的點)，再根據引理 1-2得到𝐹為𝐵、𝐶中點，根據引理 1-3做

𝐷𝐸⃡⃗⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐴𝐹⃡⃗⃗⃗  ⃗於𝐺即所求(見圖(32)) 



25 
 

 
 

 

圖(32) 

引理 1-6：給定一圓𝑂，圓上一點𝐵，一點𝐴不在𝛤上，則可做𝐹 = 𝐴𝐵⃡⃗⃗⃗  ⃗ ∈ 𝛤 ≠

𝐵。 

證明 1-6：根據引理 1-5做𝐾使得𝐵𝐾⃡⃗⃗⃗  ⃗為圓𝑂過𝐵的切線，做O對𝐴𝐵⃡⃗⃗⃗  ⃗的垂足

𝐶((𝐴𝑂) ∩ (𝐵𝑂))，根據引理 1-3做𝐵𝐾⃡⃗⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐶𝑂⃡⃗⃗⃗  ⃗於𝐷，做(𝐵𝐷𝑂) ∩圓𝑂異於𝐵的

點於𝐹即為所求。(見圖(33)) 

 

圖(33) 

引理 1-7：給定不共線三點𝐴、𝐵、𝐶，若𝛥𝐴𝐵𝐶不為直角三角形，則可繪出

𝐴對𝐵𝐶⃡⃗⃗⃗  ⃗的對稱點𝐴′。 

證明 1-7：做𝛥𝐴𝐵𝐶的垂心𝐷(利用各邊直徑圓交點找各邊垂足後利用引理

1-3得出)，做(𝐷𝐵𝐶)  ∩ 𝐴𝐷⃡⃗⃗⃗  ⃗即所求。(見圖(34)) 
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圖(34) 

引理 1-8：給定兩點𝐴、𝐵，則可做出𝐴對𝐵的對稱點𝐴′。 

證明 1-8：做(𝐴𝐵)，依據引理 1-5畫出不同的兩點𝐶、𝐷使得𝐵𝐷⃡⃗⃗⃗  ⃗、𝐵𝐶⃡⃗⃗⃗  ⃗切圓

於𝐵，再根據引理 1-7畫出𝐴對𝐶𝐷⃡⃗⃗⃗  ⃗的對稱𝐴′即所求。(見圖(35)) 

 
圖(35) 
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【評語】050416  

本作品探討一種作圖法 cyclos：給定平面上三點，可做通過此三點

的圓；給定平面上二點，可做以此二點為直徑的圓；在兩個已知圓

上標上交點或在已知圓上標上一個新的點。利用此作圖法，作者能

畫出五心、九點圓等幾何項目，也可標記 p+q√r  的長度。過程中

適當應用反演變換及交比等工具。可惜的是，此方法與圓規直尺作

圖類似，作品創新不多。 
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