
中華民國第 63 屆中小學科學展覽會 

作品說明書 
 

高中組 數學科 
 

 

050414 

Stewart's Theorem 的推廣及相關探討 
   

學校名稱：國立彰化高級中學 

作者： 指導老師： 

高二 黃品嘉 

高二 楊子頡 

 

 

龔詩尹 

楊昌宸 

 

 

關鍵詞：Stewart' sTheorem、德．斯路斯蚌線、反演 



1 
 

摘要 

本文主要探討：在頂角為∠𝐴𝐴、腰長為𝐴𝐴𝐴𝐴���� = 𝑙𝑙的等腰三角形𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，給定𝑡𝑡， 

滿足
𝑃𝑃𝐴𝐴

2
−𝑙𝑙2

𝑃𝑃𝐴𝐴×𝑃𝑃𝐴𝐴
= ±𝑡𝑡的所有𝑃𝑃點的軌跡方程式及圖形，我們得知： 

一 𝑡𝑡 = 1時，其圖形為直線𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ 與△ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴外接圓的聯集。 

二 0 < 𝑡𝑡 < csc �𝐴𝐴
2
�，但𝑡𝑡 ≠ 1時，其圖形為兩圓：圓𝐴𝐴1、圓𝐴𝐴2。 

若設圓𝐴𝐴是以𝐴𝐴為圓心；𝑙𝑙為半徑的圓，則圓𝐴𝐴1對圓𝐴𝐴的反演是圓𝐴𝐴2。 

三 𝑡𝑡 = 0或csc �𝐴𝐴
2
�時，其圖形為一圓。 

四 
𝑃𝑃𝐴𝐴

2
−𝑙𝑙2

𝑃𝑃𝐴𝐴×𝑃𝑃𝐴𝐴
= 𝑡𝑡對圓𝐴𝐴的反演為

𝑃𝑃𝐴𝐴
2
−𝑙𝑙2

𝑃𝑃𝐴𝐴×𝑃𝑃𝐴𝐴
= −𝑡𝑡。 

 
再者，我們研究等腰梯形的情況，其圖形為圓與形似「德．斯路斯蚌線」的聯集。我們

說明等腰三角形是等腰梯形的極限狀況。 

更一般地，我們探討任意三角形，得知其圖形為圓與雙曲線的聯集。 

壹、 研究動機 

數學專題課中，我們研讀了𝑆𝑆𝑡𝑡𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑡𝑡′𝑠𝑠 𝑇𝑇ℎ𝑆𝑆𝑒𝑒𝑆𝑆𝑒𝑒𝑒𝑒，對於其中邊長之間的恆等式，雖然證明不

難，但卻令我們印象深刻。我們改變了其中的條件加以推廣。 

貳、 研究目的 

一、在等腰三角形中推廣𝑆𝑆𝑡𝑡𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑡𝑡′𝑠𝑠 𝑇𝑇ℎ𝑆𝑆𝑒𝑒𝑆𝑆𝑒𝑒𝑒𝑒，並引進參數𝑡𝑡加以研究。 
二、探討𝑆𝑆𝑡𝑡𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑡𝑡′𝑠𝑠 𝑇𝑇ℎ𝑆𝑆𝑒𝑒𝑆𝑆𝑒𝑒𝑒𝑒在等腰梯形及任意三角形中的形式。 
三、利用𝐺𝐺𝑆𝑆𝑒𝑒𝐺𝐺𝑆𝑆𝐺𝐺𝑆𝑆𝑆𝑆觀察方程式，並對圖形加以分析，做出結論。 

參、 研究設備及器材 

筆、紙、𝐺𝐺𝑆𝑆𝑒𝑒𝐺𝐺𝑆𝑆𝐺𝐺𝑆𝑆𝑆𝑆、𝑊𝑊𝑒𝑒𝑙𝑙𝑊𝑊𝑆𝑆𝑆𝑆𝑒𝑒 𝐴𝐴𝑙𝑙𝑙𝑙ℎ𝑆𝑆。 
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肆、 研究過程與方法 

一、 文獻探討 

 

    在參考文獻一中，有一定理：𝑆𝑡𝑒𝑤𝑎𝑟𝑡′𝑠 𝑇ℎ𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚(史都華定理，又稱斯圖爾特定理) 

在一三角形𝑨𝑩𝑪的邊𝑩𝑪上任取一點𝑷，則 

𝑷𝑨
𝟐

−
𝑷𝑪 × 𝑨𝑩

𝟐
+ 𝑷𝑩 × 𝑨𝑪

𝟐

𝑷𝑩 + 𝑷𝑪
= −𝑷𝑩 × 𝑷𝑪 

此定理說明了𝑃𝐴、𝑃𝐵、𝑃𝐶、𝐴𝐵及𝐴𝐶之間的關係。 

若𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 𝑙，則𝑃𝐴
2

− 𝑙2 = −𝑃𝐵 × 𝑃𝐶。 

我們將𝑃點任意移動，去探討𝑃𝐴、𝑃𝐵、𝑃𝐶及𝑙之 

間的關係。 
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二、 𝑃點在直線𝐵𝐶 ⃡    上 

 

定理 1 

   等腰三角形𝑨𝑩𝑪的底邊𝑩𝑪所在的直線上取一點𝑷，設𝑨𝑩 = 𝑨𝑪 = 𝒍，則 

(一). 若𝑷在線段𝑩𝑪上，則𝑷𝑨
𝟐

− 𝒍𝟐 = −𝑷𝑩 × 𝑷𝑪 

(二). 若𝑷在直線𝑩𝑪 ⃡  上，但不在線段𝑩𝑪上，則𝑷𝑨
𝟐

− 𝒍𝟐 = 𝑷𝑩 × 𝑷𝑪。 

 

證明： 

(一). 𝑃在線段𝐵𝐶上，如 。 

利用餘弦定理可知： 

cos 𝜃 =
𝑃𝐴

2
+𝑃𝐵

2
−𝑙2

2𝑃𝐴×𝑃𝐵
，  

cos(180° − 𝜃) =
𝑃𝐴

2
+𝑃𝐶

2
−𝑙2

2𝑃𝐴×𝑃𝐶
  

利用cos 𝜃 = − cos(180° − 𝜃)的性質， 

可得𝑃𝐶 (𝑃𝐴
2

+ 𝑃𝐵
2

− 𝑙2) = −𝑃𝐵 (𝑃𝐴
2

+ 𝑃𝐶
2

− 𝑙2) 

整理成(𝑃𝐵 + 𝑃𝐶) (𝑃𝐴
2

+ 𝑃𝐵 × 𝑃𝐶) = (𝑃𝐵 + 𝑃𝐶) ⋅ 𝑙2 

可得𝑃𝐴
2

− 𝑙2 = −𝑃𝐵 × 𝑃𝐶。得證。 

 

(二). 𝑃在直線𝐵𝐶 ⃡  ，且𝑃在𝐵𝐶左側(右側證明方法相同)，如 。 

利用餘弦定理兩次可知： 

𝑐𝑜𝑠 𝜃 =
𝑃𝐴

2
+ 𝑃𝐵

2
− 𝑙2

2𝑃𝐴 × 𝑃𝐵
=

𝑃𝐴
2

+ 𝑃𝐶
2

− 𝑙2

2𝑃𝐴 × 𝑃𝐶
 

可得𝑃𝐶 (𝑃𝐴
2

+ 𝑃𝐵
2

− 𝑙2) = 𝑃𝐵 (𝑃𝐴
2

+ 𝑃𝐶
2

− 𝑙2) 

整理成(𝑃𝐶 − 𝑃𝐵) (𝑃𝐴
2

− 𝑃𝐵 × 𝑃𝐶) = (𝑃𝐶 − 𝑃𝐵)𝑙2 

可得𝑃𝐴
2

− 𝑙2 = 𝑃𝐵 × 𝑃𝐶。得證。 
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三、 𝑃𝐴
2

− 𝑙2 = ±𝑃𝐵 × 𝑃𝐶 

 

    在前一小節，我們知道若𝑃點在等腰三角形的底邊𝐵𝐶̅̅ ̅̅

所在的直線上，假設𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑙，則 
𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2−𝑙2

𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ×𝑃𝐶̅̅ ̅̅
 的可能值為

±1。 

    那反過來，
𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2−𝑙2

𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ×𝑃𝐶̅̅ ̅̅
= 1或 

𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2−𝑙2

𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ×𝑃𝐶̅̅ ̅̅
= −1時，其𝑃點軌跡為

何？我們將𝐴、𝐵、𝐶、𝑃座標化，假設 

∠𝐵𝐴𝐶 = 𝜃，𝐴點座標為(0,0)、𝐵 = (−𝑙 sin
𝜃

2
, −𝑙 cos

𝜃

2
)、

𝐶 = (𝑙 sin
𝜃

2
, −𝑙 cos

𝜃

2
)及𝑃 = (𝑥, 𝑦)，如 ， 

則： 

𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2 − 𝑙2

𝑃𝐵̅̅ ̅̅ × 𝑃𝐶̅̅ ̅̅
=

𝑥2 + 𝑦2 − 𝑙2

√(𝑥 + 𝑙 sin
𝜃
2
)

2

+ (𝑦 + 𝑙 cos
𝜃
2
)

2

× √(𝑥 − 𝑙 sin
𝜃
2
)

2

+ (𝑦 + 𝑙 cos
𝜃
2
)

2
 

                  =
𝑥2 + 𝑦2 − 𝑙2

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑙2 + 2𝑥𝑙 sin
𝜃
2

+ 2𝑦𝑙 cos
𝜃
2

× √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑙2 − 2𝑥𝑙 sin
𝜃
2

+ 2𝑦𝑙 cos
𝜃
2

 

若
𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2−𝑙2

𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ×𝑃𝐶̅̅ ̅̅
= 1時(𝑥2 + 𝑦2 − 𝑙2 > 0)， 

平方可得 

(𝑥2 + 𝑦2 − 𝑙2)2 = (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑙2 + 2𝑦𝑙 cos
𝜃

2
)2 − (2𝑥𝑙 sin

𝜃

2
)2 

⇒ (𝑥2 + 𝑦2)2 + 𝑙4 − 2𝑙2(𝑥2 + 𝑦2) 

      = (𝑥2 + 𝑦2)2 + 2(𝑙2 + 2𝑦𝑙 cos
𝜃

2
)(𝑥2 + 𝑦2) + (𝑙2 + 2𝑦𝑙 cos

𝜃

2
)

2

− (2𝑥𝑙 sin
𝜃

2
)

2

 

⇒ 4(𝑙2 + 𝑦𝑙 cos
𝜃

2
)(𝑥2 + 𝑦2) − 4𝑙2 sin2

𝜃

2
𝑥2 + 4𝑙2 cos2

𝜃

2
𝑦2 + 4𝑙3 cos

𝜃

2
𝑦 = 0 

⇒ 4(𝑙2 + 𝑦𝑙 cos
𝜃

2
)(𝑥2 + 𝑦2) − 4𝑙2 sin2

𝜃

2
(𝑥2 + 𝑦2) + 4𝑙2𝑦2 + 4𝑙3 cos

𝜃

2
𝑦 = 0 

⇒ 4(𝑙2 cos2
𝜃

2
+ 𝑦𝑙 cos

𝜃

2
)(𝑥2 + 𝑦2) + 4𝑙2𝑦(𝑦 + 𝑙 cos

𝜃

2
) = 0 

⇒ 4 (𝑦 + 𝑙 cos
𝜃

2
) [𝑙 cos

𝜃

2
(𝑥2 + 𝑦2) + 𝑙2𝑦] = 0 

左右同除以4𝑙 cos
𝜃

2
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⇒ (𝑦 + 𝑙 cos
𝜃

2
) [𝑥2 + 𝑦2 + (

𝑙

cos
𝜃
2

)𝑦] = 0 

⇒  𝑦 + 𝑙 cos
𝜃

2
= 0 或𝑥2 + 𝑦2 + (

𝑙

cos
𝜃
2

) 𝑦 = 0 

而𝑦 + 𝑙 𝑐𝑜𝑠
𝜃

2
= 0是直線𝐵𝐶 ⃡    ，𝑥2 + 𝑦2 + (

𝑙

cos
𝜃

2

) 𝑦 = 0為△ 𝐴𝐵𝐶的外接圓。 

然而這兩個圖形需滿足𝑥2 + 𝑦2 − 𝑙2 > 0，即在以𝐴為圓心、𝑙為半徑的圓的外部。 

△ 𝐴𝐵𝐶的外接圓之最低點為(0,
−𝑙

cos
𝜃

2

)落在𝑥2 + 𝑦2 = 𝑙2的外部，如 ： 

 

所以滿足
𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2−𝑙2

𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ×𝑃𝐶̅̅ ̅̅
= 1的所有點𝑃落在「直線𝐵𝐶 ⃡    上，但不在線段𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 中」及 

「 △ 𝐴𝐵𝐶的外接圓上的弧𝐵𝐶上(不包含𝐵、𝐶兩點)」 。 

另一方面，若
𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2−𝑙2

𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ×𝑃𝐶̅̅ ̅̅
= −1時(𝑥2 + 𝑦2 − 𝑙2 < 0)，平方化簡後可得到相同方程式： 

 𝑦 + 𝑙 𝑐𝑜𝑠
𝜃

2
= 0或 𝑥2 + 𝑦2 + (

𝑙

cos
𝜃

2

) 𝑦 = 0。 

但其軌跡必須在𝑥2 + 𝑦2 = 𝑙2的內部，所以滿足
𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2−𝑙2

𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ×𝑃𝐶̅̅ ̅̅
= −1的所有點𝑃落在 

「線段𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 」及「 △ 𝐴𝐵𝐶的外接圓的弧𝐵𝐴𝐶上(不包含𝐴、𝐵、𝐶三點)」。 
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接下來我們還要證明； 

△ 𝑨𝑩𝑪的外接圓上的弧𝑩𝑪上的所有點(不包含𝑩、𝑪兩點)皆滿足
𝑷𝑨̅̅ ̅̅ 𝟐−𝒍𝟐

𝑷𝑩̅̅ ̅̅ ×𝑷𝑪̅̅ ̅̅
= 𝟏，且在

弧𝑩𝑨𝑪上的所有點(不包含𝑨、𝑩、𝑪兩點)皆滿足
𝑷𝑨̅̅ ̅̅ 𝟐−𝒍𝟐

𝑷𝑩̅̅ ̅̅ ×𝑷𝑪̅̅ ̅̅
= −𝟏。 

 

如 ， 𝑃為弧𝐵𝐶上的動點， 

由於𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，所以∠𝐴𝑃𝐵 = ∠𝐴𝑃𝐶， 

由餘弦定理可知： 

cos(∠𝐴𝑃𝐵) =
𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2 + 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ 2 − 𝑙2

2𝑃𝐴̅̅ ̅̅ × 𝑃𝐵̅̅ ̅̅
 

= cos(∠𝐴𝑃𝐶) =
𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2 + 𝑃𝐶̅̅̅̅ 2 − 𝑙2

2𝑃𝐴̅̅ ̅̅ × 𝑃𝐶̅̅ ̅̅
 

化簡為 

𝑃𝐶̅̅ ̅̅ (𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2 + 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ 2 − 𝑙2) = 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ (𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2 + 𝑃𝐶̅̅ ̅̅ 2 − 𝑙2) 

⇒ (𝑃𝐶̅̅ ̅̅ − 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ )(𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2 − 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ × 𝑃𝐶̅̅ ̅̅ ) = (𝑃𝐶̅̅ ̅̅ − 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ )𝑙2 

若𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ≠ 𝑃𝐶̅̅ ̅̅ ，可得𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2 − 𝑙2 = 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ × 𝑃𝐶 ̅̅ ̅̅̅； 

若𝑃𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑃𝐶̅̅ ̅̅ ，則𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 為圓的直徑，亦滿足𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2 − 𝑙2 = 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ × 𝑃𝐶 ̅̅ ̅̅̅ 

 

而當𝑃在弧𝐵𝐴𝐶上，如 。由於∠𝐴𝐵𝑃 = ∠𝐴𝐶𝑃，由餘弦定理得知： 

𝑐𝑜𝑠(∠𝐴𝐵𝑃) =
𝑃𝐵

2
+ 𝑙2 − 𝑃𝐴

2

2𝑃𝐵 × 𝑙
 

= 𝑐𝑜𝑠(∠𝐴𝐶𝑃) =
𝑃𝐶

2
+ 𝑙2 − 𝑃𝐴

2

2𝑃𝐶̅̅ ̅̅ × 𝑙
 

化簡為𝑃𝐶 (𝑃𝐵
2

+ 𝑙2 − 𝑃𝐴
2
) = 𝑃𝐵 (𝑃𝐶

2
+ 𝑙2 − 𝑃𝐴

2
) 

⇒ (𝑃𝐵 − 𝑃𝐶) (𝑃𝐴
2

+ 𝑃𝐵 × 𝑃𝐶) = (𝑃𝐵 − 𝑃𝐶)𝑙2 

可得𝑃𝐴
2

− 𝑙2 = −𝑃𝐵 × 𝑃𝐶 

綜合以上結論，可整理成定理 2。 
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結論： 

定理 2： 

   等腰△ 𝑨𝑩𝑪中，假設𝑨𝑩̅̅ ̅̅ = 𝑨𝑪̅̅ ̅̅ = 𝒍，則： 

(一). 滿足
𝑷𝑨̅̅ ̅̅ 𝟐−𝒍𝟐

𝑷𝑩̅̅ ̅̅ ×𝑷𝑪̅̅ ̅̅
= 𝟏的點𝑷軌跡為「直線𝑩𝑪 ⃡    上，但不在線段𝑩𝑪̅̅ ̅̅ 中」及「 △ 𝑨𝑩𝑪的外接圓上的 

弧𝑩𝑪上(不包含𝑩、𝑪兩點)」 

(二). 滿足
𝑷𝑨̅̅ ̅̅ 𝟐−𝒍𝟐

𝑷𝑩̅̅ ̅̅ ×𝑷𝑪̅̅ ̅̅
= −𝟏的點𝑷軌跡為「在線段𝑩𝑪̅̅ ̅̅ 上」及「 △ 𝑨𝑩𝑪的外接圓的弧𝑩𝑨𝑪上

(不包含𝑨、𝑩、𝑪三點)」。 
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四、 
𝑃𝐴

2
−𝑙2

𝑃𝐵×𝑃𝐶
= ±𝑡 的軌跡方程式，其中𝑡 > 0，𝑡 ≠ 1 

 

    在這一小節，我們設∠𝐵𝐴𝐶 = 𝜃、𝐴 = (0,0)、𝐵 = (−𝑙sin
𝜃

2
, −𝑙cos

𝜃

2
)、 

𝐶 = (𝑙sin
𝜃

2
, −𝑙cos

𝜃

2
)及𝑃(𝑥, 𝑦)，討論

𝑃𝐴
2
−𝑙2

𝑃𝐵×𝑃𝐶
= ±𝑡的情形，其中𝑡 > 0，且𝑡 ≠ 1。 

如同前一小節的計算，我們可得： 

𝑃𝐴
2
−𝑙2

𝑃𝐵×𝑃𝐶
=

𝑥2+𝑦2−𝑙2

√(𝑥2+𝑦2+𝑙2+2𝑦𝑙cos
𝜃

2
)

2
−(2𝑥𝑙sin

𝜃

2
)

2
  

若
𝑃𝐴

2
−𝑙2

𝑃𝐵×𝑃𝐶
= ±𝑡，平方後會有相同的方程式： 

(𝑥2 + 𝑦2 − 𝑙2)2 = 𝑡2 [(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑙2 + 2𝑦𝑙cos
𝜃

2
)

2

− (2𝑥𝑙sin
𝜃

2
)

2

] 

(但我們可利用𝑥2 + 𝑦2 − 𝑙2 > 0、𝑥2 + 𝑦2 − 𝑙2 < 0去做區分)。 

化簡為 

(𝑥2 + 𝑦2)2 − 2𝑙2(𝑥2 + 𝑦2) + 𝑙4 

= 𝑡2 [(𝑥2 + 𝑦2)2 + 2 (𝑙2 + 2𝑦𝑙 cos
𝜃

2
) (𝑥2 + 𝑦2) + (𝑙2 + 2𝑦𝑙 cos

𝜃

2
)

2

− (2𝑥𝑙 sin
𝜃

2
)

2

] 

⇒ (𝑡2 − 1)(𝑥2 + 𝑦2)2 + [2(𝑡2 + 1)𝑙2 + 4𝑦𝑙𝑡2 cos
𝜃

2
] (𝑥2 + 𝑦2) + (𝑡2 − 1)𝑙4 − 4𝑙2𝑡2 sin2

𝜃

2
𝑥2 

  +4𝑙2𝑡2 cos2 𝜃

2
𝑦2 + 4𝑡2𝑙3 cos

𝜃

2
𝑦 = 0                                            (☆) 

    此時設𝑡2 − 1 ≠ 0，由𝐺𝑒𝑜𝐺𝑒𝑏𝑟𝑎跑出來的圖形是兩個圓，由於方程式本身的圖形對稱於

𝑦軸，即圓心在𝑦軸上，設(☆)可因式分解成 

(𝑡2 − 1)[𝑥2 + (𝑦 − 𝑘1)2 − 𝑟1
2][𝑥2 + (𝑦 − 𝑘2)2 − 𝑟2

2] = 0，即 

(𝑡2 − 1)[𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑘1𝑦 + (𝑘1
2 − 𝑟1

2)][𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑘2𝑦 + (𝑘2
2 − 𝑟2

2)] = 0 
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比較係數可得： 

𝑦(𝑥2 + 𝑦2)項：4𝑙𝑡2 cos
𝜃

2
= (𝑡2 − 1)(−2𝑘1 − 2𝑘2)                                 (1) 

𝑥2項：2(𝑡2 + 1)𝑙2 − 4𝑙2𝑡2 sin2 𝜃

2
= (𝑡2 − 1)(𝑘1

2 + 𝑘2
2 − 𝑟1

2 − 𝑟2
2)                      (2) 

𝑦2項：2(𝑡2 + 1)𝑙2 + 4𝑙2𝑡2 cos2 𝜃

2
= (𝑡2 − 1)(𝑘1

2 + 𝑘2
2 − 𝑟1

2 − 𝑟2
2 + 4𝑘1𝑘2)              (3) 

𝑦項：4𝑡2𝑙3 cos
𝜃

2
= −2(𝑡2 − 1)[𝑘1(𝑘2

2 − 𝑟2
2) + 𝑘2(𝑘1

2 − 𝑟1
2)]                          (4) 

常數項：(𝑡2 − 1)𝑙4 = (𝑡2 − 1)(𝑘1
2 − 𝑟1

2)(𝑘2
2 − 𝑟2

2)                                 (5) 

 

第(3)式減第(2)式可得：4𝑙2𝑡2 = (𝑡2 − 1) ⋅ 4𝑘1𝑘2，即𝑘1𝑘2 =
𝑙2𝑡2

𝑡2−1
。 

在第(1)式中，可化簡為𝑘1 + 𝑘2 =
−2𝑙𝑡2 cos

𝜃

2

𝑡2−1
。 

由根與係數關係得知，𝑘1、𝑘2為(𝑡2 − 1)𝑥2 + (2𝑙𝑡2 cos
𝜃

2
) 𝑥 + 𝑙2𝑡2 = 0的兩根， 

所以𝑘1、𝑘2 =
−𝑙𝑡2 cos

𝜃
2 ± √𝑙2𝑡4 cos2 𝜃

2 − (𝑡2 − 1)𝑙2𝑡2

𝑡2 − 1
 

                  =
−𝑙𝑡2 cos

𝜃
2

± 𝑙𝑡2√cos2 𝜃
2

− 1 +
1
𝑡2

𝑡2 − 1
 

                        =

−𝑙𝑡2 (  cos
𝜃
2

± √ 1
𝑡2 − sin2 𝜃

2
)

𝑡2 − 1
                                                                                          (6) 

若
𝑃𝐴

2
−𝑙2

𝑃𝐵×𝑃𝐶
= ±𝑡的圖形要落在兩個不同的圓上，則必要能解出𝑘1、𝑘2是兩個相異實根， 

即
1

𝑡2 − sin2 𝜃

2
> 0，化簡為0 < 𝑡 < csc

𝜃

2
且𝑡 ≠ 1。 

由第(5)式中，可得(𝑘1
2 − 𝑟1

2)(𝑘2
2 − 𝑟2

2) = 𝑙4 

由第(2)式中，可得(𝑘1
2 − 𝑟1

2) + (𝑘2
2 − 𝑟2

2) =
2(𝑡2+1)𝑙2−4𝑙2𝑡2 sin2𝜃

2

𝑡2−1
 

由根與係數關係得知(𝑘1
2 − 𝑟1

2)、(𝑘2
2 − 𝑟2

2)為 

(𝑡2 − 1)𝑥2 − [2(𝑡2 + 1)𝑙2 − 4𝑙2𝑡2 𝑠𝑖𝑛2
𝜃

2
] 𝑥 + (𝑡2 − 1)𝑙4 = 0 

的兩根。 
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所以(𝑘1
2 − 𝑟1

2)、(𝑘2
2 − 𝑟2

2) 

=
(𝑡2 + 1)𝑙2 − 2𝑙2𝑡2 sin2 𝜃

2 ± √[(𝑡2 + 1)𝑙2 − 2𝑙2𝑡2 sin2 𝜃
2]

2

− (𝑡2 − 1)2𝑙4

𝑡2 − 1
 

=
1

𝑡2 − 1
[(𝑡2 + 1)𝑙2 − 2𝑙2𝑡2 sin2

𝜃

2
± 2𝑙2𝑡2 cos

𝜃

2
√

1

𝑡2
− sin2

𝜃

2
]                                                       (7) 

在(6)、(7)兩式中，可知(𝑘1, 𝑘1
2 − 𝑟1

2)及(𝑘2, 𝑘2
2 − 𝑟2

2)的配對方式有兩種，代入第(4)式中檢

驗，可知配對為 

(

 
 

−𝑙𝑡2 (  cos
𝜃
2

+ √ 1
𝑡2 − sin2 𝜃

2
)

𝑡2 − 1
,
(𝑡2 + 1)𝑙2 − 2𝑙2𝑡2 sin2 𝜃

2
+ 2𝑙2𝑡2 cos

𝜃
2

√ 1
𝑡2 − sin2 𝜃

2

𝑡2 − 1

)

 
 

 

及 

(

 
 

−𝑙𝑡2 (  cos
𝜃
2

− √ 1
𝑡2 − sin2 𝜃

2
)

𝑡2 − 1
,
(𝑡2 + 1)𝑙2 − 2𝑙2𝑡2 sin2 𝜃

2
− 2𝑙2𝑡2 cos

𝜃
2

√ 1
𝑡2 − sin2 𝜃

2

𝑡2 − 1

)

 
 

 

將以上討論整理成定理3。 
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結論： 

定理𝟑 

   等腰三角形𝑨𝑩𝑪，設頂角∠𝑨 = 𝜽，𝑨 = (𝟎, 𝟎)、𝑩 = (−𝒍𝐬𝐢𝐧
𝜽

𝟐
, −𝒍𝐜𝐨𝐬

𝜽

𝟐
)、 

𝑪 = (𝒍𝐬𝐢𝐧
𝜽

𝟐
, −𝒍𝐜𝐨𝐬

𝜽

𝟐
)及𝑷(𝒙, 𝒚)，設𝟎 < 𝑡 ≤ 𝐜𝐬𝐜

𝜽

𝟐
，且𝒕 ≠ 𝟏 

圓𝑪𝟏：𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒌𝟏𝒚 + (𝒌𝟏
𝟐 − 𝒓𝟏

𝟐) = 𝟎、圓𝑪𝟐：𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒌𝟐𝒚 + (𝒌𝟐
𝟐 − 𝒓𝟐

𝟐) = 𝟎 

其中 

𝒌𝟏 =

−𝒍𝒕𝟐 (  𝐜𝐨𝐬
𝜽
𝟐

+ √𝟏
𝒕𝟐 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝜽

𝟐
)

𝒕𝟐 − 𝟏
、𝒌𝟐 =

−𝒍𝒕𝟐 (  𝐜𝐨𝐬
𝜽
𝟐

− √𝟏
𝒕𝟐 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝜽

𝟐
)

𝒕𝟐 − 𝟏
 

𝒌𝟏
𝟐 − 𝒓𝟏

𝟐 =
(𝒕𝟐 + 𝟏)𝒍𝟐 − 𝟐𝒍𝟐𝒕𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝜽

𝟐
+ 𝟐𝒍𝟐𝒕𝟐 𝐜𝐨𝐬

𝜽
𝟐

√𝟏
𝒕𝟐 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝜽

𝟐

𝒕𝟐 − 𝟏
 

𝒌𝟐
𝟐 − 𝒓𝟐

𝟐 =
(𝒕𝟐 + 𝟏)𝒍𝟐 − 𝟐𝒍𝟐𝒕𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝜽

𝟐
− 𝟐𝒍𝟐𝒕𝟐 𝐜𝐨𝐬

𝜽
𝟐

√𝟏
𝒕𝟐 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝜽

𝟐

𝒕𝟐 − 𝟏
， 

則： 

(一). 若𝟎 < 𝒕 < 𝐜𝐬𝐜
𝜽

𝟐
， 

1. 滿足
𝑷𝑨

𝟐
−𝒍𝟐

𝑷𝑩×𝑷𝑪
= 𝒕的𝑷點軌跡為圓𝑪𝟏與𝑪𝟐的聯集，但需滿足𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝒍𝟐 > 0。 

2. 滿足
𝑷𝑨

𝟐
−𝒍𝟐

𝑷𝑩×𝑷𝑪
= −𝒕的𝑷點軌跡為圓𝑪𝟏與𝑪𝟐的聯集，但需滿足𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝒍𝟐 < 0。 

(二). 若𝒕 = 𝐜𝐬𝐜
𝜽

𝟐
時，圓𝑪𝟏、圓𝑪𝟐重合 

1. 滿足
𝑷𝑨

𝟐
−𝒍𝟐

𝑷𝑩×𝑷𝑪
= 𝒕的𝑷點軌跡為圓𝑪𝟏，但需滿足𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝒍𝟐 > 𝟎。 

2. 滿足
𝑷𝑨

𝟐
−𝒍𝟐

𝑷𝑩×𝑷𝑪
= −𝒕的𝑷點軌跡為圓𝑪𝟏，但需滿足𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝒍𝟐 < 𝟎。 
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五、 
𝑃𝐴

2
−𝑙2

𝑃𝐵×𝑃𝐶
= ±𝑡 的圖形分析 

 

    在上一小節，我們求出滿足
𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2−𝑙2

𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ×𝑃𝐶̅̅ ̅̅
= ±𝑡的軌跡為兩圓𝐶1、𝐶2的聯集，接下來我們將分析

這兩個圓的特殊性質。 

(一). 𝑪𝟏、𝑪𝟐恆過定點𝑩與𝑪。 

證明：在前一小節，我們透過座標化，假設𝐴點座標為(0,0)、𝐵 = (−𝑙 sin
𝜃

2
, −𝑙 cos

𝜃

2
)、 

𝐶 = (𝑙 sin
𝜃

2
, −𝑙 cos

𝜃

2
)代入

𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2−𝑙2

𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ×𝑃𝐶̅̅ ̅̅
= ±𝑡，平方且移項整理成 

(𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2 − 𝑙2)2 − 𝑡2𝑃𝐵̅̅ ̅̅ 2 × 𝑃𝐶̅̅̅̅ 2 = 0進而因式分解成兩圓𝐶1、𝐶2的乘積。 

令𝑃 = 𝐵代入，滿足方程式(𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2 − 𝑙2)2 − 𝑡2𝑃𝐵̅̅ ̅̅ 2 × 𝑃𝐶̅̅̅̅ 2 = 0；𝑃 = 𝐶代入亦滿足，得證。 

(二). 
𝒌𝟏

𝟐

𝒓𝟏
𝟐 =

𝒌𝟐
𝟐

𝒓𝟐
𝟐 = 𝒕𝟐 

證明： 

𝑘1
2 =

𝑡2

𝑡2 − 1
×

𝑙2𝑡2 (cos
𝜃
2

+ √ 1
𝑡2 − sin2 𝜃

2
)

2

𝑡2 − 1
 

       =
𝑡2

𝑡2 − 1
×

𝑙2𝑡2(cos2 𝜃
2

+
1
𝑡2 − sin2 𝜃

2
+ 2 cos

𝜃
2

√ 1
𝑡2 − sin2 𝜃

2
)

𝑡2 − 1
 

       =
𝑡2

𝑡2 − 1
×

𝑙2𝑡2(1 − 2 sin2 𝜃
2

+
1
𝑡2 + 2 cos

𝜃
2

√ 1
𝑡2 − sin2 𝜃

2
)

𝑡2 − 1
 

       =
𝑡2

𝑡2 − 1
×

(𝑡2 + 1)𝑙2 − 2𝑙2𝑡2sin2 𝜃
2

+ 2 𝑙2𝑡2cos
𝜃
2

√ 1
𝑡2 − sin2 𝜃

2
)

𝑡2 − 1
 

       =
𝑡2

𝑡2 − 1
× (𝑘1

2 − 𝑟1
2) 

化簡可得： 𝑘1
2 = 𝑟1

2𝑡2，同理可證： 𝑘2
2 = 𝑟2

2𝑡2，得證。 

(三). 當𝟎 < 𝑡 < 1 時，𝒌𝟏 > 0 > 𝒌𝟐；當 𝐜𝐬𝐜
𝜽

𝟐
> 𝒕 > 1 時，𝒌𝟏 < 𝒌𝟐 < 0； 𝐥𝐢𝐦

𝒕→𝟏
𝒌𝟐 =

−𝒍

𝟐𝒄𝒐𝒔
𝜽

𝟐

 。 

證明： 

𝑘1 =
−𝑙𝑡2(cos

𝜃
2

+ √ 1
𝑡2 − sin2 𝜃

2
)

𝑡2 − 1
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      =
−𝑙𝑡2(cos

𝜃
2

+ √ 1
𝑡2 − sin2 𝜃

2
)(cos

𝜃
2

− √ 1
𝑡2 − sin2 𝜃

2
)

(𝑡2 − 1)(cos
𝜃
2

− √ 1
𝑡2 − sin2 𝜃

2
)

 

      =
−𝑙𝑡2(cos2 𝜃

2
−

1
𝑡2 + sin2 𝜃

2
)

(𝑡2 − 1)(cos
𝜃
2

− √ 1
𝑡2 − sin2 𝜃

2
)

=
−𝑙

cos
𝜃
2

− √ 1
𝑡2 − sin2 𝜃

2

 

當0 < 𝑡 < 1 時，𝑘1 > 0;當 csc
𝜃

2
> 𝑡 > 1 時，𝑘1 < 0 

同理可得：𝑘2 =
−𝑙

cos
𝜃

2
+√

1

𝑡2−sin2𝜃

2

，lim
𝑡→1

𝑘2 =
−𝑙

2 cos
𝜃

2

。當csc
𝜃

2
> 𝑡 > 0但t ≠ 1時，𝑘2 < 0恆成

立。 

𝑘1 − 𝑘2 =
−2𝑙𝑡2√

1

𝑡2−sin2𝜃

2

𝑡2−1
，  

當0 < 𝑡 < 1 時，𝑘1 − 𝑘2 > 0，可推得，𝑘1 > 0 > 𝑘2。 

當csc
𝜃

2
> 𝑡 > 1 時，𝑘1 − 𝑘2 < 0，可推得，𝑘1 < 𝑘2 < 0。 

得證。 

(四). 當𝒕 → 𝟏時，𝒓𝟏 → ∞；𝐥𝐢𝐦
𝒕→𝟏

𝒓𝟐 =
𝒍

𝟐𝐜𝐨𝐬
𝜽

𝟐

。 

證明： 

由(三)中得知 

𝑟1
2 =

𝑘1
2

𝑡2 = (
𝑙

𝑡 cos
𝜃

2
−√1−𝑡2 sin2𝜃

2

)

2

，當𝑡 → 1時，𝑟1
2 → ∞。 

𝑟2
2 =

𝑘2
2

𝑡2 = (
𝑙

𝑡 cos
𝜃

2
+√1−𝑡2 sin2𝜃

2

)

2

，當𝑡 → 1時，𝑟2
2 → (

𝑙

2cos
𝜃

2

)

2

。 

得證。 
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(五). 𝒕 = 𝟏時，𝑪𝟏與𝑪𝟐的聯集是直線與圓 

證明： 

圓𝐶1的圓心是(0, 𝑘1)，半徑是𝑟1；當𝑡 → 1時，𝑟1 → ∞，是半徑無限大的圓，可視為直

線。 

圓𝐶2的圓心是(0, 𝑘2)，半徑是𝑟2；當𝑡 → 1時，方程式為𝑥2 + (𝑦 −
−𝑙

2 cos
𝜃

2

)

2

= (
𝑙

2 cos
𝜃

2

)

2

 

此為△ 𝐴𝐵𝐶的外接圓。這與(三)𝑃𝐴
2

− 𝑙2 = ±𝑃𝐵 × 𝑃𝐶 (𝑡 = 1)的結論相同。 

(六). 𝒕 ≠ 𝟏時，圓𝑪𝟏對圓𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒍𝟐的反演是圓𝑪𝟐 

證明： 

在(一)中，圓𝐶1：𝑥2 + (𝑦 − 𝑘1)2 = 𝑟1
2與圓𝐶2：𝑥2 + (𝑦 − 𝑘2)2 = 𝑟2

2恆過定點𝐵與𝐶，而

𝐵與𝐶也在𝑥2 + 𝑦2 = 𝑙2上(𝑥2 + 𝑦2 = 𝑙2是以𝐴為圓心，半徑 = 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 𝑙 的圓)，故

𝐵與𝐶對於𝑥2 + 𝑦2 = 𝑙2的反演，皆為本身自己。 

在(三)中，我們得知：𝑘1 × 𝑘2 =
−𝑙

𝑐𝑜𝑠𝜃
2
−√

1

𝑡2
−𝑠𝑖𝑛2𝜃

2

×
−𝑙

𝑐𝑜𝑠𝜃
2
+√

1

𝑡2
−𝑠𝑖𝑛2𝜃

2

=
𝑙
2

1−(
1
𝑡
)
2       (☆) 

由(二)與(三)可推得：當0 < 𝑡 < 1時，𝑟1 =
𝑘1

𝑡
且𝑟2 = −

𝑘2

𝑡
； 

當1 < 𝑡 < csc
θ

2
時，𝑟1 = −

𝑘1

𝑡
且𝑟2 = −

𝑘2

𝑡
。 

考慮圓𝐶1上的點(0, 𝑘1 + 𝑟1)其對圓𝑥2 + 𝑦2 = 𝑙2的反演是 

(
𝑙2×0

02+(𝑘1+𝑟1)2 ,
𝑙2×(𝑘1+𝑟1)

02+(𝑘1+𝑟1)2) = (0,
𝑙2

𝑘1+𝑟1
)，我們分兩種情況處理： 

Case1：當0 < 𝑡 < 1時，
𝑙2

𝑘1+𝑟1
=

𝑙2

𝑘1+
𝑘1
𝑡

= 𝑘2 −
𝑘2

𝑡
= 𝑘2 + 𝑟2。(由(☆)得知) 

      (0,
𝑙2

𝑘1+𝑟1
) = (0, 𝑘2 + 𝑟2)在圓𝐶2上。 

Case2：當1 < 𝑡 < csc
θ

2
時，

𝑙2

𝑘1+𝑟1
=

𝑙2

𝑘1−
𝑘1
𝑡

= 𝑘2 +
𝑘2

𝑡
= 𝑘2 − 𝑟2。(由(☆)得知) 

      (0,
𝑙2

𝑘1+𝑟1
) = (0, 𝑘2 − 𝑟2)在圓𝐶2上。 

由以上討論可知：圓𝐶1上的三點：𝐵、𝐶、(0, 𝑘1 + 𝑟1)，對𝑥2 + 𝑦2 = 𝑙2的反演，皆落在

圓𝐶2上。而02 + (0 − 𝑘1)2 = 𝑘1
2 = t2𝑟1

2 ≠ 𝑟1
2，所以圓𝐶1不通過𝑥2 + 𝑦2 = 𝑙2的圓心

(0,0)，故圓𝐶1對𝑥2 + 𝑦2 = 𝑙2的反演是一個圓，而此圓正是圓𝐶2，得證。 
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(七). 圓𝑪𝟏、𝑪𝟐與圓𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒍𝟐的夾角相等(夾角為𝐬𝐢𝐧−𝟏 (𝒕 𝐬𝐢𝐧
𝜽

𝟐
)、𝝅 − 𝐬𝐢𝐧−𝟏 (𝒕 𝐬𝐢𝐧

𝜽

𝟐
)) 

圓𝐶1與圓𝑥2 + 𝑦2 = 𝑙2相交於𝐵、𝐶兩點，過𝐵作

圓𝐶1的切線𝐿1，作圓𝑥2 + 𝑦2 = 𝑙2的切線𝐿，則𝐿1與𝐿

的夾角𝛼、𝜋 − 𝛼稱為兩圓的夾角。如

由於𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐿且𝑂1𝐵̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐿1，所以𝐿1與𝐿的夾角 

𝛼 = ∠𝑂1𝐵𝐴。在Δ𝑂1𝐵𝐴中，𝑂1𝐵̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟1，𝑂1𝐴̅̅ ̅̅ ̅ = |𝑘1|，

∠𝑂1𝐵𝐴 = 𝛼且∠𝑂1𝐴𝐵 =  𝜋 −
𝜃

2
，由正弦定理可知：

|𝑘1|

sin 𝛼
=

𝑟1

sin(𝜋−
𝜃

2
)
，合併(二)可得 

sin 𝛼 =
|𝑘1|

𝑟1
sin(

𝜃

2
) = 𝑡 sin(

𝜃

2
)。 

對於另一個交點𝐶，由於𝐵、𝐶對稱於連心線𝑂1𝐴 ⃡      ，所以在𝐵點的夾角等於在𝐶點的夾角。 

另一方面，設圓𝐶2與圓𝑥2 + 𝑦2 = 𝑙2的夾角為𝛽、𝜋 − 𝛽， 

同理可證：sin 𝛽 =
|𝑘2|

𝑟2
sin(

𝜃

2
) = 𝑡 sin(

𝜃

2
)。 

由上述討論可知sin 𝛼 = sin 𝛽 = 𝑡 sin(
𝜃

2
)，夾角相等且其值為sin−1 (𝑡 sin

𝜃

2
)、 

𝜋 − sin−1 (𝑡sin
𝜃

2
)，得證。 

(八). 
𝑷𝑨

𝟐
−𝒍𝟐

𝑷𝑩×𝑷𝑪
= 𝒕對圓𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒍𝟐的反演為

𝑷𝑨
𝟐
−𝒍𝟐

𝑷𝑩×𝑷𝑪
= −𝒕 

證明： 

設𝑃0為
𝑃𝐴

2
−𝑙2

𝑃𝐵×𝑃𝐶
= 𝑡上的一點，而𝐵與𝐶在𝑥2 + 𝑦2 = 𝑙2上，令

𝑃0𝐵 ⃡      、𝑃0𝐶 ⃡     依序交𝑥2 + 𝑦2 = 𝑙2於𝑄、𝑅，且𝑃0對𝑥2 + 𝑦2 = 𝑙2

的反演為𝑃0
′，如 。 

𝑃0、𝑄、𝐵對𝑥2 + 𝑦2 = 𝑙2的反演依序為𝑃0
′、𝑄、𝐵，且𝑃0𝐵 ⃡      

是一條不通過圓心𝐴的直線，故其反演為過圓心𝐴的圓，可

推得𝐴、𝐵、𝑄、𝑃0
′四點共圓。 

由於𝐴、𝐵、𝑄、𝑃0
′四點共圓，可知∠𝑃0𝐵𝑃0

′ = ∠𝑃0𝐴𝑄，又∠𝐵𝑃0𝑃0
′ = ∠𝐴𝑃0𝑄，故

Δ𝑃0𝐵𝑃0
′~Δ𝑃0𝐴𝑄(𝐴𝐴相似)，並可推得

𝑃0𝐵̅̅ ̅̅ ̅

𝑃0
′𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑃0𝐴̅̅ ̅̅ ̅

𝐴𝑄̅̅ ̅̅
。 

同理可證：
𝑃0𝐶̅̅ ̅̅ ̅

𝑃0
′𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅ =

𝑃0𝐴̅̅ ̅̅ ̅

𝐴𝑅̅̅ ̅̅
。 

由於𝐴𝑄̅̅ ̅̅ = 𝐴𝑅̅̅ ̅̅ = 𝑙，所以𝑃0
′𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ =

𝑃0𝐵̅̅ ̅̅ ̅×𝑙

𝑃0𝐴̅̅ ̅̅ ̅
且𝑃0

′𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅ =
𝑃0𝐶̅̅ ̅̅ ̅×𝑙

𝑃0𝐴̅̅ ̅̅ ̅
， 
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合併𝑃0
′𝐴̅̅ ̅̅ ̅̅ =

𝑙2

𝑃0𝐴̅̅ ̅̅ ̅
(反演的性質)，可知： 

(𝑃0
′𝐴̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)𝟐−𝑙2

𝑃0
′𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅×𝑃0

′𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅ =
(

𝑙2

𝑃0𝐴̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)
𝟐−𝑙2

𝑃0𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅×𝑙

𝑃0𝐴̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ×
𝑃0𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅ ×𝑙

𝑃0𝐴̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

=
𝑙2−(𝑃0𝐴̅̅ ̅̅ ̅)𝟐

𝑃0𝐵̅̅ ̅̅ ̅×𝑃0𝐶̅̅ ̅̅ ̅
= −𝑡，即𝑃0

′滿足
𝑃𝐴

2
−𝑙2

𝑃𝐵×𝑃𝐶
= −𝑡，得證。 

(九). 𝒕 = 𝐜𝐬𝐜
𝜽

𝟐
時，圓𝑪𝟏 =圓𝑪𝟐：𝒙𝟐 + (𝒚 +

𝒍

𝐜𝐨𝐬
𝜽

𝟐

)

𝟐

= (𝐭𝐚𝐧𝟐 𝜽

𝟐
) 𝒍𝟐 

證明： 

在(三)中，我們得知𝑘1 =
−𝑙

cos
𝜃

2
−√

1

𝑡2−sin2𝜃

2

及𝑘2 =
−𝑙

cos
𝜃

2
+√

1

𝑡2−sin2𝜃

2

， 

當𝑡 = csc
𝜃

2
時，𝑘1 = 𝑘2 =

−𝑙

cos
𝜃

2

。 

在(二)中，
𝑘1

2

𝑟1
2 =

𝑘2
2

𝑟2
2 = 𝑡2，所以𝑟1 = 𝑟2 =

𝑙

cos
𝜃

2

⋅ sin
𝜃

2
= (tan

𝜃

2
) 𝑙 

圓𝐶1 =圓𝐶2：𝑥2 + (𝑦 +
𝑙

cos
𝜃

2

)

2

= (tan2 𝜃

2
) 𝑙2。 

(十). 𝒕 = 𝟎，圓𝑪𝟏 =圓𝑪𝟐：𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒍𝟐 

證明： 

由於𝑃滿足
𝑃𝐴

2
−𝑙2

𝑃𝐵×𝑃𝐶
= ±𝑡，而𝑡 = 0時，𝑃𝐴

2
= 𝑙2，𝑃的軌跡為𝑥2 + 𝑦2 = 𝑙2。 
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(十一). 範例：令𝐴(0,0), 𝐵(−1, −√3), 𝐶(1, −√3) (即 𝜃 = 60° ) 

(黑色：𝑥2 + 𝑦2 = 𝑙2，藍色：
𝑃𝐴

2
−𝑙2

𝑃𝐵×𝑃𝐶
= 𝑡，紅色：

𝑃𝐴
2
−𝑙2

𝑃𝐵×𝑃𝐶
= −𝑡。) 

𝑡由0增加至csc
60°

2
= 2，圖形的變化情況： 

我們可觀察出，當𝑡由0增加到1時，圓𝐶1的圓心一直都在𝑥軸的上方，半徑逐漸變

大，最後是「半徑是無限大的圓」，圓𝐶1被折成直線𝐵𝐶 ⃡    ；當𝑡由1增加到2時，圓𝐶1

的圖形又恢復成圓，此時的圓心都在𝑥軸的下方。最後我們將所有的𝑡值疊合成一張圖，

可直接觀察其變化情形。 

  

 𝑡 = 0 

 
 𝑡 = 0.3 

 
 𝑡 = 0.7 

 

 

 𝑡 = 1 

 

 𝑡 = 1.3 
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 𝑡 = 1.7 

 

 𝑡 = 2

 

接著是𝑡由0減少至−2(即𝑡 = −csc
𝜃

2
)，圖形的變化情況：

 

 

 𝑡 = 0 

 
 

 𝑡 = −0.3 

 

 
 𝑡 = −0.7 

 

 

 

 𝑡 = −1 

 

 𝑡 = −1.3 
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 𝑡 = −1.7 

 

 𝑡 = −2

將各情形疊合後可得下圖： 

 
 𝑥2 + 𝑦2 ≥ 0的情況                     𝑥2 + 𝑦2 ≤ 0 的情況 

 

 

 
  及 的疊合  



20 

 

六、 等腰梯形 

 

在這一小節，我們討論等腰梯形的情況，並說明等腰三角形是等腰梯形的極限狀況。 

 

定理𝟒 

    設四邊形𝑨𝟏𝑩𝑪𝑨𝟐是等腰梯形，其中𝑩𝑪̅̅ ̅̅ ∥ 𝑨𝟏𝑨𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅， 

∠𝑩 = ∠𝑪 = 𝜶，𝑨𝟏𝑪̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑨𝟐𝑩̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝒅，𝑨𝟏𝑩̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑨𝟐𝑪̅̅ ̅̅ ̅ = 𝒍； 

設𝑷為此等腰梯形的外接圓上的動點，如 。 

令𝑷𝑨𝟏
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝒂𝟏，𝑷𝑨𝟐

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝒂𝟐，𝑷𝑩̅̅ ̅̅ = 𝒃，𝑷𝑪̅̅ ̅̅ = 𝒄，則： 

(一).若𝑷在弧𝑩𝑪上，則𝒂𝟏𝒂𝟐 − 𝒃𝒄 = 𝒅𝒍。 

(二).若𝑷在弧𝑨𝟏𝑩或弧𝑨𝟐𝑪上，則𝒂𝟏𝒂𝟐 + 𝒃𝒄 = 𝒅𝒍。 

(三).若𝑷在弧𝑨𝟏𝑨𝟐上，則𝒂𝟏𝒂𝟐 − 𝒃𝒄 = −𝒅𝒍。 

 

證明： 

(一). 𝑃在弧𝐵𝐶上，如 ： 

在△ 𝐴1𝑃𝐶中，∠𝐴1𝑃𝐶 = ∠𝐴1𝐵𝐶 = 𝛼， 

利用餘弦定理可得𝑑2 = 𝑎1
2 + 𝑐2 − 2𝑎1𝑐 cos 𝛼      (1) 

在△ 𝐴2𝑃𝐵中，∠𝐴2𝑃𝐵 = ∠𝐴2𝐶𝐵 = 𝛼， 

利用餘弦定理可得𝑑2 = 𝑎2
2 + 𝑏2 − 2𝑎2𝑏 cos 𝛼      (2) 

(1) × 𝑎2𝑏 − (2) × 𝑎1𝑐，可得 

(𝑎2𝑏 − 𝑎1𝑐) × 𝑑2 = 𝑎2𝑏(𝑎1
2 + 𝑐2) − 𝑎1𝑐(𝑎2

2 + 𝑏2) 

                 = (𝑎1𝑎2 − 𝑏𝑐)(𝑎1𝑏 − 𝑎2𝑐)        (3) 

在△ 𝐴1𝑃𝐵中，利用餘弦定理可得𝑙2 = 𝑎1
2 + 𝑏2 − 2𝑎1𝑏 cos(∠𝐴1𝑃𝐵)                (4) 

在△ 𝐴2𝑃𝐶中，利用餘弦定理可得𝑙2 = 𝑎2
2 + 𝑐2 − 2𝑎2𝑐 cos(∠𝐴2𝑃𝐶)                (5) 

由於∠𝐴1𝑃𝐵 =
1

2
弧𝐴1𝐵 =

1

2
弧𝐴2𝐶 = ∠𝐴2𝑃𝐶， 

(4) × 𝑎2𝑐 − (5) × 𝑎1𝑏，可得 

(𝑎2𝑐 − 𝑎1𝑏)𝑙2 = 𝑎2𝑐(𝑎1
2 + 𝑏2) − 𝑎1𝑏(𝑎2

2 + 𝑐2) = (𝑎1𝑎2 − 𝑏𝑐)(𝑎1𝑐 − 𝑎2𝑏)               (6) 

   在圓𝐶中，大弧對大弦，可知𝑎1 > 𝑏且𝑎2 > 𝑐，進一步得知𝑎1𝑎2 > 𝑏𝑐。 

   由(3)、(6)可推得
𝑎2𝑏−𝑎1𝑐

𝑎1𝑏−𝑎2𝑐
=

𝑎1𝑎2−𝑏𝑐

𝑑2 =
𝑙2

𝑎1𝑎2−𝑏𝑐
， 

   化簡為𝑎1𝑎2 − 𝑏𝑐 = 𝑑𝑙。得證。 

(二). 𝑃在弧𝐴1𝐵或弧𝐴2𝐶上： 

如同(一)的手法，只是∠𝐴1𝑃𝐶 = 𝛼，∠𝐴2𝑃𝐵 = 180° − 𝛼，∠𝐴1𝑃𝐵 = 180° − ∠𝐴2𝑃𝐶， 

依序可得
𝑎2𝑏+𝑎1𝑐

𝑎1𝑏+𝑎2𝑐
=

𝑎1𝑎2+𝑏𝑐

𝑑2 =
𝑙2

𝑎1𝑎2+𝑏𝑐
， 

化簡為𝑎1𝑎2 + 𝑏𝑐 = 𝑑𝑙。得證。 
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(三). 𝑃在弧𝐴1𝐴2上： 

如同(一)的手法，只是∠𝐴1𝑃𝐶 = 180° − 𝛼，∠𝐴2𝑃𝐵 = 180° − 𝛼，∠𝐴1𝑃𝐵 = ∠𝐴2𝑃𝐶， 

依序可得
𝑎2𝑏−𝑎1𝑐

𝑎1𝑏−𝑎2𝑐
=

𝑎1𝑎2−𝑏𝑐

𝑑2 =
𝑙2

𝑎1𝑎2−𝑏𝑐
，但𝑎1𝑎2 − 𝑏𝑐 < 0， 

化簡為𝑎1𝑎2 − 𝑏𝑐 = −𝑑𝑙。得證。 

 

討論： 

    在定理4中，若𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ → 0，則等腰梯形→等腰三角形𝐴𝐵𝐶，其中𝐴1 = 𝐴2 = 𝐴，𝑑 → 𝑙且

𝑎1 = 𝑎2，定理4(一)、(二)改寫為： 

若𝑃在弧𝐵𝐶上，則𝑎1𝑎2 − 𝑏𝑐 = 𝑑𝑙會變成𝑃𝐴
2

− 𝑃𝐵 × 𝑃𝐶 = 𝑙2。 

若𝑃在弧𝐵𝐴𝐶上，則𝑎1𝑎2 + 𝑏𝑐 = 𝑑𝑙會變成𝑃𝐴
2

+ 𝑃𝐵 × 𝑃𝐶 = 𝑙2。 

此與定理2的內容符合。 
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七、 等腰梯形𝒂𝟏𝒂𝟐 ± 𝒃𝒄 = ±𝒅𝒍 的圖形分析 

    在第六小節中，我們知道𝑃在圓上，則有下列關係式： 

𝑎1𝑎2 − 𝑏𝑐 = 𝑑𝑙或𝑎1𝑎2 + 𝑏𝑐 = 𝑑𝑙或𝑎1𝑎2 − 𝑏𝑐 = −𝑑𝑙。 

然而𝑎1𝑎2 + 𝑏𝑐 = −𝑑𝑙是無圖形的。 

    在這一小節，我們反過來想知道：滿足𝑎1𝑎2 ± 𝑏𝑐 = ±𝑑𝑙是何種圖形？ 

在圓𝛤：𝑥2 + (𝑦 + 4)2 = 25上取四點：𝐴1(−3,0)、𝐴2(3,0)、𝐵(−4, −7)、𝐶(4, −7)， 

則𝐴1𝐴2𝐶𝐵為等腰梯形，𝑙 = 𝐴1𝐵̅̅ ̅̅ ̅ = 5√2，𝑑 = 𝐴1𝐶̅̅ ̅̅ ̅ = 7√2； 

設𝑃(𝑥, 𝑦)、𝑃𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎1、𝑃𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎2、𝑃𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑏、𝑃𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑐 。 

 

將𝑎1𝑎2 ± 𝑏𝑐 = ±𝑑𝑙，作移項並平方，變成(𝑎1𝑎2)2 = (±𝑏𝑐 ± 𝑑𝑙)2， 

再移項成(𝑎1𝑎2)2 − (𝑏𝑐)2 − (𝑑𝑙)2 = ±2𝑏𝑐𝑑𝑙， 

再平方整理成[(𝑎1𝑎2)2 − (𝑏𝑐)2 − (𝑑𝑙)2]2 − (2𝑏𝑐𝑑𝑙)2 = 0 ， 

然而經過兩次平方，其可還原成𝑎1𝑎2 ± 𝑏𝑐 = ±𝑑𝑙，並不會增根。 

 

         [(𝑎1𝑎2)2 − (𝑏𝑐)2 − (𝑑𝑙)2]2 − (2𝑏𝑐𝑑𝑙)2 = 0 將𝐴1、𝐴2、𝐵、𝐶依序代入，可得： 

{[(𝑥 + 3)2 + 𝑦2] [(𝑥 − 3)2 + 𝑦2] − [(𝑥 + 4)2 + (𝑦 + 7)2][(𝑥 − 4)2 + (𝑦 + 7)2] − 4900}2 −

19600[(𝑥 + 4)2 + (𝑦 + 7)2][(𝑥 − 4)2 + (𝑦 + 7)2] = 0  

由𝐺𝑒𝑜𝑔𝑒𝑏𝑟𝑎可繪製出其圖形為： 

 

我們知道上式的軌跡方程式一定包含圓𝛤，我們將其展開，並強迫其因式分解成： 

784[𝑥2 + (𝑦 + 4)2 − 25][𝑥2(𝑦 − 2)(𝑦 + 8) + (𝑦2 + 7𝑦 + 2)(𝑦2 + 7𝑦 + 72)] = 0。 

 

接下來我們要分析𝑥2(𝑦 − 2)(𝑦 + 8) + (𝑦2 + 7𝑦 + 2)(𝑦2 + 7𝑦 + 72) = 0的圖形。 

(一). 首先，我們可驗證： 𝐴1、𝐴2、𝐵、𝐶四點皆在圖形上。 

(二). 𝑦 = 2代入方程式，則0 + 1800 ≠ 0，表示圖形與直線𝑦 = 2不相交； 

𝑦 = −8代入方程式，則0 + 800 ≠ 0，表示圖形與直線𝑦 = −8不相交； 
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(三). 由於𝑦 ≠ 2且 𝑦 ≠ −8，方程式可寫成𝑥2 = −
(𝑦2+7𝑦+2)(𝑦2+7𝑦+72)

(𝑦−2)(𝑦+8)
。 

當𝑦 > 2或 𝑦 < −8時，−
(𝑦2+7𝑦+2)(𝑦2+7𝑦+72)

(𝑦−2)(𝑦+8)
< 0，故在𝑦 > 2或 𝑦 < −8時，無任何點滿足

方程式。圖形會落在−8 < 𝑦 < 2之間。 

(四). 而當𝑦 → 2−時，𝑥2 = −
(𝑦2+7𝑦+2)(𝑦2+7𝑦+72)

(𝑦−2)(𝑦+8)
 → ∞， 

     當𝑦 → (−8)+時，𝑥2 = −
(𝑦2+7𝑦+2)(𝑦2+7𝑦+72)

(𝑦−2)(𝑦+8)
 → ∞， 

   反之，當𝑥 → ∞或𝑥 → −∞時，則(𝑦 − 2)(𝑦 + 8) → 0 

故𝑦 = 2 與𝑦 = −8是圖形的漸近線。 

(五). 接下來我們要說明其圖形當|𝑥|夠大時，形似兩條「德．斯路斯蚌線」： 

(𝑥 − 1)𝑦2 = −𝑥3 + (𝑎 + 1)𝑥2 (即(𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑦2) = 𝑎𝑥2) 

 

(參考文獻(二)) 

𝑥2(𝑦 − 2) = −
(𝑦2+7𝑦+2)(𝑦2+7𝑦+72)

(𝑦+8)
= −

𝑦4+14𝑦3+123𝑦2+518𝑦+144

(𝑦+8)
  

         = −(𝑦3 + 6𝑦2 + 75𝑦 − 82) −
800

𝑦+8
  

         = −(𝑦 − 1)3 − 9(𝑦 − 1)2 − 90(𝑦 − 1) −
800

𝑦+8
  

將圖形往下平移1單位，方程式變成： 

𝑥2(𝑦 − 1) = −𝑦3 − 9𝑦2 − 90𝑦 −
800

𝑦+9
 ， 

再對稱於𝑦 = 𝑥，方程式變成： 

𝑦2(𝑥 − 1) = −𝑥3 − 9𝑥2 − 90𝑥 −
800

𝑥+9
， 
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當|𝑦|夠大時，方程式近似於𝑦2(𝑥 − 1) = −𝑥3 − 9𝑥2，𝑎 = −10的「德．斯路斯蚌線」 

另一方面， 

𝑥2(𝑦 + 8) = −
(𝑦2+7𝑦+2)(𝑦2+7𝑦+72)

(𝑦−2)
= −(𝑦3 + 16𝑦2 + 155𝑦 + 828) −

1800

𝑦−2
  

         = −(𝑦 + 9)3 + 11(𝑦 + 9)2 − 110(𝑦 + 9) −
1800

𝑦−2
   

將圖形往上平移9單位，方程式變成： 

𝑥2(𝑦 − 1) = −𝑦3 + 11𝑦2 − 110𝑦 −
1800

𝑦−11
 ， 

再對稱於𝑦 = 𝑥，方程式變成： 

𝑦2(𝑥 − 1) = −𝑥3 + 11𝑥2 − 110𝑥 −
1800

𝑥−11
， 

當|𝑦|夠大時，方程式近似於𝑦2(𝑥 − 1) = −𝑥3 + 11𝑥2，𝑎 = 10的「德．斯路斯蚌線」。 

(六). 用𝐺𝑒𝑜𝑔𝑒𝑏𝑟𝑎可畫出𝑥2(𝑦 − 2)(𝑦 + 8) + (𝑦2 + 7𝑦 + 2)(𝑦2 + 7𝑦 + 72) = 0的圖形如下： 
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及 

(一). 𝑎1𝑎2 − 𝑏𝑐 = 𝑑𝑙：√(𝑥 + 3)2 + 𝑦2 × √(𝑥 − 3)2 + 𝑦2 − 

                                  √(𝑥 + 4)2 + (𝑦 + 7)2 × √(𝑥 − 4)2 + (𝑦 + 7)2 = 70 

(二). 𝑎1𝑎2 + 𝑏𝑐 = 𝑑𝑙：√(𝑥 + 3)2 + 𝑦2 × √(𝑥 − 3)2 + 𝑦2 + 

                                  √(𝑥 + 4)2 + (𝑦 + 7)2 × √(𝑥 − 4)2 + (𝑦 + 7)2 = 70 

(三). 𝑎1𝑎2 − 𝑏𝑐 = −𝑑𝑙：√(𝑥 + 3)2 + 𝑦2 × √(𝑥 − 3)2 + 𝑦2 − 

                                     √(𝑥 + 4)2 + (𝑦 + 7)2 × √(𝑥 − 4)2 + (𝑦 + 7)2 = −70 

的圖形如下： 

 

皆驗證我們的討論。  
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八、 任意三角形 

    在這一小節，我們討論任意三角形的情形，並說明其與等腰三角形的關聯性。 

定理 5 

    設𝑷為𝜟𝑨𝑩𝑪外接圓上的動點， 

令𝑷𝑨̅̅ ̅̅ = 𝒂，𝑷𝑩̅̅ ̅̅ = 𝒃，𝑷𝑪̅̅ ̅̅ = 𝒄，𝑨𝑩̅̅ ̅̅ = 𝒍𝟏，𝑨𝑪̅̅ ̅̅ = 𝒍𝟐， 

則： 

(一). 若 𝑷在弧𝑩𝑪上， 

則(𝒃𝒍𝟏 + 𝒄𝒍𝟐)𝒂𝟐 = (𝒃𝒍𝟐 + 𝒄𝒍𝟏)(𝒃𝒄 + 𝒍𝟏𝒍𝟐)。 

(二). 若 𝑷在弧𝑩𝑨𝑪上， 

則(𝒄𝒍𝟐 − 𝒃𝒍𝟏)𝒂𝟐 = (𝒃𝒍𝟐 − 𝒄𝒍𝟏)(𝒃𝒄 − 𝒍𝟏𝒍𝟐)。 

 

證明： 

(一). 𝑃在弧𝐵𝐶上，如  

在𝛥𝐴𝐵𝑃中，利用餘弦定理可得： 

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑙1
2 − 2𝑏𝑙1 cos ∠𝐴𝐵𝑃                    (1) 

在𝛥𝐴𝐶𝑃中，利用餘弦定理可得： 

𝑎2 = 𝑐2 + 𝑙2
2 − 2𝑐𝑙2 cos ∠𝐴𝐶𝑃                    (2) 

利用cos ∠𝐴𝐵𝑃 = − cos ∠𝐴𝐶𝑃的性質， 

(1)× 𝑐𝑙2 +(2)× 𝑏𝑙1，可得： 

(c𝑙2 + 𝑏𝑙1)𝑎2 = c𝑙2(𝑏2 + 𝑙1
2) + 𝑏𝑙1(𝑐2 + 𝑙2

2) = (𝑏𝑐 + 𝑙1𝑙2)(𝑏𝑙2 + 𝑐𝑙1)，得證。 

(二). 𝑃在弧𝐵𝐴𝐶上：如同(一)的手法，只是∠𝐴𝐵𝑃 = ∠𝐴𝐶𝑃， 

即 cos ∠𝐴𝐵𝑃 = cos ∠𝐴𝐶𝑃，可得： 

(𝑐𝑙2 − 𝑏𝑙1)𝑎2 = 𝑐𝑙2(𝑏2 + 𝑙1
2) − 𝑏𝑙1(𝑐2 + 𝑙2

2) = (𝑏𝑙2 − 𝑐𝑙1)(𝑏𝑐 − 𝑙1𝑙2)，得證。 

討論： 

    在定理5中，若𝑙1 = 𝑙2 = 𝑙 時，則𝛥𝐴𝐵𝐶為等腰三角形，定理 5(一)、(二)改寫為： 

若 𝑃在弧𝐵𝐶上，則𝑎2 = 𝑏𝑐 + 𝑙2，即𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2 − 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ × 𝑃𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑙2。 

若 𝑃在弧𝐵𝐴𝐶上，則𝑎2 = −𝑏𝑐 + 𝑙2，即𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2 + 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ × 𝑃𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑙2。 

此與定理 2 的內容符合。 
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九、 任意三角形的圖形分析 

    在第八小節中，我們知道𝑃在圓上，則有定理5中(一)、(二)的關係式；在這一小節，我

們反過來想知道滿足此關係是何種圖形。 

 

定理5中(一)、(二)可整理成： 

𝑐𝑙2𝑎2 − (𝑏2𝑐𝑙2 + 𝑐𝑙1
2𝑙2) = ±(−𝑏𝑙1𝑎2 + 𝑏𝑐2𝑙1 + 𝑏𝑙1𝑙2

2) 

平方後可化簡為： 

𝑐2𝑙2
2[𝑎2 − (𝑏2 + 𝑙1

2)]2 = 𝑏2𝑙1
2[𝑎2 − (𝑐2 + 𝑙2

2)]2 

⇒ 𝑐2𝑙2
2[𝑎4 + 𝑏4 + 𝑙1

4 − 2𝑎2𝑏2 − 2𝑎2𝑙1
2 + 2𝑏2𝑙1

2] 

= 𝑏2𝑙1
2[𝑎4 + 𝑐4 + 𝑙2

4 − 2𝑎2𝑐2 − 2𝑎2𝑙2
2 + 2𝑐2𝑙2

2] 

⇒ 𝑎4(𝑏2𝑙1
2 − 𝑐2𝑙2

2) + 𝑏2𝑐2(𝑐2𝑙1
2 − 𝑏2𝑙2

2) − 2𝑎2𝑏2𝑐2(𝑙1
2 − 𝑙2

2) 

     +𝑙1
2𝑙2

2(𝑏2𝑙2
2 − 𝑐2𝑙1

2) − 2𝑎2𝑙1
2𝑙2

2(𝑏2 − 𝑐2) = 0 

 

接著在圓𝛤：𝑥2 + (𝑦 + 4)2 = 25上取𝐴(3,0)、𝐵(−4, −7)、𝐶(4, −7)三點，則 

𝑙1 = 𝐴𝐵 = 7√2、𝑙2 = 𝐴𝐶 = 5√2。可化簡為： 

𝑎4(49𝑏2 − 25𝑐2) + 𝑏2𝑐2(49𝑐2 − 25𝑏2) − 48𝑎2𝑏2𝑐2 

+4900(25𝑏2 − 49𝑐2) − 4900𝑎2(𝑏2 − 𝑐2) = 0 

 

令𝑃 = (𝑥, 𝑦)代入，可得： 

[(𝑥 − 3)2 + 𝑦2]2[49(𝑥 + 4)2 − 25(𝑥 − 4)2 + 24(𝑦 + 7)2] 

+{[(𝑥 + 4)2 + (𝑦 + 7)2][(𝑥 − 4)2 + (𝑦 + 7)2] − 4900} 

× [49(𝑥 − 4)2 − 25(𝑥 + 4)2 + 24(𝑦 + 7)2] 

−48[(𝑥 − 3)2 + 𝑦2][(𝑥 + 4)2 + (𝑦 + 7)2][(𝑥 − 4)2 + (𝑦 + 7)2] 

−4900[(𝑥 − 3)2 + 𝑦2](16𝑥) = 0 

上式合併同類後，是一個𝑥、𝑦的二元四次方程式，我們知道其軌跡方程式一定包含圓𝛤，我

們強迫其因式分解為： 

−1568[𝑥2 + (𝑦 + 4)2 − 25][3𝑥2 + 8𝑥𝑦 − 3𝑦2 + 56𝑥 − 42𝑦 − 195] = 0  

接下來我們要分析3𝑥2 + 8𝑥𝑦 − 3𝑦2 + 56𝑥 − 42𝑦 − 195 = 0的圖形。此為𝑥、𝑦的二元二次方

程式，判別式= 82 − 4 × 3 × (−3) > 0，是雙曲線型，其可分解為： 

(3𝑥 − 𝑦 − 7)(𝑥 + 3𝑦 + 21) = 48，是以3𝑥 − 𝑦 − 7 = 0、𝑥 + 3𝑦 + 21 = 0為漸近線的雙曲

線。 

 

由𝐺𝑒𝑜𝐺𝑒𝑏𝑟𝑎作圖，其圖形為圓𝛤與一雙曲線的聯集，如下圖，也驗證我們的結果。 
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    由𝐺𝑒𝑜𝐺𝑒𝑏𝑟𝑎作圖，我們可以觀察出圓： 𝑥2 + (𝑦 + 4)2 = 25與雙曲線：3𝑥2 + 8𝑥𝑦 −

3𝑦2 + 56𝑥 − 42𝑦 − 195 = 0，有四個交點，其中三點為𝐴(3,0)、𝐵(−4, −7)、𝐶(4, −7)，我們

可解出第四點座標為𝐴′(−3, −8)。 

我們想知道若將𝐴換成𝐴′，且𝐵、𝐶不變，則 

𝑐𝑙2𝑎2 − (𝑏2𝑐𝑙2 + 𝑐𝑙1
2𝑙2) = ±(−𝑏𝑙1𝑎2 + 𝑏𝑐2𝑙1 + 𝑏𝑙1𝑙2

2)是何種圖形？ 

    如同之前的作法，𝑙1
′ = 𝐴′𝐵̅̅ ̅̅ ̅ = √2，𝑙2

′ = 𝐴′𝐶̅̅ ̅̅ ̅ = 5√2，代入可化簡為： 

𝑎4(𝑏2 − 25𝑐2) + 𝑏2𝑐2(𝑐2 − 25𝑏2) + 48𝑎2𝑏2𝑐2 + 100(25𝑏2 − 𝑐2) − 100𝑎2(𝑏2 − 𝑐2) = 0  

令𝑃(𝑥, 𝑦)代入，可得： 

[(𝑥 + 3)2 + (𝑦 + 8)2]2[(𝑥 + 4)2 − 25(𝑥 − 4)2 − 24(𝑦 + 7)2] 

+{[(𝑥 + 4)2 + (𝑦 + 7)2][(𝑥 − 4)2 + (𝑦 + 7)2] − 100} 

× [(𝑥 − 4)2 − 25(𝑥 + 4)2 − 24(𝑦 + 7)2]  

+48[(𝑥 + 3)2 + (𝑦 + 8)2][(𝑥 + 4)2 + (𝑦 + 7)2][(𝑥 − 4)2 + (𝑦 − 7)2] 

−100[(𝑥 + 3)2 + (𝑦 + 8)2](16𝑥) = 0 

可化簡為：32[𝑥2 + (𝑦 + 4)2 − 25][3𝑥2 + 8𝑥𝑦 − 3𝑦2 + 56𝑥 − 42𝑦 − 195] = 0  

其圖形為圓：𝑥2 + (𝑦 + 4)2 = 25與 

雙曲線：3𝑥2 + 8𝑥𝑦 − 3𝑦2 + 56𝑥 − 42𝑦 − 195 = 0之聯集。 

    我們觀察出𝐴(3,0)、𝐴′(−3, −8)對稱於圓心(0, −4)，所以∆𝐴𝐵𝐶及∆𝐴′𝐵𝐶所產生的關係式

之圖形是相同的，也用𝐺𝑒𝑜𝐺𝑒𝑏𝑟𝑎驗證了許多例子支撐我們的猜測，但由於計算是一個大工

程，目前還沒有找到一個有效的方式去證明它。 
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伍、 研究結果 

一、等腰三角形𝐴𝐵𝐶中，其中∠𝐴是頂角，𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑙，對於
𝑃𝐴

2
−𝑙2

𝑃𝐵×𝑃𝐶
= ±𝑡， 

  (一)當𝑡 = 1時，其圖形為直線𝐵𝐶 ⃡    與△ 𝐴𝐵𝐶的外接圓的聯集。 

  (二)當0 < 𝑡 < csc
𝐴

2
，但𝑡 ≠ 1時，其圖形為兩圓：圓𝐶1、圓𝐶2。 

     若設圓𝐶是以𝐴為圓心；𝑙為半徑的圓，則圓𝐶1對圓𝐶的反演是圓𝐶2。 

  (三)當𝑡 = 0或𝑡 = csc
𝐴

2
時，其圖形為一圓。 

  (四) 
𝑃𝐴

2
−𝑙2

𝑃𝐵×𝑃𝐶
= 𝑡對圓𝐶的反演為

𝑃𝐴
2
−𝑙2

𝑃𝐵×𝑃𝐶
= −𝑡。 

二、等腰梯形𝐴1𝐵𝐶𝐴2，其中𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ∥ 𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，𝑃為其外接圓上的動點，則： 

         𝑃𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑃𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅ − 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ × 𝑃𝐶̅̅ ̅̅ = ±𝐴1𝐵̅̅ ̅̅ ̅ × 𝐴1𝐶̅̅ ̅̅ ̅或𝑃𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑃𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ × 𝑃𝐶̅̅ ̅̅ = 𝐴1𝐵̅̅ ̅̅ ̅ × 𝐴1𝐶̅̅ ̅̅ ̅。 

    而滿足此關係式的圖形是其外接圓與形似「德．斯路斯蚌線」的聯集。 

三、𝑃為任意三角形𝐴𝐵𝐶外接圓上的動點，則： 

    (𝑃𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ + 𝑃𝐶̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ )𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2 = (𝑃𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ + 𝑃𝐶̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ )(𝑃𝐵̅̅ ̅̅ × 𝑃𝐶̅̅ ̅̅ + 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ )或 

    (𝑃𝐶̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ − 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ )𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2 = (𝑃𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ − 𝑃𝐶̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ )(𝑃𝐵̅̅ ̅̅ × 𝑃𝐶̅̅ ̅̅ − 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ )。 

    而滿足此關係式的圖形是其外接圓與雙曲線的聯集。 
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陸、 討論 

    在第九小節中，我們猜測：當𝐴與𝐴′對稱於△ 𝐴𝐵𝐶外接圓的圓心時，其關係式 

(𝑃𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ + 𝑃𝐶̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ )𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2 = (𝑃𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ + 𝑃𝐶̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ )(𝑃𝐵̅̅ ̅̅ × 𝑃𝐶̅̅ ̅̅ + 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ )或 

(𝑃𝐶̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ − 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ )𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2 = (𝑃𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ − 𝑃𝐶̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ )(𝑃𝐵̅̅ ̅̅ × 𝑃𝐶̅̅ ̅̅ − 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ) 

中，若將𝐴代換成𝐴′時，所得圖形與代換前相同。這或許是因為𝐴𝐴′是△ 𝐴𝐵𝐶外接圓的直徑而

有的幾何性質，目前透過𝐺𝑒𝑜𝐺𝑒𝑏𝑟𝑎驗證了許多例子都滿足，但還沒有完整的證明。 

 

柒、 結論 

    在這篇研究中，我們推廣了𝑆𝑡𝑒𝑤𝑎𝑟𝑡′𝑠 𝑇ℎ𝑒𝑜𝑟𝑜𝑚，並在等腰三角形中透過定義參數𝑡，做

了完整的分析；在等腰梯形及任意三角形中，也有了不錯的收穫，未來將對尚未完成的區塊

加以研究。 
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【評語】050414  

本作品從三角形的 Stewart Theorem 出發，然後考慮具有類似等式

(比值)的點軌跡，首先假設給定之三角形為固定之等腰三角形，證

明滿足 Stewart's Theorem 給出的等式的點，可形成底邊及外接圓

弧的聯集。作者在修改等式中的係數後，可將滿足等式的點，變成

兩圓弧的聯集。然而比較可惜的是推廣成等腰梯形或一般三角形時

時，雖然有一些有趣的觀察，但是結果相對有限。 
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