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不變應萬變-旋轉吧!婆羅摩笈多! 

摘要 

本研究主要推廣婆羅摩笈多定理，並探討軌跡方程式與新的不變量。圓錐曲線Γ內任取一定

點 F，且在Γ上以逆時針依序取點 1P、 2P 、…、 nP ( k k nP P += )，使得 1
2

k kP FP
n
π

+∠ = ， k∀ ∈ ；

接著於 1k kP P +


分別取 kM 、 kH 滿足 1k k k kP M M P += ， 1k k kFH P P +⊥


，稱 1 2 nM M M 、 1 2 nH H H

分別為 n邊形 1 2 nPP P 的中點 n邊形、垂足 n邊形。首先，固定一圓，一定點 F，我們發現無

限多個以 F 作出的中點 n 邊形、垂足 n 邊形的頂點分別會共一封閉曲線，並得出其方程式。

第二，以圓錐曲線的焦點 F 任意作出的垂足 n邊形 1 2 nH H H 的頂點會共一封閉曲線；特別

當 4n = 時，軌跡為一圓。最後，探討垂足 n邊形的不變量性質:
2

1

1n

m
m kFH=
∑ 與

2
1 1

1n

r
i i iH H= +

∑ 恆為

定值，最後推廣到空間中，並得到三維廣義的婆羅摩笈多定理。 

壹、 前言 

(一)研究動機 

婆羅摩笈多定理中有提到「若一圓內接四邊形之對角線互相垂直，則垂直於四邊形一邊

且通過對角線交點的直線將平分對邊」，將其應用推廣可得八點圓定理「若任意四邊形對角線

垂直相交，由四邊中點分別向對邊作垂線，則四個垂足、四個中點八點共圓」。 

經由 GGB 測試，給定一圓 C 及其內一定點 F，考慮無數個『任意』的對角線互相垂直且

相交於 F 的圓 C 內接四邊形 1 2 3 4PP P P 的各邊中點 1M 、 2M 、 3M 、 4M 居然會共一『相同』的圓。

而我們也將此各邊中點連線所形成的四邊形 1 2 3 4M M M M 定義為「中點四邊形」。 

圓內無數個中點四邊

形頂點軌跡共同一圓 
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▲婆羅摩笈多定理 ▲八點圓定理 ▲彭賽列閉合定理 

   

四邊中點 

1M 、 2M 、 3M 、 4M 共圓 
圓內無數 

中點四邊形之頂點共圓 

圓內無數 

垂足四邊形之頂點共圓 

由八點圓定理可知在對角線互相垂直的四邊形中，由各邊中點分別向對邊做垂線，則得

到的四個垂足與四個中點將八點共圓，又由婆羅摩笈多定理可知每組中點與垂足的連線將通

過固定點 F，因此我們發現這些由定點 F 對各邊取垂足 1H 、 2H 、 3H 、 4H 亦將共一圓，且

此圓即為圓內中點四邊形頂點軌跡圓，而我們將四邊形 1 2 3 4H H H H 定義為「垂足四邊形」。 

接著，我們分別測試通過定點 F 且相鄰角度為
2
n
π
的射線，其與圓 0C 交於 1P、 2P、…、 nP ，

2,3,5,6,...n = ，考慮『任意』的圓內接 n 邊形 1 2 nPP P 的中點 n 邊形 1 2 nM M M 和垂足 n 邊

形 1 2 nH H H ，我們發現不管圓內接 n 邊形 1 2 nPP P 如何在圓上轉動，這些對應的無數個中

點 n 邊形 1 2 nM M M 頂點軌跡恆共一個『相同』連續封閉曲線，對於任意大於等於 2 的 n

皆成立，而同樣的結果對於無數個垂足 n 邊形 1 2 nH H H 也一樣成立。 

(二)文獻回顧 

這樣的結果讓我們覺得跟彭賽列閉合定理有類似之處，只不過彭賽列閉合定理是取切線，

而我們是在各邊取中點、垂足，因此也引起我們接下來的一系列探討。 

參考文

獻 

[ ]1 婆羅摩笈多定理 

二維靜態 

[ ]3 彭賽列定理 

取切線 

[ ]2 永恆的旋轉木馬- 

角度任意偶數等份的焦半徑倒數m次

方和為不變量 
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我們的

研究 

動態，無數個中點及垂足

共一圓。推廣至三維 
取各邊中點、垂足 

角度任意 n 等份的垂足多邊形垂線

段、邊長之倒數偶次方和為不變量 

   

▲圓內中點五邊形 ▲圓內中點六邊形 ▲圓內垂足六邊形 

【Discussion 1】我們發現當角度平分時，中點四邊形四個頂點共封閉曲線；若角度不平分，

由於各個中點的軌跡不具對稱性，造成中點四邊形四個頂點將各別形成兩條或是四條相異的

封閉曲線，因此我們只討論在相鄰等角的情況下產生的軌跡圖形以及其方程式。 

    
 F 在兩對角線上之

中點軌跡 

 F 不在對角線上之

中點軌跡 

 F 在兩對角線上之

垂足軌跡 

 F 不在對角線上之

垂足軌跡 

(三)研究目的與研究流程 

1.探討圓錐曲線內中點、垂足 n 邊形的無數頂點軌跡所共封閉曲線的方程式。 

2.探討圓錐曲線內中點、垂足 n 邊形頂點軌跡共圓的結果。 

3.圓錐曲線內垂足 n 邊形中的不變量。 

4.推廣婆羅摩笈多定理、垂足多邊形軌跡性質與不變量至三維。 
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貳、 研究設備及器材 

GeoGebra、筆、紙、電腦、mathtype 應用程式、平板 

參、 研究過程或方法 

【Lemma1】婆羅摩笈多定理 

若一圓內接四邊形 ABCD 之對角線互相垂直，則垂直於四邊形 ABCD 一邊且通過對角線交

點的直線將平分對邊。 

【Lemma 2】八點圓 

若任意四邊形的對角線互相垂直，由四邊的中點分別向四條對邊作垂線，則這四個垂足與

四個中點八點共圓。 

【Lemma 3】彭賽列閉合定理 

在一平面給定兩圓錐曲線，若有一封閉多邊形內切於其中一圓錐曲線又外接於另一條圓錐

曲線，則存在無限多個多邊形滿足上述條件，滿足此性質的封閉多邊形邊數相同。 

   
 Lemma1  Lemma 2  Lemma 3 

【Lemma 4】圓錐曲線焦半徑 

研究動機 研究內容一 研究內容二 研究內容三

二維 
婆羅摩笈多定理 

八點圓定理 

分點多邊形頂點軌跡 

中點多邊形頂點軌跡 

垂足多邊形頂點軌跡 

垂足多邊形不變量 

推廣研究內容 
至三維 
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圓錐曲線Γ的焦半徑
1 cos

rFP
e φ

=
−

，其中 r 為半正焦弦長，e 為離心率，φ 為 FP和 x 軸正

向夾角。 

Proof
cos

FP FP FPe rPD CD PC AB PC
e

ρ

ρ φ
= = = =

+ + +
，其中

r e
AB

=  

得
1 cos

r
e

ρ
φ

=
−

為圓錐曲線的極座標方程。 

∴當Γ為拋物線時， 1e = ；當Γ為雙曲線時， 1e > ；當Γ為橢圓時， 1e < 。■ 

【Lemma 5】 

( )
1

2

1
02

1 11cos . cos( 2 )
2 4

n
n

n n n
jnn

j
C C n jθ θ

− 
  

−  
  = 

 
− + = + − 

  

∑ ， n∀ ∈  

Proof 

1當 1n = 時，
0

1 1
00

0

1 ( 1) 1 cos(1 2 ) cos
2 4 j

j
RHS C C j LHSθ θ

=

 − +
= ⋅ + ⋅ − = = 

 
∑ 成立 

2
設 n k= 時成立，即

( )
1

2

1
02

1 11cos . cos( 2 )
2 4

k
k

k k k
jkk

j
C C k jθ θ

− 
  

−  
  = 

 
− + = + − 

  

∑  

3當 1n k= + 時，欲證
( ) 1 2

1 1 1
1

02

1 11cos . cos( 2 1)
2 4

k
k

k k k
jkk

j
C C k jθ θ

 
+   

+ + +
+ 

  = 

 
− + = + − + 

  

∑  

1Case  k 為偶數：
( )

1
2

1
1

02

1 11cos . cos cos( 2 ) cos
2 4

k
k

k k k
jkk

j
C C k jθ θ θ θ

− 
  

+
−  

  = 

 
− + = ⋅ + − 

  

∑  

[ ]
1

2

1
02

1 1 1cos cos( 2 1) cos( 2 1)
2 2 2

k

k k
k jk

j
C C k j k jθ θ θ

−

−
=

 
 = ⋅ ⋅ + ⋅ − − + − + 
  

∑ [ ] [ ]0 1
2 2

1 cos cos( 1) cos( 1) cos3 cos
2

k k k
k kk C C k k Cθ θ θ θ θ

−

    = + ⋅ − + + + + ⋅ +  
    

  

1 1 1
0 1 1

2 2

1 cos( 1) cos( 1) cos3 cos
2

k k k k
k kk C k C k C Cθ θ θ θ+ + +

−

  = ⋅ + + ⋅ − + + ⋅ + ⋅ 
  



2
1

( 1) 1
0

1 cos( 2 1)
2

k

k
jk

j
C k j θ+

+ −
=

 
 = ⋅ − + 
  
∑  

( 1) 1
2

1
( 1) 1

0

1 cos( 2 1)
2

k

k
jk

j
C k j θ

+ − 
  

+
+ −

=

 
 = ⋅ − + 
  

∑ ∴成立 

2Case  k 為奇數：
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[ ]
1 1

2 2
1

1 1
0 0

1 1cos 0 cos( 2 ) cos cos( 2 1) cos( 2 1)
2 2

k k

k k k
j jk k

j j
C k j C k j k jθ θ θ θ θ

− −

+
− −

= =

   
   = + ⋅ − + = ⋅ − + + − −   
      

∑ ∑  

( )0 0 1 3 1 1
2 2 2

1 cos( 1) cos( 1) cos 2 cos(0 )
2

k k k k k k
k k kk C k C C k C C Cθ θ θ θ− − −

  
= ⋅ + + + ⋅ − + + + ⋅ + ⋅ ⋅  

   
  

1 1 1
0 1 1 1

2 2

1 cos( 1) cos( 1) cos 2 1
2

k k k k
k kk C k C k C Cθ θ θ+ + +
− −

 
= ⋅ + + ⋅ − + + ⋅ + ⋅ 

 
  

1
2

1
1

0 2

1 cos( 2 1)
2

k

k k
j kk

j
C k j Cθ

−

+
−

=

  
  = ⋅ − + +      

∑
( 1) 1

2
1 1
1( 1) 1

02

1 1 cos( 2 1)
2( 1)2

k

k k
jkk

j

k C C k j
k

θ

+ − 
  

+ +
++ −  

  = 

  
 +  = ⋅ + ⋅ − +  +    

∑  

( 1) 1
2

1 1
1( 1) 1

02

1 1 cos( 2 1)
22

k

k k
jkk

j
C C k j θ

+ − 
  

+ +
++ −  

  = 

  
  = ⋅ + ⋅ − +  
    

∑ ∴成立 

由數學歸納法， ( )
1

2

1
02

1 11cos . cos( 2 )
42

n
n

n n n
jnn

j
C C n jθ θ

− 
  

−  
  = 

 
− + = + − 

  

∑ ， n∀ ∈ ■ 

【Lemma 6】 

{ }
1

2cos 0, , 3, 0
n

u

uk n k n k
n
πφ

=

  + = > ∀ ≥ ∈ −    
∑   

Proof 

1

2 1 2 4 2cos 2cos sin 2 sin 2cos sin
2sin

n

u

u k k k k nk kk k k k
kn n n n n n n
n

π π π π π π πφ φ φ φ
π=

          + = ⋅ + + + + + +                    
∑   

( ) ( )2 1 2 11 3 1 5 3sin sin sin sin sin sin
2sin

n k n kk k k kk k k k k kk n n n n n n
n

π ππ π π πφ φ φ φ φ φπ
  + −              = ⋅ + − + + + − + + + + − +                                   

  

( ) ( )2 1 11 1sin sin 2cos 0 0
2sin 2sin

n k n kkk k kk kn n n
n n

π ππφ φ φπ π
   + +    = ⋅ + − + = ⋅ + ⋅ =       

          
■ 

【Lemma 7】複數平面中的垂足表示法 

給定三複數 a、b、z 分別對應複數平面 A、B、Z，則點 Z 對 AB


之垂足為

( ) ( )
( )2

a b z a b z ab ab
H h

a b

− + − + −
→ =

−
。特別地，當 Z 在原點時垂足為 ( )2

ab abH h
a b
−

→ =
−

。 

(複數 ( , )x yi x y+ → ，對應關係以→表示。) 
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Proof\設 Z(z)對於 AB


的對稱點為 W(w)，如圖，依序經平移 a− 、旋轉及伸縮
1

b a−
變換後得

z a w a
b a b a
− −  = − − 

⇒ z a w a
b ab a

− −
=

−−
⇒

( ) ( ) ( ) ( )a b a b a z a a b z ab ab
w

b a a b

− + − − − + −
= =

− −
 

垂足即為 ( )
( ) ( )

( )
1
2 2

a b z a b z ab ab
z w

a b

− + − + −
+ =

−
。當 z = 0 時，垂足為 ( )2

ab ab
a b
−
−

■ 

肆、 研究結果 

一、圓內中點多邊形頂點軌跡方程式探討 

在研究 n 等分角度下中點多邊形頂點軌跡的同時，我們驚奇地發現在 n = 4 時，對於 F 所作

的任意中點四邊形的頂點軌跡是一個圓!除此之外，在平分任意等分的情況下，圓錐曲線內的

中點多邊形頂點都將共曲線，因此我們展開了對中點多邊形的一系列探討。 

【Definition 1】相鄰等角多邊形 

給定一圓錐曲線，在其內任取一定點 F，考慮任意依序相鄰角度
2
n
π
的 n 條射線 1FP


、 2FP


、

、 nFP


，分別交圓錐曲線於 1P 、 2P 、、 nP ， 3n ≥ ， n∈ ，則將此 n 邊形 1 2 nPP P 稱

為 F 的相鄰等角 n 邊形。 

  
 1 2 nPP P 稱為 F 的相鄰等角 n 邊形 

 

【Definition 2】中點多邊形與分點多邊形 

在 n 邊形 1 2 nPP P 中，取 1k kP P + 各邊分點為 kQ ，滿足 1: :k k k kP Q Q P s t+ = ，可得 n 邊形
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1 2 nQ Q Q ，我們稱 n 邊形 1 2 nQ Q Q 為 n 邊形 1 2 nPP P 的 :s t 分點多邊形 1 2 nQ Q Q ，簡稱

1 2 nQ Q Q 為分點多邊形。特別的是 1: 1:1k k k kP Q Q P + = ，定義此時 k kQ M= ，並稱 n 邊形

1 2 nM M M 為 n 邊形 1 2 nPP P 的中點多邊形，簡稱 1 2 nM M M 為中點多邊形。 

  
分點多邊形 中點多邊形 

※以下均考慮 F 的圓錐曲線內接相鄰等角多邊形 1 2 nP P P 之中點多邊形 1 2 nM M M 及分點

多邊形 1 2 nQ Q Q ，簡稱 1 2 nM M M 、 1 2 nQ Q Q 為圓錐曲線內中點多邊形及分點多邊形。 

【Theorem1】圓內中點 n 邊形頂點軌跡方程式 

給定一圓 2 2 2:C x y R+ = ，在其內任取一定點 ( ,0)F k ，則 F 的圓內任意相鄰等角 n 邊形

1 2 nPP P 之中點 n 邊形 1 2 nM M M 頂點共一相同封閉曲線，曲線方程式為 

( ) ( ) ( )2 4 4 2 2 2 2
22 2 2 2 2 2 2 2

2 2

4 222 2 2 cos 4 0
k x y x y R y

x y kx k R R k kx R k
n x y
π + + −

+ − + − − + − + + =
+

 

Proof 

任取 C 上相異兩點 ( , )i i iP x y 、 1 1 1( , )i i iP x y+ + + ，滿足 1
2

i iPFP
n
π

+∠ = ，1 1i n≤ ≤ −  

已知條件: 1

1

2 (1)
2 (2)

i i

i i

x x x
y y y

+

+

+ =
 + =

L
L

、
2 2 2

2 2 2
1 1

(3)
(4)

i i

i i

x y R
x y R+ +

 + =


+ =




 

且 ( ),i i iFP x k y= −


, ( )1 1 1,i i iFP x k y+ + += −


 

因 1 1
2cosi i i iFP FP FP FP
n
π

+ +⋅ =
   

，分別計算左式與右式比較: 

1 ( ) ( ) 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1, , ( ) 2i i i i i i i i i i i i i i i iFP FP x k y x k y x x y y k x x k x x y y kx k+ + + + + + + +⋅ = − ⋅ − = + − + + = + − +

 
2 2(1) (2) (3) (4)+ − − 得 2 2 2

1 1 2 2i i i ix x y y x y R+ ++ = + − 代入原式 2 2 2 2
1 2 2 2i iFP FP x y kx k R+⋅ = + − + −

 
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2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1[( ) ][( ) ] [ 2 ][ 2 ]i i i i i i i iFP FP x k y x k y R kx k R kx k+ + + += − + − + = − + − +

 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1= 2 4 4 4i i i i i iR k k R k x x kx x R k kx R k k x x+ + ++ − + + + = + − + +  

3 處理 1 2x x : 1

1

2
2

i i

i i

x x x
y y y
+

+

= −
 = −

代入(4)式與(3)式聯立得
( ) ( )

2 2 2

2 2 22 2
i i

i i

x y R

x x y y R

 + =


− + − =
 

2 2 2

2 2 2 2 24 4 4 4
i i

i i i i

x y R
x xx x y yy y R

 + =


− + + − + =
⇒

2 2 2

2 2

(3)
0 (5)

i i

i i

x y R
x xx y yy

 + =


− + − =

L
L

，由(5)式可得 

2 2
i

i
x y xxy

y
+ −

= 代入(3)可得 ( ) ( ) ( )2 2 2 2 3 4 4 2 2 2 22 2 2 0i ix y x xy x x x y x y R y+ − + + + + − =  

同理， ( ) ( ) ( )2 2 2 2 3 4 4 2 2 2 2
1 12 2 2 0i ix y x xy x x x y x y R y+ ++ − + + + + − =  

1,i ix x +∴ 恆為 ( ) ( ) ( )2 2 2 2 3 4 4 2 2 2 22 2 2 0x y t xy x t x y x y R y+ − + + + + − = 的兩根， 

⇒
4 4 2 2 2 2

1 2 2

2
i i

x y x y R yx x
x y+

+ + −
=

+
，代回 1i iFP FP+

 
得 

( ) ( ) ( )2 4 4 2 2 2 2
22 2 2 2 2 2 2 2

2 2

4 222 2 2 cos 4 0
k x y x y R y

x y kx k R R k kx R k
n x y
π + + −

+ − + − − + − + + =
+

■ 

【Corollary 1】橢圓內中點 n 邊形頂點軌跡方程式 

給定一橢圓
2 2

2 2: 1x y
a b

Γ + = ，在其內任取一定點 ( ,0)F k ，則橢圓內 F 的任意相鄰等角 n 邊形

1 2 nPP P 之中點 n 邊形 1 2 nM M M 頂點共一相同封閉曲線，曲線方程式為 

( ) ( ) ( )
2 2 222 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 22 cos 2 4 2 2 2 4 2 2 0b px b pp q kx k p kx k q k y q k b x b x p
n a a
π  

+ − + − − + + + − − − + − − = 
 

 

4 4 4 4 2 2 2 2 4 2 2

2 2 2 4 2

2( , ) b x a y a b x y a b yp p x y
a b y b x

+ + −
≡ =

+
，

4 4 4 4 2 2 2 2 2 4 2

2 2 2 4 2

2( , ) b x a y a b x y a b xq q x y
a b x a y

+ + −
≡ =

+
 

Proof 
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由【Theorem1】相似方法處理 ix 、 iy 、 1ix + 、 1iy + 與 x、 y

的關係可得橢圓內中點 n 邊形頂點軌跡方程式。 

【Discussion 2】非圓的圓錐曲線中點軌跡問題 

一般而言圓經仿射變換可以變換成橢圓，不過仿射變換  
無法保角，因此無法直接透過仿射變換判定共封閉曲線、共圓、不變量等性質。 

除了中點多邊形頂點軌跡會共一封閉曲線，我們也嘗試圓內分點多邊形的情況，發現分點 iQ 形

成的頂點軌跡也共一相同封閉曲線，引起我們對分點多邊形頂點軌跡方程式的探究。 

   

圓內分點三角形頂點軌跡 圓內分點四邊形頂點軌跡 橢圓內分點六邊形頂點軌跡 

【Corollary 2】圓內分點 n 邊形頂點軌跡方程式 

給定圓 2 2 2:C x y R+ = ，在其內任取一定點 ( ,0)F k ，則圓內F的任意相鄰等角 n邊形 1 2 nPP P

之 :1m 分點多邊形 1 2 nQ Q Q 頂點共一相同封閉曲線，曲線方程式為:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2

22 2 2 2 2 2
1 1 2cos 2 4 0

2
m x y R m

ks k R k k R k s k t
m n

π+ + − +
+ + − + − + + =  

( )
( )( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( )
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

4 1 1 4 4 1 1 4
,

8 8

x m x y m R y p x m x y m R y p
s x y

x y m x y

   + + + − ± + + + −   = +
+ +


( )

( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

4 1 1 4 4 1 1 4
,

8 8

x m x y m R y p x m x y m R y q
t x y

x y m x y

     + + + − ± + + + −     =   
+ +    

  

Proof 

任取 C 上相異兩點 ( , )i i iP x y 、 1 1 1( , )i i iP x y+ + + ，滿足 1
2

i iPFP
n
π

+∠ = ，1 1i n≤ ≤ −  

已知條件

1

1

(1)
1

(2)
1

i i

i i

x mxx
m

y myy
m

+

+

+ = +
 + =
 +





、
2 2 2

2 2 2
1 1

(3)
(4)

i i

i i

x y R
x y R+ +

 + =


+ =




 

1令 ( ,0)F k ， ( , )i i iP x y ， 1 1 1( , )i i iP x y+ + + ， 1 1i n∀ ≤ ≤ − 得
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( ),i i iFP x k y= −


, ( )1 1 1,i i iFP x k y+ + += −


，則有 1 1
2cosi i i iFP FP FP FP
n
π

+ +⋅ =
   

 

2 ( ) ( ) 2
1 1 1 1 1 1, , ( )i i i i i i i i i i i iFP FP x k y x k y x x y y k x x k+ + + + + +⋅ = − ⋅ − = + − + +

 
 

3 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1[( ) ][( ) ] [ 2 ][ 2 ]i i i i i i i iFP FP x k y x k y R kx k R kx k+ + + += − + − + = − + − +

 
 

2 2 2 2 2 2
1 1( ) 2 ( )( ) 4 ( )i i i iR k k R k x x k x x+ += + − + + +  

4 處理 1 1i i i ix x y y+ ++ :將(1)、(2)兩式整理得
2 2 2 2 2

1 1
( 1) ( ) ( 1)

2i i i i
m x y m Rx x y y

m+ +

+ + − +
+ =  

5求 ix :
1

1

( 1)

( 1)

i
i

i
i

m x xx
m

m y yy
m

+

+

+ − =
 + − =


代入(4)式得
2 2

2( 1) ( 1)i im x x m y y R
m m

+ − + −   + =      
 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 21 2 1 ( )i im x y R m xx yy m R⇒ + + + − + + = ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 21 1 2 1 i im x y m R m xx yy⇒ + + + − = + +  

可求出 代回(3)得 ( ) ( )( ) 22 2 2
2 2

1 1 2
2

i
i

m R m x y xx
x R

y

 − + + + −
 + =
  

 

整理出關於 ix 的多項式： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )22 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 24 4 1 1 2 1 1 + 1 4 0i ix y x x m x y m R x R m x y m R m x y y R + − + + + − + − + + − + + − =   

求 1ix + :
( )
( )

1

1

1

1
i i

i i

x m x mx

y m y my
+

+

= + −


= + −
代入(3)式得 ( )( )2 2 2 2 2 2

1 1( 1) ( ) 2 1 i im x y m R m m xx yy R+ ++ + + − + + =  

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2
1 11 1 2 1 i im x y m R m m xx yy+ +⇒ + + + − = + +  

得
( ) ( )( )2 2 2

1
1

1 1 2
2

i
i

m R m x y mxx
y

my
+

+

− + + + −
= 代回(4)得 ( ) ( )( ) 22 2 2

12 2
1

1 1 2
2

i
i

m R m x y mxx
x R

my
+

+

 − + + + −
 + =
  

 

整理出有關 1ix + 的多項式： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )22 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2
1 14 4 1 1 2 1 1 + 1 4 0i im x y x mx m x y m R x R m x y m R m x y m y R+ +

 + − + + + − + − + + − + + − = 

 

由 ix 和 1ix + 的多項式，以一元二次方程式公式解，得 

( ) ( )( )2 2 21 1 2
2

i
i

m R m x y xx
y

y
− + + + −

=
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

22 22 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2

2 2

4 1 1 4 4 1 1 2 1

8i

x m x y m R y R x y m x y m R m x y R
x

x y

 + + + − ± + − + + − − − − + =
+

 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

22 22 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2

1 2 2

4 1 1 4 4 1 1 2 1

8i

x m x y m R y m R x y m x y m R m x y R
x

m x y+

 + + + − ± + − + + − − − − + =
+

 

求±：將 1,i ix x + 代回 ( ) 11 i im x mx x++ = +  

右式=
( )( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( )
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

4 1 1 4 4 1 1 4

8 8

x m x y m R y q x m x y m R y p

x y x y

   + + + − ± + + + − ±   +
+ +

 

( )( )
( )

2 2

2 2

8 1 4 4
( 1)

8

x m x y y q y p
m x

x y

 + + ± ± = = +
+

=左式 

其中
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )2

22 22 2 4 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2

( , ) 1 1 2 1 4

( , ) ( 1) ( ) ( 1) 2( 1)( ) 4

p x y m x y m R m x y R R x y

q x y m x y m R m x y R m R x y

 = − + + − − − − + + +


= − + + − − − − + + +

 

將其整理後可得 ( ) ( ) ( )22 22 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 2 2 2 2p q m x y m R R m x R m y R x R y= = − + + − − + + + +  

( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( )

2 2 2 2 2 2

1 2 2 2 2

4 1 1 4 4 1 1 4

8 8i i

x m x y m R y p x m x y m R y q
x x

x y m x y+

   + + + − ± + + + −   + = +
+ +




 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

2 2 2 2 2 2

1 2 2 2 2

4 1 1 4 4 1 1 4

8 8i i

x m x y m R y p x m x y m R y q
x x

x y m x y+

      + + + − ± + + + −      =
   + +
   


 

代回 1 1
2cosi i i iFP FP FP FP
n
π

+ +⋅ =
   

移項得 1 1
2cos 0i i i iFP FP FP FP
n
π

+ +⋅ − =
   

分別代入整理出 

分點軌跡方程式
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2
22 2 2 2 2 2

1 1 2cos 2 4 0
2

m x y R m
ks k R k k R k s k t

m n
π+ + − +

+ + − + − + + =  

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )22 22 2 4 2 2 2 2 2 2 2, 1 1 2 1 4= − + + − − − − + + +p x y m x y m R m x y R R x y  

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

4 1 1 4 4 1 1 4
,

8 8

x m x y m R y p x m x y m R y p
s x y

x y m x y

   + + + − ± + + + −   = +
+ +

  
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( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

4 1 1 4 4 1 1 4
,

8 8

x m x y m R y p x m x y m R y q
t x y

x y m x y

      + + + − ± + + + −      =
   + +
   


■ 

註：當 ix 取+， 1ix + 取−時，為對於相鄰等角 n 邊形 1 2 nPP P 之 :1m 分點多邊形 1 2 nQ Q Q 之

頂點軌跡方程式；當 ix 取−， 1ix + 取+時，為對於相鄰等角 n 邊形 1 2 nPP P 之1: m分點多邊形

1 2' ' 'nQ Q Q 之頂點軌跡方程式。 

二、『圓內』垂足 n 邊形頂點軌跡探討 

由八點圓定理可知在對角線互相垂直的四邊形中，由各邊中點分別向對邊做垂線，則四個垂

足與四個中點將八點共圓，又由婆羅摩笈多定理知每組中點與垂足的連線將通過固定點 F，

因此發現圓內垂足四邊形頂點軌跡也會共一圓，且此圓即為圓內中點四邊形頂點軌跡圓。由

此我們好奇圓錐曲線內接相鄰等角多邊形之垂足多邊形頂點軌跡與相關性質。 

【Definition 3】垂足多邊形 

在 n 邊形 1 2 nPP P 中，取平面上任意點 F 對 n 邊形 1 2 nPP P 各邊

延長線做垂線，可得垂足 kH ，稱 n 邊形 1 2 nH H H 為 F 之 n 邊

形 1 2 nPP P 的垂足 n 邊形。 

【Difference】負踏板多邊形(Negative Pedal Polygon) 

一般所謂垂足軌跡為圓錐曲線上給定一切線並由任意點做出垂足形成的軌跡，而我們的研究

內容是由固定點對圓錐曲線內接多邊形的各邊做垂線並觀察垂足所形成的軌跡。這樣的定義

其實較接近負踏板多邊形(Negative Pedal Polygon)，但為方便表達，在此稱其為「垂足多邊

形」。 

【Theorem2】圓內中點四邊形、垂足四邊形頂點軌跡共相同一圓 

給定一半徑為 R 的圓 C，在圓內取一定點 F，將 F 點的周角平分為四等分，則對於任意對

角線互相垂直於 F 的圓內接四邊形 1 2 3 4PP P P 的中點四邊形 1 2 3 4M M M M 之頂點將共一圓 1C ，

且垂足四邊形 1 2 3 4H H H H 之頂點將共一圓 1C ′，則 1 1C C ′= 。 

而軌跡圓 1C 、 1C ′之半徑 1R 滿足
22 2

1
1
2

R R OM= − ，其中 M 為圓心 O 與定點 F 的中點。 
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圓內中點四邊形 圓內垂足四邊形 垂足與中點軌跡為同一圓 

Proof1取 1 2PP 的中點 1M ，OF 的中點 M，連 1OM 、OF 、 1MM 、 1FM ，得 1 1 1M P M F= 。 

2由中線定理
2 2 2 2

1 1 12( )OM M F OM MM+ = +  

∵ 1 1 1M P M F= 且
2 2 2 2 2

1 1 1 1 1OM M F OM M P R+ = + =  

∴
2 22

1
1
2

MM R OM= − ∵
2

OM 、
2R 為定值 1MM∴ 為定值 

對於任意的弦 1i iPP+ 的中點 iM 仍滿足， 1,2,3,4i∀ = 。 

則對於任意 1i iPP+ 的中點 iM 落在以 M 為圓心、半徑為
2 22 21 1 1

2 2 4
R OM R OF− = − 的圓上。 

由八點圓定理，因中點四邊形 1 2 3 4M M M M 之頂點恆共一圓 1C ，所以垂足四邊形 1 2 3 4H H H H

之頂點也在此圓 1C 上■ 

【Theorem 3】圓內垂足 n 邊形頂點軌跡方程式 

給定一圓 2 2 2:C x y R+ = ，在其內任取一定點 ( ,0)F k ，則對於 F 的任意相鄰等角 n 邊形

1 2 nPP P 之垂足 n 邊形 1 2 nH H H 頂點會共一相同封閉曲線，此曲線方程式為

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

22 2 4 2 22 222 2 2 2 2 2 2 2 2
2 22 2

22 12 2 2 cos 4 4 0
x x k xy x k y R ykx k xx y kx k R R k k R k k

n y x k y x k
π    − + − + −− +

+ − + − − + − + + =   
+ − + −      

 

Proof 任取 C 上相異兩點 ( , )i i iP x y 、 1 1 1( , )i i iP x y+ + + ，滿足 1
2

i iPFP
n
π

+∠ = ， 1 1i n∀ ≤ ≤ −  

已知

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1

1 1

, , 0

, , 0

, , 0

i i i i

i i

i i

x k y x x y y

x k y x x y y

x k y x x y y

+ +

+ +

− ⋅ − − =


− ⋅ − − =
 − ⋅ − − =

⇒
2 2

2 2
1 1 1

0 (1)
0 (2)

i i i

i i i

x xx kx kx y yy
x xx kx kx y yy+ + +

 − − + + − =


− − + + − =




 

1令 ( ,0)F k ， ( , )i i iP x y ， 1 1 1( , )i i iP x y+ + + ， 1 1i n∀ ≤ ≤ −  

( ),i i iFP x k y= −


, ( )1 1 1,i i iFP x k y+ + += −


，則有 1 1
2cosi i i iFP FP FP FP
n
π

+ +⋅ =
   
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( ) ( ) ( ) ( )2 22 2
1 1 1 1, , cosi i i i i i i ix k y x k y x k y x k y θ+ + + +

   ∴ − ⋅ − = − + − +     

處理 LHS ( ) 2
1 1 1i i i i i ix x k x x k y y+ + += − + + +  

( ) ( )22 2 2 2
1 1 1, ,i i i i i i i i iH P H P R OH x x y y x x y y x y R+ + +× = − ∴ − − ⋅ − − = + −  

⇒ 2
1 1 1 1 0 (3)i i i i i i i ix x xx xx y y yy yy R+ + + +− − + − − + =   

(1)+(2)可得 2 2
1 1 12 2 2 0 (4)i i i i i ix xx xx kx kx kx y yy yy+ + +− − − + + + − − =   

(3)-(4)可得左式 ( ) 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2i i i i i ix x k x x k y y x y kx k R+ + += − + + + = + − + −  

處理 RHS ( ) ( )2 22 2
1 1 cosi i i ix k y x k y θ+ +

   = − + − +    ，且

2 2 2

2 2 2
1 1

i i

i i

x y R
x y R+ +

 + =


+ =
 

原式= ( ) ( ) ( )( )2 22 2 2 2 2 2
1 1 1 12 2i i i i i i i iFP FP x k y x k y R kx k R kx k+ + + +

   = − + − + = − + − +   
 

 

( ) ( )( )22 2 2 2 2
1 12 4 (5)i i i iR k k R k x x k x x+ += + − + + + L  

( )( )2 2

(1) ii i
i

x x k xkx xx kx x yy y
y y

− −− − + +
⇔ = = + ，將 iy 代入 2 2 2

i ix y R+ = 整理可得 

( ) ( ) ( )2 22 2 2 4 2 22 2
2

2 2 2

22 2 2 0i i

y x k x x k xy x k y R ykx k xx x
y y y

   + − − + − + − − + −
+ + =    

       
 

同理
( ) ( ) ( )2 22 2 2 4 2 22 2

2
1 12 2 2

22 2 2 0i i

y x k x x k xy x k y R ykx k xx x
y y y+ +

   + − − + − + − − + −
+ + =    

       
 

故 ix 、 1ix + 為
( ) ( ) ( )2 22 2 2 4 2 22 2

2
2 2 2

22 2 2 0
y x k x x k xy x k y R ykx k xt t

y y y

   + − − + − + − − + −
+ + =    

       
之兩根 

由韋達定理知
( )

( ) ( )
( )

2 2

1 22

22 2 4 2 2

1 22

2 2 2

2

i i

i i

kx k xx x
y x k

x x k xy x k y R y
x x

y x k

+

+

 − +
+ =

+ −


− + − + − = + −

，將此代回(5)可得軌跡方程式 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

22 2 4 2 22 222 2 2 2 2 2 2 2 2
2 22 2

22 12 2 2 cos 4 4 0
x x k xy x k y R ykx k xx y kx k R R k k R k k

n y x k y x k
π    − + − + −− +

+ − + − − + − + + =   
+ − + −      

■ 

【Corollary 3】 

給定一圓錐曲線，在其內任取一定點 F，則將任意 F 的相鄰等角 n 邊形 1 2 nPP P 之垂足 n 邊
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形 1 2 nH H H 稱為第一層垂足 n 邊形；以 F 點對第一層垂足 n 邊形的每一邊分別做垂足得到

多邊形 2 2 2
1 2 nH H H ，則稱多邊形 2 2 2

1 2 nH H H 為第 2 層垂足 n 邊形。以同樣做圖方式向內持續

做出第 3 層、、第 m 層垂足 n 邊形，則稱 1 2
m m m

nH H H 為第 m 層垂足 n 邊形， m∀ ∈ 。 

1 1 1 2 1 2 2 1 12 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 2 2 2 3 3 3 3 4 1 1 2

2 2 2 2

n n n n n n n n n n

n n n nFH H FH H FH H FH H FH H FH H FP P
− − − − − − −

+ + +
∠ = ∠ = ∠ = ∠ = ∠ = = ∠ = ∠  

1 1 1 2 1 2 2
1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2 2

2 2 2
n n nPP P PP P PP F H P F H H F H H F H H F
+ + +

= ∠ = ∠ = ∠ = ∠ = ∠ = ∠ = ∠

3 2 3 3 2 2
1 2 1 2 1 2

n n

H H F H H F H H F= ∠ = ∠ = = ∠  

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

n n n n n n

FH H H H F FH FH∠ = ∠ ∴ = 同理可得 2 2 2 2
1 2 3

n n n n

nFH FH FH FH= = = =  

故 2
1

n

H 、 2
2

n

H 、…、 2
n

nH 共圓，且此圓圓心即為定點F 。■ 

三、圓錐曲線內垂足 n 邊形頂點軌跡探討 

由圓內垂足四邊形頂點軌跡共一圓的結果，我們好奇在任意圓錐曲線內其他的垂足 n 邊形頂

點軌跡是否有類似的美妙結果。我們發現任意圓錐曲線內第一層垂足 n 邊形頂點軌跡皆分別

共一封閉曲線。我們除了發現【Corollary 3】中頂點軌跡共圓的性質，甚至發現:當 F 為焦點

時，任意圓錐曲線內的垂足 n 邊形頂點軌跡分別共一圓， , 3n n∀ ∈ ≥ 。 

1.圓內第n層垂足四邊形頂點軌跡共

同一圓 

2.圓內第
2
n
層整數倍的垂足 n 邊形頂點軌跡共一圓 

且第
2
n
層垂足 n 邊形頂點軌跡圓圓心為定點 F  

圓內第 n 層垂足四邊形頂點軌跡共

一圓， n∀ ∈。而圓內第 2 層垂足四

邊形頂點軌跡圓圓心為定點 F。 

圓內第
2
n m層垂足 n 邊形頂點軌跡共一圓而圓內第

2
n
層垂足 n 邊形頂點軌跡圓圓心為定點 F。 

  

Proof(圓內第
2
n
層垂足 n 邊形頂點軌跡圓圓心為定點 F，n 為偶數) 
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軌跡 垂足三角形頂點軌跡 垂足五邊形頂點軌跡 垂足六邊形頂點軌跡 

拋 

物 

線 

   

橢 

圓 

   

雙 

曲 

線 

   

【Definition 4】特殊情況的討論-開放式曲線中的特殊定義 

(1)若雙曲線某條 kFP


無法與較接近的一支雙曲線有交點，則我們將

kFP


旋轉180後取其與較遠一支雙曲線的交點。 

如右圖中原來的 5FP


旋轉180後交較遠一支雙曲線於 5P 。 

(2)若拋物線某條 kFP


平行對稱軸 L，則定義此時的 1kH −、 kH 為

F 對 1k+ 、 1k− 的垂足，其中 1k+ 、 1k− 分別為過 1kP + 、 1kP − 平

行 L 的直線。右圖以拋物線五等份為例。 

(定義 0 n=  、 1 1n+=  、 0 nH H= 、 1 1nH H += ) 

【Theorem 4】圓錐曲線內第一層垂足 n 邊形頂點軌跡共一圓，此時 F 在焦點上。 

對於圓錐曲線內焦點 F 的相鄰等角多邊形 1 2 nPP P 之垂足 n 邊形 1 2 nH H H 頂點軌跡皆會
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共一圓， 3n∀ ≥ 。 

軌跡 垂足三角形頂點軌跡 垂足四邊形頂點軌跡 垂足 n 邊形頂點軌跡 

拋 

物 

線 

   

橢 

圓 

   

雙 

曲 

線 

   
Proof 由於離心率與自然常數符號易混淆，故在此以ε 表示離心率、e 表示自然常數 

設
( )21i k

n
k k kP z r e

πφ + − 
 → = ⋅

2

1 1 1

i k
n

k k kP z r e
πφ + 

 
+ + +→ = ⋅  

( )21i k
n

k k kP z r e
πφ − + − 

 ′ → = ⋅
2

1 1 1

i k
n

k k kP z r e
πφ − + 

 
+ + +
′ → = ⋅  

由【Lemma 7】可知：

( )

( )

2 2

1
1 1

2 211
1

1 1
2 2

i i
n n

k k
k k k k

k k
i k i kk k n n

k k

r r e e
z z z zH h

z z
r e r e

π π

π πφ φ

−

+
+ +

   − + − − +   +    
+

 
−  −  = = ⋅ 

−  ⋅ − ⋅

  

( )
( )

2 21

2 2 2 2cos sin cos sin

2 2 21 cos 1 cos 1
i k i k

n n

i i
n n n n

k e k e
n n

π πφ φ

π π π π
ρ

π πε φ ε φ
   − + − − +     

      + − − + −            = ⋅
      − + ⋅ − − + − ⋅           

， ρ 為半正焦弦長 

( ) ( ) ( )

22 sin

2 2 2 2 2 2 21 cos cos 1 sin 1 1 cos 1 cos sin

i
n

k k i k k k i k
n n n n n n

π
ρ

π π π π π πε φ φ φ ε φ φ φ
= ⋅

                  − + + − − + − − − + − + − +                                  
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( ) ( ) ( ) ( )

22 sin

2 2 2 2 2 2 2 22 cos 1 sin 1 + cos sin 1 cos sin cos 1 sin

i
n

k i k i k k k i k i k k
n n n n n n n n

π
ρ

π π π π π π π πφ φ ε φ φ φ φ ε φ φ
= ⋅

               + − − + − + + − − + + + − + − +                             

 

( ) ( )

4 sin cos

2 2 cos sin 2sin 2 1 sin 2 cos 2 1 sin

i
n n

i k i k
n n n n n n

π π
ρ

π π π π π πε φ φ
= ⋅

       − ⋅ ⋅ − + − ⋅ + + − ⋅             

( ) ( )sin 2 1 cos 2 1 cos
1

cosk

k i k i
n n n

h i
n

π π πφ φ ε

πρ

   − + − + + − −      ∴ =  

( ) ( )
cos

cos cos sin cos2 1 2 1
k k

i
n i i i

n n
k k

h h n n

π
ρ π π ρ

ε ε
π πφ φ⇔ + = + = − +

     + − + −         

( ) ( )cos 2 1 sin 2 1

cosk

k i k
n n

h
n

π πφ φ
ρ ε

π

   + − + + −      ⇔ + = ，令 k k kh x iy= +  

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2

1
cos sin

cos
2 1 2 1k k k k

k k k k k k k k

x iy x y
i i

x iy x y x y x y
n

k k
n n

ρ ρ ρρ
ε ε ε

π
π πφ φ

−
⇔ + + + − +

+ + + +

       = = = + − + −             
 

2 2

2 2 2 2
2

1

cos
k k

k k k k

x y
x y x y

n

ρ ρε π
   −

+ + =   + +    ( ) ( )
2 2 2 2

2
2 22 22 2 2 2 2

2 1

cos
k k k

k kk k k k

x x y
x yx y x y

n

ρ ρε ρε π⇔ + + + =
++ +

…(*) 

2
2 2 2 4 3 4 2

2
2

2 2 2 2

cos cos cos cos

cos 1 cos 1
k k

n n n nx y

n n

π π π πρε ρ ε ρε ρε

π πε ε

  − + 
+ + = 

  −  −    

 

2
2 2 2 4 3 4 2

2
2

2 2 2 2

cos cos cos cos

cos 1 cos 1

n n n nx y

n n

π π π πρε ρ ε ρε ρε

π πε ε

  − + 
∴ + + = 

  −  −    

即為 kH 之軌跡方程式■ 

註:視圓的焦點為圓心，顯然成立，其軌跡方程式即為(*)中ε = 0。 
 

【Discussion3】F 點落在圓錐曲線外之垂足四邊形頂點軌跡為同一圓 

給定一圓錐曲線及其外一點 F，將 F 周角平分四等分，交圓錐曲線於 1P 、 4P ，將其延長交

圓錐曲線於 2P 、 3P 形成一折線四邊形 1 2 3 4PP P P 。作 1i i iFH PP+⊥ , 1i i iH PP+∈ ，則對於任意的

1 2 3 4PP P P 之垂足四邊形 1 2 3 4H H H H 頂點軌跡共一圓。 
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Proof” ”均表示有向角符號 

1 4 1 4 1 4 1 4 4 4 4 390 90 90FH H FPH FPP PP F H P F H H F= = = − = − = −         

同理 2 1 3 290H H F FH H= −   

故 ( )2 1 4 2 1 1 4 4 3 3 2 4 3 2 2 3 4180H H H H H F FH H H H F FH H H H H H H H= + = − + = − =        

因此 1H 、 2H 、 3H 、 4H 共圓■ 

【Discussion4】F 點在圓錐曲線上垂足四邊形頂點軌跡為同一圓 

給定一圓錐曲線及圓錐曲線上一點 F，將 F 周角平分四等分，交圓於 1P 、 2P ，圓錐曲線內

接四邊形退化為圓錐曲線內接 1 2PFP∆ 。以 F 點對 1 2PP 做垂足 1H ，其軌跡共一圓。 

   

Proof 以圓上垂足四邊形為例 1 2 90PFP∠ =  1 2PP∴ 恆過初始圓圓心 O 

又 1 2 90FH P∠ =  ，且 O、F 為固定點 1H∴ 的軌跡為以OF 為直徑的圓     ■ 

四、圓錐曲線內垂足 n 邊形不變量探討當繼續深入研究圓錐曲線內垂足 n 邊形後，發現固定

點 F 與第一層垂足 n 邊形的 n 個頂點之連線段的倒數平方和之偶數次方和也存在不變量，接

著我們持續關注垂足 n 邊形的邊長，發現其倒數的偶數次方和也是不變量。另外，任意圓錐

曲線內第 1n − 層垂足多邊形存在特殊的角度關係。和符合龐色列定理中的調和多邊形一樣有

不變量性質[3]。 

【Theorem 5】圓錐曲線內垂足 n 邊形的垂線段倒數偶次方和為不變量 

任意圓錐曲線內，從焦點 F 對相鄰等角多邊形 1 2 nPP P 作各邊的垂線之倒數偶次方和恆為

定值，即 
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α β γ
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   = + + =    ≤ ≤

   − + − +
= + − − − ⋅        

∑ ∑  

恆為定值， ,m n∀ ∈ ，其中m n< 。 

 

 

 

 

 

 

註：所有圓錐曲線的焦半徑能以
1 cos

rFP
e θ

=
−

表示，r 為半正焦弦長，e 為離心率，θ為 FP線

段與 x 軸正向之夾角。 

Proof 由【Lemma4】： ( )2 1
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k
rFP

k
e

n
φ

=
− 

− + 
 

1 21 cos
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ke
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φ
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 − + 
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π
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π
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⋅
  −      − + − +          =

+ − ⋅ ⋅
 −       −     − +− +  − +  − +              

 

( ) ( )
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2 1 2 12 2 21 cos 1 cos 2 1 cos 1 cos cos

r
n

k kk ke e e e
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π

π ππ π πφ φ φ φ

=
    −   −          − + + − + − − + − +                           

 

(一)當 4n = 時：因 4n > 證明十分複雜，我們先單獨列出 4n = 之證明 

2
4

1

1
m

k kFH=

 
  
 

∑
( ) ( )

2 2

4

2
1

2 1 2 12 2 21 cos 1 cos 2 1 cos 1 cos cos
4 4 4 4 4

2sin
4

m

m
k

k kk ke e e e

r

π ππ π πφ φ φ φ

π=

    − −          − + + − + − − + − +                              =
 
 
 

∑  
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π πφ φ

=

        − + + − +               = ∑
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φ π φ π
=
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φ π φ π− −
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   − + +   = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + − +              

∑ ∑ ∑ 由【Lemma 5】
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∑ 恆為定值 

(由【Lemma 6】 1
2

ij − ≤   
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1
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ki j πφ π
=
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(二)當 4n > 時：令
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【Theorem 6】圓內垂足四邊形垂足線段倒數平方和為不變量 

給定一圓 2 2 2:C x y R+ = ，對於其內任意定點 ( ,0)F k 之任意相鄰等角四邊形 1 2 3 4PP P P 之垂足

四邊形 1 2 3 4H H H H 恆滿足
( ) ( )

4

2 2 2
2 2 2 21

1 4 4

2 2i iFH R k k R k k=

 
 

= + 
 − − − +
 

∑ 為定值。 

Proof 欲證: 1 2 3 4H H H H 為雙心四邊形 

1 2 3 4 1 1 4
1 3 4 1 2 4 1 1 1 4 1P P P P P H FH

PP P PP P PFH PH H∠ = ∠ = ∠ = ∠
共圓 母子相似 共圓
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1 1 4
1 3 4 4 3 4 4 3

P H FH
PP P P FH P H H∠ = ∠ = ∠

母子相似 共圓
 

又 4 1 4FH PP⊥ 4 1 4 3FH H FH H∴∠ =∠ ，即 4FH 平分 1 4 3H H H∠  

對於其他點同理，故 1 2 3 4H H H H 存在內心，且內心為 F。 

令內切圓分別與 1 2 2 3 3 4 4 1, , ,H H H H H H H H 切於 1 2 3 4, , ,T T T T 且半徑為 r 
 

1 2 3 4H H H H 四點共圓 ( )2 2 4 3 1 2 3 3 4 1
1 90
2

FH T FH T H H H H H H∴∠ +∠ = ∠ +∠ =   

2 2 4 3 90H FT H FT⇒∠ +∠ = ，令 2 2H FT θ∠ = ， 4 3 90H FT θ∠ = −  

( )22 2 2

2 2 2 2 2 2 2
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rFH FH FT FT FT FT



同理
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+ =  

故
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= × =∑ 設雙心四邊形 1 2 3 4H H H H 外接圓 1C 與內切圓 1C′圓心距 x，半徑分別為

1R 、r，雙心四邊形有關係式
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= +
− +
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由【Theorem 2】
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∑ 恆為定值■ 

【Theorem 7】圓錐曲線內垂足 n 邊形的邊長倒數偶次方和為不變量 

任意圓錐曲線內，從焦點 F 對相鄰等角多邊形 1 2 nPP P 作垂足 n 邊形 1 2 nH H H ，則垂足 n

邊形邊長倒數偶次方和恆為定值，即 2
1 1

1n

m
i i iH H= +

=∑

2

4 4 2 2 3 4 2 2 4 2 2

1

1 ! 2cos 2 cos 5 4 cos 4 cos 8 4 cos 4 cos 4
2 ! ! ! !sin

m

n

k m

m
n n n n n ni

n

α β γ

α β γ δ

π π π π π πε ε ε ε ε ε
π α β γ δρ = + + + =

 
        − + − + + + −        

        
 

∑ ∑  

2 3
2 2 3

2 32 3 1
2

( 1) 18 cos 8
42

n C
n

δ β γ δ
β γ δ
β γ δβ γ δ

πε
+ +

+ +
+ ++ + −  

  

− +  − −  
  

恆為定值， ,m n∀ ∈ ，其中
1

2
nm − ≤   

。 

  

Proof 令 F 對 1k kP P +


的垂足為 kH ，

2k
n
πψ φ= +  
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( ) ( )

4 cos 4 cos

2 22 cos 2sin 2 1 2 cos 2 1 2 cos 2sin 2 cos
k k

i i
n nH h

i k i k i i
n n n n n n

π π
ρ ρ

π π π π π πε φ φ ε ψ ψ
→ = ⋅ = ⋅

       − − + − + + − − − − + −       
       

 

( ) ( )
1 1

4 cos 4 cos

2 22 cos 2sin 2 1 2 cos 2 1 2 cos 2sin 2 cos
k k

i i
n nH h

i k i k i i
n n n n n n

π π
ρ ρ

π π π π π πε φ φ ε ψ ψ
+ +∴ → = ⋅ = ⋅

       − − + + + + + − − + + +       
       

 

1
1 1cos

cos sin cos cos sin cos
k kh h i

n i i i i
n n n n n n

πρ
π π π π π πε ψ ψ ε ψ ψ

+

 
 
 − = ⋅ −

        − − + + + − − − + −                

 

( ) ( )2

2 cos sinsin
cos 2cos 2 sin cos 2 sin 2

ii
n i i

n

π ψ ψρ π ε ψ ψ ε ψ ψ

+
=

+ − − +
 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

2
2 22

1 1

cos 2cos 2 sin cos2 sin 2 cos 2cos 2 sin cos2 sin 21 1
2 2sin cos sin sin cos sin

m

m

k k k k

i i i i
n n

h h H Hi i i i
n n

π πε ψ ψ ε ψ ψ ε ψ ψ ε ψ ψ

π πρ ψ ψ ρ ψ ψ+ +

+ − − + + − − + 
⇒ = ⇒ = −  + +

 

( )

2

2
22 2 21 2cos cos cos cos2 2sin sin 22sin

m
m

n ni
n

π πε ψ ε ψ ψ ψ
πρ

 
    = − − + +    

      
 

 

2

4 4 2 2 3 4 2 2 2 4 2 2 2 21 cos 2 cos 5 cos 4 cos 4 cos 8 cos 4 cos 4 cos 4 cos 8 cos 8
2sin

m

m

n n n n n n ni
n

π π π π π π πε ε ψ ε ε ψ ε ε ψ ε
πρ

 
          = − + + − + + + + − + − −                    
 

 

由多項式定理，
2

1 1

1
mn

k k kH H= +

 
= 

 
∑  

2

4 4 2 2 3 4 2 2 4 2 2 2 2 3

1

1 ! 2cos 2 cos 5 4 cos 4 cos 8 4 cos 4 cos 4 8 cos 8 cos2 ! ! ! !sin

m

n

k m

m
n n n n n n ni

n

α β γ δ
β γ δ

α β γ δ

π π π π π π πε ε ε ε ε ε ε ψπ α β γ δρ

+ +

= + + + =

 
          − + − + + + − − −          

            
 

∑ ∑  

設 4 4 2 2 3 4 2 2 4 2 2 2! 2cos 2 cos 5 4 cos 4 cos 8 4 cos 4 cos 4 8 cos 8
! ! ! !

mA
n n n n n n n

α β γ δπ π π π π π πε ε ε ε ε ε ε
α β γ δ

       = − + − + + + − − −       
       

恆為定值 

其中
2 3 1

2 3 22
2 3 2 3 2 3 2 3

2 3 2 32 3 1 2 3 1
1 1 02 2

1 ( 1) 1 ( 1)cos cos( 2 3 2 )
2 4 2

n n

s
k m k s

nA C C s A C

β γ δ
β γ δ β γ

β γ δ β γ δ β λ δ β γ δ
β γ δ β γ δβ γ δ β γ δ

α β γ δ

ψ β γ δ ψ

+ + − 
 + + + + 

+ + + + + + + +
+ + + ++ + − + + −   

   = + + + = = =   

   
  − + − 

= + + + − =   
      

∑ ∑ ∑ ∑
3

1

1
4

n

k m

δ

α β γ δ= + + + =

  +  
    

∑ ∑  

2

2
4 4 2 2 3 4 2 2 4 2 2 2

2 32 3 1
1 11 2

1 1 ! 2cos 2 cos 5 4 cos 4 cos 8 4 cos 4 cos 4 8 cos 8
2 ! ! ! ! 2sin

m

mn n

k k mk k

m n C
H H n n n n n n ni

n

α β γ δ

β γ δβ γ δ
α β γ δ

π π π π π π πε ε ε ε ε ε ε
π α β γ δρ

+ ++ + − 
= = + + + =+ 

 
            ∴ = − + − + + + − − −           

            
 

∑ ∑ ∑
2 3

2 3 ( 1) 1
4

β γ δ
β γ δ

+ +
+ +




− + 



 

恆為定值■ 

 

 



26 

 

伍、 討論 

以下考慮空間中焦點在 x軸上特殊圓錐曲面

2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 2= : 1( ), : 1, : 4 0E H p
x y z x y za b cx y z
a b b a b b

 
Ω Ω + + = > Ω − − = − Ω − − = 

 

，並利用正多面體製造空間中的相鄰等角射線來推廣 Theorem4 

與 Theorem5。  

(2)相鄰等角多面體：給定 F 為 Ω內任一點與以 F 為重心之正多面體 Π，F 對 Π的各個頂點

連線與 Ω產生的交點所形成之頂點集所決定之唯一凸多面體定義為相鄰等角多面體。 

(3)垂足 n 面體：以 F 對相鄰等角 n 面體的 n 個面作垂足，將這 n 個垂足連線所決定之唯一凸

n 面體定義為垂足 n 面體。 

1. 三維空間中垂足多面體的頂點軌跡共一球面， 4,6,8,12,20n =  

給定圓錐曲面Ω，對於焦點 F 所作的任意垂足 n 面體的頂點軌跡共一球面。 

  

  

 

註:當 F 為球內任意點，球內的垂足 n 面體的

頂點軌跡共一曲面，但不共一球面。 

2. 三維空間中垂足多面體的垂線段的倒數偶次方和存在不變量， 4,6,8,12,20n =  
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當 F 為焦點，圓錐曲面 Ω內的垂足 n 面體的垂線段的倒數偶次方和存在不變量。 

即 2
1

1n

m
i iFH=
∑ 恆為定值，次方數 2m 的限制與「正多面體頂點最大共面數 n」有關，n<m。 

說明::正四面體(最大共面數=3)→垂足四面體不變量之次方 2m = 2,4 
正六面體(最大共面數=4)→垂足八面體不變量之次方 2m = 2,4,6 

正八面體(最大共面數=4)→垂足六面體不變量之次方 2m = 2,4,6 

  

  

 

註:當 F 為球內任意點，球內的垂足 n 面體

的垂線段的倒數偶次方和不是不變量。 

【Theorem 8】三維空間中的廣義婆羅摩笈多定理 

給定一球 S，固定其內任意一點F ， 1 6 2 5 3 4, ,PP P P P P 兩兩互相垂直且

三線共點於F ，且 iP S∈ ， 1,2,3,4,5,6i = 。若八面體 1 2 3 4 5 6PP P P P P 的

8 個表面 i j kPP P∆ 之垂心、重心分別為 ijkH 、 ijkG 。 

(1)對於任意的八面體 1 2 3 4 5 6PP P P P P ， ijkH 、 ijkG 會共同一個球 1S ，且

滿足 1 1: 2 :1OO O F = ，其中球 S、 1S 的球心分別為 O、 1O 。 

(2) i j kPP P∆ 的重心 ijkG 與 F 的連線必過對面 7 7 7i j kP P P− − −∆ 的垂心 7 ,7 ,7i j kH − − − 。 
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ProofClaim 1 ABC∆ 的垂心為 F 於平面 ABC 之投影點 

在四面體 ABCF 中，AF


垂直平面 FBC 於 F，AH


垂直 BC 於 H，

則由三垂線逆定理，FH BC⊥ ；FP


垂直平面 ABC 於 P， 'PH


垂

直 BC 於 'H ，則由三垂線定理， 'FH BC⊥ ， 'H H∴ = ，P 在 AH

上其餘同理，因此 P 即為 ABC∆ 的垂心。  

Claim 2 三維空間中的婆羅摩笈多定理：H、F、G 共線 

令 F 為直角坐標原點， 

( ,0,0)A a= 、 (0, ,0)B b= 、 (0,0, )C c= ，H 為 ABC∆ 的垂心 

( ,0,0)Q q= 、 (0, ,0)R r= 、 (0,0, )T t= ，G 為 QRT∆ 的重心 

因為 F 在 ABCE 上的投影點
2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1, ,a b cH
a b b c c a a b c

 =  + +  
 

則可知
1 1 1// , ,FH
a b c

 
 
 


， ( )// , ,FG q r t


，  

H、F、G 共線⟺ ( )1 1 1, , // , ,q r t
a b c

 
 
 

⟺ aq br ct= = ，由 F 的圓冪得知必為成立■ 

Claim 3 固定八面體 ABCQRT 之重心、垂心共球面 1S  

因為八個面的重心可形成一個長方體，可知重心必共球面。 

以下欲證垂心亦在此球面上: 

由 Claim 2 可知 F 對 ABCE 的垂足即為對應面之重心對 ABCE 的

垂足，因此 90GHG′∠ = ，G、G’為對應面之重心。 

可知 H 必定在 iG 所形成的球面上，其餘同理，得證。  

Claim 4 任意八面體 ABCQRT 之重心、垂心共同一球面 1S ，

其球心 1O ∋ : :1 1 2 1
 
OO O F = 。 

取 1 1: 2 :1OO O F =
 

可得 1
1 2
3 3

GO GO GF= +
  

 

22
2 2 2

1 1
1 2 1 4 4
3 3 9 9 9

O G GO GO GF GO GF GO GF⇒ = = + = + + ⋅
   

 

2 2 2 2 2 2 2 21 4 2 2 2 1 2 2
9 9 9 9 9 3 3 9

GO GF GO GF OF GO GF OF= + + + − = + −  
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故
2 2 2 2

1
1 2 2
3 3 9

O G GO GF OF= + − …(1)， ( )
22

2 2 2 21 1
3 9

FG FG FA FB FC FA FB FC = = + + = + + 
 

   
…(2) 

22 2
2 1

3
OG OG OF FG OF FA FB FC = = + = + + + 

 

      
 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 3
9 3

OF FA FB FC FO FA FB FC OA OB OC= + + + − + + + − − −  

( )2 2 2 22
9

FA FB FC R= − + + + …(3) 

將(2)、(3)代入(1)得
2 22

1
1 2
3 9

O G R OF= − 為常數，且球面 1S 的半徑
22

1
1 2
3 9

R R OF= − ■ 

3. F 對圓C 、 1C 之反演點為同一點 

給定一圓 C 及圓內任一定點 F， 1C 為 F 的相鄰等角四邊形之垂足四邊形外接圓，則 F 對圓

C、 1C 之反演點為同一點 F’。 

Proof 設 F 對 C、 1C 之反演點分別為 1F 、 2F ，欲證 1F 、 2F 為同一點。 

1連 1FF 、 2FF ，O、M、F、 1F 、 2F 必共線。 

2根據反演的定義，可得
2

1 0

2
2 1

...(1)

...(2)

OF OF R

MF MF R

 × =


× =
， 

根據圖形可將(2)式拆解為 2
2 1

1 1 ...(3)
2 2

OF OF FF R × + = 
 

 

由【Theorem2】
2 2 2

0 1
1
2

OM R R= − ⇒
2

2 2
0 1

12
2

R OF R
  = +  
   

⇒
22

2 0
1

2
4

R OFR −
= 代入(3)式 

化簡可得 ( )2
0 2R OF OF FF= + ⇒ 2

0 2R OF OF= × 再由(1)可得 2
1 0 2OF OF R OF OF× = = ×  

∵O、 1F 、 2F 共線∴ 1F 、 2F 必為同一點   ■ 

4. 中點多邊形與垂足多邊形之關聯 

給定圓 C 內任意定點 F 的相鄰等角多邊形 1 2 nPP P ，其中點多邊形、垂足多邊形分別為

1 2 nM M M 、 1 2 nH H H ，定義ℳ i 、ℋ i 為 1i i iPM M −∆ 、 1i i iPH H −∆ 的外接圓， 1 ,i n n∀ ≤ ≤ ∈  

( 0 nM M= ， 0 nH H= )，則ℳ i 、ℋ i 之根軸及 F 對圓 C 之極線互相平行。 

若 F 點改為在非圓的圓錐曲線內，則僅 n = 3 時成立。 
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陸、 結論 

本研究由婆羅摩笈多定理發想，從「圓」內中點四邊形延伸至垂足，甚至考慮拋物線以

及雙曲線內的中點與垂足 n 邊形，除了研究中點、垂足多邊形之頂點軌跡，後來竟發現和龐

色列定理中的調和多邊形一樣有不變量性質[4]，差別是，龐色列定理是取切線，我們是考慮

中點與垂線，能夠使用的幾何性質非常少，且不變量的證明比參考文獻[2]更困難。特別的是，

, 3n n∀ ∈ ≥ ，圓錐曲線內對於焦點 F 的垂足 n 邊形頂點都會共一圓。最後，當 F 為圓錐曲線

焦點時，垂足 n 邊形
2

1

1n

m
i iFH=
∑ ，m n< 與

2
1 1

1n

r
i i iH H= +

∑ 恆為定值， 1
2

nr − ≤   
。 

一、中點、分點、垂足 n 邊形頂點軌跡方程式 

Theorem 1 
圓內中點 n 邊形之第一層頂點軌跡共一封閉曲線，其方程式為 

( ) ( ) ( )2 4 4 2 2 2 2
2 02 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 2 2

4 222 2 2 cos 4 0
k x y x y R y

x y kx k R R k kx R k
n x y
π + + −

+ − + − − + − + + =
+

 

Corollary 1 

橢圓內中點 n 邊形之第一層頂點軌跡共一封閉曲線，方程式為 

( ) ( ) ( )
2 2 222 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 22 cos 2 4 2 2 2 4 2 2 0b px b pp q kx k p kx k q k y q k b x b x p
n a a
π  

+ − + − − + + + − − − + − − = 
 

 

Corollary 2 
圓內分點 n 邊形之第一層頂點軌跡共一封閉曲線，方程式為 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2

22 2 2 2 2 2
1 1 2cos 2 4 0

2
m x y R m

ks k R k k R k s k t
m n

π+ + − +
+ + − + − + + =  
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Theorem3 

圓內垂足 n 邊形頂點軌跡方程式為 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

22 2 4 2 22 222 2 2 2 2 2 2 2 2
2 22 2

22 12 2 2 cos 4 4
x x k xy x k y R ykx k xx y kx k R R k k R k k

n y x k y x k
π    − + − + −− +

+ − + − − + − + +   
   + − + −   

 

二、中點四邊形、垂足 n 邊形頂點軌跡共圓 

Theorem 2 圓內中點四邊形、垂足四邊形頂點軌跡為同一圓 

Corollary 3 
(1)圓內第每一層垂足四邊形頂點軌跡共一圓 

(2)圓內第
2
n m層垂足 n 邊形頂點軌跡共一圓，且第

2
n
層軌跡圓圓心為 F 

Theorem4 

圓錐曲線內，F 在焦點上之垂足 n 邊形第一層頂點軌跡共一圓，方程式為 

2
2 2 2 4 3 4 2

2
2

2 2 2 2

cos cos cos cos

cos 1 cos 1

e e e e
n n n nx y

e en n

π π π πρ ρ ρ ρ

π π

  − + 
+ + = 

  − −    

 

Corollary 4~5 F 點位於圓錐曲線上、外之垂足四邊形頂點跡為同一圓 

三、垂足 n 邊形中的不變量 

Theorem 5 

當 F 為焦點時，圓錐曲線內垂足 n 邊形之垂線段之倒數 2m 次方和為定值，

2

2 2 2
2

1 2 2
0 , ,

1 ! 2 2 2 ( 1) 1 ( 1) 1(2 2cos cos ) ( 4 cos ) (4 cos cos )
! ! ! 4 42

m
n

k mk
m

m ne e e e C C
n n n n nFH

β γ
α β γ β γ

β γβ γ
α β γ

α β γ

π π π π π
α β γ + −    

   = + + =    ≤ ≤

   − + − +
= + − − − ⋅        

∑ ∑

m∀ ∈ ，其中m n< 。 

Theorem 6 圓內垂足四邊形中，F 至垂足之倒數平方和為定值，即
4

2
1

1
i iFH=
∑ 為定值 

Theorem7 

當 F 為焦點時，圓錐曲線中，垂足 n 邊形之邊長倒數 2m 次方和為定值，

2

4 4 2 2 3 4 2 2 4 2 2
2

1 11

1 1 ! 2cos 2 cos 5 4 cos 4 cos 8 4 cos 4 cos 4
2 ! ! ! !sin

m

n n

m
i k mi i

m
n n n n n nH H i

n

α β γ

α β γ δ

π π π π π πε ε ε ε ε ε
π α β γ δρ= = + + + =

+

 
        = − + − + + + −        

        
 

∑ ∑ ∑

2 3
2 2 3

2 32 3 1
2

( 1) 18 cos 8
42

n C
n

δ β γ δ
β γ δ
β γ δβ γ δ

πε
+ +

+ +
+ ++ + −  

  

− +  − −  
  

其中
1

2
nm − ≤   

， n∀ 為偶數，m∈ 。 

四、三維婆羅摩笈多 

Theorem 8 
給定一球 S，固定其內任意一點 F ， 1 6 2 5 3 4, ,PP P P P P 兩兩互相垂直且三線共點

於 F ，且 iP S∈ 。若 i j kPP P∆ 之垂心、重心分別為 ijkH 、 ijkG ，則 ijkH 、 ijkG 會共
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同一個球面且 ijkG 、 F 、 7 ,7 ,7i j kH − − − 共線。 
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【評語】050413  

作者觀察出圓錐曲線內中點、垂足 n 邊形的無數頂點軌跡都落在一

封閉曲線上，並求得此封閉曲線的方程式。而後證明圓錐曲線內中

點、垂足 n 邊形頂點軌跡共圓，並獲知圓錐曲線內垂足 n 邊形中的

不變量。計算繁複但詳實，作圖清晰可讀。作者並著手將結果推廣

至三維，用心可嘉。建議作者更加深入思考計算結果的內涵。 
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