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得獎感言 

 
在圓錐曲線的世界尋找一線生機 

 

一開始，我們對研究的方向及主題都很迷茫，在數個不同的主題中，我們選

擇了最擅長的幾何，儘管如此，過程中依然遇到了許多瓶頸，在無數個日夜的努

力後，終於得到不錯的結果。 

 

在研究一開始，我們由於對內容的不熟悉，只能使用最樸實無華的方法，也

就是解析幾何，在炸開算式後，驗證我們的猜想是正確的，給予了我們很大的信

心，也在過程中獲得許多快樂，得益於之前數學競賽的經驗，我們漸入佳境，開

始有了許多純幾何的證明思路，也成功的證明了最終定理。 

 

在比賽科展前，我們知道到了全國大家的研究肯定是更加特別和厲害，於是

我們不敢鬆懈，練習了無數次的報告，對於自己的研究也有了更大更廣的理解。

到了比賽當天，我們對自己和自己的作品充滿了信心，在面對教授的提問時，大

部分的問題我們都有預料到，而回答不出的問題在第二天也流暢的回答了出來，

儘管如此，因為我們做的東西過於古典，從未覺得我們能拿到第一，甚至是能上

台領獎。 

 

在公布成績的典禮上，由於覺得不會有好名次，所以沒抱太大的期望，但在

公布數學組名次時，也不禁心跳加速、緊張起來。聽到第三名不是我們，第二名

也不是我們，第一名竟然是我們，開心地跳了起來，衝上台領獎，這是對我們研

究最大的肯定。 

 

花了一年投注在研究上，終於獲得了成果，我想之後我們也會繼續研究，帶來

更多的成果。 

 



ii  

 

地區賽拿到第一名時與指導老師的合影，感謝黃家瑋老師的用心指導 

 

 
全國賽前向教授請教相關知識。謝謝卓士堯教授對我們的指導！ 
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摘要 

本文以一個跟線段比例和有關的幾何問題出發，探討該問題的推廣以及其背後的數學原

理。我們接續原命題中正方形的結論，推廣到了正多邊形乃至等腰三角形。在推廣不等邊三

角形時又發現問題與「交比和為定值」有關。將相同概念套用到後續的研究，最終將結論推

廣到任意圓錐曲線外切多邊形。 

壹、 研究動機 

在專題課時，老師給了我們一個幾何問題如下:  

已知圓 𝑂 為正方形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的內切圓(如 圖 1 所示)，設 𝑃, 𝑄 兩點分別為圓 O 與 𝐴𝐷 、

𝐴𝐵 的切點，若 𝑇 為 𝑃𝑄 弧上異於 𝑃, 𝑄 的任意點，且過 𝑇 點作圓弧 𝑃𝑄 的切線，交 

𝐴𝐵 、𝐴𝐶 、𝐴𝐷 於 𝐼 , 𝐽 , 𝐾 三點，試證： 

𝐴𝐼

𝐼𝐵
+

𝐴𝐽

𝐽𝐶
+

𝐴𝐾

𝐾𝐷
= 1。 

 

圖 1 

這個問題有著非常漂亮的結論，那就是切線截兩邊及對角線所形成的三個比例和剛好等

於 1。於是我們便開始好奇在三角形甚至是任意多邊形時是否同樣會有漂亮的結論，以及背

後有著什麼樣的數學原理導致了這樣的結果。 

貳、 研究目的 

由比例和為定值出發，探討切線交在邊及對角線上的點與線段比例和的關係。 

一、正多邊形時截線比例和等於 1 的推廣。 

二、等腰三角形時截線比例和為定值的推廣。 

三、三角形時比例和為定值與內切圓錐曲線的關係。 

四、圓錐曲線外切多邊形與截線比例和的關係。 
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參、 研究設備及材料 

紙、筆、電腦、GeoGebra 計算機套件、WolframAlpha 線上計算機。 

肆、 研究過程與方法 

一、 問題討論及初步推廣 

問題: 

已知圓 𝑂 為正方形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的內切圓(如 圖 2 所示)，設 𝑃, 𝑄 兩點分別為圓 O 與 𝐴𝐷 、

𝐴𝐵 的切點，若 𝑇 為 𝑃𝑄 弧上異於 𝑃, 𝑄 的任意點，且過 𝑇 點作圓弧 𝑃𝑄 的切線，交 

𝐴𝐵 、𝐴𝐶 、𝐴𝐷 於 𝐼 , 𝐽 , 𝐾 三點，試證： 

𝐴𝐼

𝐼𝐵
+

𝐴𝐽

𝐽𝐶
+

𝐴𝐾

𝐾𝐷
= 1。 

【證明】  

方法一、利用三角函數證明。 

令 ∠𝐴𝑂𝑇 = 𝜃，有 

𝐴𝐼

𝐼𝐵
=

1−tan(
45∘+𝜃

2
)

1+tan(
45∘+𝜃

2
)

= √
1−sin(45∘+𝜃)

1+sin(45∘+𝜃)
,  

𝐴𝐾

𝐾𝐷
=

1−tan(
45∘−𝜃

2
)

1+tan(
45∘−𝜃

2
)

= √
1−sin(45∘−𝜃)

1+sin(45∘−𝜃)
,  

𝐴𝐽

𝐽𝐶
=

√2−sec𝜃

√2+sec𝜃
=

√2 cos 𝜃−1

√2 cos 𝜃+1
,  

𝐴𝐼

𝐼𝐵
+

𝐴𝐾

𝐾𝐷
=

√(1 −
cos 𝜃

√2
−

sin 𝜃

√2
) (1 +

cos 𝜃

√2
−

sin 𝜃

√2
) + √(1 −

cos 𝜃

√2
+

sin 𝜃

√2
) (1 +

cos 𝜃

√2
+

sin 𝜃

√2
)

√(1 +
cos 𝜃

√2
+

sin 𝜃

√2
) (1 +

cos 𝜃

√2
−

sin 𝜃

√2
)

 

=

(
1

√2
− sin 𝜃) + (

1

√2
+ sin 𝜃)

(
1

√2
+ cos 𝜃)

 

=
2

√2 cos 𝜃 + 1
, 

∴
𝐴𝐼

𝐼𝐵
+

𝐴𝐾

𝐾𝐷
+

𝐴𝐽

𝐽𝐶
=

2+√2 cos𝜃−1

√2 cos 𝜃+1
= 1，故得證。 

  

方法二、利用直角坐標解析證明。 

令 𝑂(0,0), 𝐴(−1,1), 𝐵(−1, −1), 𝐶(1, −1), 𝐷(1,1) , 

圖 2 
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𝐴𝐵 ⃡    : 𝑥 = −1, 𝐴𝐷
↔

: 𝑦 = 1, 𝐴𝐶
↔

: 𝑦 = −𝑥, 𝑇(cos 𝜃 , sin 𝜃) , 

𝐼𝐾 ⃡   : cos 𝜃 𝑥 + sin 𝜃 𝑦 = 1 

⟹ 𝐼 (−1,
1 + cos 𝜃

sin 𝜃
) , 𝐽 (

1

cos 𝜃 − sin 𝜃
,

−1

cos 𝜃 − sin 𝜃
) , 𝐾 (

1 − sin 𝜃 

cos 𝜃
, 1), 

⟹ 𝐼𝐵̅̅ ̅ =
1 + sin 𝜃 + cos 𝜃

sin 𝜃
, 𝐽𝐶̅̅ ̅ = √2 (

1 + sin 𝜃 − cos 𝜃

sin 𝜃 − cos 𝜃
) , 𝐾𝐷̅̅ ̅̅ =

sin 𝜃 + cos 𝜃 − 1

cos 𝜃
, 

⟹
𝐴𝐵̅̅ ̅̅

𝐼𝐵̅̅ ̅
+

𝐴𝐶̅̅ ̅̅

𝐽𝐶̅̅ ̅
+

𝐴𝐷̅̅ ̅̅

𝐾𝐷̅̅ ̅̅
=

2 sin 𝜃

1 + sin 𝜃 + cos 𝜃
+

2(sin 𝜃 − cos 𝜃)

1 + sin 𝜃 − cos 𝜃
+

2 cos 𝜃

sin 𝜃 + cos 𝜃 − 1
 

=
2 sin 𝜃 (sin 𝜃 + cos 𝜃 − 1) + 2 cos 𝜃 (sin 𝜃 + cos 𝜃 + 1)

(sin 𝜃 + cos 𝜃)2 − 1

+
2(sin 𝜃 − cos 𝜃)

1 + sin 𝜃 − cos 𝜃
 

=
2 + 4 sin 𝜃 cos 𝜃 + 2 cos 𝜃 − 2 sin 𝜃

2 sin 𝜃 cos 𝜃
+

2(sin 𝜃 − cos 𝜃)

1 + sin 𝜃 − cos 𝜃
 

= 2 +
1 + cos 𝜃 − sin 𝜃

sin 𝜃 cos 𝜃
+

2(sin 𝜃 − cos 𝜃)

1 + sin 𝜃 − cos 𝜃
 

= 2 +
1 − (sin 𝜃 − cos 𝜃)2 + 2(sin 𝜃 − cos 𝜃) sin 𝜃 cos 𝜃

sin 𝜃 cos 𝜃 (1 + sin 𝜃 − cos 𝜃)
 

= 2 +
2 sin 𝜃 cos 𝜃 + 2(sin 𝜃 − cos 𝜃) sin 𝜃 cos 𝜃

sin 𝜃 cos 𝜃 (1 + sin 𝜃 − cos 𝜃)
 

= 4. 

∴
𝐴𝐼

𝐼𝐵
+

𝐴𝐾

𝐾𝐷
+

𝐴𝐽

𝐽𝐶
+ 3 = 4 ⟹ 

𝐴𝐼

𝐼𝐵
+

𝐴𝐾

𝐾𝐷
+

𝐴𝐽

𝐽𝐶
= 1，故得證。 ∎ 

此問題可以做進一步的推廣。一開始我們先將問題中的正方形推廣到了正 2𝑘 + 1 邊

形，也就是正 2𝑘 + 1 邊形時同樣有線段比值和恆為 1。 

推廣問題一: 

對於任意正 𝑛 邊形 𝐴1𝐴2 … 𝐴𝑛，其中 𝑛 = 2𝑘 + 1，𝑘 ∈ 正整數，圓 𝑂 為其內切圓，𝑃, 𝑄 

分別為內切圓在 𝐴1𝐴2, 𝐴1𝐴𝑛 上的切點，若 𝑇 為 𝑃𝑄 弧上異於 𝑃, 𝑄 的任意點，過 𝑇 點作

圓弧 𝑃𝑄 的切線，交 𝐴1𝐴2、𝐴1𝐴3、…、𝐴1𝐴𝑛 於 𝐵2, 𝐵3, … , 𝐵𝑛 共 𝑛 − 1 = 2𝑘 個點，則 

𝐴1𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐵2𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

+
𝐴1𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐵3𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

+ ⋯ +
𝐴1𝐵𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐵𝑛𝐴𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

= 1. 

【證明】 
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圖 3 

令 𝑂(0,0), 𝐴1(1,0), 𝐴𝑘+1(cos
2𝑘𝜋

𝑛
, sin

2𝑘𝜋

𝑛
)，內切圓半徑為 cos

𝜋

𝑛
，取其上一點 

𝑇(cos 𝜃 cos
𝜋

𝑛
, sin 𝜃 cos

𝜋

𝑛
) 作切線 cos 𝜃 𝑥 + sin 𝜃 𝑦 = cos

𝜋

𝑛
。 

另外 𝑛 − 1 條截線方程式為 

𝑦 − 0 =
sin

2𝑘𝜋
𝑛 − 0

cos
2𝑘𝜋
𝑛 − 1

(𝑥 − 1), (𝑘 = 1,2, ⋯ , 𝑛 − 1) .  

切線與截線的交點 𝑦 座標為  

𝑦 =
sin

2𝑘𝜋
𝑛 (cos

𝜋
𝑛 − cos 𝜃)

cos(
2𝑘𝜋
𝑛 − 𝜃) − cos 𝜃

, (𝑘 = 1,2, ⋯ , 𝑛 − 1) .  

設 
𝐴1𝐵𝑘+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐵𝑘+1𝐴𝑘+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
= 𝑎𝑘 ⟹ 𝑦𝐵𝑘+1

=
𝑎𝑘 sin

2𝑘𝜋

𝑛
+1×0

𝑎𝑘+1
  

⟹ 𝑎𝑘 =
cos

𝜋
𝑛 − cos 𝜃

cos(
2𝑘𝜋
𝑛 − 𝜃) − cos

𝜋
𝑛

 

𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛−1 

=
cos

𝜋
𝑛 − cos 𝜃

cos (
2𝜋
𝑛 − 𝜃) − cos

𝜋
𝑛

+
cos

𝜋
𝑛 − cos 𝜃

cos (
4𝜋
𝑛 − 𝜃) − cos

𝜋
𝑛

+ ⋯ +
cos

𝜋
𝑛 − cos 𝜃

cos (
(2𝑛 − 2)𝜋

𝑛 − 𝜃) − cos
𝜋
𝑛

 

原式 = 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎2𝑘  
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= (
cos 𝜃 − cos

𝜋
2𝑘 + 1

2
) ∑

1

sin (

2𝑖 − 1
2𝑘 + 1

𝜋 − 𝜃

2
) sin (

2𝑖 + 1
2𝑘 + 1

𝜋 − 𝜃

2
)

2𝑘

𝑖=1

 

= (
cos 𝜃 − cos

𝜋
2𝑘 + 1

2
) ⋅ (2 cos

𝜋

2𝑘 + 1
) ∑

1

sin (

4𝑖 − 3
2𝑘 + 1

𝜋 − 𝜃

2
) sin (

4𝑖 + 1
2𝑘 + 1

𝜋 − 𝜃

2
)

2𝑘−1

𝑖=1

 

= (
cos 𝜃 − cos

𝜋
2𝑘 + 1

2
) ⋅ (2 cos

𝜋

2𝑘 + 1
)(2 cos

2𝜋

2𝑘 + 1
) ∑

1

sin (

8𝑖 − 7
2𝑘 + 1

𝜋 − 𝜃

2
) sin (

8𝑖 + 1
2𝑘 + 1

𝜋 − 𝜃

2
)

2𝑘−2

𝑖=1

 

= ⋯ = 2𝑘 ∏ cos (
2𝑖

2𝑘+1 𝜋)𝑘−1
𝑖=0 =

sin(
2𝑘𝜋

2𝑘+1
)

sin(
𝜋

2𝑘+1
)

= 1.  ∎ 

分析上面推得的 ∑ 𝑎𝑘 的結果，我們找到了一個更簡潔的化簡方法，並且證明了對於任

意 𝑛 邊形的情況。 

推廣問題二: (正n邊形) 

對於任意正 𝑛 邊形 𝐴1𝐴2 … 𝐴𝑛，𝑛 > 2, 𝑛 ∈ ℕ，圓 𝑂 為其內切圓，𝑃, 𝑄 分別為內切圓在 

𝐴1𝐴2, 𝐴1𝐴𝑛 上的切點，若 𝑇 為 𝑃𝑄 弧上異於 𝑃, 𝑄 的任意點，過 𝑇 點作圓弧 𝑃𝑄 的切

線，交 𝐴1𝐴2、𝐴1𝐴3、…、𝐴1𝐴𝑛 於 𝐵2, 𝐵3, … , 𝐵𝑛 共 𝑛 − 1 個點，則 

𝐴1𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐵2𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

+
𝐴1𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐵3𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

+ ⋯ +
𝐴1𝐵𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐵𝑛𝐴𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

= 1. 

【證明】 

 

圖 4 

如同 推廣問題一 假設， 
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𝑆 = 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛−1 =
cos

𝜋
𝑛

− cos 𝜃

cos (
2𝜋
𝑛

− 𝜃) − cos
𝜋
𝑛

+
cos

𝜋
𝑛

− cos 𝜃

cos (
4𝜋
𝑛

− 𝜃) − cos
𝜋
𝑛

+ ⋯ +
cos

𝜋
𝑛

− cos 𝜃

cos (
(2𝑛 − 2)𝜋

𝑛
− 𝜃) − cos

𝜋
𝑛

 

= (cos
𝜋

𝑛
− cos 𝜃) ∑

1

cos (
2𝑖𝜋
𝑛 − 𝜃) − cos

𝜋
𝑛

𝑛−1

𝑖=1

 

= (cos
𝜋

𝑛
− cos 𝜃) ∑

1

−2 sin (
(2𝑖 + 1)𝜋 − 𝑛𝜃

2𝑛 ) sin (
(2𝑖 − 1)𝜋 − 𝑛𝜃

2𝑛 )

𝑛−1

𝑖=1

. 

欲將分數拆成分式並利用分項對消的方式將式子化簡，所以考慮 

1

sin (
(2𝑖 + 1)𝜋 − 𝑛𝜃

2𝑛
) sin (

(2𝑖 − 1)𝜋 − 𝑛𝜃
2𝑛

)
=

𝐴

sin (
(2𝑖 + 1)𝜋 − 𝑛𝜃

2𝑛
)

−
𝐵

sin (
(2𝑖 − 1)𝜋 − 𝑛𝜃

2𝑛
)
, 

由於 

cos (
(2𝑖 + 1)𝜋 − 𝑛𝜃

2𝑛
)sin (

(2𝑖 − 1)𝜋 − 𝑛𝜃

2𝑛
) − cos (

(2𝑖 − 1)𝜋 − 𝑛𝜃

2𝑛
) sin (

(2𝑖 + 1)𝜋 − 𝑛𝜃

2𝑛
) = − sin (

𝜋

𝑛
), 

可以得到 

𝐴 =
cos (

(2𝑖 + 1)𝜋 − 𝑛𝜃
2𝑛 )

− sin (
𝜋
𝑛
)

, 𝐵 =
cos (

(2𝑖 − 1)𝜋 − 𝑛𝜃
2𝑛 )

− sin (
𝜋
𝑛
)

, 

所以 

𝑆 =
(cos

𝜋
𝑛 − cos 𝜃)

2 sin
𝜋
𝑛

∑ (
cos (

(2𝑖 + 1)𝜋 − 𝑛𝜃
2𝑛 )

sin (
(2𝑖 + 1)𝜋 − 𝑛𝜃

2𝑛
)

−
cos (

(2𝑖 − 1)𝜋 − 𝑛𝜃
2𝑛 )

sin (
(2𝑖 − 1)𝜋 − 𝑛𝜃

2𝑛
)
)

𝑛−1

𝑖=1

 

=
(cos

𝜋
𝑛 − cos 𝜃)

2 sin
𝜋
𝑛

∑ (cot (
(2𝑖 + 1)𝜋 − 𝑛𝜃

2𝑛
) − cot (

(2𝑖 − 1)𝜋 − 𝑛𝜃

2𝑛
))

𝑛−1

𝑖=1

 

=
(cos

𝜋
𝑛 − cos 𝜃)

2 sin
𝜋
𝑛

(cot (
(2𝑛 − 1)𝜋 − 𝑛𝜃

2𝑛
) − cot (

𝜋 − 𝑛𝜃

2𝑛
)) 

=
(cos

𝜋
𝑛 − cos 𝜃)

sin
𝜋
𝑛

(
cos (

(2𝑛 − 1)𝜋 − 𝑛𝜃
2𝑛 ) sin (

𝜋 − 𝑛𝜃
2𝑛 ) − cos (

𝜋 − 𝑛𝜃
2𝑛 ) sin (

(2𝑛 − 1)𝜋 − 𝑛𝜃
2𝑛 )

2 sin (
(2𝑛 − 1)𝜋 − 𝑛𝜃

2𝑛 ) sin (
𝜋 − 𝑛𝜃

2𝑛 )
) 

=
(cos

𝜋
𝑛 − cos 𝜃)

sin
𝜋
𝑛

(
sin (

(2 − 2𝑛)𝜋
2𝑛 )

cos (
(2𝑛 − 2)𝜋

2𝑛 ) − cos(𝜋 − 𝜃)
) 

=
(cos

𝜋
𝑛 − cos 𝜃)

sin
𝜋
𝑛

(
sin (

𝜋
𝑛 − 𝜋)

cos (𝜋 −
𝜋
𝑛) − cos(𝜋 − 𝜃)

) 
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=
(cos

𝜋
𝑛

− cos 𝜃)

sin
𝜋
𝑛

(
sin (

𝜋
𝑛

)

cos (
𝜋
𝑛

) − cos(𝜃)
) = 1. 

∎ 

 我們特別地研究 𝑛 = 3，也就是三角形的情況後，發現在等腰三角形的時候，比例和也

會恆為一個定值，進一步的計算後也確定了這個定值。 

推廣問題三: (等腰三角形) 

對於任意等腰三角形 𝐴𝐵𝐶，其中 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，圓 𝐼 為其內切圓，𝑃, 𝑄 分別為內切圓在 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ , 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  上的切點，若 𝑇 為 𝑃𝑄 弧上異於 𝑃, 𝑄 的任意點，過 𝑇 點作圓弧 𝑃𝑄 的切線，交 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ , 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  於 𝐷, 𝐸，則 

𝐴𝐷̅̅ ̅̅

𝐷𝐵̅̅ ̅̅
+

𝐴𝐸̅̅ ̅̅

𝐸𝐶̅̅ ̅̅
=定值. 

【證明】 

 

圖 5 

假設 ∠𝐵 = ∠𝐶 = 𝜃，內切圓半徑為 𝑟，∠𝑇𝐼𝐴 = 𝛼 。 

令 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 2，則 𝑟 =
1

cos 𝜃
−1

tan 𝜃
= csc 𝜃 − cot 𝜃。  

𝐴𝐷̅̅ ̅̅

𝐷𝐵̅̅ ̅̅
+

𝐴𝐸̅̅ ̅̅

𝐸𝐶̅̅ ̅̅
=

𝑟 tan 𝜃 − 𝑟 tan (
𝜃 − 𝛼

2 )

1 + 𝑟 tan (
𝜃 − 𝛼

2 )
+

𝑟 tan 𝜃 − 𝑟 tan (
𝜃 + 𝛼

2 )

1 + 𝑟 tan (
𝜃 + 𝛼

2 )
 

=
(𝑟 tan 𝜃 − 𝑟 tan (

𝜃 − 𝛼
2

) + 𝑟2 tan 𝜃 tan
𝜃 + 𝛼

2
− 𝑟2 tan (

𝜃 − 𝛼
2

) tan (
𝜃 + 𝛼

2
) + 𝑟 tan 𝜃 − 𝑟 tan (

𝜃 + 𝛼
2

) + 𝑟2 tan 𝜃 tan (
𝜃 − 𝛼

2
) − 𝑟2 tan (

𝜃 − 𝛼
2

) tan (
𝜃 + 𝛼

2
))

(1 + 𝑟 tan (
𝜃 − 𝛼

2
) + 𝑟 tan (

𝜃 + 𝛼
2

) + 𝑟2 tan (
𝜃 − 𝛼

2
) tan (

𝜃 + 𝛼
2

))
 

=
(2𝑟 tan 𝜃 − 𝑟 (tan (

𝜃 − 𝛼
2

) + tan (
𝜃 + 𝛼

2
) ) + 𝑟2 tan 𝜃 (tan (

𝜃 − 𝛼
2

) + tan (
𝜃 + 𝛼

2
) ) − 2𝑟2 tan (

𝜃 − 𝛼
2

) tan (
𝜃 + 𝛼

2
) )

(1 + 𝑟 tan (
𝜃 − 𝛼

2
) + 𝑟 tan (

𝜃 + 𝛼
2

) + 𝑟2 tan (
𝜃 − 𝛼

2
) tan (

𝜃 + 𝛼
2

))
  

因為 tan(
𝜃−𝛼

2
) + tan(

𝜃+𝛼

2
) = tan 𝜃 (1 − tan (

𝜃−𝛼

2
) tan (

𝜃+𝛼

2
)) (和角公式)， 
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所以 
𝐴𝐷̅̅ ̅̅

𝐷𝐵̅̅ ̅̅
+

𝐴𝐸̅̅ ̅̅

𝐸𝐶̅̅ ̅̅
=

(𝑟 tan 𝜃 + 𝑟2 tan2 𝜃) + (𝑟 tan 𝜃 − 𝑟2 tan2 𝜃 − 2𝑟2) tan(
𝜃 − 𝛼

2
) tan(

𝜃 + 𝛼
2

)

(1 + 𝑟 tan 𝜃) + (𝑟2 − 𝑟 tan 𝜃) tan(
𝜃 − 𝛼

2
) tan(

𝜃 + 𝛼
2

)
, 

𝑟 tan 𝜃 + 𝑟2 tan2 𝜃

1 + 𝑟 tan 𝜃
= 𝑟 tan 𝜃 = sec 𝜃 − 1, 

𝑟 tan 𝜃 − 𝑟2 tan2 𝜃 − 2𝑟2

𝑟2 − 𝑟 tan 𝜃
=

tan 𝜃 − 𝑟 tan2 𝜃 − 2𝑟

𝑟 − tan 𝜃
=

tan 𝜃 − 𝑟 − 𝑟(tan2 𝜃 + 1)

𝑟 − tan 𝜃
 

= −1 +
𝑟 sec2 𝜃

tan 𝜃 − 𝑟
=

(csc 𝜃 − cot 𝜃) sec2 𝜃

tan 𝜃 − csc 𝜃 + cot 𝜃
− 1 

=
(csc 𝜃 − cot 𝜃) sec2 𝜃

tan2 𝜃 + 1
tan 𝜃 − csc 𝜃

− 1 =
sec3 𝜃 − sec2 𝜃

sec2 𝜃 − sec 𝜃
− 1 = sec 𝜃 − 1. 

所以 
𝐴𝐷̅̅ ̅̅

𝐷𝐵̅̅ ̅̅
+

𝐴𝐸̅̅ ̅̅

𝐸𝐶̅̅ ̅̅
= sec 𝜃 − 1 =定值 . ∎ 

 

觀察以上證明後我們發現了 𝑇 點不一定要限制在 𝑃𝑄 弧，若將命題關於線段的描述全

部視為有向線段，就能使 𝑇 點為內切圓上任意一個點命題都能成立。這裡先引用一些有向

線段比值的定義及性質，方便之後的證明使用。 

【定義 1.1】(線段、直線、有向線段表示) 

定義 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  為 𝐴𝐵 的無向線段、𝐴𝐵 ⃡     為 𝐴𝐵 直線，𝐴𝐵 為 𝐴 到 𝐵 的有向線段。 

【定義 1.2】(有向線段的比值) 

令 𝐴, 𝐵, 𝑃 為共線的三點，若 𝑃 ∈ 𝐴𝐵 線段，則有向線段比值 
𝑃𝐴

𝑃𝐵
 取負，否則取正。稱此值

為 𝐴, 𝐵, 𝑃 的 單比 (simple ratio)，另記作 (𝐴, 𝐵; 𝑃)。  

【性質 1.1】(單比的唯一性) 

令 𝐴, 𝐵, 𝑃1, 𝑃2 為共線的四點，則 

(𝐴, 𝐵; 𝑃1) = (𝐴, 𝐵; 𝑃2) ⟺ 𝑃1 = 𝑃2. 

有了有向線段比值定義，我們就能將 推廣問題三 寫成如下的形式。 

【定理 1.1】 

等腰三角形 𝐴𝐵𝐶 中 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，𝐷, 𝐸 分別為直線 𝐴𝐵 ⃡    , 𝐴𝐶 ⃡     上的動點滿足 

𝐴𝐷

𝐷𝐵
+

𝐴𝐸

𝐸𝐶
= sec ∠𝐵 − 1, 

則，動線 𝐷𝐸 ⃡     的包絡線為 𝐴𝐵𝐶 的內切圓。 

【證明】 

命題等價於 

等腰三角形 𝐴𝐵𝐶 中 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，𝐷, 𝐸 分別為直線 𝐴𝐵 ⃡    , 𝐴𝐶 ⃡     上的點，則 
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𝐴𝐷

𝐷𝐵
+

𝐴𝐸

𝐸𝐶
= sec ∠𝐵 − 1 ⟺直線 𝐷𝐸 ⃡     切於 𝐴𝐵𝐶 內切圓。 

「⇐」已證明。 

證明「⇒」:  

選定 𝐴𝐵 ⃡     上的一個 𝐷 點，過 𝐷 作另一條三角形內切圓的切線交 𝐴𝐶 ⃡     於 𝐸′ 。 

由「⇐」我們可以得到 

𝐴𝐷

𝐷𝐵
+

𝐴𝐸′

𝐸′𝐶
= sec ∠𝐵 − 1 =

𝐴𝐷

𝐷𝐵
+

𝐴𝐸

𝐸𝐶
⟹

𝐴𝐸′

𝐸′𝐶
=

𝐴𝐸

𝐸𝐶
， 

而由單比的唯一性 (性質 1.1) 即可證明 𝐸′ = 𝐸 。故得證。 ∎ 

接著我們嘗試將 定理 1.1 推廣至任意三角形，但經過計算後並沒有發現特別的性質。

所以我們轉而好奇如果 
𝐴𝐷

𝐷𝐵
+

𝐴𝐸

𝐸𝐶
 是任意一個定值 𝑘 時，動線 𝐷𝐸 是否同樣會有包絡線呢？

利用數學軟體 GeoGebra 計算機套件協助繪製包絡線後發現，當 
𝐴𝐷

𝐷𝐵
+

𝐴𝐸

𝐸𝐶
 是任意定值時，

動線 𝐷𝐸 ⃡     的包絡線似乎是一個切於三角形三邊的圓錐曲線。 

   

圖 6 

二、 預備定理 ( 參見文獻[1] ) 

為了討論切三角形三邊的圓錐曲線，這裡先引用一些會用到的工具及性質。 

下面為方便將以 ℓ𝑖 ∩ ℓ𝑗 代表直線 ℓ𝑖 及直線 ℓ𝑗 的交點。 

【定義 2.1】 

對於共線(非無窮遠線)的四點 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4，定義四點的 交比 (cross ratio) 為 

(𝑃1, 𝑃2; 𝑃3, 𝑃4) =
(𝑃1, 𝑃2; 𝑃3)

(𝑃1, 𝑃2; 𝑃4)
=

𝑃3𝑃1

𝑃3𝑃2

𝑃4𝑃1

𝑃4𝑃2
⁄ . 

【定義 2.2】 

對於共點的四線 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4，定義四線的交比為 

(ℓ1, ℓ2; ℓ3, ℓ4) =
sin ∡(ℓ3, ℓ1)

sin ∡(ℓ3, ℓ2)

sin ∡(ℓ4, ℓ1)

sin ∡(ℓ4, ℓ2)
⁄ . 
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其中，∡ 指有向角，即對定向角度取 π 模。 

【定義 2.3】 

(i) 設相異四點 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 及一點 𝑂，定義 

𝑂(𝑃1, 𝑃2; 𝑃3, 𝑃4)  = (𝑂𝑃1
 ⃡     , 𝑂𝑃2

 ⃡      ; 𝑂𝑃3
 ⃡      , 𝑂𝑃4

 ⃡     ) =
sin ∡𝑃3𝑂𝑃1

sin ∡𝑃3𝑂𝑃2

sin ∡𝑃4𝑂𝑃1

sin ∡𝑃4𝑂𝑃2
⁄ . 

(ii) 設相異四線 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4 及一線 𝐿，定義 

𝐿(ℓ1, ℓ2; ℓ3, ℓ4) = (𝐿 ∩ ℓ1, 𝐿 ∩ ℓ2; 𝐿 ∩ ℓ3; 𝐿 ∩ ℓ4). 

【性質 2.1】 

設相異四點 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 共線(非無窮遠線)，𝑂 為線外一點，則 

(𝑃1, 𝑃2; 𝑃3, 𝑃4) = (𝑂𝑃1
 ⃡     , 𝑂𝑃2

 ⃡      ; 𝑂𝑃3
 ⃡      , 𝑂𝑃4

 ⃡     ). 

【性質 2.2】 (交比的唯一性) 

(i) 設 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4, 𝑃5 為共線的五點，則 

𝑃4 = 𝑃5 ⟺ (𝑃1, 𝑃2; 𝑃3, 𝑃4) = (𝑃1, 𝑃2; 𝑃3, 𝑃5). 

(ii) 設  ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5 為共點的五線，則 

ℓ4 = ℓ5 ⟺ (ℓ1, ℓ2; ℓ3, ℓ4) = (ℓ1, ℓ2; ℓ3, ℓ5). 

由於圓周角性質，若給定一圓上的四點 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4，對於圓上任一點 𝐴，以 𝐴 看 

𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 的交比均為 

sin ∡(𝐴𝑃3, 𝐴𝑃1)

sin ∡(𝐴𝑃3, 𝐴𝑃2)

sin ∡(𝐴𝑃4, 𝐴𝑃1)

sin ∡(𝐴𝑃4, 𝐴𝑃2)
⁄ =定值 , 

所以我們可以定義圓上的交比 

【定義 2.4】 

設相異四點 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 共一圓 Γ，𝐴 為圓 Γ 上的任一點，定義 

(𝑃1, 𝑃2; 𝑃3, 𝑃4)Γ = 𝐴(𝑃1, 𝑃2; 𝑃3, 𝑃4). 

【性質 2.3】 

單比為仿射變換的不變量，即 :  

設相異三點 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 共線，則經過仿射變換 𝜑 後三點的單比不變，即 

(𝑃1, 𝑃2; 𝑃3) = (𝜑(𝑃1), 𝜑(𝑃2); 𝜑(𝑃3)). 

【性質 2.4】 

交比為射影變換的不變量，即 :  

設相異四點 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 共線(非無窮遠線)，則經過射影變換 𝜑 後四點的交比不變，即 

(𝑃1, 𝑃2; 𝑃3, 𝑃4) = (𝜑(𝑃1), 𝜑(𝑃2); 𝜑(𝑃3), 𝜑(𝑃4)). 
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【引理 2.1】 

五個點可決定一個圓錐曲線，五條線可決定一個相切圓錐曲線。 

 

【定義 2.5】 

定義 (𝑃1𝑃2𝑃3𝑃4𝑃5) 為過 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4, 𝑃5 的圓錐曲線，(ℓ1ℓ2ℓ3ℓ4ℓ5) 為切 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5 

的圓錐曲線。 

透過射影變換，我們就能將交比的定義拓展到圓錐曲線上。 

【引理 2.2】(圓錐曲線基本定理) 

令 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4, 𝐴, 𝐴′ 為平面上六點且任三點不共線，則 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4, 𝐴, 𝐴′ 共一圓錐曲線若

且唯若 

𝐴(𝑃1, 𝑃2; 𝑃3, 𝑃4) = 𝐴′(𝑃1, 𝑃2; 𝑃3, 𝑃4). 

【證明】 

令 𝓒 = (𝑃1𝑃2𝑃3𝐴𝐴′) 且 𝐸 為 𝓒 所在的平面，則存在一平面 𝐸1、一圓 Ω 在 𝐸1 上及

一透視(射影)變換 𝜑: 𝐸 → 𝐸1 使 𝜑(𝓒) = Ω。 

(⇒) 由 𝜑(𝑃4) ∈ Ω 知 

𝐴(𝑃1, 𝑃2; 𝑃3, 𝑃4) = 𝜑(𝐴)(𝜑(𝑃1), 𝜑(𝑃2); 𝜑(𝑃3), 𝜑(𝑃4)) 

= 𝜑(𝐴′)(𝜑(𝑃1), 𝜑(𝑃2); 𝜑(𝑃3), 𝜑(𝑃4)) 

= 𝐴′(𝑃1, 𝑃2; 𝑃3, 𝑃4). 

(⇐) 令 𝑃𝑖
′ = 𝑃𝑖, 𝑖 = 1,2,3，𝑃4

′ = 𝐴𝑃4 ∩ 𝓒\{𝐴}，則由 (⇒) 知 

𝐴′(𝑃1
′, 𝑃2

′; 𝑃3
′ , 𝑃4

′) = 𝐴(𝑃1, 𝑃2; 𝑃3, 𝑃4) = 𝐴′(𝑃1, 𝑃2; 𝑃3, 𝑃4), 

    即 𝑃4
′ = 𝐴′𝑃4

 ⃡       ∩ 𝐴𝑃4
 ⃡     = 𝑃4，故 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4, 𝐴, 𝐴′ 共圓錐曲線。 ∎ 

由 引理 2.2 我們就可以定義圓錐曲線上的交比 

【定義 2.6】 

設相異四點 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 共一圓錐曲線 𝓒，𝐴 為圓錐曲線 𝓒 上的任一點，定義 

(𝑃1, 𝑃2; 𝑃3, 𝑃4)𝓒 = 𝐴(𝑃1, 𝑃2; 𝑃3, 𝑃4). 

【預備定理 2.1】(布里昂雄定理/Brianchon’s)  

令 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5, ℓ6 為任三線不共點的六線，定義 𝑃𝑖𝑗 = ℓ𝑖 ∩ ℓ𝑗，則 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5, ℓ6 共

切一圓錐曲線若且唯若 

𝑃12𝑃45
 ⃡           , 𝑃23𝑃56

 ⃡           ,  𝑃34𝑃61
 ⃡             

三線共點。(如圖 7) 

【證明】 
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令 𝐿1 = 𝑃12𝑃45
 ⃡           , 𝐿2 = 𝑃23𝑃56

 ⃡           , 𝐿3 = 𝑃34𝑃61
 ⃡           ，則 

𝐿1(ℓ1, ℓ3; ℓ4, 𝐿3) = ((ℓ1 ∩ 𝐿1)𝑃34
 ⃡                        , ℓ3; ℓ4, 𝐿3) 

= ℓ1(ℓ2, ℓ3; ℓ4, ℓ6), 

𝐿1(ℓ1, ℓ3; ℓ4, 𝐿2) = (ℓ2, ℓ3; (ℓ4 ∩ 𝐿1)𝑃23
 ⃡                        , 𝐿2) 

= ℓ5(ℓ2, ℓ3; ℓ4, ℓ6) 

因此 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4, ℓ5, ℓ6 共切一圓錐曲線若且唯若 

ℓ1(ℓ2, ℓ3; ℓ4, ℓ6) = ℓ5(ℓ2, ℓ3; ℓ4, ℓ6) 

⇔ 𝐿1(ℓ1, ℓ3; ℓ4, 𝐿3) = 𝐿1(ℓ1, ℓ3; ℓ4, 𝐿2) 

若且唯若 𝑃12𝑃45
 ⃡           , 𝑃23𝑃56

 ⃡           , 𝑃34𝑃61
 ⃡            三線共點 (可由 性質 2.2 知)。 ∎ 

布里昂雄定理允許兩線重合，兩線的交點就會視為切點，即若 ℓ𝑖 與 ℓ𝑗 重合，則取交點 

𝑃𝑖𝑗 為 ℓ𝑖 與 ℓ𝑗 切在圓錐曲線上的點。 

【預備定理 2.1.1】(布里昂雄定理的退化/牛頓三號定理) 

對於任三線不共點的四線 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4，定義 𝑃𝑖𝑗 = ℓ𝑖 ∩ ℓ𝑗，若圓錐曲線 𝓒 分別切 

ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4 於 𝑄1, 𝑄2, 𝑄3, 𝑄4，則 𝑄1𝑄3, ⃡          𝑄2𝑄4
 ⃡        , 𝑃12𝑃34

 ⃡           , 𝑃23𝑃41
 ⃡            四線共點。(如圖 8) 

【證明】 

考慮六切線組 (ℓ1ℓ1ℓ2ℓ3ℓ3ℓ4) 與 (ℓ1ℓ1ℓ2ℓ3ℓ4ℓ4)，由 預備定理 2.1 知 𝑄1𝑄3
 ⃡        ,

𝑃12𝑃34
 ⃡           , 𝑃23𝑃41

 ⃡            及 𝑄2𝑄4
 ⃡        , 𝑃12𝑃34

 ⃡           , 𝑃23𝑃41
 ⃡            分別共點，即 𝑄1𝑄3

 ⃡        ,  𝑄2𝑄4
 ⃡          , 𝑃12𝑃34

 ⃡           , 𝑃23𝑃41
 ⃡            四線共

點。 ∎ 

【預備定理 2.1.2】(布里昂雄定理的退化) 

對於任三線不共點的四線 ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4，定義 𝑃𝑖𝑗 = ℓ𝑖 ∩ ℓ𝑗，若圓錐曲線 𝓒 分別切 

ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ4 於 𝑄1, 𝑄2, 𝑄3, 𝑄4，則 𝑄1𝑃23
 ⃡          , 𝑄2𝑃41

 ⃡          , 𝑃12𝑃34
 ⃡            三線共點。(如圖 9) 

【證明】 

考慮切線組 (ℓ1ℓ2ℓ2ℓ3ℓ4ℓ1)，由 預備定理 2.1 知 

 𝑃12𝑃34
 ⃡           ,  𝑄2𝑃41

 ⃡           , 𝑄1𝑃23
 ⃡           

三線共點。 ∎ 

【預備定理 2.1.3】(布里昂雄定理的退化/賽瓦錐線) 

三角形 𝐴𝐵𝐶 中，𝑇𝐴, 𝑇𝐵, 𝑇𝐶  分別為 𝐵𝐶 ⃡    , 𝐶𝐴 ⃡    , 𝐴𝐵 ⃡     上的點，則存在一圓錐曲線 𝓒 分別切 

𝐵𝐶 ⃡    , 𝐶𝐴 ⃡    , 𝐴𝐵 ⃡     於 𝑇𝐴, 𝑇𝐵, 𝑇𝐶  若且唯若 𝐴𝑇𝐴
 ⃡     ,  𝐵𝑇𝐵

 ⃡       ,  𝐶𝑇𝐶
 ⃡        三線共點。稱 𝓒 為三角形 𝐴𝐵𝐶 關於 

𝑇𝐴, 𝑇𝐵, 𝑇𝐶  的賽瓦錐線。(如圖 10) 
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【證明】 

考慮切線組 (𝐴𝐵 ⃡    , 𝐴𝐵 ⃡    , 𝐵𝐶 ⃡    , 𝐵𝐶 ⃡    , 𝐶𝐴 ⃡    , 𝐶𝐴 ⃡    )，由 預備定理 2.1 知 𝐵𝐶 ⃡    , 𝐶𝐴 ⃡    , 𝐴𝐵 ⃡     切一圓錐曲線

若且唯若 

 𝑇𝐶𝐶 ⃡     ,  𝐵𝑇𝐵
 ⃡       ,  𝑇𝐴𝐴 ⃡       

三線共點。 ∎ 

  

         圖 7 - Brianchon 定理                 圖 8 - Brianchon 退化型 1; (牛頓 III) 

 

            圖 9 - Brianchon 退化型 2           圖 10 - Brianchon 退化型 3; 賽瓦錐線 

【引理 2.3】 

射影平面上任三點不共線的四點 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 分別對應 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′, 𝐷′ 可以唯一確定一個射影變

換。 

 

三、 圓錐曲線外切三邊形 

我們首先將 定理 1.1 中， 
𝐴𝐷

𝐷𝐵
+

𝐴𝐸

𝐸𝐶
 的值推廣到了任意實數。觀察到 定理 1.1 中，若

將內切圓上的切點移動到 𝐴𝐵 ⃡    , 𝐴𝐶 ⃡     上，比例和的其中一項就會趨近於 0，另一項則是切點的

單比，而比例和的定值就會等於該單比。我們將同樣的概念應用在任意定值的情況，得出了

推廣後的定理。 



14 
 

【定理 3.1】 

等腰三角形 𝐴𝐵𝐶 中 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，𝐷, 𝐸 分別為直線 𝐴𝐵 ⃡    , 𝐴𝐶 ⃡     上的動點滿足 

𝐴𝐷

𝐷𝐵
+

𝐴𝐸

𝐸𝐶
=任意定值 𝑘, 

則，動線 𝐷𝐸 ⃡     的包絡線為切 𝐴𝐵𝐶 三邊的圓錐曲線。並且該圓錐曲線切 𝐵𝐶 ⃡    , 𝐶𝐴 ⃡    , 𝐴𝐵 ⃡     的切點 

𝑇𝐴, 𝑇𝐵, 𝑇𝐶  滿足 

𝐴𝑇𝐶

𝑇𝐶𝐵
=

𝐴𝑇𝐵

𝑇𝐵𝐶
= 𝑘,

𝐵𝑇𝐴

𝑇𝐴𝐶
= 1. 

【證明】 

 

圖 11 

我們只要證明 𝐴𝐵, 𝐴𝐶 上動點 𝐷, 𝐸 滿足 
𝐴𝐷

𝐷𝐵
+

𝐴𝐸

𝐸𝐶
= 𝑘 有動線 𝐷𝐸 為 𝑇𝐴, 𝑇𝐵, 𝑇𝐶  的賽瓦

錐線的一條切線，就能利用單比的唯一性說明包絡線存在。 

利用仿射變換使 𝐴𝐵𝐶 變換為等腰直角三角形 

考慮直角坐標解析，假設 𝐴(0,1), 𝐵(−1,0), C(1,0) 。 

欲找出 𝑇𝐴, 𝑇𝐵, 𝑇𝐶  的賽瓦錐線，故令 

𝑇𝐴(0,0), 𝑇𝐵(−𝑡, 𝑡 + 1), 𝑇𝐶(𝑡, 𝑡 + 1)，且 𝑘 =
−𝑡

𝑡+1
 。 

𝑇𝐴𝑇𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅  中點 𝑀𝐶 (

−𝑡

2
,
𝑡 + 1

2
) , 𝑇𝐴𝑇𝐶

̅̅ ̅̅ ̅̅  中點 𝑀𝐵 (
𝑡

2
,
𝑡 + 1

2
) , 𝑇𝐵𝑇𝐶

̅̅ ̅̅ ̅̅  中點 𝑀𝐴(0, 𝑡 + 1), 

賽瓦錐線中心 𝑂 = 𝐵𝑀𝐵
 ⃡        ∩ 𝐶𝑀𝐶

 ⃡       ∩ {𝑥 = 0} = (0,
𝑡 + 1

𝑡 + 2
) 

找出三切點 𝑇𝐴, 𝑇𝐵, 𝑇𝐶  關於中心 𝑂 的對稱點 𝑇𝐴′, 𝑇𝐵′, 𝑇𝐶′ 以推得賽瓦錐線方程。 

𝑇𝐴
′ (0,

2(𝑡 + 1)

𝑡 + 2
) , 𝑇𝐵

′ (𝑡,
−𝑡(𝑡 + 1)

𝑡 + 2
) , 𝑇𝐶

′ (−𝑡,
−𝑡(𝑡 + 1)

𝑡 + 2
) 

設賽瓦錐線 𝓒 ∶ 𝐴0𝑥2 + 𝐵0𝑥𝑦 + 𝐶0𝑦2 + 𝐷0𝑥 + 𝐸0𝑦 + 𝐹0 = 0  
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𝑇𝐴代入⟹ 𝐹0 = 0 , 

𝑇𝐴
′ 代入⟹ 𝐸0 =

−2(𝑡 + 1)

𝑡 + 2
𝐶0 , 

𝑇𝐶  代入+ 𝑇𝐵 代入 

2
⟹ 𝐴0(𝑡2) + 𝐶0(𝑡 + 1)2 +

−2(𝑡 + 1)

𝑡 + 2
𝐶0(𝑡 + 1) = 0 

⟹ 𝐴0 =
−𝑡(𝑡 + 1)2

𝑡2(𝑡 + 2)
𝐶0 , 

𝑇𝐶  代入− 𝑇𝐵 代入 

2
⟹ 𝐵0(𝑡)(𝑡 + 1) + 𝐷0(𝑡) = 0 

⟹ 𝐷0 = −(𝑡 + 1)𝐵0 , 

𝑇𝐶
′  代入⟹

−𝑡(𝑡 + 1)2

(𝑡 + 2)
𝐶0 +

𝑡2(𝑡 + 1)

𝑡 + 2
𝐵0 +

𝑡2(𝑡 + 1)2

(𝑡 + 2)2
𝐶0 + 𝑡(𝑡 + 1)𝐵0 +

2𝑡(𝑡 + 1)2

(𝑡 + 2)2
𝐶0 = 0 

⟹ 𝐵0 = 𝐷0 = 0 . 

這邊先假設 𝑡 ≠ −1, −2, 0 .  

所以 𝓒 ∶ (𝑡 + 1)2𝑥2 − 𝑡(𝑡 + 2)𝑦2 + 2𝑡(𝑡 + 1)𝑦 = 0  (∗) 

令 𝐷(𝑢, 𝑢 + 1), 𝐸 =
(𝑘+

𝑢

𝑢+1
)𝐶+𝐴

𝑘+
𝑢

𝑢+1
+1

 ，如此滿足 
𝐴𝐷

𝐷𝐵
+

𝐴𝐸

𝐸𝐶
= 𝑘。  

求得直線方程式 𝐷𝐸 ⃡    : −(𝑥 − 𝑢)(2𝑢 + (𝑢 + 1)𝑘) = (𝑦 − 𝑢 − 1)(𝑘 +
𝑢

𝑢+1
− 𝑢𝑘 −

𝑢2

𝑢+1
− 𝑢) 

將此式與 𝓒 的方程式聯立求解，若有唯一解即代表 𝐷𝐸 ⃡     與 𝓒 相切。 

令 a = (2u + (u + 1)k), b = (−k + uk +
2𝑢2

𝑢+1
) 

原式 = {
(𝑥 − 𝑢)𝑎 = (𝑦 − 𝑢 − 1)𝑏      (1)

𝑥2(𝑡 + 1)2 − 𝑡(𝑡 + 2)𝑦2 + 2𝑡(𝑡 + 1)𝑦 = 0   (2)
 

由(1): x =
(𝑦 − 𝑢 − 1)𝑏 + 𝑢𝑎

𝑎
 代入(2)後可得 

1

𝑎2
((by + (ua − (u + 1)b))

2
(𝑡 + 1)2 − 𝑎2𝑡(𝑡 + 2)y2 + 2𝑎2𝑡(𝑡 + 1)𝑦) = 0 

1

𝑎2
((b2(t + 1)2 − a2t(t + 2))y2 + (2𝑏(𝑢𝑎 − (𝑢 + 1)𝑏)(𝑡 + 1)2 + 2𝑎2𝑡(𝑡 + 1))𝑦 + (𝑢𝑎 − (𝑢 + 1)𝑏)2(𝑡 + 1)2) = 0 

判別式 D =
1

𝑎4
(4b2(𝑢𝑎 − (𝑢 + 1)𝑏)2(𝑡 + 1)4 + 8𝑎2𝑏𝑡(𝑡 + 1)3(𝑢𝑎 − (𝑢 + 1)𝑏) + 4𝑎4𝑡2(𝑡 + 1)2

− 4𝑏2(𝑡 + 1)4(𝑢𝑎 − (𝑢 + 1)𝑏)2 + 4𝑎2𝑡 (𝑡 + 1)2(𝑡 + 2)(𝑢𝑎 − (𝑢 + 1)𝑏)2) 

=
4t(t + 1)2

𝑎2
(2b(t + 1)(ua − (u + 1)b) + a2t + (t + 2)(ua − (u + 1)b)2) 

=
4t(t + 1)2

𝑎2
((2𝑏(𝑢𝑎 − (𝑢 + 1)𝑏) + 𝑎2 + (𝑢𝑎 − (𝑢 + 1)𝑏)2)𝑡 + 2𝑏(𝑢𝑎 − (𝑢 + 1)𝑏) + 2(𝑢𝑎 − (𝑢 + 1)𝑏)2) 

∵ ua − (u + 1)b = 2u2 + 𝑢(𝑢 + 1)𝑘 + (𝑢 + 1)𝑘 − 𝑢(𝑢 + 1)𝑘 − 2𝑢2 = (𝑢 + 1)k 且 𝑡 =
−𝑘

𝑘 + 1
 

2𝑏(𝑢𝑎 − (𝑢 + 1)𝑏) + 2(𝑢𝑎 − (𝑢 + 1)𝑏)2 = 2u(a − b)(u + 1)k 

D =
4𝑡(𝑘 + 1)(𝑡 + 1)2

−𝑎2𝑘
((2𝑏(𝑢𝑎 − (𝑢 + 1)𝑏) + 𝑎2 + (𝑢𝑎 − (𝑢 + 1)𝑏)2) − 2𝑢(𝑎 − 𝑏)(𝑢 + 1)(𝑘 + 1)) 

=
4𝑡(𝑘 + 1)(𝑡 + 1)2

−𝑎2𝑘
(2k(u + 1) (−k + uk +

2𝑢2

𝑢 + 1
) + 4u2 + 4u(u + 1)k + 2(u + 1)2k2

− 2u(2u + (u + 1)k)(u + 1)(k + 1) + 2u(u + 1)(k + 1) (−k + uk +
2𝑢2

𝑢 + 1
)) 
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=
4𝑡(𝑘 + 1)(𝑡 + 1)2

−𝑎2𝑘
(−2𝑘2𝑢 − 2𝑘2 + 2𝑢2𝑘2 + 2𝑢𝑘2 + 4𝑢2𝑘 + 4𝑢2 + 4𝑢2𝑘 + 4𝑢𝑘 + 2𝑢2𝑘2 + 4𝑢𝑘2 + 2𝑘2 − 4𝑢2𝑘

− 4𝑢2 − 4𝑢3𝑘 − 4𝑢3 − 2𝑢3𝑘2 − 2𝑢3𝑘 − 4𝑢2𝑘2 − 4𝑢2𝑘 − 2𝑢𝑘2 − 2𝑢𝑘 − 2𝑢2𝑘2 − 2𝑢𝑘2 − 2𝑢𝑘
− 2𝑢2𝑘 + 4𝑢3𝑘 + 4𝑢3 + 2𝑢3𝑘2 + 2𝑢3𝑘 + 2𝑢2𝑘2 + 2𝑢2𝑘) = 0 

故得證。 ∎ 

由仿射變換，我們又可以將定理推廣至任意三角形。 

【定理 3.2】 

任意三角形 𝐴𝐵𝐶 ，𝐷, 𝐸 分別為直線 𝐴𝐵 ⃡    , 𝐴𝐶 ⃡     上的動點滿足 

𝐴𝐷

𝐷𝐵
+

𝐴𝐸

𝐸𝐶
=任意定值 𝑘, 

則，動線 𝐷𝐸 ⃡     的包絡線為切 𝐴𝐵𝐶 三邊的圓錐曲線。並且該圓錐曲線切 𝐵𝐶 ⃡    , 𝐶𝐴 ⃡    , 𝐴𝐵 ⃡     的切點 

𝑇𝐴, 𝑇𝐵, 𝑇𝐶  滿足 

𝐴𝑇𝐶

𝑇𝐶𝐵
=

𝐴𝑇𝐵

𝑇𝐵𝐶
= 𝑘,

𝐵𝑇𝐴

𝑇𝐴𝐶
= 1. 

【證明】 

透過仿射變換，可以將三角形 𝐴𝐵𝐶 變換為 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  的等腰三角形，故命題即可等價

到 定理 3.1 。 ∎ 

 

圖 12 

觀察 定理 3.1 推得的錐線方程式 (∗) 我們可以知道不同 𝑘 值所產生的包絡錐線類型:  

𝑘 的範圍 錐線類型 

𝑘 > 0 內切橢圓 

𝑘 = 0 動線過一定點( 𝐵𝐶  中點) 

𝑘 ∈ (−2,0) 旁切雙曲線 

𝑘 = −2 旁切拋物線 

𝑘 < −2 旁切橢圓 
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𝑘 = −1 時方程式需額外討論，由原始定義也會發現錐線是以 𝐴𝐵 ⃡    , 𝐴𝐶 ⃡     為漸進線的雙曲

線(切在無窮遠點)。 

由於 定理 3.1 及 定理 3.2 的證明涉及到仿射變換，並沒有列出所有情況，再加上方

程式聯立求解實在太過繁雜，所以我們希望找到純幾何的證明並且將定理推廣到任意賽瓦錐

線的情況。 

嘗試研究後我們發現，若 𝑇𝐴 不為 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  中點且想讓任意圓錐曲線外切三邊形的比例和

恆為一定值，就必須將其中一項乘上一個係數，即 
𝐴𝐷

𝐷𝐵
+ 𝑟

𝐴𝐸

𝐸𝐶
=任意定值 𝑘。透過觀察將錐

線上的切點移動到 𝐴𝐵 ⃡     及 𝐴𝐶 ⃡     上，我們可以猜測到決定這個係數的條件以及最後的定值，他

們分別為 𝑟 =
𝐶𝑇𝐴

𝑇𝐴𝐵
 及 𝑘 =

𝐴𝑇𝐶

𝑇𝐶𝐵
。 

【定理 3.3】 

任意三角形 𝐴𝐵𝐶，𝐷, 𝐸 分別為直線 𝐴𝐵 ⃡    , 𝐴𝐶 ⃡     上的動點滿足 

𝐴𝐷

𝐷𝐵
+ 𝑟

𝐴𝐸

𝐸𝐶
=定值 𝑘, 

則，動線 𝐷𝐸 ⃡     的包絡線為切 𝐴𝐵𝐶 三邊的圓錐曲線。並且該圓錐曲線切 𝐵𝐶 ⃡    , 𝐶𝐴 ⃡    , 𝐴𝐵 ⃡     的切點 

𝑇𝐴, 𝑇𝐵, 𝑇𝐶  滿足 

𝐴𝑇𝐶

𝑇𝐶𝐵
= 𝑘,

𝐴𝑇𝐵

𝑇𝐵𝐶
=

𝑘

𝑟
,
𝐵𝑇𝐴

𝑇𝐴𝐶
=

1

𝑟
. 

【證明】 

同 定理 1.1，我們只要證明關於 𝑇𝐴, 𝑇𝐵, 𝑇𝐶  的賽瓦錐線上的任意一條切線所截的 𝐷, 𝐸 

皆滿足 
𝐴𝐷

𝐷𝐵
+ 𝑟

𝐴𝐸

𝐸𝐶
= 𝑘 即可。 

令 𝐸𝑇𝐴
 ⃡      ∩ 𝐴𝐵 ⃡    = 𝐹。由孟氏定理我們有 

𝐴𝐷

𝐷𝐵
+

𝐴𝐸

𝐸𝐶
⋅
𝐶𝑇𝐴

𝑇𝐴𝐵
=

𝐴𝐷

𝐷𝐵
−

𝐴𝐹

𝐹𝐵
 

=
𝐴𝐷

𝐷𝐵
−

𝐴𝐹

𝐹𝐵
+

𝐷𝐵

𝐷𝐵
−

𝐹𝐵

𝐹𝐵
 

=
𝐴𝐵

𝐷𝐵
−

𝐴𝐵

𝐹𝐵
 , 

則命題等價於 

𝐴𝐵

𝐷𝐵
−

𝐴𝐵

𝐹𝐵
= 𝑘 =

𝐴𝑇𝐶

𝑇𝐶𝐵
。 

因為 
𝐴𝑇𝐶

𝑇𝐶𝐵
=

𝐴𝐵

𝑇𝐶𝐵
− 1，所以命題等價於 

圖 13 
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1

𝐷𝐵
−

1

𝐹𝐵
=

1

𝑇𝐶𝐵
−

1

𝐴𝐵
 , 

等價於 

1

𝐵𝐷
+

1

𝐵𝐴
=

1

𝐵𝑇𝐶
+

1

𝐵𝐹
。 

觀察後可發現此式與 Candy’s 定理的描述雷同，故考慮 Candy’s 定理類似的證明思

路。 

若 (𝐷, 𝑇𝐶; 𝐵, 𝐴) = (𝐷, 𝐵; 𝐹, 𝐴)，則有 

𝐵𝐷

𝐵𝑇𝐶
⋅
𝐴𝑇𝐶

𝐴𝐷
=

𝐹𝐷

𝐹𝐵
⋅
𝐴𝐵

𝐴𝐷
 

⟹
𝐵𝐷 ⋅ 𝐴𝑇𝐶

𝐵𝑇𝐶
=

𝐹𝐷 ⋅ 𝐴𝐵

𝐹𝐵
 

⟹
𝐵𝐷 ⋅ (𝐴𝐵 + 𝐵𝑇𝐶)

𝐵𝑇𝐶
=

(𝐹𝐵 + 𝐵𝐷) ⋅ 𝐴𝐵

𝐹𝐵
 

⟹ 𝐵𝐷 +
𝐵𝐷 ⋅ 𝐴𝐵

𝐵𝑇𝐶
= 𝐴𝐵 +

𝐵𝐷 ⋅ 𝐴𝐵

𝐹𝐵
 

⟹
1

𝐵𝑇𝐶
+

1

𝐵𝐹
=

1

𝐵𝐷
+

1

𝐵𝐴
。 

故命題等價到證明 

(𝐷, 𝑇𝐶; 𝐵, 𝐴) = (𝐷, 𝐵; 𝐹, 𝐴) . 

由 預備定理 2.1.2、預備定理 2.1.3 可知 

𝐵𝐸 ⃡    , 𝐷𝐶 ⃡    , 𝑇𝐵𝑇𝐶
 ⃡         共點，𝐵𝑇𝐵

 ⃡      , 𝐸𝑇𝐴
 ⃡      , 𝐷𝐶  ⃡     共點。 

所以 

(𝐷, 𝑇𝐶; 𝐵, 𝐴) = (𝐶, 𝑇𝐵; 𝐸, 𝐴) = (𝐷, 𝐵; 𝐹, 𝐴)。 

故得證。  ∎ 

這個結論引導我們將問題推廣到「加權比例和」，我們可以將 定理 3.3 的結果換成另

一種描述。 

【定理 3.4】 

圓錐曲線 𝓒 有外切三邊形 𝐴𝐴1𝐴2，𝓒 上有一點 𝑇，過 𝑇 作 𝓒 的切線分別截 𝐴𝐴1
 ⃡      , 𝐴𝐴2

 ⃡       

於 𝑋1, 𝑋2。令 𝑎1 =
𝐴𝑋1

𝑋1𝐴1
, 𝑎2 =

𝐴𝑋2

𝑋2𝐴2
 。𝓒 與 𝐴𝐴1

 ⃡      , 𝐴𝐴2
 ⃡       切於 𝑌1, 𝑌2。令 𝑟1 =

𝐴1𝑌1

𝑌1𝐴
, 𝑟2 =

𝐴2𝑌2

𝑌2𝐴
，

則 

𝑟1𝑎1 + 𝑟2𝑎2 = 1 . 

【證明】 

圖 14 
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圖 15 

令 𝓒 切 𝐴1𝐴2 於 𝐾。 

由 定理 3.3 我們有 

𝑎1 +
𝐴2𝐾

𝐾𝐴1
𝑎2 =

𝐴𝑌1

𝑌1𝐴1
 

⟹ 𝑎1 +
𝐴2𝑌2

𝑌2𝐴
⋅

𝐴𝑌1

𝑌1𝐴1
𝑎2 =

𝐴𝑌1

𝑌1𝐴1
 (賽瓦定理) 

⟹
𝐴1𝑌1

𝑌1𝐴
𝑎1 +

𝐴2𝑌2

𝑌2𝐴
𝑎2 = 1 . 

所以有 𝑟1𝑎1 + 𝑟2𝑎2 = 1。 ∎ 

定理 3.4 告訴我們，任意圓錐曲線外切三邊形中，特定加權比例和會有定值 1。如此

一來我們便能合理的猜測，在多邊形時或許也有類似的結論。 

事實上 定理 3.4 還可以將敘述再進行變換。觀察到 

𝑟1𝑎1 =
𝐴1𝑌1

𝑌1𝐴

𝐴𝑋1

𝑋1𝐴1
=

𝐴𝑋1

𝐴1𝑋1
/

𝐴𝑌1

𝐴1𝑌1
= (𝐴, 𝐴1; 𝑋1, 𝑌1)，   

同理 𝑟2𝑎2 = (𝐴, 𝐴2; 𝑋2, 𝑌2)。  

所以定理可以寫成如下形式。 

【定理 3.5】 

圓錐曲線 𝓒 有外切三邊形 𝐴𝐴1𝐴2，𝓒 上有一點 𝑇，過 𝑇 作 𝓒 的切線分別截 𝐴𝐴1
 ⃡      , 𝐴𝐴2

 ⃡       

於 𝑋1, 𝑋2。𝓒 分別切 𝐴𝐴1
 ⃡      , 𝐴𝐴2

 ⃡       於 𝑌1, 𝑌2，則 

(𝐴, 𝐴1; 𝑋1, 𝑌1) + (𝐴, 𝐴2; 𝑋2, 𝑌2) = 1. 

【證明】 顯然。 ∎ 

而這個形式的定理為之後多邊形的推廣給了很大的幫助。 
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四、 圓錐曲線外切多邊形 

一開始我們在推廣多邊形時是以「權重比例和」為出發點。類似 定理 3.4 的形式，對

於任意圓錐曲線 𝓒 外切 𝑛 + 1 邊形 𝐴𝐴1𝐴2 ⋯ 𝐴𝑛，我們猜測存在 𝑟1, 𝑟2, ⋯ , 𝑟𝑛 使得 

𝑟1𝑎1 + 𝑟2𝑎2 + ⋯ + 𝑟𝑛𝑎𝑛 = 1. 

其中，𝑎𝑖 為 𝓒 上任意一條過 𝓒 上一點 𝑇 的切線截 𝐴𝐴𝑖
 ⃡      於 𝑋𝑖 的有向線段比例 

𝐴𝑋𝑖

𝑋𝑖𝐴𝑖
。 

下一步是要找到決定 𝑟𝑖 的條件。我們先觀察了四邊形的情況，考慮到在三邊形時，𝑟𝑖 

是由圓錐曲線在邊上交點的線段比來決定，所以我們同樣的猜測四邊形也是如此。 

假設圓錐曲線 𝓒 有外切四邊形 𝐴𝐴1𝐴2𝐴3 ，𝓒 的一條切線截 𝐴𝐴𝑖
 ⃡      於 𝑋𝑖，射線 𝐴𝐴𝑖

         

第一次交 𝓒 於 𝑌𝑖，𝓒 的一條過 𝑌2 的切線分別交 𝐴𝐴1
 ⃡      , 𝐴𝐴3

 ⃡       於 𝑍1, 𝑍2，猜測加權值 

𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 由以下聯立方程式決定: 

{
  
 

  
 𝑟1

𝐴𝑌1

𝑌1𝐴1
+ 0 + 0 = 1

𝑟1

𝐴𝑍1

𝑍1𝐴1
+ 𝑟2

𝐴𝑌2

𝑌2𝐴2
+ 𝑟3

𝐴𝑍2

𝑍2𝐴3
= 1

0 + 0 + 𝑟3

𝐴𝑌3

𝑌3𝐴3
= 1

 . 

 

圖 16 ( 𝑻 與 𝒀𝟏 重合)         圖 17 ( 𝑻 與 𝒀𝟐 重合)              圖 18 ( 𝑻 與 𝒀𝟑 重合) 

令 𝑏1,1 =
𝐴𝑌1

𝑌1𝐴1
, 𝑏2,1 =

𝐴𝑍1

𝑍1𝐴1
, 𝑏2,2 =

𝐴𝑌2

𝑌2𝐴2
, 𝑏2,3 =

𝐴𝑍2

𝑍2𝐴3
, 𝑏3,3 =

𝐴𝑌3

𝑌3𝐴3
 .  

解得 

{
  
 

  
 𝑟1 =

1

𝑏1,1

𝑟2 =
𝑏1,1𝑏3,3 − 𝑏1,1𝑏2,3 − 𝑏2,1𝑏3,3

𝑏1,1𝑏2,2𝑏3,3

𝑟3 =
1

𝑏3,3

 . 

將 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 解出後利用 GeoGebra 計算機套件驗算發現它是對的，這就代表我們猜測

決定加權值條件的方向沒錯，所以我們先將這個結果記下並繼續探討加權值是否存在更加漂

亮的形式。(由於工具不足，下面僅給出能射影變換成圓外切菱形的情況) 
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【定理 4.1】 

假設圓錐曲線 𝓒 有外切四邊形 𝐴𝐴1𝐴2𝐴3 滿足存在射影變換使得能將 𝓒 變換為圓形、

𝐴𝐴1𝐴2𝐴3 變換為菱形。𝓒 的一條切線過 𝓒 上一點 𝑇 截 𝐴𝐴𝑖
 ⃡      於 𝑋𝑖，射線 𝐴𝐴𝑖

         第一次交 

𝓒 於 𝑌𝑖，𝓒 的一條過 𝑌2 的切線分別交 𝐴𝐴1
 ⃡      , 𝐴𝐴3

 ⃡       於 𝑍1, 𝑍2，存在 𝑟1, 𝑟2, ⋯ , 𝑟𝑛 使得 

𝑟1𝑎1 + 𝑟2𝑎2 + 𝑟3𝑎3 = 1. 

而 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 由以下聯立方程式決定: 

{
  
 

  
 𝑟1

𝐴𝑌1

𝑌1𝐴1
+ 0 + 0 = 1

𝑟1

𝐴𝑍1

𝑍1𝐴1
+ 𝑟2

𝐴𝑌2

𝑌2𝐴2
+ 𝑟3

𝐴𝑍2

𝑍2𝐴3
= 1

0 + 0 + 𝑟3

𝐴𝑌3

𝑌3𝐴3
= 1

 . 

其中，𝑎𝑖 為 𝓒 上任意一條切線截 𝐴𝐴𝑖
 ⃡      於 𝑋𝑖 的有向線段比例 

𝐴𝑋𝑖

𝑋𝑖𝐴𝑖
。 

【證明】 

 

圖 19 

令 𝑏1,1 =
𝐴𝑌1

𝑌1𝐴1
, 𝑏2,1 =

𝐴𝑍1

𝑍1𝐴1
, 𝑏2,2 =

𝐴𝑌2

𝑌2𝐴2
, 𝑏2,3 =

𝐴𝑍2

𝑍2𝐴3
, 𝑏3,3 =

𝐴𝑌3

𝑌3𝐴3
 . 

𝑟1𝑎1 + 𝑟2𝑎2 + 𝑟3𝑎3 =
𝑎1

𝑏1,1
+

𝑎2

𝑏2,2
(1 −

𝑏2,3

𝑏3,3
−

𝑏2,1

𝑏1,1
) +

𝑎3

𝑏3,3
 

= (𝐴, 𝐴1; 𝑋1, 𝑌1) + (𝐴, 𝐴2; 𝑋2, 𝑌2)(1 − (𝐴, 𝐴3; 𝑍2, 𝑌3) − (𝐴, 𝐴1; 𝑍1, 𝑌1)) + (𝐴, 𝐴3; 𝑋3, 𝑌3) 

因為交比為射影變換下的不變量(性質 2.4)，所以可由射影變換將圓錐曲線 𝓒 及外切四

邊形 𝐴𝐴1𝐴2𝐴3 變換為圓外切菱形，且能使 𝑟1𝑎1 + 𝑟2𝑎2 + 𝑟3𝑎3 的值保持不變。 
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圖 20 

下面證明圓外切菱形時的情況。 

令 ∠𝐴1𝐴𝐴2 = ∠𝐴2𝐴𝐴3 = 𝛼, ∠𝑇𝑂𝐴 = 𝜃，則 

𝑏1,1 =
cos2 𝛼

sin2 𝛼
= cot2 𝛼 =

1

tan2 𝛼
, 𝑏2,2 =

1 − sin 𝛼

1 + sin 𝛼
, 𝑏3,3 = 𝑏1,1, 𝑏2,1 =

1

sin 𝛼
− 1, 𝑏2,3 = 𝑏2,1 

𝑎1 =

tan (
𝜋
2 − 𝛼) − tan (

𝜋
2 − 𝛼 + 𝜃

2 )

tan 𝛼 + tan (

𝜋
2

− 𝛼 + 𝜃

2 )

, 𝑎2 =
cos 𝜃 − sin 𝛼

cos 𝜃 + sin 𝛼
, 𝑎3 =

tan (
𝜋
2 − 𝛼) − tan (

𝜋
2 − 𝛼 − 𝜃

2 )

tan 𝛼 + tan (

𝜋
2

− 𝛼 − 𝜃

2 )

. 

𝑟1 = 𝑟3 = tan2 𝛼 , 

𝑟2 =
1 + sin 𝛼

1 − sin 𝛼
⋅ (1 − 2 (

1

sin 𝛼
− 1) tan2 𝛼) 

=
sin 𝛼 − 2 tan 𝛼 cos 𝛼 + 1

1 − sin 𝛼
=

1 − sin 𝛼

1 − sin 𝛼
= 1. 

𝑟1𝑎1 + 𝑟3𝑎3 = tan2 𝛼

(

  
 

tan (
𝜋
2

− 𝛼) − tan (

𝜋
2

− 𝛼 + 𝜃

2
)

tan 𝛼 + tan (

𝜋
2

− 𝛼 + 𝜃

2
)

+

tan (
𝜋
2

− 𝛼) − tan (

𝜋
2

− 𝛼 − 𝜃

2
)

tan 𝛼 + tan (

𝜋
2

− 𝛼 − 𝜃

2
)

)

  
 

, 

化簡過程略為繁瑣，故部分省略，將上式化開可得 

𝑟1𝑎1 + 𝑟3𝑎3 = 1 − tan (

𝜋
2 − 𝛼 + 𝜃

2
) tan (

𝜋
2 − 𝛼 − 𝜃

2
) 

= 1 −
sin (

𝜋
4 −

𝛼 − 𝜃
2 ) sin (

𝜋
4 −

𝛼 + 𝜃
2 )

cos (
𝜋
4 −

𝛼 − 𝜃
2 ) cos (

𝜋
4 −

𝛼 + 𝜃
2 )
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= 1 −
cos 𝜃 − cos (

𝜋
2 − 𝛼)

cos 𝜃 + cos (
𝜋
2 − 𝛼)

 

= 1 −
cos 𝜃 − sin 𝛼

cos 𝜃 + sin 𝛼
= 1 − 𝑟2𝑎2 ,  

所以 𝑟1𝑎1 + 𝑟2𝑎2 + 𝑟3𝑎3 = 1. ∎ 

繼續觀察 

𝑟1𝑎1 + 𝑟2𝑎2 + 𝑟3𝑎3 = (𝐴, 𝐴1; 𝑋1, 𝑌1) + (𝐴, 𝐴2; 𝑋2, 𝑌2)(1 − (𝐴, 𝐴3; 𝑍2, 𝑌3) − (𝐴, 𝐴1; 𝑍1, 𝑌1)) + (𝐴, 𝐴3; 𝑋3, 𝑌3) 

我們想將此式化簡成如 定理 3.5 那樣可以簡單用交比和來表示。 

由於上述的定理中，還有一項變量沒有用到，那就是 𝐴𝐴𝑖
 ⃡      與 𝓒 的第二個交點。我們

將這項變量納入考量，猜測它應該會出現在式中何處。令 𝐴𝐴𝑖
 ⃡      交 𝓒 於兩點 𝑌𝑖,1, 𝑌𝑖,2 經過 

GeoGebra 計算機套件的驗算，我們發現了當 (𝐴, 𝐴2; 𝑋2, 𝑌2,1) 及 (𝐴, 𝐴2; 𝑋2, 𝑌2,2) 為正時 

𝑟2𝑎2 = √(𝐴, 𝐴2; 𝑋2, 𝑌2,1)(𝐴, 𝐴2; 𝑋2, 𝑌2,2) . 

由於 𝑌1 = 𝑌1,1 = 𝑌1,2, 𝑌3 = 𝑌3,1 = 𝑌3,2 ，式子便能寫成 

𝑟1𝑎1 + 𝑟2𝑎2 + 𝑟3𝑎3 = ∑ √(𝐴, 𝐴𝑖; 𝑋𝑖, 𝑌𝑖,1)(𝐴, 𝐴𝑖; 𝑋𝑖, 𝑌𝑖,2)

3

𝑖=1

= 1 , 

若其中所有交比值皆為正。 

有了這項發現我們便能大膽猜測，對於圓錐曲線外切任意多邊形都有 

∑ √(𝐴, 𝐴𝑖; 𝑋𝑖, 𝑌𝑖,1)(𝐴, 𝐴𝑖; 𝑋𝑖, 𝑌𝑖,2)

𝑛

𝑖=1

= 1 , 

若其中所有交比值皆為正。 

討論交比值為負時的情況後發現，(𝐴, 𝐴𝑖; 𝑋𝑖, 𝑌𝑖,1) 及 (𝐴, 𝐴𝑖; 𝑋𝑖, 𝑌𝑖,2) 會同號，若希望仍能滿

足上列關係式，我們就需另外定義當 (𝐴, 𝐴𝑖; 𝑋𝑖, 𝑌𝑖,1) 及 (𝐴, 𝐴𝑖; 𝑋𝑖, 𝑌𝑖,2) 為負時， 

𝑟𝑖𝑎𝑖 = −√(𝐴, 𝐴𝑖; 𝑋𝑖 , 𝑌𝑖,1)(𝐴, 𝐴𝑖; 𝑋𝑖 , 𝑌𝑖,2). 

【定義 4.1】 

定義雙變數函數 𝐺 為 

𝐺(𝑎, 𝑏) = {
√𝑎 ⋅ 𝑏, 𝑖𝑓 𝑎, 𝑏 ≥ 0

−√𝑎 ⋅ 𝑏, 𝑖𝑓 𝑎, 𝑏 < 0
. 

有了函數 𝐺 的定義，我們便能將猜測稍加轉變：對於圓錐曲線外切任意多邊形都有 

∑ 𝐺 ((𝐴, 𝐴𝑖; 𝑋𝑖, 𝑌𝑖,1), (𝐴, 𝐴𝑖; 𝑋𝑖, 𝑌𝑖,2))

𝑛

𝑖=1

= 1 . 
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在證明這個猜測前，我們必須先有下面這個引理，方便我們能夠利用數學歸納法實現任

意多邊形的證明。 

【引理 4.1】 

三角形 𝐴𝐵𝐶 中，內(旁)切圓 ω 切 𝐵𝐶 ⃡    , 𝐶𝐴 ⃡    , 𝐴𝐵 ⃡     於 𝑇𝐴, 𝑇𝐵, 𝑇𝐶。過 ω 上一點 𝑇 作 ω 的切

線交 𝐴𝐵 ⃡    , 𝐴𝐶 ⃡     於 𝑃, 𝑄。在直線 𝐴𝐵 ⃡     上找一點 𝑅 使得 𝑄𝑅 ⃡     交 ω 於兩點 𝑀, 𝑁。令 𝑄𝑅 ⃡     交 

𝐵𝐶 ⃡     於 𝑆。則 

𝐺((𝑅, 𝑄; 𝑆, 𝑀), (𝑅, 𝑄; 𝑆, 𝑁)) + (𝑅, 𝑃; 𝐵, 𝑇𝐶) = (𝑅, 𝐴; 𝐵, 𝑇𝐶). 

【證明】 

 

圖 21 

首先，(𝑅, 𝑄; 𝑆, 𝑀) 與 (𝑅, 𝑄; 𝑆, 𝑁) 顯然同號 ( 𝑄, 𝑅, 𝑆 顯然不會在 𝑀, 𝑁 之間 )。 

命題等價於 

𝐺 (
𝑅𝑆

𝑄𝑆
⋅
𝑄𝑀

𝑅𝑀
,
𝑅𝑆

𝑄𝑆
⋅
𝑄𝑁

𝑅𝑁
) =

𝑅𝐵

𝐴𝐵
⋅
𝐴𝑇𝐶

𝑅𝑇𝐶
−

𝑅𝐵

𝑃𝐵
⋅
𝑃𝑇𝐶

𝑅𝑇𝐶
 , 

等價於 

𝑅𝑆

𝑆𝑄
√

𝑄𝑀

𝑅𝑀
⋅
𝑄𝑁

𝑅𝑁
=

𝑅𝐵

𝑅𝑇𝐶
(
𝐴𝑇𝐶

𝐴𝐵
−

𝑃𝑇𝐶

𝑃𝐵
). 

由於 𝑄𝑀 ⋅ 𝑄𝑁 = (𝑄𝑇)2 = (𝑄𝑇𝐵)2，𝑅𝑀 ⋅ 𝑅𝑁 = (𝑅𝑇𝐶)2，所以命題等價於 

𝑅𝑆

𝑆𝑄
⋅
𝑄𝑇𝐵

𝑅𝑇𝐶
=

𝑅𝐵

𝑅𝑇𝐶
(
𝐴𝑇𝐶

𝐴𝐵
−

𝑃𝑇𝐶

𝑃𝐵
), 

等價於 

𝑅𝑆

𝑆𝑄
⋅
𝑄𝑇𝐵

𝑅𝐵
=

𝐴𝑇𝐶

𝐴𝐵
−

𝑃𝑇𝐶

𝑃𝐵
 . 

由於 
𝑅𝑆

𝑆𝑄
⋅

𝑄𝐶

𝐶𝐴
⋅

𝐴𝐵

𝐵𝑅
= −1 (孟氏定理)，所以命題等價於 
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𝐶𝐴

𝑄𝐶
⋅
𝑄𝑇𝐵

𝐴𝐵
+

𝑃𝑇𝐶

𝑃𝐵
=

𝐴𝑇𝐶

𝐴𝐵
 , 

等價於 

𝐶𝐴

𝑄𝐶
⋅
𝑄𝑇𝐵

𝐴𝐵
⋅

𝐴𝐵

𝐴𝑇𝐶
+

𝑃𝑇𝐶

𝑃𝐵
⋅

𝐴𝐵

𝐴𝑇𝐶
= 1 , 

等價於 

𝐴𝐶

𝑄𝐶
⋅
𝑄𝑇𝐵

𝐴𝑇𝐵
+

𝐴𝐵

𝑃𝐵
⋅
𝑃𝑇𝐶

𝐴𝑇𝐶
= 1 . 

觀察左式為 

(𝐴, 𝑄; 𝐶, 𝑇𝐵) + (𝐴, 𝑃; 𝐵, 𝑇𝐶), 

且三角形 𝐴𝑃𝑄 為圓 (𝑇𝐴𝑇𝐵𝑇𝐶) 的外切三邊形，利用 定理 3.5 即可得 

(𝐴, 𝑄; 𝐶, 𝑇𝐵) + (𝐴, 𝑃; 𝐵, 𝑇𝐶) = 1. 

故得證。 ∎ 

【定理 4.2】 

圓錐曲線 𝓒 有外切 𝑛 + 1 (𝑛 ≥ 2, 𝑛 ∈ ℕ) 邊形 𝐴𝐴1 ⋯ 𝐴𝑛 ，𝓒 的一條切線過 𝓒 上一點 𝑇 

截 𝐴𝐴𝑖
 ⃡      於 𝑋𝑖。直線 𝐴𝐴𝑖

 ⃡      交 𝓒 於兩點 𝑌𝑖,1, 𝑌𝑖,2 (可重合)。則 

∑ 𝐺 ((𝐴, 𝐴𝑖; 𝑋𝑖, 𝑌𝑖,1), (𝐴, 𝐴𝑖; 𝑋𝑖, 𝑌𝑖,2))

𝑛

𝑖=1

= 1 . 

【證明】 

透過射影變換，命題可以等價於證明任意圓外切多邊形能夠成立即可。 

考慮數學歸納法。 

當 𝑛 = 2 時，因 定理 3.5 而成立。 

設 𝑛 = 𝑘 時命題成立。 

 

圖 22 
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當 𝑛 = 𝑘 + 1 時，令 𝑌𝑘+1 = 𝑌𝑘+1,1 = 𝑌𝑘+1,2， 

令 𝐴𝑘−1𝐴𝑘−2
 ⃡                  ∩ 𝐴𝐴𝑘

 ⃡      = 𝐵，由假設則有 

𝐺 ((𝐴, 𝐴1; 𝑋1, 𝑌1,1), (𝐴, 𝐴1; 𝑋1, 𝑌1,2)) + ⋯ + 𝐺 ((𝐴, 𝐴𝑘−1; 𝑋𝑘−1, 𝑌𝑘−1,1), (𝐴, 𝐴𝑘−1; 𝑋𝑘−1, 𝑌𝑘−1,2))

+ 𝐺 ((𝐴, 𝐵; 𝑋𝑘+1, 𝑌𝑘+1,1), (𝐴, 𝐵; 𝑋𝑘+1, 𝑌𝑘+1,2)) = 1 . 

由 引理 4.1 我們有 

𝐺 ((𝐴, 𝐴𝑘; 𝑋𝑘 , 𝑌𝑘,1), (𝐴, 𝐴𝑘; 𝑋𝑘, 𝑌𝑘,2)) + (𝐴, 𝐴𝑘+1; 𝑋𝑘+1, 𝑌𝑘+1) = 𝐺 ((𝐴, 𝐵; 𝑋𝑘+1, 𝑌𝑘+1,1)(𝐴, 𝐵; 𝑋𝑘+1, 𝑌𝑘+1,2)) . 

所以 

1 = 𝐺 ((𝐴, 𝐴1; 𝑋1, 𝑌1,1), (𝐴, 𝐴1; 𝑋1, 𝑌1,2)) + ⋯ + 𝐺 ((𝐴, 𝐴𝑘−1; 𝑋𝑘−1, 𝑌𝑘−1,1), (𝐴, 𝐴𝑘−1; 𝑋𝑘−1, 𝑌𝑘−1,2))

+ 𝐺 ((𝐴, 𝐴𝑘; 𝑋𝑘, 𝑌𝑘,1), (𝐴, 𝐴𝑘; 𝑋𝑘, 𝑌𝑘,2)) + (𝐴, 𝐴𝑘+1; 𝑋𝑘+1, 𝑌𝑘+1) 

= ∑ 𝐺 ((𝐴, 𝐴𝑖; 𝑋𝑖 , 𝑌𝑖,1), (𝐴, 𝐴𝑖; 𝑋𝑖 , 𝑌𝑖,2))

𝑘+1

𝑖=1

 . 

故由數學歸納法得證。 ∎ 

 

伍、 研究結果 

 以下所提及的比例表示(如 
𝐴1𝐵2

𝐵2𝐴2
 等)除特別標明，否則皆為有向線段比(定義 1.1、定義 

1.2)。 

1. 對於任意正 𝑛 邊形 𝐴1𝐴2 … 𝐴𝑛，圓 𝑂 為其內切圓，若 𝑇 為圓 𝑂 上的點，過 𝑇 

作圓 𝑂 的切線，交 𝐴1𝐴2
 ⃡        、𝐴1𝐴3

 ⃡        、…、𝐴1𝐴𝑛
 ⃡          於 𝐵2, 𝐵3, … , 𝐵𝑛，則無論 𝑇 在圓 𝑂 

上何處，皆有 

𝐴1𝐵2

𝐵2𝐴2
+

𝐴1𝐵3

𝐵3𝐴3
+ ⋯ +

𝐴1𝐵𝑛

𝐵𝑛𝐴𝑛
= 1. 

 

圖 23 
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2. 對於任意等腰三角形 𝐴𝐵𝐶，其中 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，圓 𝐼 為其內切圓，若 𝑇 為圓 𝐼 上

的點，過 𝑇 點作圓 𝐼 的切線，交 𝐴𝐵 ⃡    , 𝐴𝐶 ⃡     於 𝐷, 𝐸，則無論 𝑇 在圓 𝐼 上何處，

皆有 

𝐴𝐷

𝐷𝐵
+

𝐴𝐸

𝐸𝐶
=定值 = sec ∠𝐴𝐵𝐶 − 1 . 

 

圖 24 

3. 等腰三角形 𝐴𝐵𝐶 中 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，𝐷, 𝐸 分別為直線 𝐴𝐵 ⃡    , 𝐴𝐶 ⃡     上的動點滿足 

𝐴𝐷

𝐷𝐵
+

𝐴𝐸

𝐸𝐶
= sec ∠𝐵 − 1, 

則，動線 𝐷𝐸 ⃡     的包絡線為 𝐴𝐵𝐶 的內切圓。 

4. 等腰三角形 𝐴𝐵𝐶 中 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，𝐷, 𝐸 分別為直線 𝐴𝐵 ⃡    , 𝐴𝐶 ⃡     上的動點滿足 

𝐴𝐷

𝐷𝐵
+

𝐴𝐸

𝐸𝐶
=任意定值 𝑘, 

則，動線 𝐷𝐸 ⃡     的包絡線為切 𝐴𝐵𝐶 三邊的圓錐曲線。並且該圓錐曲線切 

𝐵𝐶 ⃡    , 𝐶𝐴 ⃡    , 𝐴𝐵 ⃡     的切點 𝑇𝐴, 𝑇𝐵, 𝑇𝐶  滿足 

𝐴𝑇𝐶

𝑇𝐶𝐵
=

𝐴𝑇𝐵

𝑇𝐵𝐶
= 𝑘,

𝐵𝑇𝐴

𝑇𝐴𝐶
= 1. 

而不同 𝑘 值所產生的包絡錐線類型:  

𝑘 的範圍 錐線類型 

𝑘 > 0 內切橢圓 

𝑘 = 0 動線過一定點( 𝐵𝐶  中點) 

𝑘 ∈ (−2,0) 旁切雙曲線 

𝑘 = −2 旁切拋物線 

𝑘 < −2 旁切橢圓 
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圖 25 

5. 任意三角形 𝐴𝐵𝐶 ，𝐷, 𝐸 分別為直線 𝐴𝐵 ⃡    , 𝐴𝐶 ⃡     上的動點滿足 

𝐴𝐷

𝐷𝐵
+

𝐴𝐸

𝐸𝐶
=任意定值 𝑘, 

則，動線 𝐷𝐸 ⃡     的包絡線為切 𝐴𝐵𝐶 三邊的圓錐曲線。並且該圓錐曲線切 

𝐵𝐶 ⃡    , 𝐶𝐴 ⃡    , 𝐴𝐵 ⃡     的切點 𝑇𝐴, 𝑇𝐵, 𝑇𝐶  滿足 

𝐴𝑇𝐶

𝑇𝐶𝐵
=

𝐴𝑇𝐵

𝑇𝐵𝐶
= 𝑘,

𝐵𝑇𝐴

𝑇𝐴𝐶
= 1. 

6. 任意三角形 𝐴𝐵𝐶 ，𝐷, 𝐸 分別為直線 𝐴𝐵 ⃡    , 𝐴𝐶 ⃡     上的動點滿足 

𝐴𝐷

𝐷𝐵
+ 𝑟

𝐴𝐸

𝐸𝐶
=定值 𝑘, 

則，動線 𝐷𝐸 ⃡     的包絡線為切 𝐴𝐵𝐶 三邊的圓錐曲線。並且該圓錐曲線切 

𝐵𝐶 ⃡    , 𝐶𝐴 ⃡    , 𝐴𝐵 ⃡     的切點 𝑇𝐴, 𝑇𝐵, 𝑇𝐶  滿足 

𝐴𝑇𝐶

𝑇𝐶𝐵
= 𝑘,

𝐴𝑇𝐵

𝑇𝐵𝐶
=

𝑘

𝑟
,
𝐵𝑇𝐴

𝑇𝐴𝐶
=

1

𝑟
. 

7. 圓錐曲線 𝓒 有外切三邊形 𝐴𝐴1𝐴2，𝓒 上有一點 𝑇，過 𝑇 作 𝓒 的切線分別截 

𝐴𝐴1
 ⃡      , 𝐴𝐴2

 ⃡       於 𝑋1, 𝑋2。令 𝑎1 =
𝐴𝑋1

𝑋1𝐴1
, 𝑎2 =

𝐴𝑋2

𝑋2𝐴2
 。𝓒 與 𝐴𝐴1

 ⃡      , 𝐴𝐴3
 ⃡       切於 𝑌1, 𝑌2。令 

𝑟1 =
𝐴1𝑌1

𝑌1𝐴
, 𝑟2 =

𝐴2𝑌2

𝑌2𝐴
，則 

𝑟1𝑎1 + 𝑟2𝑎2 = 1 . 

 

圖 26 
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8. 圓錐曲線 𝓒 有外切三邊形 𝐴𝐴1𝐴2，𝓒 上有一點 𝑇，過 𝑇 作 𝓒 的切線分別截 

𝐴𝐴1
 ⃡      , 𝐴𝐴2

 ⃡       於 𝑋1, 𝑋2。𝓒 分別切 𝐴𝐴1
 ⃡      , 𝐴𝐴2

 ⃡       於 𝑌1, 𝑌2，則 

(𝐴, 𝐴1; 𝑋1, 𝑌1) + (𝐴, 𝐴2; 𝑋2, 𝑌2) = 1. 

9. 假設圓錐曲線 𝓒 有外切四邊形 𝐴𝐴1𝐴2𝐴3 滿足存在射影變換使得能將 𝓒 變換為

圓形、𝐴𝐴1𝐴2𝐴3 變換為菱形。𝓒 的一條切線過 𝓒 上一點 𝑇 截 𝐴𝐴𝑖
 ⃡      於 𝑋𝑖，射線 

𝐴𝐴𝑖
         第一次交 𝓒 於 𝑌𝑖，𝓒 的一條過 𝑌2 的切線分別交 𝐴𝐴1

 ⃡      , 𝐴𝐴2
 ⃡       於 𝑍1, 𝑍2，存在 

𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 使得 

𝑟1𝑎1 + 𝑟2𝑎2 + 𝑟3𝑎3 = 1. 

而 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 由以下聯立方程式決定: 

{
  
 

  
 𝑟1

𝐴𝑌1

𝑌1𝐴1
+ 0 + 0 = 1

𝑟1

𝐴𝑍1

𝑍1𝐴1
+ 𝑟2

𝐴𝑌2

𝑌2𝐴2
+ 𝑟3

𝐴𝑍2

𝑍2𝐴3
= 1

0 + 0 + 𝑟3

𝐴𝑌3

𝑌3𝐴3
= 1

 . 

其中，𝑎𝑖 為 𝓒 上任意一條切線截 𝐴𝐴𝑖
 ⃡      於 𝑋𝑖 的有向線段比例 

𝐴𝑋𝑖

𝑋𝑖𝐴𝑖
。 

10. 圓錐曲線 𝓒 有外切 𝑛 + 1 (𝑛 ≥ 2, 𝑛 ∈ ℕ) 邊形 𝐴𝐴1 ⋯ 𝐴𝑛 ，𝓒 的一條切線過 𝓒 

上一點 𝑇 截 𝐴𝐴𝑖
 ⃡      於 𝑋𝑖。直線 𝐴𝐴𝑖

 ⃡      交 𝓒 於兩點 𝑌𝑖,1, 𝑌𝑖,2 (可重合)。則 

∑ 𝐺 ((𝐴, 𝐴𝑖; 𝑋𝑖, 𝑌𝑖,1), (𝐴, 𝐴𝑖; 𝑋𝑖, 𝑌𝑖,2))

𝑛

𝑖=1

= 1 , 

其中函數 𝐺 的定義同 定義 4.1 。 

 

圖 27 
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陸、 討論與結論 

我們從老師提供的題目開始，持續將問題中的圓外切正多邊形推廣到任意圓錐曲線外切

多邊形，過程中利用電腦軟體不斷驗證猜想，從中又發現了命題與交比的「幾何平均」有

關，最終也找到了能用交比來呈現的簡短結論——截線交比的幾何平均和為 1 (定理 4.2)。 

定理 4.2 足以當作我們所追求的數學原理，它不僅能夠解釋最一開始的問題，之後推

導出的所有三邊形與四邊形的定理也都是它的退化。 

發現這個結論我們實屬驚訝，在較為複雜的圓錐曲線下竟有這般性質。然而這樣複雜的

形式若想在平面再進行拓展也許會有些困難，未來期望能在更高維度或是橢圓曲線等方向發

展，找出類似的性質。 
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【評語】050412  

作品討論一個幾何問題的推廣： 設正三角形 ABCD 的內切圓近角 A

的切線交正方形於 I,K 兩點, 也交對角線於 J，則 AJ/JC + 

AI/IB+AK/KD =1. 

作者對以上定理給出兩個證明，並且証明正 n 邊形內切圓的切線, 

也有類似結果。接著，作者考慮交比和，使得這個結論不只有對內

切圓是對的，而是若交比和為定值其包絡線之軌跡可以被證明為圓

錐曲線。本作品以簡潔的手法推得有趣的定理，作者利用了一些射

影幾何的定理，以及交比的關係，巧妙結合三角函數、解析幾何、

平面幾何做完整的討論，內容精彩，值得鼓勵。 
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