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摘要 

此研究討論三角形 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 的外心、重心、垂心、內心到三邊之距離，並依銳角、直角及鈍角三

角形，去比較各距離總和之大小關係及相互之間的關聯性。其主要結果為： 
1. 用外接圓半徑 𝑅𝑅 及∠𝐴𝐴,∠𝐵𝐵,∠𝐶𝐶 表示各心到三邊之距離。 
2. 設外心、重心、垂心、內心到三邊之距離總和依序為𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3,𝑑𝑑4，其大小關係為： 

(1)在銳角∆中，𝑑𝑑1 ≥ 𝑑𝑑2 ≥ 𝑑𝑑4 ≥ 𝑑𝑑3，僅當正∆時，等號成立。 
(2)在直角∆中，𝑑𝑑1 > 𝑑𝑑2 > 𝑑𝑑4 > 𝑑𝑑3。 
(3)在鈍角∆中，𝑑𝑑1 > 𝑑𝑑2 > 𝑑𝑑4恆成立。𝑑𝑑3與𝑑𝑑1、𝑑𝑑2、𝑑𝑑4比較，並無絕對關係，但在等腰鈍

角∆，我們給出其大小順序的臨界值。 

3. 在銳角∆及直角∆中，等式𝑑𝑑2 = 2
3
𝑑𝑑1 + 1

3
𝑑𝑑3和𝑑𝑑2 + 1

3
𝑑𝑑1 −

1
3
𝑑𝑑3 −

1
3
𝑑𝑑4 = 𝑅𝑅 恆成立。 

 
 

壹、 研究動機 

在參考文獻一中，任意銳角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，其外心到三邊之距離總和可表示成內切圓半徑與外接圓

半徑之和，此性質稱為卡諾定理。我們試著找出重心、垂心、內心到三邊之距離總合，並做

一系列的相關探討。 
 

貳、 研究目的 

1.求出四心到各邊之距離 
2.比較四心到各邊之距離總和的大小 
3.四心到各邊之距離總和之關係 
 

參、 研究設備及器材 

筆、紙、Geogebra、WolframAlpha 
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肆、研究過程及方法 

首先我們要討論三角形 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 的外心、重心、垂心、內心到三邊之距離，我們用外接圓半

徑來控制三角形的尺寸大小，用∠𝐴𝐴,∠𝐵𝐵,∠𝐶𝐶來描述三角形的形狀，故其距離皆用 𝑅𝑅 及
∠𝐴𝐴,∠𝐵𝐵,∠𝐶𝐶來表示。 

由於重心、內心恆在三角形的內部，但外心、垂心會因三角形的類型而改變，故我們分

銳角、直角、鈍角三角形去探討。 
特地討論等腰三角形，是想了解在銳角三角形時，各心到三邊距離總和的差距；在鈍角

三角形時，是想知道大小順序中，三內角所扮演的角色。 
最後我們給出各心到三邊之距離總和，其相互之間的關係可用恆等式去連接。 
 

符號定義 

在∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，設𝐵𝐵𝐵𝐵���� = 𝑎𝑎，𝐶𝐶𝐶𝐶���� = 𝑏𝑏，𝐴𝐴𝐴𝐴���� = 𝑐𝑐。𝑆𝑆 = 𝑎𝑎+𝑏𝑏+𝑐𝑐
2

。ℎ𝑎𝑎、ℎ𝑏𝑏、ℎ𝑐𝑐依序為𝐵𝐵𝐵𝐵����、𝐶𝐶𝐶𝐶����、𝐴𝐴𝐴𝐴����邊

上的高；設𝑟𝑟、𝑅𝑅依序為內切圓半徑、外接圓半徑。∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴的面積=∆。 
𝑃𝑃點到直線𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ 的距離設為 𝑑𝑑�𝑃𝑃,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ �，∑𝑑𝑑�𝑃𝑃,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ �定義為 𝑑𝑑�𝑃𝑃,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � + 𝑑𝑑�𝑃𝑃,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ � + 𝑑𝑑�𝑃𝑃,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ �。 
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一、銳角三角形 

在這一小節，我們討論在銳角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，外心、重心、垂心、內心到三邊之距離總和。 
 
引理 1： 

∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 + cos𝐶𝐶 − 1 = 𝑟𝑟
𝑅𝑅
。 

證明： 
利用餘弦定理， 
cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 + cos𝐶𝐶 − 1 

=
𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 − 𝑎𝑎2

2𝑏𝑏𝑏𝑏
+
𝑐𝑐2 + 𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2

2𝑐𝑐𝑐𝑐
+
𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 − 𝑐𝑐2

2𝑎𝑎𝑎𝑎
− 1 

=
1

2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
[𝑎𝑎(𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 − 𝑎𝑎2) + 𝑏𝑏(𝑐𝑐2 + 𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2) + 𝑐𝑐(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 − 𝑐𝑐2) − 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎] 

=
1

2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
{𝑎𝑎[(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)2 − 𝑎𝑎2] + 𝑏𝑏[(𝑐𝑐 − 𝑎𝑎)2 − 𝑏𝑏2] + 𝑐𝑐[(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)2 − 𝑐𝑐2]} 

=
1

2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
[𝑎𝑎(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 + 𝑎𝑎)(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 − 𝑎𝑎) + 𝑏𝑏(𝑐𝑐 − 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)(𝑐𝑐 − 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏) + 𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 − 𝑐𝑐)] 

=
(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 − 𝑎𝑎)

2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
[𝑎𝑎(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 + 𝑎𝑎) + 𝑏𝑏(𝑐𝑐 − 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏) − 𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)] 

=
(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 − 𝑎𝑎)

2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
[𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 − 𝑐𝑐) + 2𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 − 𝑐𝑐) − 𝑐𝑐(−𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) − 2𝑎𝑎𝑎𝑎] 

=
(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 − 𝑎𝑎)(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 − 𝑐𝑐)(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)

2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
 

=
8 ∙ (𝑎𝑎+𝑏𝑏+𝑐𝑐

2
)(𝑏𝑏+𝑐𝑐−𝑎𝑎

2
)(𝑎𝑎+𝑏𝑏−𝑐𝑐

2
)(𝑎𝑎−𝑏𝑏+𝑐𝑐

2
)

(𝑎𝑎+𝑏𝑏+𝑐𝑐
2

)2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
 

利用三角形面積公式：∆= �𝑆𝑆(𝑆𝑆 − 𝑎𝑎)(𝑆𝑆 − 𝑏𝑏)(𝑆𝑆 − 𝑐𝑐) = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
4𝑅𝑅

= 𝑟𝑟𝑟𝑟 

8 ∙ (𝑎𝑎+𝑏𝑏+𝑐𝑐
2

)(𝑏𝑏+𝑐𝑐−𝑎𝑎
2

)(𝑎𝑎+𝑏𝑏−𝑐𝑐
2

)(𝑎𝑎−𝑏𝑏+𝑐𝑐
2

)

(𝑎𝑎+𝑏𝑏+𝑐𝑐
2

)2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
 

=
8 ∙ ∆2

𝑆𝑆 ∙ (8 ∙ 𝑅𝑅 ∙ ∆)
=

∆
𝑆𝑆 ∙ 𝑅𝑅

=
𝑟𝑟
𝑅𝑅

 

得證。 
 
定理𝟏𝟏.𝟏𝟏： 
銳角 ∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 中，設 𝐼𝐼,𝑂𝑂,𝐺𝐺,𝐻𝐻 依序為內心、外心、重心、垂心，則 
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(1)�𝑑𝑑(𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) = 3𝑟𝑟 = 3𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 + cos𝐶𝐶 − 1) 

(2)�𝑑𝑑(𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) = 𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 + cos𝐶𝐶) = 𝑅𝑅 + 𝑟𝑟 

(3)�𝑑𝑑(𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) =
2∆
3 �

1
𝑎𝑎

+
1
𝑏𝑏

+
1
𝑐𝑐�

=
2𝑅𝑅
3

(sin𝐴𝐴 sin𝐵𝐵 + sin𝐵𝐵 sin𝐶𝐶 + sin𝐶𝐶 sin𝐴𝐴) 

(4)�𝑑𝑑(𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) = 2∆ �
1
𝑎𝑎

+
1
𝑏𝑏

+
1
𝑐𝑐�
− 2(𝑅𝑅 + 𝑟𝑟) = 2𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 + cos𝐵𝐵 cos𝐶𝐶 + cos𝐶𝐶 cos𝐴𝐴) 

證明： 
(1)∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 的內心到三邊等距離，距離都為𝑟𝑟，利用引理1可知 

�𝑑𝑑(𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) = 3𝑟𝑟 = 3𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 + cos𝐶𝐶 − 1) 

(此結果對於任意三角形皆成立。) 
(2)如圖(一)，𝑂𝑂為銳角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴之外心，𝑂𝑂在∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴的內部。 

考慮∆𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂，已知𝑂𝑂𝑂𝑂���� = 𝑂𝑂𝑂𝑂���� = 𝑅𝑅 ，且∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = 2∠𝐴𝐴 
可推得： 𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ � = 𝑅𝑅 cos𝐴𝐴。 
同理可得：𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗ � = 𝑅𝑅 cos𝐵𝐵、𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � = 𝑅𝑅 cos𝐶𝐶。 
由上式討論，合併引理1，可知 

�𝑑𝑑(𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) = 𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 + cos𝐶𝐶) = 𝑅𝑅 �1 +
𝑟𝑟
𝑅𝑅
� = 𝑅𝑅 + 𝑟𝑟 

(3)如圖(二)，𝐺𝐺為∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴之重心，𝐺𝐺𝐺𝐺���� ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵����，𝐴𝐴𝐴𝐴���� ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵����。 
由重心性質可知𝐷𝐷𝐷𝐷����:𝐷𝐷𝐷𝐷���� = 1: 3 ，並推得𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ � = 𝐺𝐺𝐺𝐺���� =
1
3
𝐴𝐴𝐴𝐴���� = 1

3
ℎ𝑎𝑎。 

合併三角形面積公式：∆= 1
2
𝑎𝑎 ∙ ℎ𝑎𝑎 = 1

2
𝑎𝑎𝑎𝑎 sin𝐶𝐶 

及正弦定理：
𝑎𝑎

sin 𝐴𝐴
= 𝑏𝑏

sin 𝐵𝐵
= 𝑐𝑐

sin 𝐶𝐶
= 2𝑅𝑅，可得 

𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ � =
1
3
ℎ𝑎𝑎 =

2∆
3𝑎𝑎

=
1
3

(𝑏𝑏 sin𝐶𝐶) =
1
3

(2𝑅𝑅 sin𝐵𝐵 sin𝐶𝐶) 

同理可得 

𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗ � =
2∆
3𝑏𝑏

=
1
3

(2𝑅𝑅 sin𝐶𝐶 sin𝐴𝐴) 

𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � =
2∆
3𝑐𝑐

=
1
3

(2𝑅𝑅 sin𝐴𝐴 sin𝐵𝐵) 

(此結果任意三角形皆成立。) 

�𝑑𝑑(𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) =
2∆
3 �

1
𝑎𝑎

+
1
𝑏𝑏

+
1
𝑐𝑐�

=
2𝑅𝑅
3

(sin𝐴𝐴 sin𝐵𝐵 + sin𝐵𝐵 sin𝐶𝐶 + sin𝐶𝐶 sin𝐴𝐴) 

圖(二) 

圖(一) 
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圖(三) 

 
(4)如圖(三)，由於∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴是銳角三角形，所以外心𝑂𝑂、重心 𝐺𝐺 、垂 

心 𝐻𝐻 皆在∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴的內部。由尤拉定理得知: 𝑂𝑂,𝐺𝐺,𝐻𝐻 在同一條直線

(尤拉線)上，並滿足 𝑂𝑂𝑂𝑂�����:𝐺𝐺𝐺𝐺���� = 1: 2 。 
考慮∆𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂和∆𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻 ，因為∠𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 = ∠𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻 ( 𝑂𝑂𝑂𝑂�����//𝐴𝐴𝐴𝐴����)，且

∠𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 = ∠𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻 
所以∆𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂~∆𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻 (𝐴𝐴𝐴𝐴相似)，可得 𝑂𝑂𝑂𝑂�����:𝐴𝐴𝐴𝐴���� =  𝑂𝑂𝑂𝑂�����:𝐺𝐺𝐺𝐺���� = 1: 2。 

𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ � = 𝐴𝐴𝐴𝐴���� − 𝐴𝐴𝐴𝐴���� = ℎ𝑎𝑎 − 2𝑂𝑂𝑂𝑂���� =
2∆
𝑎𝑎
− 2𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ � 

= 2𝑅𝑅(sin𝐵𝐵 sin𝐶𝐶 − cos𝐴𝐴) = 3𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ � − 2𝑑𝑑(𝑂𝑂,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ ) 
同理可得： 

𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗ � =
2∆
𝑏𝑏
− 2𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗ � = 2𝑅𝑅(sin𝐶𝐶 sin𝐴𝐴 − cos𝐵𝐵) 

𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � =
2∆
𝑐𝑐
− 2𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � = 2𝑅𝑅(sin𝐴𝐴 sin𝐵𝐵 − cos𝐶𝐶) 

�𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � = 2∆ �
1
𝑎𝑎

+
1
𝑏𝑏

+
1
𝑐𝑐�
− 2�𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � = 2∆ �

1
𝑎𝑎

+
1
𝑏𝑏

+
1
𝑐𝑐�
− 2(𝑅𝑅 + 𝑟𝑟) 

= 2𝑅𝑅(sin𝐴𝐴 sin𝐵𝐵 + sin𝐵𝐵 sin𝐶𝐶 + sin𝐶𝐶 sin𝐴𝐴) − 2𝑅𝑅 (cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 + cos𝐶𝐶) 
另一方面，− cos𝐴𝐴 + sin𝐵𝐵 sin𝐶𝐶 = cos(𝐵𝐵 + 𝐶𝐶) + sin𝐵𝐵 sin𝐶𝐶 = cos𝐵𝐵 cos𝐶𝐶，即 
𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ � = 2𝑅𝑅 cos𝐵𝐵 cos𝐶𝐶 
同理可得： 
− cos𝐵𝐵 + sin𝐶𝐶 sin𝐴𝐴 = cos𝐶𝐶 cos𝐴𝐴，即𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗ � = 2𝑅𝑅 cos𝐶𝐶 cos𝐴𝐴 
− cos𝐶𝐶 + sin𝐴𝐴 sin𝐵𝐵 = cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵，即𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � = 2𝑅𝑅 cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 
合併可得: 

�𝑑𝑑(𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) = 2𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 + cos𝐵𝐵 cos𝐶𝐶 + cos𝐶𝐶 cos𝐴𝐴) 

得證。 
 
推論 𝟏𝟏： 
銳角三角形∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，設𝑂𝑂,𝐺𝐺,𝐻𝐻依序為其外心、重心、垂心，則 

�𝑑𝑑(𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) =
2
3
�𝑑𝑑(𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) +

1
3
�𝑑𝑑(𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) 

證明： 
2
3
�𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � +

1
3
�𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

=
2
3

(𝑟𝑟 + 𝑅𝑅) +
1
3

[2∆ �
1
𝑎𝑎

+
1
𝑏𝑏

+
1
𝑐𝑐�
− 2(𝑅𝑅 + 𝑟𝑟)] 

=
2∆
3 �

1
𝑎𝑎

+
1
𝑏𝑏

+
1
𝑐𝑐�

= �𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ �得證。 
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更精確的來說，𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � = 2
3
𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � + 1

3
𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ �會成立，若𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ 替換成𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗  ,𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗亦成立。 

 
定理𝟏𝟏.𝟐𝟐： 
∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，設𝐺𝐺為其重心，𝐼𝐼 為其內心，則 

(1)�𝑑𝑑(𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) =
2∆
3 �

1
𝑎𝑎

+
1
𝑏𝑏

+
1
𝑐𝑐�

=
2𝑅𝑅
3

(sin𝐴𝐴 sin𝐵𝐵 + sin𝐵𝐵 sin𝐶𝐶 + sin𝐶𝐶 sin𝐴𝐴) 

(2)�𝑑𝑑(𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) = 3𝑟𝑟 = 3𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 + cos𝐶𝐶 − 1) 

(3)�𝑑𝑑(𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) ≥�𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ �，僅當∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴為正三角形時，等號成立。 

證明： 
(1)與(2)在定理 1.1 的證明中已明確指出，任意三角形皆成立。 

(3)�𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � −�𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

=
2∆
3 �

1
𝑎𝑎

+
1
𝑏𝑏

+
1
𝑐𝑐�
− 3𝑟𝑟 

=
2∆
3 �

1
𝑎𝑎

+
1
𝑏𝑏

+
1
𝑐𝑐�
−

3∆

(𝑎𝑎+𝑏𝑏+𝑐𝑐
2

)
 

=
2∆
3 �

𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 � −

6∆
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

 

=
2∆[(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎) − 9𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎]

3𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)
 

利用算幾不等式可得
𝑎𝑎+𝑏𝑏+𝑐𝑐

3
≥ √𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎3

且
𝑎𝑎𝑎𝑎+𝑏𝑏𝑏𝑏+𝑐𝑐𝑐𝑐

3
≥ √𝑎𝑎2𝑏𝑏2𝑐𝑐23  

合併可得(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎) ≥ 9𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 
所以∑𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � − ∑𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � ≥ 0，當 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 = 𝑐𝑐   (∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴為正三角形)時，等號成立。 
得證。 
 
定理 1.3： 

銳角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，設𝐼𝐼為其內心，𝐻𝐻 為垂心，則∑𝑑𝑑(𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) ≥ ∑𝑑𝑑(𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ )，僅當∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 為正∆時，

等號成立。 
證明： 
我們分 3 個步驟來處理。 
 
 
 
 



7 
 

步驟 1： 
由定理 1.1 得知： 

�𝑑𝑑(𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) −�𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � = 3𝑟𝑟 − [2∆ �
1
𝑎𝑎

+
1
𝑏𝑏

+
1
𝑐𝑐�
− 2(𝑟𝑟 + 𝑅𝑅)] 

= 5𝑟𝑟 + 2𝑅𝑅 − 2𝑟𝑟(
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

2
)(

1
𝑎𝑎

+
1
𝑏𝑏

+
1
𝑐𝑐

) 

= 𝑟𝑟[5 +
2𝑅𝑅
𝑟𝑟
− (

𝑏𝑏 + 𝑐𝑐
𝑎𝑎

+
𝑎𝑎 + 𝑐𝑐
𝑏𝑏

+
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
𝑐𝑐

+ 3)] 

= 𝑟𝑟[2 +
2𝑅𝑅
𝑟𝑟
− (

𝑏𝑏 + 𝑐𝑐
𝑎𝑎

+
𝑎𝑎 + 𝑐𝑐
𝑏𝑏

+
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
𝑐𝑐

)] 

步驟 2： 

證明
2𝑅𝑅
𝑟𝑟

= 4𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
(𝑎𝑎+𝑏𝑏−𝑐𝑐)(𝑎𝑎−𝑏𝑏+𝑐𝑐)(−𝑎𝑎+𝑏𝑏+𝑐𝑐)

。 

由三角形面積公式:𝑅𝑅 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
4∆

，𝑟𝑟 = ∆
𝑎𝑎+𝑏𝑏+𝑐𝑐

2

及∆2= (𝑎𝑎+𝑏𝑏+𝑐𝑐
2

)(−𝑎𝑎+𝑏𝑏+𝑐𝑐
2

)(𝑎𝑎−𝑏𝑏+𝑐𝑐
2

)(𝑎𝑎+𝑏𝑏−𝑐𝑐
2

) 得知 

2𝑅𝑅
𝑟𝑟

=
(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

2∆
)

� ∆

(𝑎𝑎+𝑏𝑏+𝑐𝑐
2 )

�
=
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)

4∆2 =
4𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

(−𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 − 𝑐𝑐)
 

步驟 3： 
由步驟 1 和 2 得知 

�𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � −�𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

= 𝑟𝑟[2 +
4𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

(−𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 − 𝑐𝑐) − (
𝑏𝑏 + 𝑐𝑐
𝑎𝑎

+
𝑎𝑎 + 𝑐𝑐
𝑏𝑏

+
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
𝑐𝑐

)] 

令𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 − 𝑎𝑎 = 𝑥𝑥，𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 𝑦𝑦，𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 − 𝑐𝑐 = 𝑧𝑧 

則𝑎𝑎 = 𝑦𝑦+𝑧𝑧
2

，𝑏𝑏 = 𝑥𝑥+𝑧𝑧
2

，𝑐𝑐 = 𝑥𝑥+𝑦𝑦
2

，且 x > 0，y > 0，z > 0 

�𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � −�𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

= 𝑟𝑟 �2 +
1
2

(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)(𝑦𝑦 + 𝑧𝑧)(𝑥𝑥 + 𝑧𝑧)
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

−
�2𝑥𝑥+𝑦𝑦+𝑧𝑧

2
�

�𝑦𝑦+𝑧𝑧
2
�

−
�2𝑦𝑦+𝑥𝑥+𝑧𝑧

2
�

�𝑥𝑥+𝑧𝑧
2
�

−
�2𝑧𝑧+𝑥𝑥+𝑦𝑦

2
�

�𝑥𝑥+𝑦𝑦
2
�
� 

= 𝑟𝑟[2 +
1
2
�
𝑥𝑥2𝑦𝑦 + 𝑦𝑦2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦2𝑧𝑧 + 𝑧𝑧2𝑦𝑦 + 𝑧𝑧2𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2𝑧𝑧 + 2𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
� − �

2𝑥𝑥
𝑦𝑦 + 𝑧𝑧

+ 1� − �
2𝑦𝑦
𝑥𝑥 + 𝑧𝑧

+ 1� 

−(
2𝑧𝑧

𝑥𝑥 + 𝑦𝑦
+ 1)] 

= 𝑟𝑟 �
1
2
�
𝑥𝑥2𝑦𝑦 + 𝑦𝑦2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦2𝑧𝑧 + 𝑧𝑧2𝑦𝑦 + 𝑧𝑧2𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2𝑧𝑧

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
� − 2 �

𝑥𝑥
𝑦𝑦 + 𝑧𝑧

+
𝑦𝑦

𝑥𝑥 + 𝑧𝑧
+

𝑧𝑧
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦��
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=
𝑟𝑟

2𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)(𝑦𝑦 + 𝑧𝑧)(𝑥𝑥 + 𝑧𝑧) [(𝑥𝑥2𝑦𝑦 + 𝑦𝑦2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦2𝑧𝑧 + 𝑧𝑧2𝑦𝑦 + 𝑧𝑧2𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2𝑧𝑧)(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)(𝑦𝑦 + 𝑧𝑧)(𝑥𝑥 + 𝑧𝑧) 

−4𝑥𝑥2𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)(𝑥𝑥 + 𝑧𝑧) − 4𝑥𝑥𝑥𝑥2𝑧𝑧(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)(𝑦𝑦 + 𝑧𝑧) − 4𝑥𝑥𝑥𝑥𝑧𝑧2(𝑦𝑦 + 𝑧𝑧)(𝑥𝑥 + 𝑧𝑧)] 

=
𝑟𝑟

2𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)(𝑦𝑦 + 𝑧𝑧)(𝑥𝑥 + 𝑧𝑧) [𝑥𝑥4𝑦𝑦2 + 𝑥𝑥4𝑧𝑧2 + 𝑦𝑦4𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦4𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧4𝑥𝑥2 + 𝑧𝑧4𝑦𝑦2 − 2𝑥𝑥4𝑦𝑦𝑦𝑦 

−2𝑦𝑦4𝑥𝑥𝑥𝑥 − 2𝑧𝑧4𝑥𝑥𝑥𝑥 + 2𝑥𝑥3𝑦𝑦3 + 2𝑦𝑦3𝑧𝑧3 + 2𝑥𝑥3𝑧𝑧3 − 6𝑥𝑥2𝑦𝑦2𝑧𝑧2] 

=
𝑟𝑟

2𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)(𝑦𝑦 + 𝑧𝑧)(𝑥𝑥 + 𝑧𝑧) [(𝑥𝑥4𝑦𝑦2 + 𝑥𝑥4𝑧𝑧2 − 2𝑥𝑥4𝑦𝑦𝑦𝑦) + (𝑦𝑦4𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦4𝑧𝑧2 − 2𝑦𝑦4𝑥𝑥𝑥𝑥) 

+(𝑧𝑧4𝑥𝑥2 + 𝑧𝑧4𝑦𝑦2 − 2𝑧𝑧4𝑥𝑥𝑥𝑥) + 2(𝑥𝑥3𝑦𝑦3 + 𝑦𝑦3𝑧𝑧3 + 𝑥𝑥3𝑧𝑧3 − 3𝑥𝑥2𝑦𝑦2𝑧𝑧2)] 

=
𝑟𝑟

2𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)(𝑦𝑦 + 𝑧𝑧)(𝑥𝑥 + 𝑧𝑧) [𝑥𝑥4(𝑦𝑦 − 𝑧𝑧)2 + 𝑦𝑦4(𝑥𝑥 − 𝑧𝑧)2 + 𝑧𝑧4(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)2 + 2(𝑥𝑥3𝑦𝑦3 + 𝑦𝑦3𝑧𝑧3 + 𝑥𝑥3𝑧𝑧3 

−3𝑥𝑥2𝑦𝑦2𝑧𝑧2)]  

利用算幾不等式可知
𝑥𝑥3𝑦𝑦3+𝑦𝑦3𝑧𝑧3+𝑥𝑥3𝑧𝑧3

3
≥ �𝑥𝑥6𝑦𝑦6𝑧𝑧63 = 𝑥𝑥2𝑦𝑦2𝑧𝑧2， 

並推得∑𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � − ∑𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � ≥ 0 
當x = y = z時，等號成立。 
而x = y = z時，可推得𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 = 𝑐𝑐，即正∆時，等號成立。 
得證。 
 
定理𝟏𝟏.𝟒𝟒： 
銳角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 中，設 𝐼𝐼,𝑂𝑂,𝐺𝐺,𝐻𝐻 依序為內心、外心、重心、垂心，則 

�𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � ≥�𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � ≥ �𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � ≥�𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

僅當∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 為正∆時，等號成立。 
證明： 

由推論 1 得知∑𝑑𝑑(𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) = 2
3
∑𝑑𝑑(𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) + 1

3
∑𝑑𝑑(𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ )， 

由定理 1.2 及定理 1.3 得知∑𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � ≥ ∑𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � ≥ ∑𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ �，故可得 

�𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � −�𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � = �
3
2
�𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � −

1
2
�𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ �� −�𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

=
1
2
��𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � −�𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ �� ≥ 0 

合併可得 

�𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � ≥�𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � ≥ �𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � ≥�𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

由定理 1.2 及定理 1.3 可知僅當∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 為正∆時，等號成立。 
得證。 
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二、等腰銳角三角形 

在這一小節，我們討論等腰銳角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 中，外心、重心、垂心、內心到三邊之距離和之間的

差距。 
 
定理 𝟐𝟐： 
銳角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，𝐴𝐴𝐴𝐴���� = 𝐴𝐴𝐴𝐴����，設 𝐼𝐼,𝑂𝑂,𝐺𝐺,𝐻𝐻依序為其內心、外心、重心、垂心，則 

(1)�𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � −�𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � = 𝑅𝑅(2 cos𝐵𝐵 + 1)(2 cos𝐵𝐵 − 1)2 ≥ 0 

(2)�𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � −�𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � = 𝑅𝑅(2 cos𝐵𝐵)(2 cos𝐵𝐵 − 1)2 ≥ 0 

(3)�𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � −�𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � =
𝑅𝑅
3

(2 − 2 cos𝐵𝐵)(2 cos𝐵𝐵 − 1)2 ≥ 0 

(4)�𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � −�𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � =
𝑅𝑅
3

(2 cos𝐵𝐵 + 1)(2 cos𝐵𝐵 − 1)2 ≥ 0 

證明： 
因為銳角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴滿足𝐴𝐴𝐴𝐴���� = 𝐴𝐴𝐴𝐴����，所以∠𝐵𝐵 = ∠𝐶𝐶 ，且∠𝐴𝐴 = 𝜋𝜋 − 2∠𝐵𝐵 
利用定理 1.1 我們可計算： 

(1)�𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � −�𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

= 𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 + cos𝐶𝐶) − 2𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 + cos𝐵𝐵 cos𝐶𝐶 + cos𝐶𝐶 cos𝐴𝐴) 
= 𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 + 2 cos𝐵𝐵 − 4 cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 − 2 cos2 𝐵𝐵) 
= 𝑅𝑅(−cos 2𝐵𝐵 + 2 cos𝐵𝐵 + 4 cos 2𝐵𝐵 cos𝐵𝐵 − 2 cos2 𝐵𝐵) 

利用二倍角公式：cos 2𝐵𝐵 = 2 cos2 𝐵𝐵 − 1，可得 
𝑅𝑅(−cos 2𝐵𝐵 + 2 cos𝐵𝐵 + 4 cos 2𝐵𝐵 cos𝐵𝐵 − 2 cos2 𝐵𝐵) 
= 𝑅𝑅(1 − 2 cos2 𝐵𝐵 + 2 cos𝐵𝐵 + 8 cos3 𝐵𝐵 − 4 cos𝐵𝐵 − 2 cos2 𝐵𝐵) 
= 𝑅𝑅(8 cos3 𝐵𝐵 − 4 cos2 𝐵𝐵 − 2 cos𝐵𝐵 + 1) 
= 𝑅𝑅(2 cos𝐵𝐵 + 1)(2 cos𝐵𝐵 − 1)2 ≥ 0 

(2) �𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � −�𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

= 3𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 + cos𝐶𝐶 − 1) − 2𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 + cos𝐵𝐵 cos𝐶𝐶 + cos𝐶𝐶 cos𝐴𝐴) 
= 𝑅𝑅(3 cos𝐴𝐴 + 6 cos𝐵𝐵 − 3 − 4 cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 − 2 cos2 𝐵𝐵) 
= 𝑅𝑅(−3 cos 2𝐵𝐵 + 6 cos𝐵𝐵 − 3 + 4 cos 2𝐵𝐵 cos𝐵𝐵 − 2 cos2 𝐵𝐵) 
利用二倍角公式：cos 2𝐵𝐵 = 2 cos2 𝐵𝐵 − 1，可得 
𝑅𝑅(−3 cos 2𝐵𝐵 + 6 cos𝐵𝐵 − 3 + 4 cos 2𝐵𝐵 cos𝐵𝐵 − 2 cos2 𝐵𝐵) 
= 𝑅𝑅(−6 cos2 B + 3 + 6 cos𝐵𝐵 − 3 + 8 cos3 𝐵𝐵 − 4 cos𝐵𝐵 − 2 cos2 𝐵𝐵) 
= 𝑅𝑅(8 cos3 𝐵𝐵 − 8 cos2 𝐵𝐵 + 2 cos𝐵𝐵) 
= 𝑅𝑅(2 cos𝐵𝐵)(2 cos𝐵𝐵 − 1)2 ≥ 0 
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(3)�𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � −�𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

=
2𝑅𝑅
3

(sin𝐴𝐴 sin𝐵𝐵 + sin𝐵𝐵 sin𝐶𝐶 + sin𝐶𝐶 sin𝐴𝐴) − 3𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 + cos𝐶𝐶 − 1) 

=
𝑅𝑅
3

(4 sin𝐴𝐴 sin𝐵𝐵 + 2 sin2 𝐵𝐵 − 9 cos𝐴𝐴 − 18 cos𝐵𝐵 + 9) 

=
𝑅𝑅
3

(4 sin 2𝐵𝐵 sin𝐵𝐵 + 2 sin2 𝐵𝐵 + 9 cos 2𝐵𝐵 − 18 cos𝐵𝐵 + 9) 

利用二倍角公式：sin 2𝐵𝐵 = 2 sin𝐵𝐵 cos𝐵𝐵、cos 2𝐵𝐵 = 2 cos2 𝐵𝐵 − 1，可得 
𝑅𝑅
3

(4 sin 2𝐵𝐵 sin𝐵𝐵 + 2 sin2 𝐵𝐵 + 9 cos 2𝐵𝐵 − 18 cos𝐵𝐵 + 9) 

=
𝑅𝑅
3

(8 sin2 𝐵𝐵 cos𝐵𝐵 + 2 − 2 cos2 𝐵𝐵 + 18 cos2 𝐵𝐵 − 9 − 18 cos𝐵𝐵 + 9) 

=
𝑅𝑅
3

(8 cos𝐵𝐵 − 8 cos3 𝐵𝐵 + 2 − 2 cos2 𝐵𝐵 + 18 cos2 𝐵𝐵 − 18 cos𝐵𝐵) 

=
𝑅𝑅
3

(−8 cos3 𝐵𝐵 + 16 cos2 𝐵𝐵 − 10 cos𝐵𝐵 + 2) 

=
𝑅𝑅
3

(2 − 2 cos𝐵𝐵)(2 cos𝐵𝐵 − 1)2 ≥ 0 

(4)由(1)，再合併推論 1，可知： 

�𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � −�𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

= �𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � − �
2
3
�𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � +

1
3
�𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ �� 

=
1
3
��𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � −�𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ �� 

=
𝑅𝑅
3

(2 cos𝐵𝐵 + 1)(2 cos𝐵𝐵 − 1)2 ≥ 0 

得證。 
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三、直角三角形 

在這一小節，我們討論在直角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，外心、重心、垂心、內心到三邊之距離總和的大小關

係。 
 
定理 𝟑𝟑.𝟏𝟏： 
直角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，∠𝐶𝐶 = 90° ，設𝐼𝐼,𝑂𝑂,𝐺𝐺,𝐻𝐻依序為其內心、外心、重心、垂心，則 

(1)�𝑑𝑑(𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) = 3𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 − 1) 

(2)�𝑑𝑑(𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) = 𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵) 

(3)�𝑑𝑑(𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) =
2𝑅𝑅
3

(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 + cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵) 

(4)�𝑑𝑑(𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) = 2𝑅𝑅 cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 

證明： 
(1)如圖(四)， 𝐼𝐼 為直角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴之內心，𝑟𝑟 = 𝐶𝐶𝐶𝐶���� 

由於𝐴𝐴𝐴𝐴��� = 𝐴𝐴𝐴𝐴�����，𝐵𝐵𝐵𝐵����� = 𝐵𝐵𝐵𝐵����，𝐶𝐶𝐶𝐶���� = 𝐶𝐶𝐶𝐶���，所以 

𝑆𝑆 = 𝑎𝑎+𝑏𝑏+𝑐𝑐
2

= 𝐴𝐴𝐴𝐴����� + 𝐵𝐵𝐵𝐵����� + 𝐶𝐶𝐶𝐶���� = 𝑐𝑐 + 𝐶𝐶𝐶𝐶����，r = 𝐶𝐶𝐶𝐶���� = 𝑎𝑎+𝑏𝑏−𝑐𝑐
2

。 

另一方面，𝐴𝐴𝐴𝐴���� = 2𝑅𝑅，𝐴𝐴𝐴𝐴���� = 2𝑅𝑅 cos𝐴𝐴，𝐵𝐵𝐵𝐵���� = 2𝑅𝑅 cos𝐵𝐵，所以 

�𝑑𝑑(𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) = 3𝑟𝑟 =
6𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 − 1)

2
= 3𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 − 1) 

(2)如圖(五)， 𝑂𝑂 為直角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴之外心，𝑂𝑂𝑂𝑂���� = 𝑂𝑂𝑂𝑂���� = 𝑅𝑅 
𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � = 0，𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ � = 𝑅𝑅 sin𝐵𝐵 = 𝑅𝑅 cos𝐴𝐴，𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗ � =
𝑅𝑅 sin𝐴𝐴 = 𝑅𝑅 cos𝐵𝐵 

�𝑑𝑑(𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) = 𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵) 

(3)由定理 1.2 可知 

�𝑑𝑑(𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) =
2𝑅𝑅
3

(sin𝐴𝐴 sin𝐵𝐵 + sin𝐵𝐵 sin𝐶𝐶 + sin𝐶𝐶 sin𝐴𝐴) 

=
2𝑅𝑅
3

(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 + cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵) 

(4)如圖(六)， 𝐻𝐻 為直角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴之垂心。 
𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ � = 𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗ � = 0 
𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � = 𝐴𝐴𝐴𝐴���� sin𝐴𝐴 = 2𝑅𝑅 sin𝐵𝐵 sin𝐴𝐴 = 2𝑅𝑅 cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 

�𝑑𝑑(𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) = 𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � = 2𝑅𝑅 cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵得證。 

圖(四) 

圖(五) 

圖(六) 
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推論 𝟐𝟐： 
直角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，∠𝐶𝐶 = 90°，設𝑂𝑂,𝐺𝐺,𝐻𝐻依序為其外心、重心、垂心，則 

�𝑑𝑑(𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) =
2
3
�𝑑𝑑(𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) +

1
3
�𝑑𝑑(𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) 

證明： 
2
3
�𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � +

1
3
�𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

=
2𝑅𝑅
3

(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵) +
2𝑅𝑅
3

cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 

=
2𝑅𝑅
3

(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 + cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵) = �𝑑𝑑(𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) 

得證。 
更精準地來說， 

𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � =
2𝑅𝑅
3

sin𝐴𝐴 sin𝐵𝐵 =
2𝑅𝑅
3

cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 =
2
3

× 0 +
1
3

× 2𝑅𝑅 cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 

=
2
3
𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � +

1
3
𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ � =
2𝑅𝑅
3

sin𝐵𝐵 sin𝐶𝐶 =
2𝑅𝑅
3

cos𝐴𝐴 =
2
3

× 𝑅𝑅 cos𝐴𝐴 +
1
3

× 0 =
2
3
𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ � +

1
3
𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ � 

𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗ � =
2𝑅𝑅
3

sin𝐴𝐴 sin𝐶𝐶 =
2𝑅𝑅
3

cos𝐵𝐵 =
2
3

× 𝑅𝑅 cos𝐵𝐵 +
1
3

× 0 =
2
3
𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗ � +

1
3
𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗ � 

 
定理 𝟑𝟑.𝟐𝟐： 
直角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，∠𝐶𝐶 = 90°，設𝐼𝐼,𝑂𝑂,𝐺𝐺,𝐻𝐻依序為其內心、外心、重心、垂心，則 

�𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � > �𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � > �𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � > �𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

證明： 
利用定理 3.1，我們可計算 

(1)�𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � −�𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

= 𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵) −
2𝑅𝑅
3

(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 + cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵) 

=
𝑅𝑅
3

(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 − 2 cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵) 

=
𝑅𝑅
3

[cos𝐴𝐴 (1 − cos𝐵𝐵) + cos𝐵𝐵 (1 − cos𝐴𝐴)] > 0 
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(2)�𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � −�𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

=
2𝑅𝑅
3

(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 + cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵) − 3𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 − 1) 

=
𝑅𝑅
3

(2 cos𝐴𝐴 + 2 cos𝐵𝐵 + 2 cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 − 9 cos𝐴𝐴 − 9 cos𝐵𝐵 + 9) 

=
𝑅𝑅
3

[9 − 7(sin𝐴𝐴 + cos𝐴𝐴) + 2 sin𝐴𝐴 cos𝐴𝐴] 

令sin𝐴𝐴 + cos𝐴𝐴 = 𝑡𝑡，則−√2 ≤ 𝑡𝑡 ≤ √2，且2 sin𝐴𝐴 cos𝐴𝐴 = 𝑡𝑡2 − 1，可得 
9 − 7(sin𝐴𝐴 + cos𝐴𝐴) + 2 sin𝐴𝐴 cos𝐴𝐴 
= (𝑡𝑡2 − 1) − 7𝑡𝑡 + 9 

= (𝑡𝑡 −
7
2

)2 −
17
4
≥ �√2 −

7
2�

2

−
17
4

= 10 − 7√2 > 0 

∴�𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � > �𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

(3)�𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � −�𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

= 3𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 − 1) − 2𝑅𝑅 cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 
= 𝑅𝑅(3 cos𝐴𝐴 + 3 cos𝐵𝐵 − 3 − 2 cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵) 
= 𝑅𝑅[3(sin𝐴𝐴 + cos𝐴𝐴) − 3 − 2 sin𝐴𝐴 cos𝐴𝐴] 
令sin𝐴𝐴 + cos𝐴𝐴 = 𝑡𝑡，則sin 2𝐴𝐴 = 2 sin𝐴𝐴 cos𝐴𝐴 = 𝑡𝑡2 − 1 
又0 < sin 2𝐴𝐴 < 1，∴ 1 < 𝑡𝑡 < √2。可得 
3(sin𝐴𝐴 + cos𝐴𝐴) − 3 − 2 sin𝐴𝐴 cos𝐴𝐴 

= −(𝑡𝑡2 − 1) + 3𝑡𝑡 − 3 = −�𝑡𝑡 −
3
2�

2

+
1
4

> −�1 −
3
2�

2

+
1
4

= 0 

∴�𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � > �𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

合併(1), (2), (3)，定理得證 
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四、鈍角三角形 

在這一小節，我們討論在鈍角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，外心、重心、垂心、內心到三邊之距離總和。 
 
定理 𝟒𝟒.𝟏𝟏： 
鈍角 ∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 中，∠𝐶𝐶 > 90°，設 𝐼𝐼,𝑂𝑂,𝐺𝐺,𝐻𝐻 依序為內心、外心、重心、垂心 

(1)�𝑑𝑑(𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) = 3𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 + cos𝐶𝐶 − 1) 

(2)�𝑑𝑑(𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) = 𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 − cos𝐶𝐶) 

(3)�𝑑𝑑(𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) =
2𝑅𝑅
3

(sin𝐴𝐴 sin𝐵𝐵 + sin𝐵𝐵 sin𝐶𝐶 + sin𝐶𝐶 sin𝐴𝐴) 

(4)�𝑑𝑑(𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) = 2𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 − cos𝐵𝐵 cos𝐶𝐶 − cos𝐶𝐶 cos𝐴𝐴) 

證明： 
由定理 1.2 可知(1)與(3)是正確的。 
(2)如圖(七)， 𝑂𝑂 為鈍角 ∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴之外心，𝑂𝑂𝑂𝑂���� = 𝑂𝑂𝑂𝑂���� = 𝑂𝑂𝑂𝑂���� = 𝑅𝑅 。 

𝐴𝐴𝐴𝐴� = 2∠𝐶𝐶 ，進一步可得𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴� = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 360° − 2∠𝐶𝐶。 
作𝑂𝑂𝑂𝑂���� ⊥ 𝐴𝐴𝐴𝐴����，𝑂𝑂𝑂𝑂���� ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵����，𝑂𝑂𝑂𝑂���� ⊥ 𝐴𝐴𝐴𝐴����，則 

∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = 1
2
∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 180° −∠𝐶𝐶，∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = 1

2
∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = 1

2
𝐵𝐵𝐵𝐵� = ∠𝐴𝐴， 

∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 1
2
∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1

2
𝐴𝐴𝐴𝐴� = ∠𝐵𝐵。由上可得𝑑𝑑(𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) = 𝑂𝑂𝑂𝑂���� cos(∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵) = −𝑅𝑅 cos𝐶𝐶 

𝑑𝑑(𝑂𝑂,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ ) = 𝑂𝑂𝑂𝑂���� cos(∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵) = 𝑅𝑅 cos𝐴𝐴，𝑑𝑑(𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) = 𝑂𝑂𝑂𝑂���� cos(∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶) = 𝑅𝑅 cos𝐵𝐵 

�𝑑𝑑(𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) = 𝑑𝑑(𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) + 𝑑𝑑(𝑂𝑂,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ ) + 𝑑𝑑(𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ )

= 𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 − cos𝐶𝐶) 
(4)如圖(八)，𝐻𝐻為鈍角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴的垂心， 

𝐶𝐶𝐶𝐶���� = 𝐴𝐴𝐴𝐴���� cos�∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴� = 𝑏𝑏 cos�180° −∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴� = −𝑏𝑏 cos𝐶𝐶 

另一方面，
𝐻𝐻𝐻𝐻����

𝐶𝐶𝐶𝐶����
= tan�∠𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻� = tan�90° −∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶� = cot𝐵𝐵 

以上面兩式，合併正弦定理� 𝑏𝑏
sin 𝐵𝐵

= 2𝑅𝑅�可知 

𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ � = 𝐻𝐻𝐻𝐻���� = 𝐶𝐶𝐶𝐶���� ∙ cot𝐵𝐵 = −𝑏𝑏 cos𝐶𝐶 cot𝐵𝐵 = −𝑏𝑏 cos𝐶𝐶 ×
cos𝐵𝐵
sin𝐵𝐵

 

= −
𝑏𝑏

sin𝐵𝐵
(cos𝐵𝐵 cos𝐶𝐶) = −2𝑅𝑅 cos𝐵𝐵 cos𝐶𝐶 

圖(八) 

圖(七) 
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同理可得𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � = −2𝑅𝑅 cos𝐴𝐴 cos𝐶𝐶 

𝐶𝐶𝐶𝐶����

𝐶𝐶𝐶𝐶����
= cos(∠𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻) = cos(90° −∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶) = sin𝐵𝐵，𝐶𝐶𝐶𝐶���� = 𝐴𝐴𝐴𝐴���� sin(∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶) = 𝑏𝑏 sin𝐴𝐴， 

以上面兩式，合併正弦定理( 𝑏𝑏
sin 𝐵𝐵

= 2𝑅𝑅)可知 

𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � = 𝐶𝐶𝐶𝐶���� + 𝐶𝐶𝐶𝐶���� =
𝐶𝐶𝐶𝐶����

sin𝐵𝐵
+ 𝑏𝑏 sin𝐴𝐴 = −

𝑏𝑏 cos𝐶𝐶
sin𝐵𝐵

+ 2𝑅𝑅 sin𝐵𝐵 sin𝐴𝐴 

= 2𝑅𝑅(− cos𝐶𝐶 + sin𝐵𝐵 sin𝐴𝐴) = 2𝑅𝑅(cos(𝐴𝐴 + 𝐵𝐵) + sin𝐵𝐵 sin𝐴𝐴) 
= 2𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 − sin𝐴𝐴 sin𝐵𝐵 + sin𝐴𝐴 sin𝐵𝐵) = 2𝑅𝑅 cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 

�𝑑𝑑(𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) = 2𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 − cos𝐵𝐵 cos𝐶𝐶 − cos𝐶𝐶 cos𝐴𝐴) 

得證。 
 
推論 𝟑𝟑： 
鈍角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，∠𝐶𝐶 > 90°，設𝑂𝑂,𝐺𝐺,𝐻𝐻依序為其外心、重心、垂心，則 

(1)𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � = −
2
3
𝑑𝑑(𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) +

1
3
𝑑𝑑(𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) 

(2)𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ � =
2
3
𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ � −

1
3
𝑑𝑑(𝐻𝐻,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ ) 

(3)𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗ � =
2
3
𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗ � −

1
3
𝑑𝑑(𝐻𝐻,𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗ ) 

證明： 
如圖(九)， 𝐺𝐺 為鈍角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴的重心，則 

𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � =
1
3
ℎ𝑐𝑐 =

1
3

×
2∆
𝑐𝑐

=
1
3

×
2 �1

2
𝑏𝑏𝑏𝑏 sin𝐴𝐴�
𝑐𝑐

 

=
1
3
𝑏𝑏 sin𝐴𝐴 =

1
3

(2𝑅𝑅 sin𝐵𝐵 sin𝐴𝐴) =
2𝑅𝑅
3

sin𝐴𝐴 sin𝐵𝐵 

同理可證𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ � = 2𝑅𝑅
3

sin𝐵𝐵 sin𝐶𝐶、𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗ � = 2𝑅𝑅
3

sin𝐴𝐴 sin𝐶𝐶 

(1) −
2
3
𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � +

1
3
𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

=
2
3

(𝑅𝑅 cos𝐶𝐶) +
1
3

(2𝑅𝑅 cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵) =
2𝑅𝑅
3

(cos𝐶𝐶 + cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵) 

=
2𝑅𝑅
3

(− cos(𝐴𝐴 + 𝐵𝐵) + cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵) =
2𝑅𝑅
3

(− cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 + sin𝐴𝐴 sin𝐵𝐵 + cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵) 

=
2𝑅𝑅
3

sin𝐴𝐴 sin𝐵𝐵 = 𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

(2)
2
3
𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ � −

1
3
𝑑𝑑(𝐻𝐻,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ ) 

圖(九) 
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=
2
3

(𝑅𝑅 cos𝐴𝐴) −
1
3

(−2𝑅𝑅 cos𝐵𝐵 cos𝐶𝐶) =
2𝑅𝑅
3

(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 cos𝐶𝐶) 

=
2𝑅𝑅
3

(− cos(𝐵𝐵 + 𝐶𝐶) + cos𝐵𝐵 cos𝐶𝐶) =
2𝑅𝑅
3

(− cos𝐵𝐵 cos𝐶𝐶 + sin𝐵𝐵 sin𝐶𝐶 + cos𝐵𝐵 cos𝐶𝐶) 

=
2𝑅𝑅
3

sin𝐵𝐵 sin𝐶𝐶 = 𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ � 

(3)
2
3
𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗ � −

1
3
𝑑𝑑(𝐻𝐻,𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗ ) 

=
2
3

(𝑅𝑅 cos𝐵𝐵) −
1
3

(−2𝑅𝑅 cos𝐴𝐴 cos𝐶𝐶) =
2𝑅𝑅
3

(cos𝐵𝐵 + cos𝐴𝐴 cos𝐶𝐶) 

=
2𝑅𝑅
3

(− cos(𝐴𝐴 + 𝐶𝐶) + cos𝐴𝐴 cos𝐶𝐶) =
2𝑅𝑅
3

(− cos𝐴𝐴 cos𝐶𝐶 + sin𝐴𝐴 sin𝐶𝐶 + cos𝐴𝐴 cos𝐶𝐶) 

=
2𝑅𝑅
3

sin𝐴𝐴 sin𝐶𝐶 = 𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗ � 

得證。 
 
定理𝟒𝟒.𝟐𝟐 

鈍角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，∠𝐶𝐶 > 90°，設𝑂𝑂、𝐺𝐺依序為外心、重心，則∑𝑑𝑑 �𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � > ∑𝑑𝑑 �𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ �。 
證明： 
對於任意一個鈍角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴，其中∠𝐶𝐶 > 90°，我們製造一個對應的直角∆𝐴𝐴′𝐵𝐵′𝐶𝐶′， 

滿足：∠𝐶𝐶′ = 90°，∠𝐴𝐴′ = ∠𝐴𝐴 + 1
2

(∠𝐶𝐶 − 90°)，∠𝐵𝐵′ = ∠𝐵𝐵 + 1
2

(∠𝐶𝐶 − 90°)，且 

∆𝐴𝐴′𝐵𝐵′𝐶𝐶′的外接圓半徑𝑅𝑅′ = ∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 的外接圓半徑𝑅𝑅。設𝑂𝑂′、𝐺𝐺′依序為∆𝐴𝐴′𝐵𝐵′𝐶𝐶′的外心、重心。在

上述的 ∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 及 ∆𝐴𝐴′𝐵𝐵′𝐶𝐶′中，我們可知：∠𝐶𝐶 > ∠𝐶𝐶’= 90°、∠𝐴𝐴 < ∠𝐴𝐴′ < 90°、∠𝐵𝐵 < ∠𝐵𝐵′ <
90° ，並可推得：− cos𝐶𝐶 > 0、cos𝐴𝐴 > cos𝐴𝐴′、cos𝐵𝐵 > cos𝐵𝐵′、 
1 = sin𝐶𝐶′ > sin𝐶𝐶、sin𝐴𝐴 ′> 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝐴𝐴及sin𝐵𝐵 ′> 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝐵𝐵。 
由定理 3.1 及定理 4.1，合併上述討論可得： 

�𝑑𝑑(𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) = 𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 − cos𝐶𝐶) > 𝑅𝑅′(cos𝐴𝐴′ + cos𝐵𝐵′) = �𝑑𝑑�𝑂𝑂′ ,𝐴𝐴′𝐵𝐵′�⃖������⃗ �。 

�𝑑𝑑�𝐺𝐺′ ,𝐴𝐴′𝐵𝐵′�⃖������⃗ � =
2
3
𝑅𝑅′(cos𝐴𝐴′ + cos𝐵𝐵′ + cos𝐴𝐴′ cos B ′) 

=
2
3
𝑅𝑅′(sin𝐴𝐴′ + sin𝐵𝐵′ + sin𝐴𝐴′ sin𝐵𝐵′) >

2
3
𝑅𝑅(sin𝐴𝐴 sin𝐶𝐶 + sin𝐵𝐵 sin𝐶𝐶 + sin𝐴𝐴 sin𝐵𝐵) 

= ∑𝑑𝑑 �𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ �。 

由於∆𝐴𝐴′𝐵𝐵′𝐶𝐶′是直角∆，利用定理 3.2 可知∑𝑑𝑑 �𝑂𝑂′,𝐴𝐴′𝐵𝐵′�⃖�����⃗ � > ∑𝑑𝑑 �𝐺𝐺′,𝐴𝐴′𝐵𝐵′�⃖�����⃗ �，進而推得 

�𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � > �𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ �。 

得證。 
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五、等腰鈍角三角形 

在這一小節，我們討論在等腰鈍角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，外心、重心、垂心、內心到三邊的距離總和的大

小順序。 
 
定理 𝟓𝟓.𝟏𝟏： 
鈍角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 中，∠𝐶𝐶 > 90°，𝐶𝐶𝐶𝐶���� = 𝐶𝐶𝐶𝐶����，設 𝐼𝐼,𝑂𝑂,𝐺𝐺,𝐻𝐻 依序為內心、外心、重心、垂心，則 

(1)�𝑑𝑑(𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) −�𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � = (8 cos3 𝐴𝐴 − 6 cos𝐴𝐴 + 1)𝑅𝑅 = (2 cos 3𝐴𝐴 + 1)𝑅𝑅 

(2)�𝑑𝑑(𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) −�𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � =
𝑅𝑅
3

(8 cos3 𝐴𝐴 + 8 cos2 𝐴𝐴 − 2 cos𝐴𝐴 − 5) 

(3)�𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � −�𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � =
𝑅𝑅
3

(32 cos3 𝐴𝐴 + 8 cos2 𝐴𝐴 − 20 cos𝐴𝐴 − 2) 

(4)�𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � −�𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � = 2𝑅𝑅 cos𝐴𝐴 (4 cos2 𝐴𝐴 + 4 cos𝐴𝐴 − 5) 

證明: 
由於 𝐶𝐶𝐶𝐶����� = 𝐶𝐶𝐶𝐶����，即∠𝐴𝐴=∠𝐵𝐵且∠𝐶𝐶 = 180° − 2∠𝐴𝐴，所以 

cos𝐶𝐶 = − cos 2𝐴𝐴 = 1 − 2 cos2 𝐴𝐴 

sin𝐶𝐶 sin𝐴𝐴 = sin�180° − 2∠𝐴𝐴� sin𝐴𝐴 = sin 2𝐴𝐴 sin𝐴𝐴 = (2 sin𝐴𝐴 cos𝐴𝐴) sin𝐴𝐴 

= 2(1 − cos2 𝐴𝐴) cos𝐴𝐴 = 2 cos𝐴𝐴 − 2 cos3 𝐴𝐴 

(1)由定理 4 .1得知 

�𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � −�𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

= 2𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 − cos𝐶𝐶 cos𝐵𝐵 − cos𝐶𝐶 cos𝐴𝐴) − 𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 − cos𝐶𝐶) 
= 𝑅𝑅(2 cos2 𝐴𝐴 − 4 cos𝐴𝐴 cos𝐶𝐶 − 2 cos𝐴𝐴 + cos𝐶𝐶) 
= 𝑅𝑅[2 cos2 𝐴𝐴 − 4 cos𝐴𝐴 (1 − 2 cos2 𝐴𝐴) − 2 cos𝐴𝐴 + 1 − 2 cos2 𝐴𝐴] 
= 𝑅𝑅[8 cos3 𝐴𝐴 − 6 cos𝐴𝐴 + 1] = 𝑅𝑅(2 cos 3𝐴𝐴 + 1) 
(2)由定理 4.1得知 

�𝑑𝑑(𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) −�𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

= 𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 − cos𝐶𝐶) −
2𝑅𝑅
3

(sin𝐴𝐴 sin𝐵𝐵 + sin𝐵𝐵 sin𝐶𝐶 + sin𝐶𝐶 sin𝐴𝐴) 

=
𝑅𝑅
3

(6 cos𝐴𝐴 − 3 cos𝐶𝐶 − 2 sin2 𝐴𝐴 − 4 sin𝐴𝐴 sin𝐶𝐶) 

=
𝑅𝑅
3

(6 cos𝐴𝐴 − 3 + 6 cos2 𝐴𝐴 − 2 + 2 cos2 𝐴𝐴 − 8 cos𝐴𝐴 + 8 cos3 𝐴𝐴) 

=
𝑅𝑅
3

(8 cos3 𝐴𝐴 + 8 cos2 𝐴𝐴 − 2 cos𝐴𝐴 − 5) 
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(3)由(1)、(2)兩式相加可得。 
(4)由定理 4.1得知 

�𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � −�𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

= 2𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 − cos𝐵𝐵 cos𝐶𝐶 − cos𝐶𝐶 cos𝐴𝐴) − 3𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 + cos𝐶𝐶 − 1) 
= 𝑅𝑅(2 cos2 𝐴𝐴 − 4 cos𝐶𝐶 cos𝐴𝐴 − 6 cos𝐴𝐴 − 3 cos𝐶𝐶 + 3) 
= 𝑅𝑅(2 cos2 𝐴𝐴 − 4(1 − 2 cos2 𝐴𝐴) cos𝐴𝐴 − 6 cos𝐴𝐴 − 3(1 − 2 cos2 𝐴𝐴) + 3) 
= 𝑅𝑅(8 cos3 𝐴𝐴 + 8 cos2 𝐴𝐴 − 10 cos𝐴𝐴) 
= 2𝑅𝑅 cos𝐴𝐴 (4 cos2 𝐴𝐴 + 4 cos𝐴𝐴 − 5) 
得證。 

 
接下來我們要分四個區塊去處理定理 5.1 中(1), (2), (3), (4)的大小關係。由於等腰∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中 

∠𝐶𝐶 > 90°，故 0 < ∠𝐴𝐴 < 45° ，且
√2
2

< cos𝐴𝐴 < 1 。 

(1)  2 cos 3𝐴𝐴 + 1 = 0，可解出∠𝐴𝐴 = 40°。當 0 < ∠𝐴𝐴 < 40°時，2 cos 3𝐴𝐴 + 1 > 0；而在 
40° < ∠𝐴𝐴 < 45°時，2 cos 3𝐴𝐴 + 1 < 0。 

(2)令𝑓𝑓1(𝑥𝑥) = 8𝑥𝑥3 + 8𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 5 ，則𝑓𝑓1
′(𝑥𝑥) = 24𝑥𝑥2 + 16𝑥𝑥 − 2 = 24(𝑥𝑥 − −2−√7

6
)(𝑥𝑥 − −2+√7

6
) 

所以𝑓𝑓1(𝑥𝑥)在(−2+√7
6

,∞) 嚴格遞增，當
√2
2

< 𝑥𝑥 < 1時，𝑓𝑓1(𝑥𝑥) > 𝑓𝑓1 �
√2
2
� = √2 − 1 > 0 

即8 cos3 𝐴𝐴 + 8 cos2 𝐴𝐴 − 2 cos𝐴𝐴 − 5 > 0 恆成立。 
(3)令𝑓𝑓2(𝑥𝑥) = 32𝑥𝑥3 + 8𝑥𝑥2 − 20𝑥𝑥 − 2，則𝑓𝑓2

′(𝑥𝑥) = 96𝑥𝑥2 + 16𝑥𝑥 − 20 

= 96(𝑥𝑥 − −1−√31
12

)(𝑥𝑥 − −1+√31
12

)，所以𝑓𝑓2(𝑥𝑥)在 (−1+√31
12

,∞) 嚴格遞增，當
√2
2

< 𝑥𝑥 < 1時， 

𝑓𝑓2 �
√2
2
� 𝑓𝑓2(1) = �2 − 2√2� × 18 < 0，又(√2

2
, 1) ⊆  (−1+√31

12
,∞) ，故𝑓𝑓2(𝑥𝑥) = 0 在 (√2

2
, 1)有

唯一正根，令為cos𝛼𝛼；另一方面， 
𝑓𝑓2(cos 43.33°)𝑓𝑓2(cos 43.34°) = −0.0135⋯ ，所以𝛼𝛼 ≒ 43.33°。 
當∠𝐴𝐴 > 𝛼𝛼時(cos𝐴𝐴 < cos𝛼𝛼)，𝑓𝑓2(cos𝐴𝐴) < 0 ；當∠𝐴𝐴 < 𝛼𝛼時，𝑓𝑓2(cos𝐴𝐴) > 0 

(4)4𝑥𝑥2 + 4𝑥𝑥 − 5 = 4 �𝑥𝑥 − −1−√6
2

� �𝑥𝑥 − −1+√6
2

�，令cos𝛽𝛽 = −1+√6
2

，當cos𝛽𝛽 < 𝑥𝑥 < 1時， 

4𝑥𝑥2 + 4𝑥𝑥 − 5 > 0 ；當
√2
2

< 𝑥𝑥 < cos𝛽𝛽時，4𝑥𝑥2 + 4𝑥𝑥 − 5 < 0。 

而𝛽𝛽 = cos−1(−1+√6
2

) ≒ 43.55° 。 

 
 
 
 



19 
 

由以上的討論可歸納為: 

1. 由(2)合併定理 1.2 得知∑𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � >∑𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � > ∑𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ �。 
2. 當 0 < ∠𝐴𝐴 < 40°時，由(1)得知：∑𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � >∑𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ �，∠𝐴𝐴 = 40°時，等號成立 
3. 當 40° < ∠𝐴𝐴 < 𝛼𝛼時，由(1)、(3)得知：∑𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � >∑𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � > ∑𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ �。 
4. 當𝛼𝛼 < ∠𝐴𝐴 < 𝛽𝛽時，由(3)、(4)得知：∑𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � > ∑𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � >∑𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ �。 
5. 當𝛽𝛽 < ∠𝐴𝐴 < 45°時，由(4)得知：∑𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � > ∑𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ �。 
整理成定理 5.2 。 
 
定理 𝟓𝟓.𝟐𝟐  
鈍角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，∠𝐶𝐶 > 90°，CA���� = CB����，設 𝐼𝐼,𝑂𝑂,𝐺𝐺,𝐻𝐻 依序為內心、外心、重心、垂心，令cos𝛼𝛼為

 32𝑥𝑥3 + 8𝑥𝑥2 − 20𝑥𝑥 − 2 = 0在 (√2
2

, 1) 的唯一正根(𝛼𝛼 ≒ 43.33°)， 

𝛽𝛽 = cos−1(−1+√6
2

) ≒ 43.55°，則 

(1) ∑𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � >∑𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � >∑𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ �恆成立 
(2) 當 0 < ∠𝐴𝐴 <  40°時，∑𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � > ∑𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � >∑𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � > ∑𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 
(3) 當40° < ∠𝐴𝐴 < 𝛼𝛼時，∑𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � >∑𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � >∑𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � > ∑𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 
(4) 當𝛼𝛼 < ∠𝐴𝐴 < 𝛽𝛽時，∑𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � >∑𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � >∑𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � >∑𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 
(5) 當𝛽𝛽 < ∠𝐴𝐴 < 45°時，∑𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � >∑𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � >∑𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � >∑𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ �。 
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六、∑𝒅𝒅�𝑮𝑮,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖����⃗ � + 𝟏𝟏
𝟑𝟑∑𝒅𝒅�𝑶𝑶,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖����⃗ � − 𝟏𝟏

𝟑𝟑∑𝒅𝒅�𝑰𝑰,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖����⃗ � − 𝟏𝟏
𝟑𝟑∑𝒅𝒅�𝑯𝑯,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖����⃗ � = 𝑹𝑹 

在這一小節，我們給出在銳角及直角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，各心到三邊距離總和的關聯性。 
 
定理𝟔𝟔.𝟏𝟏： 
銳角 ∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 中，設𝐼𝐼,𝑂𝑂,𝐺𝐺,𝐻𝐻 依序為內心、外心、重心、垂心，則 

∑𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � + 1
3
∑𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � − 1

3
∑𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � − 1

3
∑𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � = 𝑅𝑅。 

證明： 

由定理1.1得知∑𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � − ∑𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � = −2𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 + cos𝐶𝐶) + 3𝑅𝑅 
= −2∑𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � + 3𝑅𝑅; 
由推論 1 得知 

∑𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � = 2
3
∑𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � + 1

3
∑𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ �; 

合併兩式可得: 

�𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � +
1
3
�𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � −

1
3
�𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � −

1
3
�𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

= �𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � +
1
3
�−2�𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � + 3𝑅𝑅� −

1
3
�𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

= �𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � −
2
3
�𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � −

1
3
�𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � + 𝑅𝑅 

= 𝑅𝑅。 
得證。 
 
定理𝟔𝟔.𝟐𝟐： 
直角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，設𝐼𝐼,𝑂𝑂,𝐺𝐺,𝐻𝐻 依序為內心、外心、重心、垂心，則 

∑𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � + 1
3
∑𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � − 1

3
∑𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � − 1

3
∑𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � = 𝑅𝑅。 

證明： 
由定理 3.1 及推論 2 ，如同定理 6.1 的手法，可證明其正確。 
 
而在鈍角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，並沒有如同定理 6.1 、定理 6.2 的關係。 
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伍、研究結果 

一、∆𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨的外心 𝑶𝑶 、重心 𝑮𝑮 、垂心 𝑯𝑯 、內心 𝑰𝑰 到三邊之距離，列表如下： 
 銳角Δ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 直角Δ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴,∠C = 90° 鈍角Δ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴,∠C > 90° 
𝑑𝑑(𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) 𝑅𝑅 cos𝐶𝐶 𝑅𝑅 cos𝐶𝐶 = 0 −𝑅𝑅 cos𝐶𝐶 

𝑑𝑑(𝑂𝑂,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ ) 𝑅𝑅 cos𝐴𝐴 𝑅𝑅 cos𝐴𝐴 𝑅𝑅 cos𝐴𝐴 

𝑑𝑑(𝑂𝑂,𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗ ) 𝑅𝑅 cos𝐵𝐵 𝑅𝑅 cos𝐵𝐵 𝑅𝑅 cos𝐵𝐵 

𝑑𝑑(𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) 2𝑅𝑅
3

(sin𝐴𝐴 sin𝐵𝐵) 
2𝑅𝑅
3

(sin𝐴𝐴 sin𝐵𝐵) 
2𝑅𝑅
3

(sin𝐴𝐴 sin𝐵𝐵) 

𝑑𝑑(𝐺𝐺,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ ) 2𝑅𝑅
3

(sin𝐵𝐵 sin𝐶𝐶) 
2𝑅𝑅
3

(sin𝐵𝐵 sin𝐶𝐶) 
2𝑅𝑅
3

(sin𝐵𝐵 sin𝐶𝐶) 

𝑑𝑑(𝐺𝐺,𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗ ) 2𝑅𝑅
3

(sin𝐶𝐶 sin𝐴𝐴) 
2𝑅𝑅
3

(sin𝐶𝐶 sin𝐴𝐴) 
2𝑅𝑅
3

(sin𝐶𝐶 sin𝐴𝐴) 

𝑑𝑑(𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ) 2𝑅𝑅 cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 2𝑅𝑅 cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 2𝑅𝑅 cos𝐴𝐴 cos𝐵𝐵 

𝑑𝑑(𝐻𝐻,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ ) 2𝑅𝑅 cos𝐵𝐵 cos𝐶𝐶 2𝑅𝑅 cos𝐵𝐵 cos𝐶𝐶 = 0 −2𝑅𝑅 cos𝐵𝐵 cos𝐶𝐶 

𝑑𝑑(𝐻𝐻,𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗ ) 2𝑅𝑅 cos𝐶𝐶 cos𝐴𝐴 2𝑅𝑅 cos𝐶𝐶 cos𝐴𝐴 = 0 −2𝑅𝑅 cos𝐶𝐶 cos𝐴𝐴 

    𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 
= 𝑑𝑑�𝐼𝐼,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ � 
= 𝑑𝑑(𝐼𝐼,𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗ ) 

𝑟𝑟 

= 𝑅𝑅(cos𝐴𝐴 + cos𝐵𝐵 + cos𝐶𝐶
− 1) 

𝑟𝑟 𝑟𝑟 

 

二、銳角∆𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨中，∑𝒅𝒅�𝑶𝑶,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � ≥ ∑𝒅𝒅�𝑮𝑮,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � ≥ ∑𝒅𝒅�𝑰𝑰,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � ≥ ∑𝒅𝒅�𝑯𝑯,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ �，僅當∆𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨為正∆時，

等號成立。 
 
三、直角∆𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨中，∑𝒅𝒅�𝑶𝑶,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � > ∑𝒅𝒅�𝑮𝑮,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � > ∑𝒅𝒅�𝑰𝑰,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � > ∑𝒅𝒅�𝑯𝑯,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ �。 
 
四、鈍角∆𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨 中，∑𝒅𝒅�𝑶𝑶,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � > ∑𝒅𝒅�𝑮𝑮,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � > ∑𝒅𝒅�𝑰𝑰,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ �。 
 
五、等腰鈍角∆𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨中，若∠𝑪𝑪 > 90°，則 
     (一)、𝟎𝟎 < ∠𝑨𝑨 < 40°時，∑𝒅𝒅�𝑯𝑯,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � > ∑𝒅𝒅�𝑶𝑶,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � >∑𝒅𝒅�𝑮𝑮,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � > ∑𝒅𝒅�𝑰𝑰,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � 
     (二)、𝟒𝟒𝟒𝟒° < ∠𝑨𝑨 < 𝜶𝜶時，∑𝒅𝒅�𝑶𝑶,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � >∑𝒅𝒅�𝑯𝑯,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � >∑𝒅𝒅�𝑮𝑮,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � > ∑𝒅𝒅�𝑰𝑰,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � 
     (三)、𝜶𝜶 < ∠𝑨𝑨 < 𝜷𝜷時，∑𝒅𝒅�𝑶𝑶,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � >∑𝒅𝒅�𝑮𝑮,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � >∑𝒅𝒅�𝑯𝑯,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � >∑𝒅𝒅�𝑰𝑰,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � 
     (四)、𝜷𝜷 < ∠𝑨𝑨 < 45°時，∑𝒅𝒅�𝑶𝑶,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � >∑𝒅𝒅�𝑮𝑮,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � >∑𝒅𝒅�𝑰𝑰,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � >∑𝒅𝒅�𝑯𝑯,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ �。 

其中𝜶𝜶 ≒ 𝟒𝟒𝟒𝟒.𝟑𝟑𝟑𝟑°，𝜷𝜷 = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜−𝟏𝟏(−𝟏𝟏+√𝟔𝟔
𝟐𝟐

) ≒ 𝟒𝟒𝟒𝟒.𝟓𝟓𝟓𝟓° 

六、銳角∆𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨及直角∆𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨皆滿足𝒅𝒅(𝑮𝑮,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ ) = 𝟐𝟐
𝟑𝟑
𝒅𝒅(𝑶𝑶,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ ) + 𝟏𝟏

𝟑𝟑
𝒅𝒅�𝑯𝑯,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ �，將𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗替換成𝑩𝑩𝑩𝑩�⃖���⃗或𝑪𝑪𝑪𝑪�⃖���⃗

亦成立。 
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七、鈍角∆𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨中，若∠𝑪𝑪 > 90°，則 

     (一)、𝒅𝒅�𝑮𝑮,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � = −𝟐𝟐
𝟑𝟑
𝒅𝒅�𝑶𝑶,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � + 𝟏𝟏

𝟑𝟑
𝒅𝒅�𝑯𝑯,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � 

     (二)、𝒅𝒅(𝑮𝑮,𝑩𝑩𝑩𝑩�⃖���⃗ ) = 𝟐𝟐
𝟑𝟑
𝒅𝒅�𝑶𝑶,𝑩𝑩𝑩𝑩�⃖���⃗ � − 𝟏𝟏

𝟑𝟑
𝒅𝒅(𝑯𝑯,𝑩𝑩𝑩𝑩�⃖���⃗ ) 

     (三)、𝒅𝒅�𝑮𝑮,𝑪𝑪𝑪𝑪�⃖���⃗ � = 𝟐𝟐
𝟑𝟑
𝒅𝒅�𝑶𝑶,𝑪𝑪𝑪𝑪�⃖���⃗ � − 𝟏𝟏

𝟑𝟑
𝒅𝒅�𝑯𝑯,𝑪𝑪𝑪𝑪�⃖���⃗ �。 

 
八、銳角∆𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨及直角∆𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨皆滿足 

�𝒅𝒅�𝑮𝑮,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � +
𝟏𝟏
𝟑𝟑
�𝒅𝒅�𝑶𝑶,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � −

𝟏𝟏
𝟑𝟑
�𝒅𝒅�𝑰𝑰,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � −

𝟏𝟏
𝟑𝟑
�𝒅𝒅�𝑯𝑯,𝑨𝑨𝑨𝑨�⃖���⃗ � = 𝑹𝑹。 
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陸、討論 

在銳角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴及直角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，等式 𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � = 2
3
𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � + 1

3
𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ �成立。 

將𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ 替換成𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ 或𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗亦成立。 

 

在鈍角∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，若∠𝐶𝐶 > 90°，則 

𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � = −
2
3
𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � +

1
3
𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � 

𝑑𝑑(𝐺𝐺,𝐵𝐵𝐵𝐵)�⃖�����⃗ =
2
3
𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ � −

1
3
𝑑𝑑(𝐻𝐻,𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ ) 

𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗ � =
2
3
𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗ � −

1
3
𝑑𝑑(𝐻𝐻,𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗ ) 

 

其中會差幾個負號，是因為在鈍角三角形中，外心、重心、垂心三點分別分散在邊𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ �𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗、𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ �
的兩側，而在銳角及直角三角形中，他們會在邊𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ �𝐶𝐶𝐶𝐶�⃖���⃗、𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ �的同側或直線𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ 上，如圖(十)、

圖(十一) 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
故在鈍角三角形中，並不會有像銳角三角形及直角三角形中，保有 

「∑𝑑𝑑�𝑂𝑂,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � ≥ ∑𝑑𝑑�𝐺𝐺,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � ≥ ∑𝑑𝑑�𝐻𝐻,𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ � (當∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴為正∆，等號成立)」的大小關係。 

 許多在銳角三角形及直角三角形才有的恆等式，在鈍角三角形中也以不同的樣貌呈現。 

 
 
 
 

圖(十) 圖(十一) 
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柒、結論 

此研究結果求出了三角形的四心到各邊之距離及總和，並比較其大小，更討論其相互之間關

係，在銳角三角形及直角三角形，我們有明確的結論；在鈍角三角形，還有部分的情況尚不

清楚，更待我們持續不斷的努力。 
 

捌、參考文獻及其他 

一、卡諾定理。維基百科。取自 https://zh.wikipedia.org/zh-tw/卡诺定理 
二、尤拉線。維基百科。取自 https://zh.wikipedia.org/zh-tw/歐拉線 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

https://zh.wikipedia.org/zh-tw/卡诺定理
https://zh.wikipedia.org/zh-tw/歐拉線


【評語】050411 

本作品欲比較外心、重心、垂心、內心到三邊之距離和的大小，本作

品是科展作品中少見的幾何不等式作品，相當有意思。雖然距離和的

公式可以硬算出來，但是要加以比較大小關係，則必須在適當的變數

假設下才可完成。作者成功通過三角恆等式給出距離的公式並分別給

出三角形是銳角、直角、鈍角時距離和大小的比較，作品內容相當完

整。  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

作品海報 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 
  









https://zh.wikipedia.org/zh-tw/%E5%8D%A1%E8%AF%BA%E5%AE%9A%E7%90%86
https://zh.wikipedia.org/zh-tw/%E5%8D%A1%E8%AF%BA%E5%AE%9A%E7%90%86
https://zh.wikipedia.org/zh-tw/%E6%AD%90%E6%8B%89%E7%B7%9A
https://zh.wikipedia.org/zh-tw/%E6%AD%90%E6%8B%89%E7%B7%9A
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