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摘要 

本研究針對 2022IMO 的第一題進行探討，即將兩種相同數量，不同材質的

球排成一列，選中其中一個位置的球並將該球與其旁邊相同材質的球移至最左，

找到特定的球數與選球方式，使得無論如何排列，皆能在移動後使最左的 n 顆球

皆為相同材質。我們發現只要數列在進行操作時格數持續減少，即可達成條件。

因此，我們先找到無法在進行操作時使格數持續減少的情況後，再證明其他情況

皆可使格數持續減少，就可以求得解。在發現此規律後，我們針對原題進行推廣，

例如將球的種類數推廣至 m 種、各類球的數量不同、多排數列並列……等情況。 

 

壹、研究動機 

  在暑假練習 2022 IMO 題型時，發現 P1 非常有趣。題目內容是關於一個淺

顯易懂的遊戲：「令有兩種材質的球排成一列，A、B 分別代表一種材質。今有 n

個球 A 和 n 個 B 球，令 k 為正整數且𝑘 ≤ 2𝑛，持續將從左數來第 k 個球與其旁

邊所有同材質的球移至最左邊。找到所有(n,k)，使得無論如何排列，在經過操

作後，皆能使最左邊的 n 個球同材質。」 

  在計算完這個題目之後，我們愈發覺得此題有趣，因此萌生了將此題延伸推

廣的想法。 

 

貳、研究目的 

一、移球問題初探。 

二、探討球推廣至 m 類的移數問題。 

三、探討數列中每類球的數量不同時的移數問題。 

四、探討數字移動後必須改變數字狀態的移數問題。 

五、探討多排數列並列後的移數問題。 
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六、探討每次操作都重新選一個數，最後達成穩定的期望值。 

七、探討推廣到 2n× 2n 的正方形矩陣中的移數問題。 

 

參、研究設備與器材 

紙、筆、電腦（Windows11、Word、C++）。 

 

肆、研究過程與方法 

一、名詞定義與操作方法 

（一）定義 

1. Sn：指一群特定數列的集合，其中每個數列皆有 n 個 A、n 個 B。 

      例：S2 =*𝐴𝐴𝐵𝐵, 𝐴𝐵𝐴𝐵 , 𝐴𝐵𝐵𝐴 , 𝐵𝐴𝐴𝐵 , 𝐵𝐴𝐵𝐴 , 𝐵𝐵𝐴𝐴+ 

 2. Sn中的數列形如*𝐴+𝑒1*𝐵+𝑒2*𝐴+𝑒3 ⋯ *𝐴+𝑒𝑚或*𝐴+𝑒1*𝐵+𝑒2*𝐴+𝑒3 ⋯ *𝐵+𝑒𝑚 

   (1) 其中{A}和{B}代表數列中連續皆由 A 或 B 組成的一群。 

  (2) 𝑒𝑥代表該群中含有 x 個 A 或 B，且𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3 + ⋯ 𝑒𝑛 = 2𝑛。 

3. 操作：係指將「從左數來第 k 個數與其左右兩邊所有相同的球」移至 

      最左邊的一次過程，稱為一次「操作」，以「→」表示。 
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  例：k=5，S4=𝐴𝐴𝐴𝐵𝐵𝐵𝐴𝐵 → 𝐵𝐵𝐵𝐴𝐴𝐴𝐵。 

4. 格子：某個數字與其相鄰相同的球，稱為一「格」。 

  例：AABBBA=*𝐴+2*𝐵+3*𝐴+1，其中從左到右「AA」為一格、「BBB」為 

一格、「A」也是一格，即𝑒1 = 2、𝑒2 = 3、𝑒3 = 1、𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3 = 6 。 

5. 𝑇𝑘
𝑝(𝑥)：係指一個數列 x 選擇第 k 個球，在進行 p 次操作後變成的新數 

  列。 

  例：𝑇5
1(𝐴𝐴𝐴𝐵𝐵𝐵𝐴𝐵)=BBBAAAB。 

6. 給定 k，若對所有𝑆𝑛中的元素 x，皆能找到 p 使得𝑇𝑘
𝑝(𝑥)=*𝐴+𝑛*𝐵+𝑛 

  ，則稱 k 為𝑆𝑛的穩定值。 

  例：𝑆3的其中一個穩定值為 4，將其中部分元素列出如下： 

(1) *𝐴+3*𝐵+3，即 𝑇4
0(*𝐴+3*𝐵+3) = *𝐴+3*𝐵+3 

(2) *𝐴+2*𝐵+1*𝐴+1*𝐵+2→*𝐴+3*𝐵+3， 

即  𝑇4
1(*𝐴+2*𝐵+1*𝐴+1*𝐵+2) = *𝐴+3*𝐵+3 

  (3) *𝐴+2*𝐵+3*𝐴+1→*𝐵+3*𝐴+3，即  𝑇4
1(*𝐴+2*𝐵+3*𝐴+1) = *𝐵+3*𝐴+3 

  (4) *𝐴+1*𝐵+1*𝐴+1*𝐵+2*𝐴+1→*𝐵+2*𝐴+1*𝐵+1*𝐴+2→*𝐵+3*𝐴+3， 

即  𝑇4
2( *𝐴+1*𝐵+1*𝐴+1*𝐵+2*𝐴+1) = *𝐵+3*𝐴+3 

(5) *𝐴+1*𝐵+1*𝐴+1*𝐵+1*𝐴+1*𝐵+1→*𝐵+1*𝐴+1*𝐵+1*𝐴+2*𝐵+1→ 

*𝐴+2*𝐵+1*𝐴+1*𝐵+2→*𝐴+3*𝐵+3， 

即𝑇4
3(*𝐴+1*𝐵+1*𝐴+1*𝐵+1*𝐴+1*𝐵+1) = *𝐴+3*𝐵+3 

    

 

二、移數問題初探 
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（一）問題分析：假設有一數列，其中排列方式為⋯ *𝐴+2*𝐵+3*𝐴+2 ⋯。若被選 

中的格子是中間的 BBB，而經過一次操作後，數列會變*𝐵+3 ⋯ *𝐴+4 ⋯。可

以觀察到原本被隔開的三格，在經過一次操作後便合為兩格。因此，欲達

成穩定，數列中經過操作後的格數必須減少，即每個數列的*𝒆+𝒊總和經操

作後須為遞減函數。 

（二）題目解法：（出自參考資料一） 

1. 討論 k<n 的情況 

  考慮𝑆𝑛內的所有元素後，我們發現： 

  當 x=*𝐴+𝑛−1*𝐵+𝑛*𝐴+1時 

  由於 k<n，無論如何只能移動原本就在最左邊*𝐴+1，操作後格數不變， 

  故 k<n 不合。 

2. 討論 k>⌈
3𝑛

2
⌉的情況，則有以下反例，無法達到穩定： 

取 x=*𝐴+⌈
𝑛

2
⌉*𝐵+⌈

𝑛

2
⌉*𝐴+⌊

𝑛

2
⌋*𝐵+⌊

𝑛

2
⌋ 

 因為 k> n+⌈
𝑛

2
⌉ = ⌊

𝑛

2
⌋ + ⌈

𝑛

2
⌉ + ⌈

𝑛

2
⌉ 

   所以我們只能選到最後一格*𝐵+⌊
𝑛

2
⌋，無法達成條件。 

由 1、2，可以得知在經過數次移動後，若 k<n 或 k>⌈
3𝑛

2
⌉，則無法達到穩 

定。 

3. 達成穩定數列的 k，必滿足 n≤k≤ ⌈
3𝑛

2
⌉。： 

(1) 兩格：顯然滿足條件。 

(2) 三格：假設由左至右分別為𝑒1、𝑒2、𝑒3格 

a. 選到𝑒1格：考慮𝑒1格最大的情況：*𝐴+𝑛−1*𝐵+𝑛*𝐴+1，由於 

𝑘 ≥ 𝑛，因此不可能選到𝑒1格。 

b. 選到𝑒2格：𝑒1、𝑒3格合併，達成條件。 
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c. 選到𝑒3格：𝑒1、𝑒3格合併，達成條件。 

(3) 四格以上：假設由左而右依序為𝑒1、𝑒2 ⋯ 𝑒𝑦−1、𝑒𝑦格（𝑦 ≥ 4） 

a. 若選擇𝑒2～𝑒𝑦−1格：無論選擇任何一格，移動後格數皆會減 

 少，故成立。 

b. 若選擇𝑒1格 

由於每格中的個數小於 n，而𝑘 ≥ 𝑛，故不可能選擇𝑒1格。 

c. 若選擇𝑒𝑦格 

x=BBABBBAAAA→AAAABBABBB，格數有可能不減少。 

而若選擇𝑒𝑦格，則𝑒𝑦格中的個數必大於[
𝑛

2
] 

但若四格中的個數皆大於[
𝑛

2
]，則總個數大於[

𝑛

2
] × 4 = 2𝑛，故矛

盾。 

由 1、2、3 可知，在經過數次移動後，皆能使最左邊的 n 個數相同的數列 

必滿足 n≤k≤ ⌈
3𝑛

2
⌉。 

 

 

 

三、探討球類推廣至 m 類的移數問題 

數列在進行有限次操作後，滿足數列中「種類的數量等於總格數（即形如

*𝐴1+𝑛*𝐴2+𝑛*𝐴3+𝑛 ⋯ *𝐴𝑚−1+𝑛*𝐴𝑚+𝑛）」者，則稱該數列滿足條件。 

（一）討論 k<(m-1)∙n 的情況 

  考慮 m 為任意，𝑆𝑛內的所有數列後，我們發現： 

當 x=*𝐴1+𝑛−1*𝐴2+𝑛*𝐴3+𝑛 ⋯ *𝐴𝑚−1+𝑛*𝐴𝑚+𝑛*𝐴1+1時，由於 k<(m-1)∙n，我們

只能選到*𝐴𝑚−1+𝑛以前的格子，且他們都無法合成一格，因此不合。 

二-1：對任意的 Sn而言，集合內所有數列能使左邊 n個數相同者，k必滿足

n≤k≤ ⌈
3𝑛

2
⌉。 
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（二）討論 k>⌈(
2𝑚−1

2
)𝑛⌉的情況 

  考慮 m 為任意，𝑆𝑛內的所有元素後，我們不難發現：  

有 x=*𝐴1+⌈
𝑛

2
⌉*𝐴2+⌈

𝑛

2
⌉ ⋯ *𝐴𝑚+⌈

𝑛

2
⌉*𝐴1+⌊

𝑛

2
⌋ ⋯ *𝐴𝑚+⌊

𝑛

2
⌋ 

因為 k> (m-1)n+⌈
𝑛

2
⌉ = ⌈

𝑛

2
⌉ + (𝑚 − 1)(⌊

𝑛

2
⌋ + ⌈

𝑛

2
⌉) 

所以我們只能選到最後一格*𝐴𝑚+⌊
𝑛

2
⌋，無法達成條件。 

由（一）、（二），可以得知 Sn內的每個元素皆能使最左邊的 n 個數相同的數列必

滿足(m-1)∙n≤ 𝑘 ≤ ⌈
2𝑚−1

2
𝑛⌉。 

（三）達成穩定數列的 k，必滿足(m-1)∙n≤ 𝑘 ≤ ⌈
2𝑚−1

2
𝑛⌉  

  當 y=m 時已達成條件，因此假設數列由左至右依序有 

 𝑒1、𝑒2 ⋯ 𝑒𝑦−1、𝑒𝑦格（y> 𝑚）： 

1. 若選擇𝑒1格： 

由於每格中的個數小於 n，而𝑘 ≥ (𝑚 − 1)𝑛，故不可能選擇𝑒1格。 

2. 若選擇𝑒2～𝑒𝑦−1中任一格： 

假設選到𝑒𝑧格(1≤ 𝑧 ≤ 𝑦 − 1)，則𝑒𝑧+1格的數字個數必少於 n，因此

𝑒1～𝑒𝑧−1必有一格與𝑒𝑧+1格的數字相同，將在有限次的操作後與之合併成

一格。*𝐴3+1*𝐴1+4*𝐴2+4*𝐴4+4*𝐴3+3 

例：m=4、k=12， 

X=*𝐴3+1*𝐴1+4*𝐴2+4*𝐴4+4*𝐴3+3 → *𝐴4+4*𝐴3+1*𝐴1+4*𝐴2+4*𝐴3+3 

→ *𝐴2+4*𝐴4+4*𝐴3+1*𝐴1+4*𝐴3+3 → *𝐴1+4*𝐴2+4*𝐴4+4*𝐴3+4，一開始分開的兩

格*𝐴3+最後合併為一格。 

3. 若選擇𝑒𝑦格： 

在此情況下有可能使格數不減少，但若選到𝑒𝑦格，代表該格數量必大 

於[
𝑛

2
]。欲使數列格數恆不減少，則每格數字的數量必大於 
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[
𝑛

2
] × 2𝑚 = ,𝑚 × 𝑛- = 𝑚 × 𝑛，與前提矛盾。 

（四）程式證明見附錄。 

 

 

四、探討數列中每類球的數量不同時的移數問題 

數列在進行有限次操作後，滿足數列中「球種類的數量等於總格數 

（即形如*𝐴1+𝑛*𝐴2+𝑛*𝐴3+𝑛 ⋯ *𝐴𝑚−1+𝑛*𝐴𝑚+𝑛）」者，則稱該數列滿足條件。 

（一）不失一般性假設數列中有 a 個 A、b 個 B，且 a≥b： 

1. 討論 k<a 的狀況，則有以下反例： 

  𝑥 = *𝐴+𝑎−1*𝐵+𝑏*𝐴+1 

  由於 k<n，無論如何只能移動原本就在最左邊的格子，操作後格數不  

  變，故 k<n 不合。 

2. 討論 k>a+⌈
𝑏

2
⌉的情況，則有以下反例： 

 𝑥 = *𝐴+⌊
𝑎

2
⌋*𝐵+⌈

𝑏

2
⌉*𝐴+⌈

𝑎

2
⌉*𝐵+⌊

𝑏

2
⌋ 

 因為 k> a+⌈
𝑏

2
⌉ = ⌊

𝑎

2
⌋ + ⌈

𝑏

2
⌉ + ⌈

𝑎

2
⌉ 

   所以我們只能選到最後一格*𝐵+⌊
𝑏

2
⌋，無法達成條件。 

由 1、2，可以得知在經過數次移動後，皆能使數列達成條件者必滿足 

a≤k≤ a + ⌈
𝑏

2
⌉。 

3. 達成穩定數列的 k，必滿足 a≤k≤ a + ⌈
𝑏

2
⌉： 

(1) 兩格：顯然滿足條件。 

(2) 三格：假設由左至右分別為𝑒1、𝑒2、𝑒格 

結論三-1：考慮數列中有 m 類球的情況下達到穩定的 k，必滿足(m-1)∙n≤ 𝑘 ≤

⌈
2𝑚−1

2
𝑛⌉。 
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a. 選到𝑒1格：考慮𝑒1格最大的情況：*𝐴+𝑎−1*𝐵+𝑏*𝐴+1，由於𝑘 ≥ 𝑎， 

因此不可能選到𝑒1格。 

b. 選到𝑒2格：𝑒1、𝑒3格合併，達成條件。 

c. 選到𝑒3格：𝑒1、𝑒3格合併，達成條件。 

(3) 四格以上：假設由左至右分別為𝑒1、𝑒2 ⋯ 𝑒𝑦−1、𝑒𝑦格： 

a. 選到𝑒2～𝑒𝑦−1格：無論選擇任何一格，移動後格數皆會減少，故成 

立。 

b. 選到𝑒1格：由於一格中的數字的數量必小於 a，而 k 大於等於 a， 

故不可能選擇𝑒1格。 

c. 選到𝑒𝑦格：在此情況下有可能使格數不減少。 

但若選到𝑒𝑦格，代表該格數量必大於[
𝑏

2
]，若欲使數列格數恆不減 

少，則 B 的數量必大於[
𝑏

2
] × 2 = ,𝑏-，與前提矛盾。 

（二）不失一般性假設數列有𝑥1個𝐴1、𝑥2個𝐴2、𝑥3個𝐴3 ⋯ 𝑥𝑚−1個𝐴𝑚−1、𝑥𝑚個 

   𝐴𝑚，且𝑥1 ≥ 𝑥2 ≥ 𝑥3 ≥ ⋯ 𝑥𝑚−1 ≥ 𝑥𝑚： 

1. 討論 k<𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑚−1的情況，則有以下反例：

x=*𝐴1+𝑥1−1*𝐴2+𝑥2*𝐴3+𝑥3 ⋯ *𝐴𝑚−1+𝑥𝑚−1*𝐴𝑚+𝑥𝑚*𝐴1+1 

可以觀察到不論如何，都只能選到*𝐴𝑚+𝑥𝑚格之前，而該格前都無法合併 

成一格，因此 k<𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑚−1無法滿足條件。 

2. 討論 k>𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑚−1 + ⌈
𝑥𝑚

2
⌉的情況，則有以下反例： 

x=*𝐴1+⌈
𝑥1
2

⌉*𝐴2+⌈
𝑥2
2

⌉ ⋯ *𝐴𝑚+⌈
𝑥𝑚

2
⌉*𝐴1+⌊

𝑥1
2

⌋ ⋯ *𝐴𝑚+⌊
𝑥𝑚

2
⌋ 

可以得知在經過數次移動後，皆能使最數列達成條件者必滿足 

𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑚−1 ≤k≤ 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑚−1 + ⌈
𝑥𝑚

2
⌉。 
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五、探討數字移動後必須改變數字狀態的移數問題 

    將不同材質的球 A、B、C…改為數字 1、2、3…，方便後續討論。 

（一）定義： 

 1. 𝑆𝑁：指一群特定數列的集合，其中每個數列皆有 
𝑁

2
 個 1、 

𝑁

2
 個 2。 

2. 狀態數 s：數列中的所有數皆小於等於 s。 

3. 操作：選取從數列的左邊數來第 k 個數字與其左右兩 

邊所有相同的數字移到數列的最左邊，同時將其數字+1。若該格數字+1 

後超過 s，則該格數字變回 1。 

4. 穩定：進行操作直到數列中的所有數字相同，視為穩定。 

例：s=3，N=6、k=4， 

*1+2*2+𝟐*1+1*2+1 → *3+2*1+𝟑*2+1 → *2+3*3+𝟐*2+1 → *1+2*2+4 → *3+4*1+2 

→ *1+6 

（二）討論 s=2： 

1. 當 k>⌈
2

3
𝑁⌉，有以下三種情況： 

(1) N 是 3 的倍數，則有反例： 

    *1+
𝑁

3 *2+
𝑁

3 *1+
𝑁

3 → *2+
𝑁

3 *1+
𝑁

3 *2+
𝑁

3 → *1+
𝑁

3 *2+
𝑁

3 *1+
𝑁

3 → ⋯，故不合。 

結論四-1：考慮數列中每類數字的數量不同的移數問題，在數列中只有兩個

數的情況下，可以得知在經過數次移動後，皆能使最左邊的 n 個數相同的數

列必滿足 a≤k≤ a + ⌈
𝑏

2
⌉。 

結論四-2：考慮數列中每類數字的數量不同的移數問題，在數列中有 n 個數

的情況下，可以得知在經過數次移動後，皆能使最左邊的 n 個數相同的數列

必滿足𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑚−1 ≤k≤ 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑚−1 + ⌈
𝑥𝑚

2
⌉。 
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(2) N 除以 3 餘 1，則有反例： 

*1+
𝑁

3
+1*2+

𝑁

3 *1+
𝑁

3 → *2+
𝑁

3 *1+
𝑁

3
+1*2+

𝑁

3 → *1+
𝑁

3 *2+
𝑁

3
+1*1+

𝑁

3 → ⋯，故不合。 

(3) N 除以 3 餘 2，則有反例： 

*1+
𝑁

3
+1*2+

𝑁

3
+1*1+

𝑁

3 → *2+
𝑁

3 *1+
𝑁

3
+1*2+

𝑁

3
+1 → *1+

𝑁

3
+1*2+

𝑁

3 *1+
𝑁

3
+1 → ⋯， 

故不合。 

故 k>[
2

3
N]不合。 

2. 當 k≤ ⌈
2

3
𝑁⌉，有以下三種情況： 

(1) 格數=1：已達成條件。 

(2) 格數=2：一次操作後 2 變為 1 或 1 變為 2，和原本的第一格合併

成一格，達成穩定條件。 

(3) 格數≥ 3：由鴿籠原理，其中一格數字的個數必≤[
𝑁

3
]，而這格必在

有限次的操作後移動到 k 以後，於下一次操作時和下一格相同的數

字合併為一格。 

例：N=12、k=9、x=*1+1*2+3*1+4*2+4， 

*1+1*2+3*1+4*2+4 → *1+5*2+3*1+4 → *2+4*1+5*2+3 → *1+5*2+7 →

*1+12，故 k≤ ⌈
2

3
N⌉可以達成條件。 

（三）討論 s>2： 

1. 當 k>⌈
1

2
𝑁⌉： 

(1) N 是偶數，則有反例： 

            *1+
𝑁

2 *2+
𝑁

2 → *3+
𝑁

2 *1+
𝑁

2 → *2+
𝑁

2 *3+
𝑁

2 → ⋯ 

顯然不會合併成一格。 

(2) N 是奇數，則有反例： 

            *1+
𝑁

2
+1*2+

𝑁

2 → *3+
𝑁

2 *1+
𝑁

2
+1 → *2+

𝑁

2
+1*3+

𝑁

2 → ⋯ 
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顯然不會合併成一格。 

2. 當 k≤ ⌈
1

2
𝑁⌉： 

(1) 格數=1：已達成條件。 

(2) 格數=2：一次操作後 2 變為 1 或 1 變為 2，和原本的第一格合併

成一格，達成穩定條件。 

(3) 格數≥ 3：由鴿籠原理，其中一格數字的個數必≤ ⌈
1

2
N⌉，在有限次

的操作內，必有一格提升狀態至與 k 以後的數字 

 

 

 

 

六、探討多列數列並列後的移數問題 

（一）定義一個有 2n 行的矩陣 M： 

1. 連通：選定矩陣內任一個數，上、下、左、右移動後可經過的所有相同 

  的數，稱這些數與該數「連通」。 

  例：[

𝐴 𝐁
𝐴 𝐁

𝐁 𝐴
𝐴 𝐵

𝐴 𝐁
𝐵 𝐴

𝐁 𝐴
𝐴 𝐵

]，若選定(2,2)上的 B，則稱加粗標示的 B 與其「連 

     通」。 

2. A(a,b)：定義一個 m 列的矩陣，每列有 n 個 A、n 個 B。選定該矩陣第 a 

   列第 b 行進行操作，操作時將此數和與其連通的數一起往該列的最左移  

 動。 

結論五-1：探討數字移動後必須改變數字狀態的移數問題，當狀態數 s=2 時，

k≤ ⌈
2

3
N⌉可以達成條件。 

結論五-2：探討數字移動後必須改變數字狀態的移數問題，當狀態數 s>2 時，

k≤ ⌈
1

2
𝑁⌉可以達成條件。 
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  例：n=2，m=4，A(2,2)=[

𝐴 𝐁
𝐴 𝐁

𝐁 𝐴
𝐴 𝐵

𝐴 𝐁
𝐵 𝐴

𝐁 𝐴
𝐴 𝐵

] → [

𝐵 𝐵
𝐵 𝐴

𝐴 𝐴
𝐴 𝐵

𝐵 𝐵
𝐵 𝐴

𝐴 𝐴
𝐴 𝐵

]。 

3. 若矩陣進行有限次操作後，前 n 行的數字相同，則該矩陣滿足條件。 

  例：若一矩陣在有限次操作後變為[

𝐴 𝐴 𝐵 𝐵
𝐴 𝐴 𝐵 𝐵
𝐴 𝐴 𝐵 𝐵
𝐴 𝐴 𝐵 𝐵

]，則該矩陣滿足條 

       件。 

（二）討論 m=2 的狀況： 

1. 欲使被選定的那列移動後最左的 n 個數字相同，則該列必滿足結論： 

對任意的 p(n,k)而言，所有數列能使左邊 n 個數相同者必滿足 

n≤k≤ ⌈
3𝑛

2
⌉。 

2. 持續操作至該列最左的 n 個數字相同後，該列被分成兩格，例如： 

[
𝐴 𝐴 𝐴 𝐴 𝐵 𝐵 𝐵 𝐵
𝐴 𝐵 𝐴 𝐵 𝐴 𝐵 𝐴 𝐵

] → [
𝐵 𝐵 𝐵 𝐵 𝐴 𝐴 𝐴 𝐴
𝐵 𝐵 𝐴 𝐵 𝐴 𝐵 𝐴 𝐴

]

→ [
𝐴 𝐴 𝐴 𝐴 𝐵 𝐵 𝐵 𝐵
𝐴 𝐴 𝐴 𝐵 𝐵 𝐴 𝐵 𝐵

] → [
𝐵 𝐵 𝐵 𝐵 𝐴 𝐴 𝐴 𝐴
𝐵 𝐵 𝐵 𝐵 𝐴 𝐴 𝐴 𝐴

] 

則顯而易見地，在其中一行達成最左 n 個數字相同後，另一行必也在有限

次的移動後達成最左 n 個數字相同。 

（三）由（二）-2.的結果知，若矩陣中的任一列達成最左 n 個數字相同後，必 

使其上下的數列在有限次的移動後達成最左 n 個數字相同。因此，只要矩陣

中任一列滿足結論 1.1，則不論有多少列，該矩陣滿足條件。 

 

 

伍、研究結果 

一、對任意的 Sn而言，集合內所有數列能使左邊 n 個數相同者，k 必滿足 

結論六-1：探討多列數列並列後的移數問題，選擇矩陣中任一列，只要 

n≤k≤ ⌈
3𝑛

2
⌉，則該矩陣在進行有限次操作後必滿足前 n 行的數字相同。 
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n≤k≤ ⌈
3𝑛

2
⌉。 

二、考慮數列中有 m 類球的情況下，達到穩定的 k 必滿足 

(m-1)∙n≤ 𝑘 ≤ ⌈
2𝑚−1

2
𝑛⌉。 

三、考慮數列中數量不同的移數問題 

（一）在數列中只有兩個數的情況下，可以得知在經過數次移動後，皆能使最 

 左邊的 n 個數相同的數列必滿足 a≤k≤ a + ⌈
𝑏

2
⌉。 

（二）在數列中有 n 個數的情況下，可以得知在經過數次移動後，皆能使最左 

  邊的 n 個數相同的數列必滿足 

 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑚−1 ≤k≤ 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑚−1 + ⌈
𝑥𝑚

2
⌉。 

四、探討數字移動後必須改變狀態的移數問題 

（一）當狀態數=2 時，k≤ ⌈
2

3
N⌉可以達成條件。 

（二）當狀態數>2 時，k≤ ⌈
1

2
𝑁⌉可以達成條件。 

五、探討多排數列並列後的移數問題，選擇矩陣中任一列，只要 n≤k≤ ⌈
3𝑛

2
⌉， 

則該矩陣在進行有限次操作後必滿足前 n 行的數字相同。 

 

陸、討論 

一、在研究這類問題時，我們發現了一種探討這類移數問題的想法：欲使數列 

達成穩定，則必須在移動的過程中使格數減少。因此，我們在解決問題時只

要思考要如何舉出無法使格數減少的反例並證明穩定狀態的 k 所需要的範

圍即可。這樣的解題思路或許可以應用在其他題目中。 

二、在期望值的部分我們沒有算出規律性的答案，希望在未來可以解出期望值 

方面的題目，並且利用最佳步數的想法解出和本命題相關的最佳解。 

三、我們有嘗試將題目推廣至二維，可惜沒有證明出結論。希望未來除了可以 
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解決二維的題目，還能推廣至三維，甚至多維。 

 

柒、結論 

透過觀察移動後其總格數是否跟著減少，並以反證法確認可使用的範圍，我們為

這類移數問題歸納出了一個系統化的解法。希望這樣的解法未來可以被應用在其

他專業領域，如統計、管理等。 

 

捌、未來展望 

一、探討每次操作都重新選一個數，最後達成穩定的期望值 

（一）假設數列 x 的期望值是 E(p(n))。例：E(AABBAB)，即為數列 

 x=AABBAB 的期望值。 

（二）解題思路 

1. 注意到 E(AABB)和 E(BBAA)的期望值相同，都等於 0。同樣地， 

E(ABAB)=E(BABA)，E(ABBA)=E(BAAB)。 

2. 一個數列的期望值等於（選擇一個數 k，進行一次操作後的期望值+1） 

×選到該數的機率之總和，粗體表示該次操作選到的數。 

例：E(ABAB)=
1

4
(𝐸(𝑨𝐵𝐴𝐵) + 1) +

1

4
(𝐸(𝐵𝐀𝐴𝐵) + 1) +

1

4
(𝐸(𝐴𝐴𝐁𝐵) +

1) +
1

4
(𝐸(𝐵𝐴𝐵𝐀) + 1)，由於 E(ABAB)=E(BABA)，因此 

(1) E(ABAB)= 

 
1

2
(𝐸(𝐴𝐵𝐴𝐵) + 1) +

1

4
(𝐸(𝐵𝐴𝐴𝐵) + 1) +

1

4
(𝐸(𝐴𝐴𝐵𝐵) + 1)。 

(2) 同理，E(ABBA)= 
1

4
(𝐸(𝐴𝐵𝐵𝐴) + 1) +

3

4
(𝐸(𝐴𝐴𝐵𝐵) + 1)。 

(3) 而 E(AABB)=0，解聯立後得 E(ABAB)=
8

3
，E(ABBA)=

4

3
。 

（三）經過相同的解題思維後，我們討論出了所有 p(3)的期望值，歸納為表格 
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 如下： 

E(AAABBB) 0 E(ABABBA) 39

10
 

E(AABABB) 177

55
 E(ABBABA) 2061

550
 

E(ABAABB) 30

11
 E(AABBBA) 3

2
 

E(ABBAAB) 129

55
 E(ABBBAA) 6

5
 

E(ABABAB) 2709

550
 E(AABBAB) 156

55
 

（四）我們對於無法從中找到規律感到惋惜，希望未來可以找到其規律。 

 

二、探討推廣到 2n× 2n 的正方形矩陣中的移數問題 

（一）定義一個矩陣 B(a,b)： 

1. 連通：選定矩陣中任一個數，上、下、左、右移動後可經過的所有相同 

的數，稱這些數與該數連通。 

例：[

𝐴 𝐁
𝐴 𝐁

𝐁 𝐴
𝐴 𝐵

𝐴 𝐁
𝐵 𝐴

𝐁 𝐴
𝐴 𝐵

]，若選定(2, 2)上的 B，則稱粗體標示的 B 與其「連 

通」。 

2. 選定該矩陣第 a 行第 b 列進行操作，操作時將此數和與其連通的數一起 

往該列的最左移動後，再將這些數往最上方移動。 

例：B(2,2)進行一次操作： 

[

𝐴 𝐁
𝐴 𝐁

𝐁 𝐴
𝐴 𝐵

𝐴 𝐁
𝐵 𝐴

𝐁 𝐴
𝐴 𝐵

]向左移動 [

𝐁 𝐁
𝐁 𝐴

𝐴 𝐴
𝐴 𝐵

𝐁 𝐁
𝐵 𝐴

𝐴 𝐴
𝐴 𝐵

]向上移動 [

𝐵 𝐵 𝐴 𝐴
𝐵 𝐵 𝐴 𝐵
𝐵 𝐴 𝐴 𝐴
𝐵 𝐴 𝐴 𝐵

]。 

3. 若在進行有限次的操作後，矩陣中的所有相同的數連通，則該矩陣滿足穩

定條件。 

例：若一矩陣在進行移動後形如 [

𝐵 𝐵 𝐵 𝐴
𝐵 𝐵 𝐴 𝐴
𝐵 𝐴 𝐴 𝐴
𝐵 𝐵 𝐴 𝐴

]，則該矩陣滿足穩定條 
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  件。 

（二）討論 b>⌈
3𝑛

2
⌉的情況，則有反例：n=2，[

𝐴 𝐵 𝐴 𝐵
𝐴 𝐵 𝐴 𝐵
𝐴 𝐵 𝐴 𝐵
𝐴 𝐵 𝐴 𝐵

]，因為 b 必=4： 

[

𝐴 𝐵 𝐴 𝐵
𝐴 𝐵 𝐴 𝐵
𝐴 𝐵 𝐴 𝐵
𝐴 𝐵 𝐴 𝐵

] → [

𝐵 𝐴 𝐵 𝐴
𝐵 𝐴 𝐵 𝐴
𝐵 𝐴 𝐵 𝐴
𝐵 𝐴 𝐵 𝐴

] → [

𝐴 𝐵 𝐴 𝐵
𝐴 𝐵 𝐴 𝐵
𝐴 𝐵 𝐴 𝐵
𝐴 𝐵 𝐴 𝐵

] → ⋯ 

故無法達成穩定條件。 

（三）討論 a>⌈
3𝑛

2
⌉的情況，同上有反例：n=2、a=4，[

𝐴 𝐴 𝐴 𝐴
𝐵 𝐵 𝐵 𝐵
𝐴 𝐴 𝐴 𝐴
𝐵 𝐵 𝐵 𝐵

]，無法達 

成穩定條件。 

（四）討論𝑎 × 𝑏 < 2 × 𝑛2的情況： 

1. 在 B(a,b)=[

𝐀 𝐀 𝐀 𝐀
𝐀 𝐀 𝐀 𝐵
𝐵 𝐵 𝐵 𝐵
𝐵 𝐵 𝐵 𝐴

]時，若我們選到粗體的 A，則無論怎麼操作矩 

  陣都不會變，故無法達成穩定條件。 

2. 同理，B(a,b)=[

𝐀 𝐀 𝐵 𝐵
𝐀 𝐀 𝐵 𝐵
𝐀 𝐀 𝐵 𝐵
𝐀 𝐵 𝐵 𝐴

]時，也無法達成穩定條件。 

3. 因此，我們可以觀察出：若矩陣元素「其正左方的格數和其正上方的格 

   數（包含本身）的乘積」小於2n2（即 ab<2𝑛2），則無法達成穩定條 

件。 
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以 n=3 的矩陣為例，上色處為無法達成條件者，但目前無法證明空白處都

能達成條件。 
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附錄： 

一、#include <bits/stdc++.h> 

using namespace std; 

#define M 100 

 

int m=3, n=5, pos[M], cnt=0; 

set<string> st; 

string ss1=""; 

string ss2=""; 

bool play(string s, int i, bool pr){ 

    st.clear(); 

    st.insert(s); 

    int j, k; 

    while(s!=ss1&&s!=ss2){ 

        for(j=i; j>=0&&s[j]==s[i]; --j); 

        for(k=i; k<m*n&&s[k]==s[i]; ++k); 
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        s=s.substr(j+1,k-j-1)+s.substr(0,j+1)+s.substr(k); 

        if(st.find(s)!=st.end()) return 0; 

        else st.insert(s); 

    } 

    if(pr) cout<<'\n'; 

    return 1; 

} 

bool t=0; 

void solve(string s){ 

    for(int i=0; i<m*n; ++i){ 

        if(pos[i]) continue; 

        if(!play(s,i,0)) pos[i]=1, cout<<i+1<<':'<<s<<'\n'; 

    } 

} 

void dfs(int a=0, int b=0, int c=0, int last='0', string s=""){ 

    if(a==n && b==n && c==n) solve(s); 

    string s1=s; 

    for(int i=1; i<=n-a&&last!='a'; ++i){ 

        s1+='a'; 

        dfs(a+i,b,c,'a',s1); 

    }s1=s; 

    for(int i=1; i<=n-b&&last!='b'; ++i){ 

        s1+='b'; 

        dfs(a,b+i,c,'b',s1); 

    }s1=s; 

    for(int i=1; i<=n-c&&last!='c'; ++i){ 
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        s1+='c'; 

        dfs(a,b,c+i,'c',s1); 

    } 

} 

int main(){ 

    memset(pos,0,sizeof(pos)); 

    for(int i=0; i<n; ++i) ss1+='a', ss2+='a'; 

    for(int i=0; i<n; ++i) ss1+='b', ss2+='c'; 

    for(int i=0; i<n; ++i) ss1+='c', ss2+='b'; 

    dfs(); 

    for(int i=n; i<m*n; ++i){ 

        if(!pos[i]) cout<<i+1<<' '; 

    } 

    return 0; 

} 



【評語】050410 

作者討論移球問題，一列球有兩種顏色(之後推廣至 m 種顏色)。每

次操作將第 k 顆左右兩邊所有的同色球通通移到最左邊，此動作逐

漸將同色的球集中在一邊。因此作者先找到在進行操作時格數未能持

續減少的情況後，再證明其他可使格數持續減少的情況。而後作者將

問題推廣，諸如將球的種類數推廣至 m 種、各類球的數量不同、多

排數列並列等。作者理路清晰且多方向拓展問題，用心可嘉。  
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