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摘要 

  我們從正方形旋轉的國中模擬考題出發，從國中數學的「三角形全等、相似」、「圓周

角」、「平行關係」與高中數學的「矩陣旋轉」、來對「正多邊形旋轉」進行討論。在簡單的

全等問題中，找出旋心角度數，並延伸找到不同旋轉中心，旋轉相同角度後所得的圖形會互

相平行。在原題目之後，我們對於不同旋轉中心之間，也找到旋心角角度的恆定關係。在角

度之外，我們對於旋轉後突出的三角形的周長與面積也找到恆定或極值的關係。我們利用

「三角形相關幾何性質」證明周長與面積關係；利用「交比性質」來證明不同旋轉中心、不

同旋轉角與旋心角三者之間的相互函數關係。最後，我們將所有性質與關係，都推廣並證明

至任意正多邊形。 

 

壹、研究動機 

  在國三準備會考時，數學模擬考題中出現了一題關於「幾何旋轉」的問題，題目內容如

下：「給定正方形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4，若以此正方形的重心為中心，依順時針方向旋轉40°至正方形

𝐵1𝐵2𝐵3𝐵4，若𝐵1𝐵4̅̅ ̅̅ ̅̅ 與𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅交於𝑃1、𝐵1𝐵2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅與𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅交於𝑃2，試求∠𝑃1𝑂𝑃2 =？」 

  當正方形順時針旋轉40°時，旋轉後的正方形與原來正方形的同邊交點連線至中心點所

形成的角度，原本想說因為是旋轉40°，所以其連線至中心的角應該也是40°或與40°有倍數

相關的角度，但答案卻是45°。這令我們非常的驚訝，除了懷疑答案之外，更是思考著40°與

45°之間可能存在的關聯。然而，在真正證明過後，才發現其旋轉後的旋心角與旋轉角度一

點關係都沒有，這便激起了我們的興趣。因此，在找了幾名志同道合的同學後，我們決定在

升高中之後，來對這個有趣的題目做深入的研究。 

 

  既然旋轉幾度跟旋心角的角度無關，接下來我們便想到是否在其他地方做旋轉、或者是

在其他正多邊形的對稱中心做旋轉時，是否也會有漂亮的結論。因此我們便開始先利用電腦

繪圖程式 Geogebra 去進行不同對稱中心的旋轉，以及其他正多邊形的旋轉作圖，來做推廣

與其他部分的延伸。 
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貳、研究目的 

一、旋轉中心在正多邊形重心時： 

 （一）、找出在原題目中旋心角與正方形旋轉角度的關聯。 

 （二）、把原題目推廣至任意正多邊形，並找出該正多邊形與其旋心角的角度關係。 

 

二、旋轉中心在正多邊形任意點時： 

 （一）、找出其他任意點旋轉時，其旋轉角度與旋心角之間的關係。 

 （二）、推廣至任意正多邊形，在任意點旋轉時，旋轉角與中心角度的關係。 

 

三、找出旋轉後突出之三角形的周長關係。 

四、找出旋轉角、旋轉內角、旋心角之間的變化紀錄，並證明其相關關係。 

五、找出旋轉角度與突出三角形面積之關聯性。 

六、將研究結果套用到生活中的應用。 

 

 

參、研究設備、軟體及器材 

  計算紙、筆、電腦、Microsoft Office Excel 2021、Geogebra 

 

 

肆、研究過程及方法 

一、文獻探討與前置作業 

  我們一開始是利用畫圖的方式來解答，想要利用三角形的相似或三角形全等的方式來將

原題目所求角度來表達出來。因此為了方便後面說明書的用詞使用，我們需要先定義一些我

們圖形與用詞的意思。 
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（一） 、名詞與圖形定義 

定義 1：𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛、𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛 與 𝑂 

  已知𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛為原本一開始的正 𝑛 邊形，而𝐵1

為 𝐴1依著旋轉中心𝑂 旋轉後的點，𝐵2為 𝐴2依著旋轉中

心𝑂 旋轉後的點，𝐵3為 𝐴3依著旋轉中心𝑂 旋轉後的

點，依此類推到𝐵𝑛。 

 右方圖（1）為示意例圖。  

圖（1） 

定義 2：原正多邊形與旋轉後正多邊形的交點𝑃1𝑃2𝑃3…𝑃2𝑛 

  原正多邊形𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛，經由旋轉中心𝑂做旋轉（通常指順時針）後產生

𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛。此時 𝐵1𝐵𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 與 𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 所相交的點為 𝑃1，𝐵1𝐵2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 與𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 所相交的點為 𝑃2，

𝐵1𝐵2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 與 𝐴2𝐴3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 所相交的點為 𝑃3，……，依此類推到 𝑃2𝑛。 

定義 3：旋心角。 

  一個正 𝑛 邊形𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛，旋轉到正 𝑛 邊形𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛，兩者依上述之定義，相

交於𝑃1𝑃2𝑃3…𝑃2𝑛，則稱∠𝑃1𝑂𝑃2為旋心角，後續說明書中，為了方便表達與說明，故稱此

角為 𝛽。 

定義 4：旋轉角。 

  將正多邊形𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛旋轉成正多方形𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛時，其頂點與旋轉中心所夾的角

度稱為旋轉角，即∠𝐴1𝑂𝐵1。後續說明書中，為了方便表達與說明，稱此角為 𝜃。 

定義 5：旋轉內角。 

  原圖形中，∠𝐴2𝐴1𝑂所夾的角度稱為旋轉內角。續說明書中，為了方便表達與說明，

故稱此角為 𝛼。 

定義 6：[△ 𝐴𝐵𝐶] 表示 △ 𝐴𝐵𝐶 之周長。 

  為了方便後續的表達與說明，我們以[△ 𝐴𝐵𝐶]的符號，來表示 △ 𝐴𝐵𝐶 之周長。 
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二、研究流程架構 

（一）、利用全等證明原題目旋心角為45°。 

（二）、利用全等推廣至正 𝑛 邊形在重心旋轉時，旋心角為
180°

 𝑛 
。 

（三）、利用旋轉矩陣推廣正 𝑛 邊形在重心旋轉時，[△ 𝐵1𝑃1𝑃2] = 𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

（四）、利用坐標化的方式求得旋轉相同角度後所得的圖形會互相平行。 

（五）、正 𝑛 邊形中，若以與𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅平行直線上的任意點旋轉時，其兩三角形周長

[△ 𝐵1𝑃1𝑃2] + [△ 𝐴1𝑃2𝑃3]為定值。 

    若該平行線過重心，則[△ 𝐵1𝑃1𝑃2] + [△ 𝐴1𝑃2𝑃3] = 2𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

（六）、利用相似與平行性質證明𝐴1、𝐵1、𝑃2、𝑂、𝑃2𝑛 五點共圓。 

（七）、利用五點共圓證明若以通過 𝐴1 之直線上任意點旋轉時，其旋心角角度不變。 

（八）、利用交比性質與其他幾何共圓性質求出正 𝑛 邊形旋轉後，其旋心角、旋轉角與旋

轉內角之間的關係。 

（九）、利用一些幾何性質與微分概念證明旋轉 
180°

 𝑛 
 時，兩多邊形重疊面積會有最小值。 

 

三、研究過程 

  首先，原題目為「給定正方形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4，若以此正方形的重心為中心，依順時針方向

旋轉 40° 至正方形𝐵1𝐵2𝐵3𝐵4，若 𝐵1𝐵4̅̅ ̅̅ ̅̅  與 𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 交於 𝑃1、𝐵1𝐵2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 與 𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 交於𝑃2，試求

∠𝑃1𝑂𝑃2 =？」在一開始進行研究時，我們利用畫圖觀察，並利用國中的全等相似的幾何方

式，嘗試得到我們的答案。因此，我們很快得到了利用三角形全等的解題過程。 

原題目： 

  如右方圖（1），給定正方形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4，若以此正方

形的重心為中心，依順時針方向旋轉 40° 至正方形

𝐵1𝐵2𝐵3𝐵4，若 𝐵1𝐵4̅̅ ̅̅ ̅̅  與 𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 交於 𝑃1、𝐵1𝐵2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 與 𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

交於𝑃2，試求∠𝑃1𝑂𝑃2 =？ 

        右方圖（2）為例的示意例圖。 

 

圖（2） 
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〈解題過程〉 

  如圖（2），四邊形 𝐵1𝐵2𝐵3𝐵4 為四邊形 𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 順時針旋轉 40° 的圖形。 

連 𝐴1𝑂̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝑂̅̅ ̅̅ ̅、𝐵1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ 

∵ 𝐴1𝑂̅̅ ̅̅ ̅=𝐵1𝑂̅̅ ̅̅ ̅=𝐴2𝑂̅̅ ̅̅ ̅=𝐵2𝑂̅̅ ̅̅ ̅=√2 × 𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

∴ 𝐴1、𝐵1、𝐴2、𝐵2為以𝑂為中心，𝐴1𝑂̅̅ ̅̅ ̅為半徑的圓 

∵四邊形𝐵1𝐵2𝐵3𝐵4為四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4順時針轉 40° 

∴ ∠𝐴1𝑂𝐵1 = 40° ⇒ 𝐴1𝐵1̂ = 40°（圓心角） 

連 B4O̅̅ ̅̅ ̅ ⇒ ∠B1OB4 = 90° = B1A1B4̂  （圓心角） 

⇒ 𝐴1𝐵4̂ = 𝐵1𝐵4̂ − 𝐴1𝐵1̂ = 90° − 40° = 50° 

連 𝐴1𝐵1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⇒ ∠𝐴1𝐵1𝐵4 =
1

 2 
𝐴1𝐵4̂ = 25° (圓周角)……① 

∠𝐴1𝑂𝐴2 = 90° = 𝐴1𝐵1𝐴2̂  (圓心角) 

𝐵1𝐴2̂ = 𝐴1𝐵1𝐴2̂ −𝐴1𝐵1̂ = 50° 

∠𝐵1𝐴1𝐴2 =
1

 2 
𝐵1𝐴2̂ = 25° (圓周角)……② 

由①、②可得，在△ 𝑃1𝐴1𝐵1中，𝐴1𝑃1̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐵1𝑃1̅̅ ̅̅ ̅̅  

 

在△ 𝐴1𝑂𝑃1與△ 𝐵1𝑂𝑃1中 

∵ 𝐴1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐵1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ (旋轉半徑)，𝑃1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑃1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ (共邊)，𝐴1𝑃1̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐵1𝑃1̅̅ ̅̅ ̅̅  (已證) 

∴△ 𝐴1𝑂𝑃1 ≅△ 𝐵1𝑂𝑃1 (𝑆𝑆𝑆全等) 

⇒ ∠𝐴1𝑃1𝑂 = ∠𝐵1𝑃1𝑂 (對應角相等) 

⇒ ∠𝑃8𝑃1𝑂 = ∠𝐴1𝑃1𝑂 − ∠𝐴1𝑃1𝑃8 = ∠𝐵1𝑃1𝑂 − ∠𝐵1𝑃1𝑃2 = ∠𝑃2𝑃1𝑂  

 

在△ 𝐴1𝑃1𝑃8與△𝐵1𝑃1𝑃2中 

∵ ∠𝐴1𝑃1𝑃8 = ∠𝐵1𝑃1𝑃2 (對頂角)，∠𝑃1𝐴1𝑃8 = ∠𝑃1𝐵1𝑃2(正方形)，𝐴1𝑃1̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐵1𝑃1̅̅ ̅̅ ̅̅  (已證) 

∴△ 𝐴1𝑃1𝑃8 ≅△𝐵1𝑃1𝑃2 (𝐴𝑆𝐴全等) 

⇒ 𝑃1𝑃8̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑃1𝑃2̅̅ ̅̅ ̅̅  (對應邊相等) 
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在△ 𝑃1𝑂𝑃8與△ 𝑃1𝑂𝑃2中 

∵ ∠𝑃8𝑃1𝑂 = ∠𝑃2𝑃1𝑂 (已證)，𝑃1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑃1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ (共邊)，𝑃1𝑃8̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑃1𝑃2̅̅ ̅̅ ̅̅  (已證) 

∴△ 𝑃1𝑂𝑃8 ≅△ 𝑃1𝑂𝑃2 (SAS全等) 

 

同理，我們可以一樣的方法，證明出以下八個三角形全等： 

△ 𝑃1𝑂𝑃8 ≅△ 𝑃1𝑂𝑃2 ≅△ 𝑃3𝑂𝑃2 ≅△ 𝑃3𝑂𝑃4 ≅△ 𝑃5𝑂𝑃4 ≅△ 𝑃5𝑂𝑃6 ≅△ 𝑃7𝑂𝑃6 ≅△ 𝑃7𝑂𝑃8 

∴ ∠𝑃8𝑂𝑃1 = ∠𝑃1𝑂𝑃2 = ∠𝑃2𝑂𝑃3 = ∠𝑃3𝑂𝑃4 = ∠𝑃4𝑂𝑃5 = ∠𝑃5𝑂𝑃6 = ∠𝑃6𝑂𝑃7 = ∠𝑃7𝑂𝑃8 

⇒ ∠𝑃1𝑂𝑃2 =
360°

8
= 45° 

  至此，我們算出了原題目的答案為45°。 

 

 

  然而，在解出原題目的過程中，我們發現不僅上面圍繞著 𝑂 點的八個三角形都全等，

外圍正方形直角所圍出的八個直角三角形也都全部全等。即： 

△ 𝐴1𝑃1𝑃8 ≅△ 𝐵1𝑃1𝑃2 ≅△ 𝐴2𝑃3𝑃2 ≅△𝐵2𝑃3𝑃4 ≅△ 𝐴3𝑃5𝑃4 ≅△ 𝐵3𝑃5𝑃6 ≅△ 𝐴4𝑃7𝑃6 ≅△ 𝐵4𝑃7𝑃8 

而且在證明的過程中，我們發現不管旋轉角 𝜃 為多少，都會一樣得到圍繞著 𝑂 點的八個

三角形全等以及八個直角三角形也都全部全等。 

 

定理 1： 

  給定正方形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4，若以此正方形的重心為中

心，依順時針方向旋轉 𝜃 至正方形𝐵1𝐵2𝐵3𝐵4，若 𝐵1𝐵4̅̅ ̅̅ ̅̅  

與 𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 交於 𝑃1、𝐵1𝐵2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 與 𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 交於𝑃2，則

∠𝑃1𝑂𝑃2 = 45°。 

右方圖（2）為範例圖 

 

圖（2） 

〈證明〉 

  大多的證明都與上述原題目的證明相同，只有在少數角度為 40° 時，改修正成 𝜃。即 

𝐴1𝐵1̂ = 𝜃，𝐴1𝐵4̂ = 𝐵1𝐵4̂ − 𝐴1𝐵1̂ = 90° − 𝜃，∠𝐴1𝐵1𝐵4 =
1

 2 
𝐴1𝐵4̂ =

90° − 𝜃

 2 
。 
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  因此，我們一樣仿照原題目證明，一樣可以得到圍繞著 𝑂 點的八個三角形全等，即 

∠𝑃1𝑂𝑃2 =
360°

8
= 45° 

 

  除此之外，我們以正 𝑛 邊形來做旋轉中心在重心 𝑂 點時的旋轉發現以下性質： 

定理 1-1： 

  給定正 𝑛 邊形𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛，若以此正 𝑛 邊形的重心 

𝑂 為中心，依順時針方向旋轉 𝜃 至正 𝑛 邊形

𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛，若 𝐵1𝐵𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 與 𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 交於 𝑃1、𝐵1𝐵2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 與 𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

交於𝑃2，則∠𝑃1𝑂𝑃2 =
360°

2𝑛
=
2𝜋

2𝑛
=

𝜋

 𝑛 
。 

  右方圖（3）為範例圖。 

 

圖（3） 

〈證明〉 

  我們用與原題目解題過程以及定理 1 證明過程相同的方式來進行證明。由於是以正 𝑛 

邊形的重心 𝑂 為中心，依順時針方向旋轉 𝜃，因此都會有以 𝑂 為圓心的原正 𝑛 邊形 

𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛 與旋轉後正 𝑛 邊形 𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛 這 2𝑛 個點共圓的情況。即： 

𝐴1𝐵1̂ = 𝜃，𝐴1𝐵𝑛̂ = 𝐵1𝐵𝑛̂ − 𝐴1𝐵1̂ =
360°

𝑛
− 𝜃，∠𝐴1𝐵1𝐵𝑛 =

1

 2 
𝐴1𝐵𝑛̂ =

360°

 2𝑛 
−
𝜃

 2 
。 

我們一樣可以證明出 𝐴1𝑃1̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐵1𝑃1̅̅ ̅̅ ̅̅ ，進而去推導出圍繞著𝑂點的2𝑛個三角形都會全等。 

 

  因此我們可得到∠𝑃1𝑂𝑃2 =
360°

2𝑛
=
2𝜋

2𝑛
=
𝜋

 𝑛 
。 

 

  至此，我們將原題目推廣至旋轉任意角度 𝜃，以及以任意正 𝑛 邊形重心 𝑂 為旋轉中

心，依順時針方向旋轉 𝜃 的所有可能。這些結果都會有圍繞著 𝑂 點的 2𝑛 個三角形都會 

全等，也就能更進一步推導出∠𝑃1𝑂𝑃2 =
360°

2𝑛
=
2𝜋

2𝑛
=
𝜋

 𝑛 
。 

 

  更有甚者，我們得到了以下的性質： 
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定理 2： 

  給定正 𝑛 邊形𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛，若以此正 𝑛 邊形的重心 

𝑂 為中心，依順時針方向旋轉 𝜃 至正 𝑛 邊形

𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛，若 𝐵1𝐵𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 與 𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 交於 𝑃1、𝐵1𝐵2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 與 𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

交於𝑃2，則 

 𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = [△ 𝐴1𝑃1𝑃2𝑛] = [△ 𝐵1𝑃1𝑃2] = ⋯ = [△ 𝐵𝑛𝑃2𝑛𝑃2𝑛−1] 

  右方圖（4）為範例圖。 

 

圖（4） 

〈證明〉 

  根據定理 1-1 的結論，我們可以得到以正 𝑛 邊形 𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛 與正 𝑛 邊形

𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛的這 2𝑛 個頂點中，與 𝑃1、𝑃2、𝑃3、……、𝑃2𝑛 所形成的 2𝑛 個三角形，皆會

不受到旋轉角度 𝜃 大小的影響而全部對應全等。即 

△ 𝐴1𝑃1𝑃2𝑛 ≅△ 𝐵1𝑃1𝑃2 ≅△ 𝐴2𝑃3𝑃2 ≅△ 𝐵2𝑃3𝑃4 ≅△ 𝐴3𝑃5𝑃4 ≅ ⋯⋯ ≅△ 𝐵𝑛𝑃2𝑛−1𝑃2𝑛 

 

因此，以[△ 𝐵1𝑃1𝑃2]來說：𝐵1𝑃1̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑃1𝑃2̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝐵1𝑃2̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴1𝑃1̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑃1𝑃2̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝐴2𝑃2̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。而因為 2𝑛 

個三角形都能對應全等，所以每個三角形的周長都等於正 𝑛 邊形的邊長。 

 

  研究到這邊，我們將所有旋轉中心在正多邊形重心的旋轉狀況，都完整地討論過了。於

是我們便開始思考著，若我們的旋轉中心不在正多邊形的重心時，那麼會不會有其他不同的

規律與其他恆定的值出現？ 

 

  首先，我們發現了以下定理三及定理四的性質。但在定理三中，為了證明的嚴謹性，我

們對正 𝑛 邊形的頂點以以下的方式將之坐標化： 

  𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛為以原點為圓心，半徑為 1的單位圓上的正 𝑛 邊形。𝐴1為 𝑥 軸負向順時

針旋轉的第一個點，𝐴2為第二個點，依此類推至𝐴𝑛。其中，如果是正(2𝑚 + 1)邊形，則

𝐴𝑚+1坐標為(1,0)；相反地，如果是正(2𝑚)邊形，則是上下對稱。(𝑚 ∈ 𝑁) 
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定理 3： 

  給定正 𝑛 邊形𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛，若以此正 𝑛 邊

形的重心 𝑂 為旋轉中心，依順時針方向旋轉 𝜃 

至正 𝑛 邊形𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛；若另以此正 𝑛 邊形內

的任意點 𝑂’(𝑠, 𝑡) 為旋轉中心，依順時針方向旋轉 

𝜃 至正 𝑛 邊形𝐵′1𝐵
′
2𝐵

′
3…𝐵

′
𝑛，則正 𝑛 邊形

𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛 與正 𝑛 邊形𝐵′1𝐵
′
2𝐵

′
3…𝐵

′
𝑛 會互相

平行。 

  右方圖（5）為範例圖。 

 

圖（5） 

〈證明〉 

𝐴1 (𝑐𝑜𝑠 (180° −
1

2
×
360°

𝑛
) , 𝑠𝑖𝑛 (180° −

1

2
×
360°

𝑛
))旋轉 θ 

⇒ 𝐵1 (𝑐𝑜𝑠 (180° −
1

2
×
360°

𝑛
− 𝜃) , 𝑠𝑖𝑛 (180° −

1

2
×
360°

𝑛
− 𝜃)) 

𝐴2 (𝑐𝑜𝑠 (180° −
3

2
×
360°

𝑛
) , 𝑠𝑖𝑛 (180° −

3

2
×
360°

𝑛
))旋轉 θ 

⇒ 𝐵2 (𝑐𝑜𝑠 (180° −
3

2
×
360°

𝑛
− 𝜃) , 𝑠𝑖𝑛 (180° −

3

2
×
360°

𝑛
− 𝜃)) 

⇒斜率𝑚𝐵1𝐵2 =
𝑠𝑖𝑛 (180° −

3
2 ×

360°
𝑛 − 𝜃) − 𝑠𝑖𝑛 (180° −

1
2 ×

360°
𝑛 − 𝜃)

𝑐𝑜𝑠 (180° −
3
2 ×

360°
𝑛 − 𝜃) − 𝑐𝑜𝑠 (180° −

1
2 ×

360°
𝑛 − 𝜃)

  

 

𝐴1以𝑂’(𝑠, 𝑡)作為(0,0)後 

⇒(𝑐𝑜𝑠 (180° −
1

2
×
360°

𝑛
− 𝜃) − 𝑠, 𝑠𝑖𝑛 (180° −

1

2
×
360°

𝑛
− 𝜃) − 𝑡)，順轉 𝜃 

⇒ [
𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃
−𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃

] [
𝑐𝑜𝑠 (180° −

1

2
×
360°

𝑛
) − 𝑠

𝑠𝑖𝑛 (180° −
1

2
×
360°

𝑛
) − 𝑡

] 

= [
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑐𝑜𝑠 (180° −

1

2
×
360°

𝑛
) − 𝑠 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛 (180° −

1

2
×
360°

𝑛
) − 𝑡 𝑠𝑖𝑛𝜃 

𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛 (180° −
1

2
×
360°

𝑛
) − 𝑡 𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠 (180° −

1

2
×
360°

𝑛
) + 𝑠 𝑠𝑖𝑛𝜃

] 
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= [
𝑐𝑜𝑠 (180° −

1

2
×
360°

𝑛
− 𝜃) − 𝑠 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑠𝑖𝑛 (180° −
1

2
×
360°

𝑛
− 𝜃) − 𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑠 𝑠𝑖𝑛 𝜃

] 

⇒ 𝐵1
′

(

 
 
𝑐𝑜𝑠 (180° −

1

2
×
360°

𝑛
− 𝜃)+ 𝑠(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)− 𝑡 𝑠𝑖𝑛𝜃﹐

𝑠𝑖𝑛 (180° −
1

2
×
360°

𝑛
− 𝜃)+ 𝑠𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑡(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)

)

 
 

 

 

𝐴2以𝑂’(𝑠, 𝑡)作為(0,0)後 

⇒ (𝑐𝑜𝑠 (180° −
3

2
×
360°

𝑛
) − 𝑠﹐𝑠𝑖𝑛 (180° −

3

2
×
360°

𝑛
) − 𝑡)，順轉 𝜃 

⇒ 𝐵2
′ = [

𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃
−𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃

] [
𝑐𝑜𝑠 (180° −

3

2
×
360°

𝑛
) − 𝑠

𝑠𝑖𝑛 (180° −
3

2
×
360°

𝑛
) − 𝑡

] 

= [
𝑐𝑜𝑠 (180° −

3

2
×
360°

𝑛
− 𝜃) − 𝑠 𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑡 𝑠𝑖𝑛𝜃 

𝑠𝑖𝑛 (180° −
3

2
×
360°

𝑛
− 𝜃) − 𝑡 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑠 𝑠𝑖𝑛𝜃 

] 

⇒ 𝐵2
′ (
𝑐𝑜𝑠 (180° −

3

2
×
360°

𝑛
− 𝜃) + 𝑠(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃) − 𝑡 𝑠𝑖𝑛𝜃﹐

𝑠𝑖𝑛 (180° −
3

2
×
360°

𝑛
− 𝜃) + 𝑠 𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑡(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)

) 

⇒ 𝑚𝐵1′𝐵2′ =
𝑠𝑖𝑛 (180° −

3
2
×
360°
𝑛 − 𝜃) − 𝑠𝑖𝑛 (180° −

1
2
×
360°
𝑛 − 𝜃)

𝑐𝑜𝑠 (180° −
3
2
×
360°
𝑛 − 𝜃) − 𝑐𝑜𝑠 (180° −

1
2
×
360°
𝑛 − 𝜃)

  

∵兩條線的斜率相同 

∴兩個圖形為平行 

 

  我們在做平行的證明時，免不了的要利用 Geogebra 的程式先來驗證結果。然而在正方形

繪圖時，我們也發現了當旋轉中心在同一個水平線時，三角形周長部分會有以下性質： 

[∆𝐵1𝑃1𝑃2] + [∆𝐴2𝑃2𝑃3] = [∆𝐵1′𝑃1′𝑃2′] + [∆𝐴2𝑃2′𝑃3′] 
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定理 4： 

  給定正 𝑛 邊形𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛，若以此正 𝑛 邊

形內任意一點 𝑂 為旋轉中心，依順時針方向旋轉 

𝜃 至正 𝑛 邊形𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛；若另以此正 𝑛 邊形

內，平行𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅且過 𝑂 直線上的異於 𝑂 之任意點 

𝑂’ 為旋轉中心，依順時針方向旋轉 𝜃 至正 𝑛 邊

形𝐵′1𝐵
′
2𝐵

′
3…𝐵

′
𝑛，則 

[∆𝐵1𝑃1𝑃2] + [∆𝐴2𝑃2𝑃3] = [∆𝐵1′𝑃1′𝑃2′] + [∆𝐴2𝑃2′𝑃3′] 

  右方圖（6）為範例圖。 

 

圖（6） 

〈證明〉 

由前述證明已知∠𝐵1𝑃2𝑃1 = 𝜃 = ∠𝐴2𝑃2𝑃3 = ∠𝐴2𝑃2
′𝑃3

′ 

又∠𝐵1 = ∠𝐵1
′ = ∠𝐴2 =

(𝑛 − 2)𝜋

𝑛
 

∴ ∠𝐵1𝑃1𝑃2 = ∠𝐵1′𝑃1′𝑃2′ = ∠𝐴2𝑃3′𝑃2′ = ∠𝐴2𝑃3𝑃2 = 𝜋 − [
(𝑛 − 2)𝜋

𝑛
] − 𝜃 =

2𝜋

𝑛
− 𝜃 

由正弦定理可知 

[∆𝐵1𝑃1𝑃2] = 𝐵1𝑃2 × (1 +
𝑠𝑖𝑛 (𝜋 −

2𝜋
𝑛 )

𝑠𝑖𝑛 (
2𝜋
𝑛 − 𝜃)

+
𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑠𝑖𝑛 (
2𝜋
𝑛 − 𝜃)

) 

[∆𝐵1′𝑃1′𝑃2′] = 𝐵1′𝑃2′ × (1 +
𝑠𝑖𝑛 (𝜋 −

2𝜋
𝑛 )

𝑠𝑖𝑛 (
2𝜋
𝑛 − 𝜃)

+
𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑠𝑖𝑛 (
2𝜋
𝑛 − 𝜃)

) 

[∆𝐴2𝑃2𝑃3] = 𝐴2𝑃2 × (1 +
𝑠𝑖𝑛 (𝜋 −

2𝜋
𝑛 )

𝑠𝑖𝑛 (
2𝜋
𝑛 − 𝜃)

+
𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑠𝑖𝑛 (
2𝜋
𝑛 − 𝜃)

) 

[∆𝐴2𝑃2′𝑃3′] = 𝐴2𝑃2′ × (1 +
𝑠𝑖𝑛 (𝜋 −

2𝜋
𝑛 )

𝑠𝑖𝑛 (
2𝜋
𝑛 − 𝜃)

+
𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑠𝑖𝑛 (
2𝜋
𝑛 − 𝜃)

) 

 

即原題目證明可轉化為要證明 

𝐵1𝑃2 + 𝐴2𝑃2 = 𝐵1′𝑃1′ + 𝐴2𝑃2′ 
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接著，我們分別對四個三角形作高 

得𝐵1𝐸、𝐵1′𝐹、𝐴2𝐺、𝐴2𝐻 

⇒ 𝐵1𝑃2 + 𝐴2𝑃2 = 𝐵1𝐸 ×
1

𝑠𝑖𝑛 𝜃
+ 𝐴2𝐺 ×

1

𝑠𝑖𝑛 𝜃
 

⇒ 𝐵1′𝑃2′ + 𝐴2𝑃2′ = 𝐵1′𝐹 ×
1

𝑠𝑖𝑛 𝜃
+ 𝐴2𝐻 ×

1

𝑠𝑖𝑛 𝜃
 

 

即再轉換成 

𝐵1𝐸 + 𝐴2𝐺 = 𝐵1′𝐹 + 𝐴2𝐻 

⇒ 𝐵1′𝐹 − 𝐵1𝐸 = 𝐴2𝐺 − 𝐴2𝐻 

 

為了方便計算，我們將𝐴1𝐴2視為平行 𝑥 軸之水平線，且 𝑂 為(0, 𝑡)、𝑂’為(𝑠, 𝑡) 

此時( 𝐵1′𝐹 − 𝐵1𝐸 )即為 𝐵1
′  與 𝐵1 的 𝑦 坐標差距； 

( 𝐴2𝐺 − 𝐴2𝐻 )即為 𝐵1′𝐻 與 𝐵1𝐺 的平行線間距離。 

 

令𝐴1(𝑐𝑜𝑠 𝜑, 𝑠𝑖𝑛 𝜑)，經由𝑂(0, 𝑡)旋轉後 

得𝐵1(𝑐𝑜𝑠(𝜑 − 𝜃) − 𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜃,  𝑠𝑖𝑛(𝜑 − 𝜃) + 𝑡(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃)) 

同理得𝐵1′(𝑐𝑜𝑠(𝜑 − 𝜃) + 𝑠(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃) − 𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜃,  𝑠𝑖𝑛(𝜑 − 𝜃) + 𝑠 × 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 𝑡(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃)) 

⇒ 𝐵1
′𝐹 − 𝐵1𝐸 = 𝑠 × 𝑠𝑖𝑛 𝜃 

放大 𝐵1、𝐵1′ 間，並令 ∠1 與 ∠2 如圖所示 

⇒ 𝐵1𝐼̅̅ ̅̅ = 𝑠 × (1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃) 

  𝐵1
′𝐼̅̅ ̅̅ ̅= 𝑠 × 𝑠𝑖𝑛𝜃 

 

 

而此時𝐵1與𝐵1′的 𝑥 坐標差距為𝑠(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃) 
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⇒ 𝐵1𝐵1′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = √𝑠2(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)2 + 𝑠2 × 𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 𝑠√2 − 2𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑆 × 2 × 𝑠𝑖𝑛
𝜃

2
 

𝑠𝑖𝑛∠1 = 𝑠𝑖𝑛(∠2 + 𝜃) =
𝑠𝑖𝑛𝜃

2 × 𝑠𝑖𝑛
𝜃
2

× 𝑐𝑜𝑠𝜃 +
1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃

2 × 𝑠𝑖𝑛
𝜃
2

× 𝑠𝑖𝑛𝜃 =
𝑠𝑖𝑛𝜃

2 × 𝑠𝑖𝑛
𝜃
2

 

⇒ 𝐴2𝐺 − 𝐴2𝐻 = 𝐵1′𝐽 

      = 𝐵1𝐵1′ × 𝑠𝑖𝑛∠1 = (𝑠 × 2 × 𝑠𝑖𝑛
𝜃

2
) ×

𝑠𝑖𝑛𝜃

2 × 𝑠𝑖𝑛
𝜃
2

 

      = 𝑠 × 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝐵1
′𝐹 − 𝐵1𝐸 

∴ [∆𝐵1𝑃1𝑃2] + [∆𝐴2𝑃2𝑃3] = [∆𝐵1′𝑃1′𝑃2′] + [∆𝐴2𝑃2′𝑃3′] 

 

  然而我們在證明定理 4 時，發現了[∆𝐵1
′𝑃1𝑃2] + [∆𝐴2𝑃2

′𝑃3′] = 2𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

定理 4-1： 

  給定正 𝑛 邊形𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛，若以此正 𝑛 邊形內重心

點 𝑂(0,0) 為旋轉中心，依順時針方向旋轉 𝜃 至正 𝑛 邊形

𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛；若另以此正 𝑛 邊形內，平行𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅且過 𝑂 直

線上的異於 𝑂 之任意點 𝑂’ 為旋轉中心，依順時針方向旋

轉 𝜃 至正 𝑛 邊形𝐵′1𝐵
′
2𝐵

′
3…𝐵

′
𝑛，則 

[∆𝐵1𝑃1𝑃2] + [∆𝐴2𝑃2𝑃3] = [∆𝐵1′𝑃1′𝑃2′] + [∆A2P2′P3′] = 2𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

  右方圖（6）為範例圖。 

 

圖（6） 

〈證明〉 

由定理 1-1 可得圍繞著𝑂點的 2𝑛 個三角形會互相全等，因此我們可以得知 

在 ∆𝐴1𝑃1𝑃𝑛 與 ∆𝐵1𝑃1𝑃2 中，𝐴1𝑃1̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐵1𝑃2̅̅ ̅̅ ̅̅  ；在 ∆𝐵1𝑃1𝑃2 與 ∆𝐴2𝑃3𝑃2 中，𝐵1𝑃2̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴2𝑃2̅̅ ̅̅ ̅̅  

再由定理 4 可得[∆𝐵1𝑃1𝑃2] + [∆𝐴2𝑃2𝑃3] = [∆𝐵1′𝑃1′𝑃2′] + [∆A2P2′P3′] 

所以[∆𝐵1𝑃1𝑃2] = 𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = [∆𝐴2𝑃2𝑃3]  

故[∆𝐵1𝑃1𝑃2] + [∆𝐴2𝑃2𝑃3] = [∆𝐵1′𝑃1′𝑃2′] + [∆A2P2′P3′] = 2𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
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  研究至此，我們從原本探討角度到探討周長恆定的性質。我們先自學高二的內容，將矩

陣旋轉的方法學會，進而拿來證明我們用 Geogebra 畫圖所觀察到的周長性質。而在藉由

Geogebra 畫圖觀察性時，我們不僅發現周長的恆定關係，也無意間發現在旋轉的圖形上出現

多點共圓的情形。 

 

定理 5： 

  給定正 𝑛 邊形𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛，若以此正 𝑛 

邊形內過𝐴1直線上任一點 𝑂 為旋轉中心，依

順時針方向旋轉 𝜃 至正 𝑛 邊形𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛，

則𝐴1、𝐵1、𝑃2、𝑂、𝑃2𝑛 五點共圓。 

  右方圖（7）為範例圖。 

 

圖（7） 

〈證明〉 

○1 連接𝑂𝐵1̅̅ ̅̅ ̅，因為旋轉不變的性質，可知：∠𝐴2𝐴1𝑂 = ∠𝐵2𝐵1𝑂 = ∠𝑃2𝐵1𝑂 

 則：∠𝑃2𝑛𝐵1𝑂 = ∠𝑃2𝑛𝐴1𝑂 =
(𝑛 − 2)𝜋

𝑛
− α，故𝐴1、𝐵1、𝑂、𝑃2𝑛四點共圓。 

 

○2 在∆𝐴1𝑃1𝑃2𝑛和∆𝐵1𝑃1𝑃2中 

 ∵ ∠𝑃2𝑛𝐴1𝑃1 =
(𝑛 − 2)𝜋

𝑛
＝∠𝑃2𝐵1𝑃1 (皆為正 𝑛 邊形內角) 

 故𝐴1、𝐵1、𝑃2、𝑃2𝑛四點共圓 

 

總結○1 、○2 可得𝐴1、𝐵1、𝑃2、𝑂、𝑃2𝑛五點共圓。 

 

  接下來，我們繼續畫圖的過程中，我們發現到當 𝑂 點在通過 𝐴1 的對角線上任意點

時，旋心角 𝛽 的角度都相同。 
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定理 6： 

  給定正 𝑛 邊形𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛，若以此正 𝑛 邊形內過

𝐴1直線上任一點 𝑂 為旋轉中心，依順時針方向旋轉 𝜃 

至正 𝑛 邊形𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛；若另以此正 𝑛 邊形內過𝐴1直

線上異於 𝑂 點之另一點 𝑂’ 為旋轉中心，依順時針方向

旋轉 𝜃 至正 𝑛 邊形𝐵′1𝐵
′
2𝐵

′
3…𝐵

′
𝑛，則 

∠𝑃1𝑂𝑃2 = ∠𝑃1
′𝑂′𝑃2

′ 

  右方圖（8）為範例圖。 

 

圖（8） 

〈證明〉 

  由定理 5 知，𝐴1、𝐵1、𝑃2、𝑂共圓 

得∠𝐴1𝑂𝐵1 = 𝜃(旋轉角)= ∠𝐴1𝑃2𝐵1(共弧) 

且∠𝐴1𝑃2𝑂 =
1

2
𝐴1𝑂̂ =

1

2
𝐵1𝑂̂ = ∠𝐴2𝑃2𝑂 = 90° −

1

2
𝜃(𝐴1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐵1𝑂̅̅ ̅̅ ̅) 

同理：𝐴1、𝐵1
′、𝑃2

′、𝑂′共圓 

得∠𝐴1𝑃2
′𝑂 = ∠𝐴2𝑃2

′𝑂 = 90° −
1

2
𝜃 

∴𝑃2′𝑂′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∥ 𝑃2𝑂̅̅ ̅̅ ̅ ······① 

由∠𝐴1𝐵1
′𝑂′ = 90° −

1

2
𝜃 = ∠𝐴1𝐵1𝑂 

得𝐴1、𝐵1′、𝐵1三點共線 

則𝐴1𝑃1′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅：𝐴1𝑃1̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴1𝐵1′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅：𝐴1𝐵1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (𝐵1′𝑃1′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∥ 𝐵1𝑃1̅̅ ̅̅ ̅̅ 根據定理三) 

= 𝐴1𝑃2′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅：𝐴1𝑃2̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝐵1′𝑃2′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∥ 𝐵1𝑃2̅̅ ̅̅ ̅̅ 根據定理三) 

= 𝐴1𝑂′̅̅ ̅̅ ̅̅ ：𝐴1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ (𝑃2′𝑂′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∥ 𝑃2𝑂̅̅ ̅̅ ̅已證) 

∴𝑃2′𝑂′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∥ 𝑃2𝑂̅̅ ̅̅ ̅ ······② 

由①得∠𝐴1𝑂
′𝑃2
′ = ∠𝐴1𝑂𝑃2 

由②得∠𝐴1𝑂
′𝑃1
′ = ∠𝐴1𝑂𝑃1 

相減得∠𝑃1′𝑂′𝑃2′ = ∠𝑃1𝑂𝑃2 

  接下來，要證明旋心角、旋轉角與旋轉內角三者之間關係之前，我們有一些性質需要先

行提出。 
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  接下來，我們先證明一個交比性質： 

引理 1：正弦函數的應用：交比性質 

  𝑃1、𝑃2、𝑃3、𝑃4四點共線，而 𝐴、𝐵 不在同一直

線上，則： 

|
𝑃1𝑃4̅̅ ̅̅ ̅̅ × 𝑃3𝑃2̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑃1𝑃3̅̅ ̅̅ ̅̅ × 𝑃4𝑃2̅̅ ̅̅ ̅̅
| =

𝑠𝑖𝑛 ∠𝑃1𝐴𝑃4 × 𝑠𝑖𝑛 ∠𝑃3𝐴𝑃2
𝑠𝑖𝑛 ∠𝑃1𝐴𝑃3 × 𝑠𝑖𝑛 ∠𝑃4𝐴𝑃2

 

{
符號記為 

(𝑃1, 𝑃2；𝑃3, 𝑃4) = 𝐴(𝑃1, 𝑃2；𝑃3, 𝑃4)
} 

   右方圖（9）為範例圖 

 

   圖（9） 

〈證明〉 

𝐴𝑃1̅̅ ̅̅ ̅：𝑃1𝑃4̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑠𝑖𝑛 ∠𝐴𝑃4𝑃1： 𝑠𝑖𝑛 ∠𝑃1𝐴𝑃4 

⇒ 𝑃1𝑃4̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴𝑃1̅̅ ̅̅ ̅ ×
𝑠𝑖𝑛 ∠𝑃1𝐴𝑃4
𝑠𝑖𝑛 ∠𝐴𝑃4𝑃1

 

 

𝑃1𝑃4̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑃1𝑃3̅̅ ̅̅ ̅̅
=
𝐴𝑃1̅̅ ̅̅ ̅ ×

𝑠𝑖𝑛 ∠𝑃1𝐴𝑃4
𝑠𝑖𝑛 ∠𝐴𝑃4𝑃1

𝐴𝑃1̅̅ ̅̅ ̅ ×
𝑠𝑖𝑛 𝑃1𝐴𝑃3
𝑠𝑖𝑛 ∠𝐴𝑃3𝑃1

=
𝑠𝑖𝑛 ∠𝑃1𝐴𝑃4 × 𝑠𝑖𝑛 ∠𝐴𝑃3𝑃1
𝑠𝑖𝑛 ∠𝑃3𝐴𝑃4 × 𝑠𝑖𝑛 ∠𝐴𝑃1𝑃3

−① 

 

𝑃3𝑃2̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑃4𝑃2
=
𝐴𝑃2̅̅ ̅̅ ̅ ×

𝑠𝑖𝑛 ∠𝑃3𝐴𝑃2
𝑠𝑖𝑛 𝐴𝑃3𝑃2

𝐴𝑃2̅̅ ̅̅ ̅ ×
𝑠𝑖𝑛 ∠𝑃4𝐴𝑃2
𝑠𝑖𝑛 ∠𝐴𝑃4𝑃2

=
𝑠𝑖𝑛 ∠𝑃3𝐴𝑃2 × 𝑠𝑖𝑛 ∠𝐴𝑃4𝑃2
𝑠𝑖𝑛 ∠𝐴𝑃3𝑃2 × 𝑠𝑖𝑛 ∠𝑃4𝐴𝑃2

−② 

①×②且 ∵ ∠𝐴𝑃4𝑃2 = ∠𝐴𝑃4𝑃1﹐∠𝐴𝑃3𝑃2 = ∠𝐴𝑃3𝑃1 

⇒
𝑃1𝑃4̅̅ ̅̅ ̅̅ × 𝑃3𝑃2̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑃1𝑃3̅̅ ̅̅ ̅̅ × 𝑃4𝑃2̅̅ ̅̅ ̅̅
=
𝑠𝑖𝑛 ∠𝑃1𝐴𝑃4 × 𝑠𝑖𝑛 ∠𝐴𝑃3𝑃1 × 𝑠𝑖𝑛 ∠𝑃3𝐴𝑃2 × 𝑠𝑖𝑛 ∠𝐴𝑃4𝑃2
𝑠𝑖𝑛 ∠𝐴𝑃4𝑃1 × 𝑠𝑖𝑛 ∠𝑃1𝐴𝑃3 × 𝑠𝑖𝑛 ∠𝐴𝑃3𝑃2 × 𝑠𝑖𝑛 ∠𝑃4𝐴𝑃2

 

      =
𝑠𝑖𝑛 ∠𝑃1𝐴𝑃4 × 𝑠𝑖𝑛 ∠𝑃3𝐴𝑃2
𝑠𝑖𝑛 ∠𝑃1𝐴𝑃3 × 𝑠𝑖𝑛 ∠𝑃4𝐴𝑃2

 

⇒ 𝐴(𝑃1, 𝑃2；𝑃3, 𝑃4) = (𝑃1, 𝑃2；𝑃3, 𝑃4) 

 

同理，對於任意不在𝑃1𝑃4̅̅ ̅̅ ̅̅線上的 𝐵，則有： 

𝐵(𝑃1, 𝑃2；𝑃3, 𝑃4) = (𝑃1, 𝑃2；𝑃3, 𝑃4) 

⇒ 𝐴(𝑃1, 𝑃2；𝑃3, 𝑃4) = (𝑃1, 𝑃2；𝑃3, 𝑃4) = 𝐵(𝑃1, 𝑃2；𝑃3, 𝑃4) 
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  接下來，我們要開始進行旋心角、旋轉角與旋轉內角三者之間關係的研究。 

 
 

  首先，我們針對左圖（9）的圖樣，去做旋心角、旋轉

角與旋轉內角三者之間的角度變化紀錄，以求能在觀察數

據之間找到他們三者的關係。然而，隨著觀察的數據越

多，我們僅僅只能去看出一些遞增遞減的趨勢規律。因此

我們認為，這三數之間的關係不是一般的線性函數或多次

函數的關係，而是另一種轉化過後的函數關係。 
圖（10） 

 

 

 

 

接下來，我們嘗試利用三角函數的交比性質來找出三者的關係： 

定理 7： 

  給定正四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4，若以此正四邊形內過𝐴1直線

上任一點 𝑂 為旋轉中心，依順時針方向旋轉 𝜃 至正 𝑛 

邊形𝐵1𝐵2𝐵3𝐵4。此時∠𝑃1𝐴1𝑂 = 𝛼、∠𝑃1𝑂𝑃2 = 𝛽。則 

𝑡𝑎𝑛 𝛽 =
𝑐𝑜𝑠 (𝛼 +

𝜃
2)

𝑠𝑖𝑛 (𝛼 −
𝜃
2)

 

  右方圖（11）為正四邊形的示意圖。 

 

  圖（11） 
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〈證明〉 

令 𝐴1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ 與 𝐵1𝐵4̅̅ ̅̅ ̅̅  交於 𝐸 點 

首先已知𝐴1、𝐵1、𝑃2、𝑂、𝑃8 共圓 

⇒ ∠𝑃2𝑂𝐴1 =
1

 2 
𝑃2𝐴1̂ =

1

 2 
(𝑃2𝐵1̂ + 𝐵1𝐴1̂)  = ∠𝐵1𝐴1𝑃2 + ∠𝐵1𝑂𝐴1 

     = (90° −
𝜃

2
− 𝛼) + 𝜃 = 90° +

𝜃

2
− 𝛼 

 

則𝐴1(𝑃8, 𝐸, 𝑃1, 𝐵1) = 𝑂(𝑃8, 𝐸, 𝑃1, 𝐵1) 

⇒
𝑠𝑖𝑛 ∠𝑃8𝐴1𝐵1 × 𝑠𝑖𝑛 ∠𝑃1𝐴1𝐸

𝑠𝑖𝑛 ∠𝑃8𝐴1𝑃1 × 𝑠𝑖𝑛 𝐵1𝐴1𝐸
=
𝑠𝑖𝑛 𝑃8𝑂𝐵1 × 𝑠𝑖𝑛 ∠𝑃1𝑂𝐸

𝑠𝑖𝑛 ∠𝑃8𝑂𝑃1 × 𝑠𝑖𝑛 ∠𝐵1𝑂𝐸
 

⇒
𝑠𝑖𝑛 (180° −

𝜃
2 − 𝛼) × 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝑠𝑖𝑛 90° × 𝑠𝑖𝑛 (90° −
𝜃
2)

=
𝑠𝑖𝑛 (𝛼 +

𝜃
2) × 𝑠𝑖𝑛 90° +(

𝜃
2 − 𝛼 − 𝛽)

𝑠𝑖𝑛(90° − 𝛽) × sin θ
 

⇒
𝑠𝑖𝑛 (

𝜃
2 + 𝛼) × 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝑐𝑜𝑠
𝜃
2

=
𝑠𝑖𝑛 (𝛼 +

𝜃
2) × 𝑐𝑜𝑠 (𝛼 + 𝛽 −

𝜃
2)

𝑐𝑜𝑠 𝛽 × 𝑠𝑖𝑛 𝜃
  (𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 2 𝑠𝑖𝑛

𝜃

2
× 𝑐𝑜𝑠

𝜃

2
) 

⇒ 2𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑠𝑖𝑛
𝜃

2
= 𝑐𝑜𝑠 (𝛼 + 𝛽 −

𝜃

2
) = 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑐𝑜𝑠 (𝛼 −

𝜃

2
) − 𝑠𝑖𝑛 𝛽 𝑠𝑖𝑛 (𝛼 −

𝜃

2
) 

 

𝑐𝑜𝑠 (𝛼 −
𝜃

2
) − 𝑐𝑜𝑠 (𝛼 +

𝜃

2
) = 2 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑠𝑖𝑛

𝜃

2
  代入 

⇒ 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑐𝑜𝑠 (𝛼 −
𝜃

2
) − 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑐𝑜𝑠 (𝛼 +

𝜃

2
) = 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑐𝑜𝑠 (𝛼 −

𝜃

2
) − 𝑠𝑖𝑛 𝛽 𝑠𝑖𝑛 (𝛼 −

𝜃

2
) 

⇒ 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑐𝑜𝑠 (𝛼 +
𝜃

2
) = 𝑠𝑖𝑛 𝛽 𝑠𝑖𝑛 (𝛼 −

𝜃

2
) ⇒ 𝑡𝑎𝑛 𝛽 =

𝑐𝑜𝑠 (𝛼 +
𝜃
2)

𝑠𝑖𝑛 (𝛼 −
𝜃
2)
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  同理，逆時針旋轉也會成立，但因為逆時針旋轉是與順時針旋轉不同，𝑂 點相對於𝐴1

做順時針旋轉，對稱之後即可視為 𝑂 點相對於𝐴2做相反的逆時針旋轉。所以若為逆時針旋

轉的話，對稱之後須將 ∠𝐴2𝐴1𝑂 視為 ∠𝐴1𝐴2𝑂。 

 

  證出正方形中，旋轉角、旋轉內角及旋心角三角度之間的關係後，我們試著將其過程推

廣至正 𝑛 邊形。 

   

定理 7-1： 

  給定正 𝑛 邊形𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛，若以此正 𝑛 邊形內

過𝐴1直線上任一點 𝑂 為旋轉中心，依順時針方向旋

轉 𝜃 至正 𝑛 邊形𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛。此時∠𝑃1𝐴1𝑂 = 𝛼、

∠𝑃1𝑂𝑃2 = 𝛽。則 

𝑡𝑎𝑛𝛽 =
𝑐𝑜𝑠 (𝛼 +

𝜃
2) 𝑠𝑖𝑛

2𝜋
𝑛

𝑐𝑜𝑠 (𝛼 +
𝜃
2) 𝑐𝑜𝑠

2𝜋
𝑛 + 𝑐𝑜𝑠 (𝛼 −

𝜃
2 −

(𝑛 − 2)𝜋
𝑛 )

 

右方圖（12）為示意圖。                                    圖（12） 

 

〈證明〉 

∠𝐵1𝐴1𝑂 =
180° − 𝜃

2
= 90° −

𝜃

2
⇒ ∠𝐵1𝐴1𝑃2 = 90° −

𝜃

2
− 𝛼 ⇒ ∠𝑃2𝑂𝐴1 = 90° +

𝜃

2
− 𝛼 

∠𝑃2𝑛𝐴1𝑃2 = ∠𝑃2𝑛𝐵1𝑃2 =
(𝑛 − 2)

𝑛
𝜋 

 

利用交比性質： 

𝑠𝑖𝑛∠𝑃2𝑛𝐴1𝐵1 × 𝑠𝑖𝑛∠𝐸𝐴1𝑃1
𝑠𝑖𝑛∠𝑃2𝑛𝐴1𝑃1 × 𝑠𝑖𝑛∠𝐸𝐴1𝐵1

=
𝑠𝑖𝑛∠𝑃2𝑛𝑂𝐵1 × 𝑠𝑖𝑛∠𝐸𝑂𝑃1
𝑠𝑖𝑛∠𝑃2𝑛𝑂𝑃1 × 𝑠𝑖𝑛∠𝐸𝑂𝐵1

 

⇒
𝑠𝑖𝑛 (

𝑛 − 2
𝑛 𝜋 + 90° −

𝜃
2 − 𝛼) × 𝑠𝑖𝑛𝛼

𝑠𝑖𝑛
𝑛 − 2
𝑛 𝜋 × 𝑠𝑖𝑛(90° −

𝜃
2)

=
𝑠𝑖𝑛 (90° +

𝜃
2 + 𝛼 −

𝑛 − 2
𝑛 𝜋) × 𝑠𝑖𝑛 (90° +

𝜃
2 − 𝛼 − 𝛽)

𝑠𝑖𝑛 (
2𝜋
𝑛 − 𝛽) × 𝑠𝑖𝑛𝜃
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⇒ 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑠𝑖𝑛𝜃 × 𝑠𝑖𝑛 (
2𝜋

𝑛
− 𝛽) = 𝑠𝑖𝑛 (

𝑛 − 2

𝑛
𝜋) × 𝑐𝑜𝑠

𝜃

2
× 𝑐𝑜𝑠 (𝛼 −

𝜃

2
+ 𝛽) 

⇒ 2𝑠𝑖𝑛𝛼𝑠𝑖𝑛
𝜃

2
× (𝑠𝑖𝑛 (

2𝜋

𝑛
) 𝑐𝑜𝑠𝛽 − 𝑐𝑜𝑠 (

2𝜋

𝑛
) 𝑠𝑖𝑛𝛽)

= 𝑠𝑖𝑛𝜃 (𝑐𝑜𝑠 (𝛼 −
𝜃

2
) 𝑐𝑜𝑠𝛽 − 𝑠𝑖𝑛 (𝛼 −

𝜃

2
) 𝑠𝑖𝑛𝛽) 

 

⇒ [𝑐𝑜𝑠 (𝛼 +
𝜃

2
) − 𝑐𝑜𝑠 (𝛼 −

𝜃

2
)] [𝑐𝑜𝑠

2𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛𝛽 − 𝑠𝑖𝑛

2𝜋

𝑛
𝑐𝑜𝑠𝛽]

= 𝑠𝑖𝑛 (
𝑛 − 2

𝑛
𝜋) 𝑐𝑜𝑠 (𝛼 −

𝜃

2
) 𝑐𝑜𝑠𝛽 − 𝑠𝑖𝑛 (

𝑛 − 2

𝑛
𝜋) 𝑠𝑖𝑛 (𝛼 −

𝜃

2
) 𝑠𝑖𝑛𝛽 

 

⇒ 𝑐𝑜𝑠 (𝛼 +
𝜃

2
) 𝑐𝑜𝑠

2𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛𝛽 − 𝑐𝑜𝑠 (𝛼 −

𝜃

2
) 𝑐𝑜𝑠

2𝜋

𝑛
𝑠𝑖𝑛𝛽 − 𝑐𝑜𝑠 (𝛼 +

𝜃

2
) 𝑠𝑖𝑛

2π

𝑛
𝑐𝑜𝑠𝛽

= −𝑠𝑖𝑛 (
𝑛 − 2

𝑛
𝜋) 𝑠𝑖𝑛 (𝛼 −

𝜃

2
) 𝑠𝑖𝑛𝛽 

 

⇒ 𝑐𝑜𝑠 (𝛼 +
𝜃

2
) 𝑐𝑜𝑠

2π

𝑛
𝑡𝑎𝑛𝛽 − 𝑐𝑜𝑠 (𝛼 −

𝜃

2
) 𝑐𝑜𝑠

2π

𝑛
𝑡𝑎𝑛𝛽 + 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛 (𝛼 −

𝜃

2
) 𝑡𝑎𝑛𝛽

= 𝑐𝑜𝑠 (𝛼 +
𝜃

2
) 𝑠𝑖𝑛

2π

𝑛
 

 

⇒ 𝑐𝑜𝑠 (𝛼 +
𝜃

2
) 𝑐𝑜𝑠

2π

𝑛
𝑡𝑎𝑛𝛽 + 𝑐𝑜𝑠 (𝛼 −

𝜃

2
) 𝑐𝑜𝑠 (

𝑛 − 2

𝑛
𝜋) 𝑡𝑎𝑛𝛽 + 𝑠𝑖𝑛 (𝛼 −

𝜃

2
) 𝑠𝑖𝑛 (

𝑛 − 2

𝑛
𝜋) 𝑡𝑎𝑛𝛽

= 𝑐𝑜𝑠 (𝛼 +
𝜃

2
) 𝑠𝑖𝑛

2π

𝑛
 

 

⇒ 𝑡𝑎𝑛𝛽 (𝑐𝑜𝑠 (𝛼 −
𝜃

2
) 𝑐𝑜𝑠

2π

𝑛
+ 𝑐𝑜𝑠 (𝛼 −

𝑏

2
−
𝑛 − 2

𝑛
𝜋)) = 𝑐𝑜𝑠 (𝛼 +

𝜃

2
) 𝑠𝑖𝑛

2π

𝑛
 

 

⇒ 𝑡𝑎𝑛𝛽 =
𝑐𝑜𝑠 (𝛼 −

𝜃
2) 𝑠𝑖𝑛

2π
𝑛

𝑐𝑜𝑠 (𝛼 −
𝜃
2) 𝑐𝑜𝑠

2π
𝑛 + 𝑐𝑜𝑠 (𝛼 −

𝜃
2 −

𝑛 − 2
𝑛 𝜋)

 

 

 



21 
 

  值得一提的是，我們在上述定理７及定理７-1 的計算推演中，我們利用除法的方式，來

進行公式的化簡。然而，這樣做其實是不夠嚴謹的。因為若被我們當作除數的數字本身為 0

時，將會造成計算上的謬誤。因此，我們接下來討論當定理７最後公式中的分母 

𝑠𝑖𝑛 (𝛼 −
𝜃

2
) = 0時的特殊狀況。 

 

當 𝑠𝑖𝑛 (𝛼 −
𝜃

2
) = 0 

⇒  𝛼 −
𝜃

2
= 0 ⇒ 𝛼 =

𝜃

2
 

 

如右圖（11），已知𝐴1、𝐵1、𝑃2、𝑂、𝑃8共圓 

則∠𝑃8𝑃2𝑂 + ∠𝑃8𝐴1𝑂 =
1

2
𝐴1𝑂𝑃8̂ =∠𝑃8𝐵1𝑃2 = 90° 

⇒ ∠𝑃8𝑃2𝑂 + 𝑎 = 90° ⇒ ∠𝑃8𝑃2𝑂 = 90° − 𝛼             圖（11） 

∠𝐵1𝑃8𝑃2 =
1

2
𝐵1𝑃2̂ = ∠𝐵1𝐴1𝑃2 = 90° − 𝛼 −

𝜃

2
 

⇒ ∠𝑃8𝑂𝑃2 + ∠𝑂𝑃2𝑃1 + ∠𝑃2𝐵1𝑃8 + ∠𝐵1𝑃8𝑂 = 360° 

⇒ ∠𝑃8𝑂𝑃2 + (90° − 𝛼 + 𝜃 + ∠𝐴1𝑃2𝑃8) + 90° + (90° −
𝜃

2
) = 360° 

⇒ ∠𝑃8𝑂𝑃2 + ∠𝐴1𝑃2𝑃8 = 90° 

 

同理四邊形𝐴1𝐵1𝑃2𝑂中 ⇒ ∠𝑃8𝑂𝑃2 + ∠𝐴1𝐵1𝑃1 = 90°且∠A1𝑃2𝑃8 =
1

2
𝐴1𝑃8̂ = ∠𝐴1𝐵1𝑃1 

∆𝐴1𝐵1𝑃2中∠𝐵1𝐴1𝑃2 = 90° − 𝛼 −
𝜃

2
且𝛼 =

𝜃

2
 

⇒ ∠𝐵1𝐴1𝑃2 = 90° − 2𝛼 ⇒ ∠𝐵1𝑃2𝐴1 = 𝜃 = 2𝛼 
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得∠𝐴1𝐵1𝑃2 + ∠𝐵1𝐴1𝑃2 + ∠𝐵1𝑃2𝐴1 = 180° 

⇒ ∠𝐴1𝐵1𝑃2 + (90° − 2𝛼) + 2𝛼 = 180° ⇒ ∠A1B1P2 = 90° 

∠𝐴1𝐵1𝑃2 = 90° ⇒ ∠𝐴1𝐵1𝑃1 + ∠𝑃1𝐵1𝑃2 = ∠𝐴1𝐵1𝑃2 ⇒ ∠𝐴1𝐵1𝑃1 + 90° = 90° 

⇒ ∠𝐴1𝐵1𝑃2 = 0° 

⇒ ∠𝐴1𝐵1𝑃1 = ∠𝐴1𝑃2𝑃8 = 0° 

 

  亦即當定理７公式中的分母為0時，我們可以得到 𝑃1 與 𝑃8 共點於 𝐴1 點。因此，此

時的 𝐴1、𝐵1、𝑃2、𝑂、𝑃8 五點共圓，將會變成 𝐴1、𝐵1、𝑃2、𝑂 四點共圓。而且此時的 

𝐴1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ 與 𝑃2𝑂̅̅ ̅̅ ̅ 兩線將會垂直。 

 

最後，要證明旋心角與面積的關係之前，我們須使用引理 2 來幫助我們。 

引理 2： 

  周長為固定 2𝑠 的三角形中，給定一個頂點 𝜃，所圍成的三角形面積最大值發生在等

腰三角形。 

〈證明〉 

由餘弦定理可得〔2𝑠 − (𝑎 + 𝑏)〕2 = 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 × 𝑐𝑜𝑠𝜃 

∴ 𝑏 =
𝑠(𝑠 − 𝑎)

2𝑠 − 𝑎 − 𝑎𝑐𝑜𝑠 𝜃
則三角形面積：

1

2
𝑎𝑏 × 𝑠𝑖𝑛𝜃 =

1

2
𝑎 ×

𝑠(𝑠－𝑎)

2𝑠－𝑎(1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃)
× 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝐴(𝑎) 

 

令 1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 𝑡，則面積最大值發生在𝑀(𝑎) =
𝑎(𝑠 − 𝑎)

2𝑠 − 𝑎𝑡
 為最大值時： 

⇒
𝑑

𝑑𝑎
𝑀(𝑎) =

2𝑠2 − 4𝑎𝑠 + 𝑡𝑎2

(2𝑠 − 𝑡𝑎)2
 

令
𝑑

𝑑𝑎
𝑀(𝑎) = 0 
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𝑎 =
2𝑠2 ± 𝑠√2(2 − 𝑡)

𝑡
=
2𝑠 (1 ± 𝑠𝑖𝑛

𝜃
2)

1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃
則最大值發生在𝑎 = 2𝑠

(1 − 𝑠𝑖𝑛
𝜃
2)

1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃
=

𝑠

(1 + 𝑠𝑖𝑛
𝜃
2)

 

又𝑏 =
2𝑠(𝑠 − 𝑎)

2𝑠 − 𝑎(1 + cos 𝜃)
=
2𝑠(𝑠 −

𝑠
1 + 𝑠𝑖𝑛 𝜃)

2𝑠 −
𝑠(1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃)

1 + 𝑠𝑖𝑛 
𝜃
2

=

2𝑠2(
𝑠𝑖𝑛

𝜃
2

1 + 𝑠𝑖𝑛
𝜃
2

)

2𝑠(1 −
1 − 𝑠𝑖𝑛 

𝜃
2

1 + 𝑠𝑖𝑛 
𝜃
2

)

=

𝑠
𝑠𝑖𝑛 

𝜃
2

1 + 𝑠𝑖𝑛
𝜃
2

𝑠𝑖𝑛
𝜃
2

= 𝑎 

∴最大值發生在等腰三角形 

 

  在引入引理 2 後，我們進行定理 8 的說明。 

定理 8： 

  給定正 𝑛 邊形𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛，若以此

正 𝑛 邊形的重心 𝑂 為中心，依順時針

轉 𝜃 至正 𝑛 邊形𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛，則當

 𝜃 = 
180°

𝑛
 時，𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛 與

 𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛 重疊的面積會有最大值。 

右方圖（13）為示意圖。                           圖（13） 

〈證明〉 

  我們已用∆𝐴1𝑃1𝑃2𝑛來去證明∠𝑃1𝐴1𝑃2𝑛恆為 180° −
360°

𝑛
，可以以引理 2來去說明。 

  在∆𝐴1𝑃1𝑃2𝑛中，𝑃1𝐴1̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑃2𝑛𝐴1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  時三角形為最大。而兩邊相等時，旋轉角為
180°

𝑛

且可知外面 𝑛 個三角形皆全等，與原題目的證明方法相同。 

 

  最後，可以知道兩正 𝑛 邊形重疊區域面積最小值發生在外邊三角形面積有最大值時。 

∴我們就可以知道正 𝑛 邊形重疊區域最小值發生在 
180°

𝑛
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伍、研究結果 

  我們研究正多邊形旋轉時，其產生的旋心角度數、周長、面積的相關性。 

 

一、從原題目的順轉40°延伸成順時鐘旋轉任意角度。 

定理 1： 

  給定正方形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4，若以此正方形的重心為中

心，依順時針方向旋轉 𝜃 至正方形𝐵1𝐵2𝐵3𝐵4，若 𝐵1𝐵4̅̅ ̅̅ ̅̅  

與 𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 交於 𝑃1、𝐵1𝐵2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 與 𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 交於𝑃2，則∠𝑃1𝑂𝑃2 =

45°。 

   

  右方圖（2）為範例圖。                    圖（2） 

二、把原題目推廣至任意正多邊形，並找出該正多邊形與其旋心角的角度關係。 

定理 1-1： 

  給定正 𝑛 邊形𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛，若以此正 𝑛 邊形的重心 

𝑂 為中心，依順時針方向旋轉 𝜃 至正 𝑛 邊形

𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛，若 𝐵1𝐵𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 與 𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 交於 𝑃1、𝐵1𝐵2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 與 𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

交於𝑃2，則∠𝑃1𝑂𝑃2 =
360°

2𝑛
=
2𝜋

2𝑛
=

𝜋

 𝑛 
。 

  右方圖（3）為範例圖。 

 

圖（3） 

三、因此也找到了周長相關的性質。 

定理 2： 

  給定正 𝑛 邊形𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛，若以此正 𝑛 邊形的重

心 𝑂 為中心，依順時針方向旋轉 𝜃 至正 𝑛 邊形

𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛，若 𝐵1𝐵𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 與 𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 交於 𝑃1、𝐵1𝐵2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 與 𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

交於𝑃2，則 

 𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = [△ 𝐴1𝑃1𝑃2𝑛] = [△ 𝐵1𝑃1𝑃2] = ⋯ = [△ 𝐵𝑛𝑃2𝑛𝑃2𝑛−1] 

  右方圖（4）為範例圖。 

 

圖（4） 
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四、並推論出兩正多邊形旋轉任意角度時會互相平行。 

定理 3： 

  給定正 𝑛 邊形𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛，若以此正 𝑛 邊形

的重心 𝑂 為旋轉中心，依順時針方向旋轉 𝜃 至正 

𝑛 邊形𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛；若另以此正 𝑛 邊形內的任意

點 𝑂’(𝑠, 𝑡) 為旋轉中心，依順時針方向旋轉 𝜃 至正 

𝑛 邊形𝐵′1𝐵
′
2𝐵

′
3…𝐵

′
𝑛，則正 𝑛 邊形𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛 

與正 𝑛 邊形𝐵′1𝐵
′
2𝐵

′
3…𝐵

′
𝑛 會互相平行。 

右方圖（5）為的範例圖。                                  圖（5） 

五、發現兩三角形周長總和為定值。 

定理 4： 

  給定正 𝑛 邊形𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛，若以此正 𝑛 邊

形內一點 𝑂(0, 𝑡) 為旋轉中心，依順時針方向旋轉 

𝜃 至正 𝑛 邊形𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛；若另以此正 𝑛 邊形

內的任意點 𝑂’(𝑠, 𝑡) 為旋轉中心，依順時針方向旋

轉 𝜃 至正 𝑛 邊形𝐵′1𝐵
′
2𝐵

′
3…𝐵

′
𝑛，則 

[∆𝐵1𝑃1𝑃2] + [∆𝐴2𝑃2𝑃3] = [∆𝐵1′𝑃1′𝑃2′] + [∆A2P2′P3′] 

  右方圖（6）為的範例圖。 

 

圖（6） 

六、以及[∆𝐵1
′𝑃1𝑃2] + [∆𝐴2𝑃2

′𝑃3′] = 2𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 的性質： 

定理 4-1： 

  給定正 𝑛 邊形𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛，若以此正 𝑛 邊形內重心

點 𝑂(0,0) 為旋轉中心，依順時針方向旋轉 𝜃 至正 𝑛 邊形

𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛；若另以此正 𝑛 邊形內，平行𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅且過 𝑂 直

線上的異於 𝑂 之任意點 𝑂’ 為旋轉中心，依順時針方向旋

轉 𝜃 至正 𝑛 邊形𝐵′1𝐵
′
2𝐵

′
3…𝐵

′
𝑛，則 

[∆𝐵1𝑃1𝑃2] + [∆𝐴2𝑃2𝑃3] = [∆𝐵1′𝑃1′𝑃2′] + [∆A2P2′P3′] = 2𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

  右方圖（6）為範例圖。 

 

圖（6） 
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七、旋轉後的共圓幾何性質 

定理 5： 

  給定正 𝑛 邊形𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛，若以此正 𝑛 邊形

內過𝐴1直線上任一點 𝑂 為旋轉中心，依順時針方向

旋轉 𝜃 至正 𝑛 邊形 𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛，則 𝐴1、𝐵1、

𝑃2、𝑂、𝑃2𝑛 五點共圓。 

   

      右方圖（7）為範例圖。 

                                                                      

圖（7） 

八、找出其他任意點旋轉時，其旋轉角度與旋心角之間的關係。 

  當 𝑂 點在 𝐴1𝐴3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 上任意點時，旋心角 𝛽 的角度都相同。 

定理 6： 

  給定正 𝑛 邊形𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛，若以此正 𝑛 邊形

內過𝐴1直線上任一點 𝑂 為旋轉中心，依順時針方向

旋轉 𝜃 至正 𝑛 邊形𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛；若另以此正 𝑛 邊

形內過𝐴1直線上異於 𝑂 點之另一點 𝑂’ 為旋轉中

心，依順時針方向旋轉 𝜃 至正 𝑛 邊形

𝐵′1𝐵
′
2𝐵

′
3…𝐵

′
𝑛，則∠𝑃1𝑂𝑃2 = ∠𝑃1

′𝑂′𝑃2
′  

  右方圖（8）為範例圖。 

 

圖（8） 

九、正四邊形旋轉角、旋轉內角及旋心角三者之間的關係 

定理 7： 

  給定正四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4，若以此正四邊形內過𝐴1直線

上任一點 𝑂 為旋轉中心，依順時針方向旋轉 𝜃 至正 𝑛 

邊形𝐵1𝐵2𝐵3𝐵4。此時∠𝑃1𝐴1𝑂 = 𝛼、∠𝑃1𝑂𝑃2 = 𝛽。則 

𝑡𝑎𝑛 𝛽 =
𝑐𝑜𝑠 (𝛼 +

𝜃
2)

𝑠𝑖𝑛 (𝛼 −
𝜃
2)

 

  右方圖（11）為正四邊形的示意圖。 

 

  圖（11） 
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  當定理 7 公式中的分母為 0 時，我們可以得到𝑃1與𝑃8共點於𝐴1點。因此，此時的𝐴1、

𝐵1、𝑃2、𝑂、𝑃8五點共圓，將會變成𝐴1、𝐵1、𝑃2、𝑂四點共圓。而且此時的 𝐴1𝑂̅̅ ̅̅ ̅ 與 𝑃2𝑂̅̅ ̅̅ ̅ 兩

線將會垂直。 

 

十、推廣至任意正多邊形，在任意點旋轉時，旋轉角與中心角度的關係。 

定理 7-1： 

  給定正 𝑛 邊形𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛，若以此正 𝑛 邊形

內過𝐴1直線上任一點 𝑂 為旋轉中心，依順時針方向

旋轉 𝜃 至正 𝑛 邊形𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛。此時∠𝑃1𝐴1𝑂 =

𝛼、∠𝑃1𝑂𝑃2 = 𝛽。則 

𝑡𝑎𝑛𝛽 =
𝑐𝑜𝑠 (𝛼 +

𝜃
2) 𝑠𝑖𝑛

2𝜋
𝑛

𝑐𝑜𝑠 (𝛼 +
𝜃
2) 𝑐𝑜𝑠

2𝜋
𝑛 + 𝑐𝑜𝑠 (𝛼 −

𝜃
2 −

(𝑛 − 2)𝜋
𝑛 )

 

右方圖（12）為示意圖。                                  圖（12） 

 

 

十一、發現在旋轉 
180°

𝑛
 時，重疊面積為最小值。 

定理 8： 

  給定正 𝑛 邊形𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛，若以此

正𝑛邊形的重心𝑂為中心，依順時針轉 𝜃 

至正 𝑛 邊形𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛，則當

 𝜃 = 
180°

𝑛
 時，𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛 與

 𝐵1𝐵2𝐵3…𝐵𝑛 重疊的面積會有最大值。 

右方圖（13）為示意圖。                          圖（13）  
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陸、討論與應用 

  從一題關於正方形旋轉的國中會考模擬考題出發，利用國中的相似全等性質來證明較符

合對稱圖形的重心位置旋轉。在利用 Geogebra 繪圖協助理解的過程中，意外得到邊長也有

漂亮的恆定性質。但為了證明這性質，我們只好自學高二矩陣相關單元，利用旋轉矩陣與幾

何的方式並用，才得以證明出這項定理。我們嘗試將旋轉中心的位置從重心移開，卻也得到

了角度的相關性質。最後，我們也找出了旋轉角度與面積的關聯性。 

 

  從旋轉後的度數關係，到旋轉後兩個四邊形所圍成的三角形周長相同，且等於四邊形的

周長。我們可以利用本研究的結果，在工業上應用兩個相互旋轉交疊的引擎或碟盤，以更精

準的角度計算，減少引擎或碟盤運轉時的消耗磨損，增加器材的使用年限，也可以利用精準

的旋轉關係來提升高科技機器人在工作上的精準度，像是機器手臂在修葺與研究上的使用。

更有甚者，也可以精準計算長度後，利用最精準的設計，減少廠房的空間浪費。 
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【評語】050409  

旋轉中心在正方形任意點時，作者找出旋轉角度與旋心角之間的關

係，而後推廣至任意正多邊形。作者證明旋轉角、旋轉內角、旋心

角之間的相關關係，並找出旋轉角度與突出三角形面積之關聯性。

作者適切運用三角函數，獲得了有趣的結果。建議作者對所完成的

計算再深入觀察思考，開拓作品深廣度。 
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