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摘要 

 本研究著重探討互等邊三角形的形成條件以及其外、重、垂及內心軌跡的圖形及相關性

質。平面上給定∆𝐴𝐵𝐶及一點𝑃1，所形成之兩個互等邊三角形 ∆𝑃1𝑃2𝑃3及∆𝑃1𝑃2𝑃4，形成條件必

須滿足𝐴𝐶    − 𝐶𝑃1
     ≤ 𝐴𝑃2

     ≤ 𝐴𝐶    + 𝐶𝑃1
     且𝑃1、𝑃2、𝑃3其中兩點皆無共線。 

 以下是研究中觀察∆𝐴𝐵𝐶為一等腰三角形及𝑃1在∆𝐴𝐵𝐶的中垂線上且不在𝐴′上時，互等邊三

角形各心軌跡的結果： 

一、外心軌跡會形成一扣除兩點的圓及扣除兩點的直線。 

二、重心軌跡會形成一扣除兩點的圓及扣除一點的線段。 

三、垂心軌跡會形成一扣除兩點的圓及至少扣除一點的直線（𝑃1不在∆𝐴𝐵𝐶的垂心上）。 

四、內心軌跡會形成扣除一點的心臟線軌跡及扣除一點的線段，並且扣除點皆為𝑃1點。 
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壹、 前言 

一、 研究動機 

我們在看完第六十一屆科展的作品後，其中的一份作品

引起了我們的興趣。作品中研究若以原三角形的三點為圓心，

任一點到三角形三點為半徑，三圓之交點所形成的頂心三角

形（紅色）、原三角形（藍色）與內、外、重、垂心的交互

關係。 

 我們參考了這份作品，並放寬條件，平面上給定一∆𝐴𝐵𝐶及一任意點𝑃1，分別以B、

C點為圓心，再以𝐵𝑃1
     、𝐶𝑃1

     為半徑作圓B以及圓C，並再圓B上取一點𝑃2。以𝐴𝑃2
     為半徑作

一圓A交圓C於𝑃3、𝑃4兩點且滿足𝐵𝑃3
     ≥ 𝐵𝑃4

     ，形成∆𝑃1𝑃2𝑃3以及∆𝑃1𝑃2𝑃4，並觀察兩個三

角形其外、重、垂、內心（以下報告稱為四心）在隨著𝑃2點在圓B上移動時所形成的軌跡

圖形。 

二、 研究目的 

（一） 探討∆𝐴𝐵𝐶中給定𝑃1形成互等邊∆𝑃1𝑃2𝑃3之條件及性質。 

（二） 探討給定一定條件下，互等邊三角形所形成之四心所形成的軌跡圖形及性質。 

貳、 研究設備及器材 

紙、筆、電腦、Geogebra。 

 

參、 研究過程及方法 

一、 名詞定義 

互等邊三角形：平面上給定一∆𝐴𝐵𝐶及一點𝑃1，分別以

B、C點為圓心，再以𝐵𝑃1
     、𝐶𝑃1

     為半徑作圓B以及圓C，

接著在圓B上取一點𝑃2，以𝐴𝑃2
     為半徑作一圓A，交圓C

於𝑃3、𝑃4兩點且滿足𝐵𝑃3
     ≥ 𝐵𝑃4

     ，所形成之∆𝑃1𝑃2𝑃3以

及∆𝑃1𝑃2𝑃4即是互等邊三角形。 圖（二）：作圖 

圖（一）：頂心三角形 
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二、 預備定理 

歐拉線：任意三角形中的外、重、垂心三點共線，令外心為O點、重心為G點、垂心為H點，

則有𝐻𝐺    = 2𝑂𝐺    ，且G點位於O點及H點之間。 

 

 

證明： 

由圖（三）可知，𝐴P3
     + 𝐶𝑃3

     ≥ 𝐴𝐶     ，等號成立時圓A及圓C相切，且𝐴𝑃3
     = 𝐴𝑃2

     ，𝐶𝑃3
     = 𝐶𝑃1

      

∴ 𝐴P2
     + 𝐶𝑃1

     ≥ 𝐴𝐶     ⟹ 𝐴𝐶    − 𝐶𝑃1
     ≤ 𝐴𝑃2

     ，等號成立時為最小值（圖五）。 

由圖（四）可知，𝐴𝐶    + 𝐶𝑃3
     ≥ 𝐴P3

      ，等號成立時圓A及圓C相切，且𝐴𝑃3
     = 𝐴𝑃2

     ，𝐶𝑃3
     = 𝐶𝑃1

      

∴ 𝐴𝐶    + 𝐶𝑃1
     ≥ 𝐴P2

      ⟹ 𝐴𝑃2
     ≤ 𝐴𝐶    + 𝐶𝑃1

     ，等號成立時為最大值（圖六）。 

結合二式得𝐴𝐶    − 𝐶𝑃1
     ≤ 𝐴𝑃2

     ≤ 𝐴𝐶    + 𝐶𝑃1
     ，此時必定存在𝑃3與𝑃4點。

    

 

    

 

研究1-1 平面上給定一∆𝐴𝐵𝐶及一點𝑃1，若𝐴𝐶    − 𝐶𝑃1
     ≤ 𝐴𝑃2

     ≤ 𝐴𝐶    + 𝐶𝑃1
     ，則存在𝑃3、𝑃4點形

成互等邊∆𝑃1𝑃2𝑃3、∆𝑃1𝑃2𝑃4，且等號成立時，圓A及圓C相切，𝑃3、𝑃4共點，∆𝑃1𝑃2𝑃3 =

∆𝑃1𝑃2𝑃4，𝑃3在𝐴𝐶    延長線上。 

圖（三） 

 

圖（四） 

 

圖（五） 圖（六） 
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證明： 

∵ 圓A與圓C的連接線是𝐴𝐶     

∴ 兩圓的交點便是以𝐴𝐶      作為對稱中心 

造成𝑃3與𝑃4兩點對稱於𝐴𝐶    。 

 

    

 

我們將研究重心著重在∆𝐴𝐵𝐶為等腰三角形且𝐴𝐵    = 𝐴𝐶    ，

𝑃1點取在𝐵𝐶    的中垂線上且不在A點以𝐵𝐶    對稱軸的對稱點上（以

下研究稱𝐀′點）（圖八），我們以下研究之∆𝐴𝐵𝐶及𝑃1點皆為此

定義。 

 

 

 

我們觀察到若𝑃1點取在A′點上方時， ∆𝑃1𝑃2𝑃3的外心軌

跡會形成兩條射線及一不完整的弧（綠色軌跡），而∆𝑃1𝑃2𝑃4

則會形成一不完整的半圓（紅色軌跡），且兩個互等邊三角

形所形成的軌跡圖形疊合後會形成扣除兩點的圓及扣除兩點

的直線（圖九），被扣除的點為圖中D、E、F及𝑃1點。而𝑃1點取

在𝐴′下方時，則∆𝑃1𝑃2𝑃3與∆𝑃1𝑃2𝑃4所形成的圖形會相反，若

𝑃1點取在𝐴′上時，則圖形會只剩下射線及線段的部份。 

  

 

研究 2-1 給定∆𝐴𝐵𝐶及𝑃1點，所形成之互等邊三角形外心軌跡為扣除兩點的圓及扣除兩點的直線。 

研究 1-2 在必定產生𝑃3與𝑃4點時，其中兩點的對稱中心為𝐴𝐶      。 

圖（七）：兩點的對稱中心為

𝐴𝐶       

圖（九） 

圖（八） 
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在排除𝑃3與𝑃4共點的情況後，我們觀察到當∆𝑃1𝑃2𝑃3的外心位置位於軌跡圓上時，則

∆𝑃1𝑃2𝑃4的外心位置會位於軌跡直線上，相反地，當∆𝑃1𝑃2𝑃3的外心位置位於軌跡直線上時，

則∆𝑃1𝑃2𝑃4的外心位置會位於軌跡圓上，於是我們想證明兩互等邊三角形的位置不會在相同部

分的軌跡上（此處的部分指軌跡圓與軌跡直線），並且我們也觀察到，主要影響的因素是𝐵𝑃2
        及

𝐶𝑃3
        之夾角與∠𝐵𝐴𝐶的關係，因此我們想透過𝐵𝑃2

        及𝐶𝑃3
        之夾角與∠𝐵𝐴𝐶的關係做分類，並且研

究𝑃1點與𝐴′點位置關係，過程中發現上述的兩個證明皆會使用到∠𝐴𝐵𝑃2 = ∠𝐴𝐶𝑃3，於是我們

先證明兩角相等。 

 

Lemma 2-1.1：∠𝑨𝑩𝑷𝟐 = ∠𝑨𝑪𝑷𝟑 

證明： 

∵  
𝐵𝑃2
     = 𝐶𝑃3

     

𝐴𝑃2
     = 𝐴𝑃3

     

𝐴𝐵    = 𝐴𝐶    

   ∴ ∆𝐴𝐵𝑃2 ≅ ∆𝐴𝐶𝑃3 (𝑆𝑆𝑆全等) 

∴ ∠𝐴𝐵𝑃2 = ∠𝐴𝐶𝑃3 （圖十） 

同理可知∆𝐴𝐵𝑃2 ≅ ∆𝐴𝐶𝑃4  𝑆𝑆𝑆全等 ⇒ ∠𝐴𝐵𝑃2 = ∠𝐴𝐶𝑃4 

 

Lemma 2-1.2：𝑷𝟏點與𝐀′點位置關係會影響互等邊三角形外心的軌跡圖形 

證明：  

我們將𝑃1點的位置分為三種情況，其中𝐴′是 A 點以𝐵𝐶    為對稱軸產生的對稱點，三種情況

分別是𝑃1點位於𝐴′上方（圖十一）、位於𝐴′上（圖十二）及位於𝐴′下方時（圖十三）。 

     

 

 

圖（十） 

圖（十三） 圖（十二） 圖（十一） 
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Case1：𝑃1點位於A′上方（圖十一），此時∆𝑃1𝑃2𝑃3的外心軌跡會形成兩條射線及一個弧，會形

成射線的主要原因是因為𝑃1、𝑃2、𝑃3點會形成三點共線但不共點的情況，使得外心形成無限

延長的射線，而∆𝑃1𝑃2𝑃4外心軌跡則會形成一個半圓。 

 

Case2：𝑃1點位於A′上（圖十二） 

此時因為∠𝐴𝐵𝑃2 = 2∠𝐴𝑃1𝑃2 = ∠𝐴𝐶𝑃3 = 2∠𝐴𝑃1𝑃3（圓心角=𝟐倍圓周角） 

∵ ∠𝐴𝑃1𝑃2 = ∠𝐴𝑃1𝑃3    ∴ 𝑃1、𝑃2、𝑃3在𝜃 = ∠𝐵𝐴𝐶時三點共線（軌跡圓） 

同理𝑃1、𝑃2、𝑃4在𝜃 = ∠𝐵𝐴𝐶 − 2∠𝐴𝐵𝑃2時三點共線（軌跡圓） 

並且𝑃1、𝑃2、𝑃3及𝑃1、𝑃2、𝑃4皆會於直線軌跡時產生三點共線但不共點的狀況，使得兩個互

等邊三角形之外心的軌跡為一條直線，且沒有產生軌跡圓。 

 

Case3：𝑃1點位於A′下方（圖十三），此時兩個互等邊三角形形成的軌跡與Case1相反，∆𝑃1𝑃2𝑃4的

外心軌跡會形成兩條射線及一個弧， ∆𝑃1𝑃2𝑃3外心軌跡則會形成一個半圓，我們觀察到兩者軌

跡與Case1相反的原因是從𝑃1、𝑃2、𝑃3會形成三點共線但不共點的情況變為𝑃1、𝑃2、𝑃4形成三

點共線但不共點。 

 

 依照結果我們決定使用Case1的條件進行後續的研究，而Case3的情況根據我們的研究後將

𝑃3與𝑃4兩者互換之後皆可證明，為了省略篇幅以下只討論Case1。 

 

Lemma2-1.3：互等邊三角形的外（重或垂）心不會落在另一個互等邊三角形的外（重或垂）

心軌跡上 

證明： 

令𝐵𝑃2
        及𝐶𝑃3

        之夾角為𝜃（報告以下均稱𝑩𝑷𝟐
         及𝑪𝑷𝟑

         之夾角為𝜽） 

𝜃 =  180°− ∠𝑃2𝐵𝐶 − ∠𝑃3𝐶𝐵 = 180°−  ∠𝑃2𝐵𝐶 + ∠𝑃3𝐶𝐵  

⟹ 𝜃 = 180° − [ ∠𝐴𝐵𝐶 ± ∠𝐴𝐵𝑃2 + (∠𝐴𝐶𝐵 + ∠𝐴𝐶𝑃3)] 

並且若為圖十四時，∠𝑃2𝐵𝐶 = ∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐴𝐵𝑃2，若為圖十五時，∠𝑃2𝐵𝐶 = ∠𝐴𝐵𝐶 − ∠𝐴𝐵𝑃2。 
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由Lemma 2-1.1中可知∠𝐴𝐵𝑃2 = ∠𝐴𝐶𝑃3 

⟹ 𝜃 = 180° −  ∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐴𝐶𝐵 = ∠𝐵𝐴𝐶   

or 180° −  ∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐴𝐶𝐵 + 2∠𝐴𝐵𝑃2 = ∠𝐵𝐴𝐶 − 2∠𝐴𝐵𝑃2 

  

從上述證明中可知，若𝜃 = ∠𝐵𝐴𝐶時，則∆𝑃1𝑃2𝑃3的四心會位於軌跡圓上，而∆𝑃1𝑃2𝑃4的四

心之軌跡則位於軌跡直線上。相反地，若𝜃 = ∠𝐵𝐴𝐶 − 2∠𝐴𝐵𝑃2時，則∆𝑃1𝑃2𝑃3的四心會位於軌

跡直線上，而∆𝑃1𝑃2𝑃4的四心則位於軌跡圓上。 

 

圓：∆𝑃1𝑃2𝑃3在𝜃 = ∠𝐵𝐴𝐶時，其外心軌跡會產生扣除一點的弧，而∆𝑃1𝑃2𝑃4在𝜃 = ∠𝐵𝐴𝐶 −

2∠𝐴𝐵𝑃2時，其外心軌跡會產生與∆𝑃1𝑃2𝑃3對稱扣除一點的弧，整合後會產生一個扣除兩點的圓，

其中被扣除的兩點是當𝑃1、𝑃2及𝑃4共點與𝑃1及𝑃4共點時，扣除點為圖中D、E點（圖十六、圖十

七） 

   

 圖（十六） 圖（十七） 

圖（十四） 圖（十五） 
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我們透過觀察的方式發現軌跡圖形必定會過B、C兩點，並且當∆𝑃1𝑃2𝑃3及∆𝑃1𝑃2𝑃4的外心

位於軌跡弧上時，∠𝐵𝑂𝐶的值為互補或不改變（O為互等邊三角形之外心），所以我們以此為

出發點，想證明∠𝐵𝑂𝐶為圓周角及軌跡圖形必通過B、C兩點，以此證明軌跡圖形會構成一圓

的部分圖形。 

 

Lemma 2-1.4：在圓B上移動𝑷𝟐點，當∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟑在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪與∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟒在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪 −

𝟐∠𝑨𝑩𝑷𝟐時，在相同𝜽條件下取一點𝑷𝟐
′ ≠ 𝑷𝟐，且𝑷𝟐

′ 所產生互等邊三角形之頂點為𝑷𝟑
′ 及𝑷𝟒

′ ，則

有∠𝑷𝟐
′ 𝑷𝟏𝑷𝟑

′ 與∠𝑷𝟐𝑷𝟏𝑷𝟑相等或互補；∠𝑷𝟐
′ 𝑷𝟏𝑷𝟒

′ 與∠𝑷𝟐𝑷𝟏𝑷𝟒相等或互補 

證明： 

∆𝑃1𝑃2𝑃3： 

∵ ∠𝑃2𝐴𝐵 = ∠𝑃4𝐴𝐶 = ∠𝑃3𝐴𝐶 且 ∠𝑃2
′𝐴𝐵 = ∠𝑃4

′𝐴𝐶 = ∠𝑃3
′𝐴𝐶 

∴ |∠𝑃2𝐴𝐵 − ∠𝑃2
′𝐴𝐵| = |∠𝑃3𝐴𝐶 − ∠𝑃3

′𝐴𝐶|，推得∠𝑃2𝐴𝑃2
′ = ∠𝑃3𝐴𝑃3

′  

∵   

∠𝑃2𝐴𝑃2
′ = ∠𝑃3𝐴𝑃3

′

𝐴𝑃2
     = 𝐴𝑃3

     

𝐴𝑃2
′     = 𝐴𝑃3

′     

   ∴ ∆𝑃2𝐴𝑃2
′ ≅ ∆𝑃3𝐴𝑃3

′   （𝑺𝑨𝑺全等） （圖十八） 

∵   

𝑃2𝑃2
′      = 𝑃3𝑃3

′      

𝐵𝑃2
     = C𝑃3

     

𝐵𝑃2
′     = C𝑃3

′     

   ∴ ∆𝐵𝑃2𝑃2
′ ≅ ∆𝐶𝑃3𝑃3

′  （𝑺𝑺𝑺全等） （圖十九） 

∵  ∆𝐵𝑃2𝑃2
′ ≅ ∆𝐶𝑃3𝑃3

′   ∴ ∠𝑃2𝐵𝑃2
′ = ∠𝑃3𝐶𝑃3

′   

∵ ∠𝑃2𝐵𝑃2
′ = ∠𝑃3𝐶𝑃3

′   圓心角  

∴ ∠𝑃2𝑃1𝑃2
′ = ∠𝑃3𝑃1𝑃3

′  𝐨𝐫 180°− ∠𝑃3𝑃1𝑃3
′  （圓周角） （圖二十） 

推得∠𝑃2𝑃1𝑃2
′ + ∠𝑃2

′𝑃1𝑃3
′ = ∠𝑃3𝑃1𝑃3

′ + ∠𝑃2
′𝑃1𝑃3

′ ⇒ ∠𝑃2
′𝑃1𝑃3

′ = ∠𝑃2𝑃1𝑃3 

or ∠𝑃2𝑃1𝑃2
′ + ∠𝑃2

′𝑃1𝑃3
′ = 180°− ∠𝑃3𝑃1𝑃3

′ + ∠𝑃2
′𝑃1𝑃3

′ ⇒ ∠𝑃2
′𝑃1𝑃3

′ = 180°− ∠𝑃2𝑃1𝑃3 
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∆𝑃1𝑃2𝑃4： 

∵ ∠𝑃2𝐴𝐵 = ∠𝑃3𝐴𝐶 = ∠𝑃4𝐴𝐶 且 ∠𝑃2
′𝐴𝐵 = ∠𝑃3

′𝐴𝐶 = ∠𝑃4
′𝐴𝐶 

∴ |∠𝑃2𝐴𝐵 − ∠𝑃2
′𝐴𝐵| = |∠𝑃4𝐴𝐶 − ∠𝑃4

′𝐴𝐶|，推得∠𝑃2𝐴𝑃2
′ = ∠𝑃4𝐴𝑃4

′  

∵   

∠𝑃2𝐴𝑃2
′ = ∠𝑃4𝐴𝑃4

′

𝐴𝑃2
     = 𝐴𝑃4

     

𝐴𝑃2
′     = 𝐴𝑃4

′     

    ∴ ∆𝑃2𝐴𝑃2
′ ≅ ∆𝑃4𝐴𝑃4

′   （𝑺𝑨𝑺全等） （圖二十一） 

∵   

𝑃2𝑃2
′      = 𝑃4𝑃4

′      

𝐵𝑃2
     = C𝑃4

     

𝐵𝑃2
′     = C𝑃4

′     

    ∴ ∆𝐵𝑃2𝑃2
′ ≅ ∆𝐶𝑃4𝑃4

′  （𝑺𝑺𝑺全等） （圖二十二） 

∵  ∆𝐵𝑃2𝑃2
′ ≅ ∆𝐶𝑃4𝑃4

′   ∴ ∠𝑃2𝐵𝑃2
′ = ∠𝑃4𝐶𝑃4

′  

∵ ∠𝑃2𝐵𝑃2
′ = ∠𝑃4𝐶𝑃4

′ 圓心角  

∴ ∠𝑃2𝑃1𝑃2
′ = ∠𝑃4𝑃1𝑃4

′  𝐨𝐫 180°− ∠𝑃3𝑃1𝑃3
′（圓周角） （圖二十三） 

推得 ∠𝑃2𝑃1𝑃2
′ + ∠𝑃2

′𝑃1𝑃4
′ = ∠𝑃4𝑃1𝑃4

′ + ∠𝑃2
′𝑃1𝑃4

′ ⇒ ∠𝑃2
′𝑃1𝑃4

′ = ∠𝑃2𝑃1𝑃4 

or ∠𝑃2𝑃1𝑃2
′ + ∠𝑃2

′𝑃1𝑃3
′ = 180°− ∠𝑃3𝑃1𝑃3

′ + ∠𝑃2
′𝑃1𝑃3

′ ⇒ ∠𝑃2
′𝑃1𝑃3

′ = 180°− ∠𝑃2𝑃1𝑃3 

     

 

 

 

圖（十八） 圖（十九） 圖（二十） 

圖（二十一） 圖（二十二） 圖（二十三） 
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Lemma 2-1.5：B點和C點必在互等邊三角形外心軌跡上 

證明： 

∆𝑃1𝑃2𝑃3：當𝑃1不在𝐵𝐶    上時，圓 B 與圓 C 交二點，令𝑃2為圓 B 與圓 C 的交點且𝑃2與𝑃1不共點，

此時∆𝑃1𝑃2𝑃3的外心位於 C 點（圖二十四）。 

∆𝑃1𝑃2𝑃4：當𝑃1不在𝐵𝐶    上時，圓B與圓C交二點，令𝑃4為圓B與圓C的交點且𝑃4、𝑃1和𝑃2不共點，

此時∆𝑃1𝑃2𝑃4的外心位於B點（圖二十五）。 

   

 

故當𝑃1不在𝐵𝐶    上時，B、C點必在互等邊三角形外心軌跡上。 

 

Lemma 2-1.6：∠𝑩𝑶𝑪為以𝑩𝑪    為弦的圓之圓周角，其中Ｏ點為在適當角度時互等邊三角形外心 

證明： 

我們將互等邊三角形外心（∆𝑃1𝑃2𝑃3）位置分為三種情況，分別是互等邊三角形的外心位

於𝐵𝐶    下方（圖二十六）、位於𝐵𝐶    上方且在∆𝑃1𝑃2𝑃3內部（圖二十七）及位於𝐵𝐶    上方且在∆𝑃1𝑃2𝑃3

外部時（圖二十八）。 

     

 

圖（二十四） 圖（二十五） 

圖（二十六） 圖（二十七） 圖（二十八） 
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Case 1：令∆𝑃1𝑃2𝑃3的外心為O，則∠𝑃2𝑃1𝑃3 = 180°− ∠𝐵𝑂𝐶 

Case 2：令∆𝑃1𝑃2𝑃3的外心為O，則∠𝑃2𝑃1𝑃3 = ∠𝐵𝑂𝐶  

Case 3：令∆𝑃1𝑃2𝑃3的外心為O，則∠𝑃2𝑃1𝑃3 = ∠𝐵𝑂𝐶 

B點和C點必在互等邊三角形外心軌跡上，且外心軌跡在軌跡圓上時∠𝑃2𝑃1𝑃3 = ∠𝑃2
′𝑃1𝑃3

′，

又∠B𝑂𝐶可形成以𝐵𝐶    為弦的圓周角，同理可知可以得到結果∠𝑃2𝑃1𝑃4 = ∠𝑃2
′𝑃1𝑃4

′，所以互等邊

三角形之外心軌跡會形成一個扣除兩點的圓。 

 

Lemma 2-1.7：當∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟑在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪與∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟒在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪 − 𝟐∠𝑨𝑩𝑷𝟐時外心軌跡形成扣

除D、E兩點的圓 

證明： 

設一點Q在軌跡圓上且不在軌跡圓與𝐵𝐶      的交點上，Q點非任意互等邊三角形的外心，分別

以𝐵𝑄      和𝐶𝑄      作𝑃1的對稱點，因為對稱點分別在圓B和圓C上，所以必有𝑃2和𝑃4分別對應兩個對

稱點，此時產生互等邊三角形∆𝑃1𝑃2𝑃4，其外心位於Q點，矛盾。 

 

Lemma 2-1.8：D、E兩點不在軌跡圓上 

證明：  

 設軌跡圓與𝐴𝐶      的交點上一點Q點為一互等邊三角形之外心，以𝐵𝑄      為對稱軸作𝑃1對稱點𝑃1
′，

此時 𝐴𝑃1
′     = 𝐴𝑃1

     = 𝐴𝑃4
     ，∠𝐵𝐴𝑃1

′ = ∠𝐵𝐴𝑃1 = ∠𝐶𝐴𝑃4 

∵  
𝐴𝑃1

′     = 𝐴𝑃4
     

∠𝐶𝐴𝑃1
′ = ∠𝐶𝐴𝑃4

𝐶𝐴    = 𝐶𝐴    

    ∴ ∆𝐶𝐴𝑃1
′ ≅ ∆𝐶𝐴𝑃4（𝑺𝑨𝑺全等） ∵ ∆𝐶𝐴𝑃1

′ ≅ ∆𝐶𝐴𝑃4  ∴ 𝑃1
′與𝑃4共點 

 

 故互等邊三角形之外心所形成的軌跡會形成一個扣除兩點的圓。 
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直線：我們將觀察到的直線軌跡拆分成三個部分，分別為兩條由∆𝑃1𝑃2𝑃3形成的射線及一條

∆𝑃1𝑃2𝑃4形成的不完整線段，且整合之後會形成一條扣除兩點的直線，其中扣除的兩點是當

𝑃1、𝑃2及𝑃4共點與𝑃2、𝑃4共點時，分別F點和𝑃1點的位置被扣除（圖二十九、圖三十）。 

   

 

Lemma 2-1.9：在圓B上移動𝑷𝟐點，當∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟑在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪 − 𝟐∠𝑨𝑩𝑷𝟐與∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟒在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪

時，其外心軌跡整合後為直線的部分圖形。 

證明： 

∆𝑃1𝑃2𝑃3：   

∵ 𝐴𝑃2
     = 𝐴𝑃3

       ∴ ∆A𝑃2𝑃3為等腰三角形 

∵ 𝑃1在∆A𝑃2𝑃3的底邊中垂線上  ∴ ∆𝑃1𝑃2𝑃3也是等腰三角形 

∵ 等腰三角形的外心一定在底邊的中垂線上  ∴ 外心軌跡會保持在𝐵𝐶    的中垂線上。 

過𝑃1作𝐵𝐶    平行線，因為此平行線必過圓B與圓C於兩點，所以會發生𝑃1、𝑃2、𝑃3共線的情況。

在𝑃2運動時，∠𝑃2𝑃1𝑃3的角度會不斷改變，當𝑃1、𝑃2、𝑃3接近三點共線時，外心會逐漸遠離

∆𝑃1𝑃2𝑃3，在共線之後，外心會從另一側靠近∆𝑃1𝑃2𝑃3，形成二段無限延長的射線。 

∆𝑃1𝑃2𝑃4：  

∵  AP2
     = AP4

     時  ∴ ∆A𝑃2𝑃4為等腰三角形 

∵  𝑃1在∆A𝑃2𝑃4的底邊中垂線上  ∴  ∆𝑃1𝑃2𝑃4也為等腰三角形，使得軌跡保持一條線段 

∵ 當𝑃1、𝑃2、𝑃4接近共線時，頂角會逐漸變小  ∴ 外心會在∆𝑃1𝑃2𝑃4的內部形成線段。 

但是當𝑃1、𝑃2、𝑃4共線以及𝑃1、𝑃2、𝑃4共點時，不會形成外心，所以軌跡不會經過兩點。 

圖（二十九） 圖（三十） 
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Lemma 2-1.10：當∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟑在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪 − 𝟐∠𝑨𝑩𝑷𝟐與∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟒在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪時外心軌跡形成

扣除F、𝑷𝟏兩點的直線 

證明： 

設存在一Q點在𝐵𝐶    的中垂線上，使得軌跡未經過Q點。 

Case 1：Q點在由∆𝑃1𝑃2𝑃3所形成的射線上 

以𝐵𝑄      為對稱軸作𝑃1的對稱點𝑃1
′，且𝑃1

′恰在B圓上 

∵  𝑃2必在B圓上任一點  ∴ 必有一𝑃2點對應𝑃1
′    

接著以𝐵𝐶    的中垂線為對稱軸作𝑃2的對稱點𝑃2
′，且𝑃2

′恰在C圓上 

∵  𝑃3必在C圓上任一點  ∴ 必有一𝑃3點對應𝑃2
′  

Q點會去對應∆𝑃1𝑃2𝑃3形成的外心，矛盾。 

Case 2：Q點在由∆𝑃1𝑃2𝑃4所形成的線段上。 

以𝐵𝑄      為對稱軸作𝑃1的對稱點𝑃1
′且𝑃1

′恰在B圓上 

∵  𝑃2必在B圓上任一點  ∴ 必有一𝑃2點對應𝑃1
′   

接著以𝐵𝐶    的中垂線為對稱軸作𝑃2的對稱點𝑃2
′，且𝑃2

′恰在C圓上 

∵  𝑃4必在C圓上任一點  ∴ 必有一𝑃4點對應𝑃2
′  

Q會去對應∆𝑃1𝑃2𝑃4形成的外心，矛盾。 

 故由等腰三角形所產生的兩個互等邊三角形外心軌跡必定形成一條扣除兩點的直線。 

 

 

 

我們觀察到∆𝑃1𝑃2𝑃3（綠色軌跡）及∆𝑃1𝑃2𝑃4（紅色

軌跡）的重心軌跡皆會形成一條線段及一弧，且兩個

互等邊三角形所形成的軌跡圖形疊合後會形成一扣除

兩點的圓及扣除一點線段，被扣除的點為D、E、及𝑃1點

（圖三十一）。 

 

研究 2-2 給定∆𝐴𝐵𝐶及𝑃1點，所形成之互等邊三角形重心軌跡為扣除兩點的圓及扣除兩點的線段。 

圖（三十一） 
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圓： 兩個互等邊三角形重心軌跡所形成的弧為兩個扣除一點的半圓，且方向相反，整合後會產生

一個扣除兩點的圓，其中被扣除的兩點是當𝑃1、𝑃2及𝑃4共點以及𝑃1及𝑃4共點時，被扣除的點為圖

D、E點（圖三十二、三十三） 

   

 

我們透過觀察的方式發現其軌跡圓的圓心位於∆𝑃1𝐵𝐶的重心上，因此我們利用重心所產

生的向量性質證明其產生的軌跡為圓的部分圖形。 

 

Lemma2-2.1：在圓B上移動𝑷𝟐點，當∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟑在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪與∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟒在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪 − 𝟐∠𝑨𝑩𝑷𝟐

時，其重心軌跡整合後為圓的部分圖形。 

證明： 

令∆𝑃1𝑃2𝑃3之重心為𝐺 ′，∆𝑃1𝐵𝐶之重心為G。 

∵  𝐺𝑃1
        + 𝐺𝐵      + 𝐺𝐶      = 0   ⟹  𝐺𝐵      + 𝐺𝐶      = 𝑃1𝐺         ⟹  𝐺𝐺 ′        + 𝐺 ′𝐵         +  𝐺𝐺 ′        + 𝐺 ′𝐶         = 𝑃1𝐺         

⟹  2𝐺𝐺 ′        + 𝐺 ′𝐵        + 𝐺 ′𝐶        = 𝑃1𝐺         ⟹  2𝐺𝐺 ′        = 𝑃1𝐺        + 𝐵𝐺 ′        + 𝐶𝐺 ′          

⟹  2𝐺𝐺 ′        = 𝑃1𝐺        +  𝐵𝑃2
        + 𝑃2𝐺 ′           +  𝐶𝑃3

        + 𝑃3𝐺 ′            

又∵  𝑃1𝐺 ′         + 𝑃2𝐺 ′          + 𝑃3𝐺 ′          = 0    ∴  𝐺 ′𝑃1
         = 𝑃2𝐺 ′          + 𝑃3𝐺 ′           ⟹  2𝐺𝐺 ′        = 𝑃1𝐺        + 𝐺 ′𝑃1

         + 𝐵𝑃2
        + 𝐶𝑃3

         

⟹  2𝐺𝐺 ′        = 𝐺 ′𝐺        + 𝐵𝑃2
        + 𝐶𝑃3

         ⟹  3𝐺𝐺 ′        = 𝐵𝑃2
        + 𝐶𝑃3

         ⟹  3𝐺𝐺 ′         =  𝐵𝑃2
        + 𝐶𝑃3

          

⟹  3𝐺𝐺 ′        =   𝐵𝑃2
         

2
+  𝐶𝑃3

         
2

+ 2 𝐵𝑃2
          𝐶𝑃3

         cos 𝜃   其中𝜃為𝐵𝑃2
        及𝐶𝑃3

        之夾角。 

由 Lemma2-1.1 中可知，∠𝐴𝐵𝑃2 = ∠𝐴𝐶𝑃3，重心在軌跡圓上時 

∵  ∠𝐴𝐵𝑃2 = ∠𝐴𝐶𝑃3    ∴ 𝐵𝑃2
        及𝐶𝑃3

        之夾角相等。 

圖（三十二） 圖（三十三） 
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∵   𝐵𝑃2
         、 𝐶𝑃3

         及 cos 𝜃皆為定值 ∴   3𝐺𝐺 ′         為定值，故𝐺𝐺 ′        為定值。 

又 ∵  G′為動點 ∴ 軌跡圓的圓心為G點。同理可知∆𝑃1𝑃2𝑃4的重心在軌跡圓上時也會得到相同

的結果且𝐵𝑃2
        及𝐶𝑃4

        之夾角相等。 

Lemma 2-2.2：當∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟑在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪與∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟒在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪 − 𝟐∠𝑨𝑩𝑷𝟐時重心軌跡形成扣

除D、E兩點的圓 

證明： 

當P2與P1不共點時，令∆P1P2P3之重心為Q且不通過軌跡圓 

𝑃1𝑄        + 𝑃2𝑄        + 𝑃3𝑄        = 0   ⟹ 𝑃2𝑄        + 𝑃3𝑄        = 𝑄𝑃1
         ⋯  ① 

∵  𝐺𝐵      + 𝐺𝐶      + 𝐺𝑃1
        = 0   ⟹  𝐺𝐵      + 𝐺𝐶      = 𝑃1𝐺         ⋯  ② 

① + ②得𝑃2𝑄        + 𝑃3𝑄        + 𝐺𝐵      + 𝐺𝐶      = 𝑄𝐺        ⟹ 𝑃2𝑄        + 𝑃3𝑄        + 𝐺𝐵      + 𝐺𝐶      + 2𝑄𝐺      = 3𝑄𝐺        

⟹ 𝑃2𝐺        + 𝑃3𝐺        + 𝐺𝐵      + 𝐺𝐶      = 3𝑄𝐺       ⟹ 𝑃2𝐵        + 𝑃3𝐶        = 3𝑄𝐺      ⟹ 3𝐺𝑄      = 𝐵𝑃2
        + 𝐶𝑃3

         

由Lemma2-3.1可知𝐵𝑃2
        + 𝐶𝑃3

        = 3𝐺𝐺 ′        ⟹  3𝐺𝑄      = 3𝐺𝐺 ′         ∴ 𝐺𝑄      = 𝐺𝐺 ′         

因此得出任意Q點會在軌跡圓上，矛盾。 

 依上述向量證明過程可得，如圖D點及E點亦有𝑃1𝐷     ：𝐷𝑃3
     =  𝑃1𝐸     ：𝐸𝑃2

     = 1：2，但D點形

成時𝑃1、𝑃2、𝑃4共點，E點形成時𝑃1、𝑃4共點，此時因不會形成D、E兩點相對應的互等邊三角

形，故D、E兩點要被扣除。 

故互等邊三角形之重心所形成的軌跡會形成一個扣除兩點的圓。 

線段：我們將觀察到的線段軌跡拆分成兩個部分，兩條分別為由∆𝑃1𝑃2𝑃3及∆𝑃1𝑃2𝑃4形成的不

完整線段（圖三十四、圖三十五），且疊合後會形成一條線段，其中被扣除的點是當𝑃1、𝑃2及𝑃4

共點時，𝑃1點的位置被扣除（圖三十六）。 

   

 圖（三十六） 圖（三十五） 圖（三十四） 
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Lemma 2-2.3：在圓B上移動𝑷𝟐點，當∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟑在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪 − 𝟐∠𝑨𝑩𝑷𝟐與∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟒在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪

時，其重心軌跡整合後為線段的部分圖形。 

證明： 

∆𝑃1𝑃2𝑃3：   

∵ AP2
     = AP3

       ∴ ∆A𝑃2𝑃3為等腰三角形 

∵ 𝑃1在∆A𝑃2𝑃3的底邊中垂線上  ∴ ∆𝑃1𝑃2𝑃3也是等腰三角形 

∵ 等腰三角形的重心一定在底邊的中線上  ∴ 重心軌跡會保持在𝐵𝐶    的中垂線上。 

在做線段軌跡時，在𝑃2運動時，𝐵𝑃2
        及𝐶𝑃3

        夾角會不斷改變，由Lemma2-2.1可知𝐵𝑃2
        及𝐶𝑃3

        夾角

改變時會影響𝐺𝐺 ′        的長度，所以當cos 𝜃 = 1 時，也就是𝐵𝑃2
        及𝐶𝑃3

        兩向量平行且方向相同時，

便會產生極值，會使∆𝑃1𝑃2𝑃3之重心到達線段軌跡的上方端點（圖三十七）。 

∆𝑃1𝑃2𝑃4：   

∵ 𝐴𝑃2
     = 𝐴𝑃4

       ∴ ∆A𝑃2𝑃4為等腰三角形 

∵ 𝑃1在∆A𝑃2𝑃4的底邊中垂線上  ∴ ∆𝑃1𝑃2𝑃4也是等腰三角形 

∵ 等腰三角形的重心一定在底邊的中線上  ∴ 重心軌跡會保持在𝐵𝐶    的中垂線上。 

在作線段軌跡時，在𝑃2運動時，𝐵𝑃2
        及𝐶𝑃3

        夾角會不斷改變，由Lemma2-2.1可知𝐵𝑃2
        及𝐶𝑃4

        夾角

改變時會影響𝐺𝐺 ′        的長度，所以當cos 𝜃 = 1 時，也就是𝐵𝑃2
        及𝐶𝑃4

        兩向量平行且方向相同時，

便會產生極值，會使∆𝑃1𝑃2𝑃4之重心到達線段軌跡的端點，並且端點位置位於線段軌跡的下方

端點（圖三十八）。 

   

 圖（三十七） 圖（三十八） 
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Lemma 2-2.4：當∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟑在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪− 𝟐∠𝑨𝑩𝑷𝟐與∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟒在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪時重心軌跡形成扣

除𝑷𝟏點的線段 

證明： 

當P2與P1不共點時，令∆P1P2P3之重心為Q且不通過線段軌跡 

𝑃1𝑄        + 𝑃2𝑄        + 𝑃3𝑄        = 0   ⟹ 𝑃2𝑄        + 𝑃3𝑄        = 𝑄𝑃1
         ⋯  ① 

∵  𝐺𝐵      + 𝐺𝐶      + 𝐺𝑃1
        = 0   ⟹  𝐺𝐵      + 𝐺𝐶      = 𝑃1𝐺         ⋯  ② 

 ① + ②得𝑃2𝑄        + 𝑃3𝑄        + 𝐺𝐵      + 𝐺𝐶      = 𝑄𝐺        ⟹ 𝑃2𝑄        + 𝑃3𝑄        + 𝐺𝐵      + 𝐺𝐶      + 2𝑄𝐺      = 3𝑄𝐺        

⟹ 𝑃2𝐺        + 𝑃3𝐺        + 𝐺𝐵      + 𝐺𝐶      = 3𝑄𝐺       ⟹ 𝑃2𝐵        + 𝑃3𝐶        = 3𝑄𝐺       ⟹ 3𝐺𝑄      = 𝐵𝑃2
        + 𝐶𝑃3

         

由Lemma2-2.2可知𝐵𝑃2
        + 𝐶𝑃3

        = 3𝐺𝐺 ′        ⟹  3𝐺𝑄      = 3𝐺𝐺 ′         ∴ 𝐺𝑄      = 𝐺𝐺 ′         

因此得出任意Q點會在線段軌跡上，矛盾。 

 

 

 

我們觀察到∆𝑃1𝑃2𝑃3的垂心軌跡會形成一條直線及

一弧（綠色軌跡），∆𝑃1𝑃2𝑃4的垂心軌跡會形成一條線段

及一弧（紅色軌跡），且兩個互等邊三角形所形成的軌

跡圖形疊合後會形成一扣除兩點的圓及扣除一點的直線，

扣除點為D、E、及𝑃1點（圖三十九）。 

 

圓： 兩個互等邊三角形垂心軌跡所形成的弧為兩個扣除一點的半圓，且方向相反，整合後會產生

一個扣除兩點的圓，其中被扣除的兩點是當𝑃1、𝑃2及𝑃4共點與𝑃2及𝑃4共點時，被扣除的兩點分

別為D、E點（圖四十、圖四十一）。 

研究 2-3 給定∆𝐴𝐵C及P1點且P1不在∆ABC的垂心上，所形成之互等邊三角形垂心軌跡為扣

除兩點的圓及至少扣除一點的直線。 

圖（三十九） 
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 在先前的兩個研究中，我們證明了互等邊三角形外心及重心的軌跡圖形會形成部分圓，

而外心、重心、垂心有歐拉線的性質，所以可以透過歐拉線的性質證明垂心的軌跡圖形為部

分圓。 

 令∆𝐴𝐵𝐶的垂心為H點（以下研究皆使用此定義），透過觀察的方式我們發現𝑃1點與H的相

對位置會影響∠𝑃2𝑃1𝑃4的大小（∠𝑷𝟐𝑷𝟏𝑷𝟑亦同），𝑃1點在H上方時會使∠𝑃2𝑃1𝑃4為銳角，在H下

方時則會使∠𝑃2𝑃1𝑃4為鈍角。根據Lemma 2-1.4我們有∠𝑃2
′𝑃1𝑃4

′與∠𝑃2𝑃1𝑃4相等或互補（∠𝑷𝟐𝑷𝟏𝑷𝟑

亦同），而我們也發現若令𝐵𝑃1
     的延長線與𝐴C    的交點為D點，則有∠𝑃2𝑃1𝑃4 = ∠𝐵𝐷𝐶或兩角互補，

因此我們將𝑃2點定在當𝑃1𝑃2
      為圓B的直徑時所在位置，觀察到此時若能證明𝑃1𝑃4

      //𝐴𝐶    ，則可得

∠𝑃2𝑃1𝑃4 = ∠𝐵𝐷𝐶 = 180°− ∠𝑃1𝐵𝐶 − ∠𝐴𝐶𝐵。 

 

Lemma 2-3.1：若𝑷𝟏𝑷𝟐
       為圓B的直徑，此時𝑷𝟏𝑷𝟒

       //𝑨𝑪     

證明： 

∵ 此時圖四十二中𝑋𝑌    為圓C的直徑且∠𝐴𝐶𝑃1 = ∠𝑃3𝐶𝑌 

∵ 𝑃3、𝑃4沿𝐴𝐶    對稱  ∴ ∠𝑃4𝐶𝑌 = ∠𝑃3𝐶𝑌 

∵ ∠𝑃4𝐶𝑌 = ∠𝑃3𝐶𝑌且2∠𝑃4𝑃1𝑃3 = ∠𝑃4𝐶𝑃3（圓周角） 

∴ ∠𝑃4𝑃1𝑃3 = ∠𝑃3𝐶𝑌 = ∠𝐴𝐶𝑃1 ⟹ 𝑃1𝑃4
      //𝐴𝐶    （內錯角相等） 

 

圖（四十二） 

圖（四十） 圖（四十一） 
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Lemma 2-3.2：若𝑷𝟏點在H上方時，∠𝑷𝟐𝑷𝟏𝑷𝟒為銳角（∠𝑷𝟐𝑷𝟏𝑷𝟑亦同）；若𝑷𝟏點在H下方時，

∠𝑷𝟐𝑷𝟏𝑷𝟒為鈍角（∠𝑷𝟐𝑷𝟏𝑷𝟑亦同） 

證明： 

設𝑃1𝑃2
         交𝐴𝐶      於D點 

Case1：𝑷𝟏點在H上方 

若將𝑃1𝑃2
      定為圓B的直徑，則可以得出𝑃1𝑃4

      //𝐴𝐶     

∵ 𝑃1𝑃4
      //𝐴𝐶      ∴ ∠𝑃2𝑃1𝑃4 = ∠𝐵𝐷𝐶 

∵ 𝑃1點在H上方  ∴ ∠𝐵𝐷𝐶 < 90°⟹ ∠𝑃2𝑃1𝑃4 < 90° （圖四十三） 

 

Case2：𝑷𝟏點在H下方 

若將𝑃1𝑃2
      定為圓B的直徑，則可以得出𝑃1𝑃4

      //𝐴𝐶     

∵ 𝑃1𝑃4
      //𝐴𝐶      ∴ ∠𝑃2𝑃1𝑃4 = ∠𝐵𝐷𝐶 or 180°− ∠𝐵𝐷𝐶 （分別為Ｄ點在𝑩𝑪    上方或下方） 

∵ 𝑃1點在H下方  ∴ ∠𝐵𝐷𝐶 > 90°⟹ ∠𝑃2𝑃1𝑃4 > 90° （圖四十四） 

    

 

 

 

 

 

 

圖（四十三） 圖（四十四） 
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Lemma 2-3.3：互等邊三角形的外心與外心軌跡圓圓心連線平行互等邊三角形的重心與重心軌

跡圓圓心連線 

證明： 

取一∆𝑃1𝑃2𝑃3且𝑃2位於𝐵𝐶    中垂線上，令其外心為O，重心為G 

接著取一∆𝑃1𝑃2
′𝑃3

′，令其外心為O′，重心為G′  

令互等邊三角形之外心軌跡圓圓心為O∗，重心軌跡圓圓心為G∗ 

此時∠𝐺𝐺∗𝐺 ′ = ∠𝑃2𝐵𝑃2
′ = 2∠𝑃2𝑃1𝑃2

′ = 2∠𝑂𝐵𝑂′ = ∠𝑂𝑂∗𝑂′  

∴ ∠𝐺𝐺∗𝐺 ′ = ∠𝑂𝑂∗𝑂′（圖四十五） 

 

Lemma 2-3.4：在圓B上移動𝑷𝟐點，當∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟑在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪與∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟒在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪− 𝟐∠𝑨𝑩𝑷𝟐

時，其垂心軌跡整合後為圓的部分圖形。 

證明： 

令∆𝑃1𝑃2𝑃3的外心為O點、重心為G點，並且兩個互等邊三角形所產

生的外心軌跡圓圓心為𝑂∗點、重心軌跡圓圓心為𝐺∗點。 

作𝑂𝐺      ，並在𝑂𝐺      取一點H使得𝐻𝐺    = 2𝑂𝐺    ，透過歐拉線可以得出H為

∆𝑃1𝑃2𝑃3之垂心。作𝑂∗𝐺∗          ，此時𝑂𝑂∗      //𝐺𝐺∗     ，作一點𝐻∗使得

𝐻𝐻∗      //𝑂𝑂∗      //𝐺𝐺∗     。 

∵ 𝐻𝐻∗      //𝑂𝑂∗      //𝐺𝐺∗     ⟹ 𝐻𝐻∗      與𝑂𝑂∗      、𝐺𝐺∗     之間存在內分點公式⋯① 

∵
𝑂𝐺    

𝐻𝐺    
=

1

2
⟹ 2𝑂∗𝐺∗       = 𝐺∗𝐻∗       ⋯② 

接著作∆𝑃1𝑃2
′𝑃3

′，且𝑃2 ≠ 𝑃2
′，依上述相同的做法從∆𝑃1𝑃2

′𝑃3
′作出𝑂′、𝐺 ′、𝐻′、𝐻′∗點 

此時因為
𝑂′𝐺 ′      

𝐻′𝐺 ′      
=

1

2
⟹ 2𝑂∗𝐺∗       = 𝐺∗𝐻′∗        = 𝐺∗𝐻∗       ⟹ 𝐻′∗ = 𝐻∗（圓心相同） 

並且因為𝑂′𝑂∗      = 𝑂𝑂∗      、𝐺 ′𝐺∗      = 𝐺𝐺∗     ，又因為①，所以𝐻′𝐻∗       = 𝐻𝐻∗      （半徑相同） 

由以上證明可知互等邊三角形所產生的垂心軌跡為一半徑為𝐻𝐻∗      ，圓心為𝐻∗的圓。 

並且𝐻𝐻∗      與𝑂𝑂∗      、𝐺𝐺∗     之間存在內分點公式，2𝑂∗𝐺∗       = 𝐺∗𝐻∗        （圖四十六）。 

 

圖（四十六） 

圖（四十五） 
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Lemma 2-3.5：當∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟑在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪與∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟒在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪 − 𝟐∠𝑨𝑩𝑷𝟐時，垂心軌跡形成

扣除D、E兩點的圓 

證明： 

設存在一點H′在垂心軌跡圓上不在扣除點上，且H′不存在對應的互等邊三角形之垂心。 

由O∗作平行𝐻′𝐻∗       的平行線，接著由A點作𝐻𝑃1
     的平行線，因為外心必位於其兩條平行線上，故

平行線交點為一互等邊三角形之外心。 

令其兩條平行線交點為O′，由Lemma 2-3.3可知𝑂′𝑂∗      與𝐻′𝐻∗       平行，又O′存在對應之互等邊三角

形，所以𝐻′為其對應互等邊三角形之垂心，矛盾。 

 

故由等腰三角形所產生的兩個互等邊三角形垂心軌跡必定形成一個扣除兩點的圓。 

 

直線：我們觀察到𝑃1的位置會影響∆𝑃1𝑃2𝑃3所形成的直線軌跡，若𝑃1點在H上方時，∆𝑃1𝑃2𝑃3所

形成的軌跡為扣除一點的直線，而𝑃1點在H下方時，∆𝑃1𝑃2𝑃3所形成的軌跡為兩條方向相反的

射線，因此我們將情況分為兩種，分別是𝑃1點在H上方及𝑃1點在H下方。 

 

一、 𝑷𝟏點在𝐇上方 

我們將觀察到的直線軌跡拆分成兩個部分，分別為一條由

∆𝑃1𝑃2𝑃3形成扣除一點的直線及一條∆𝑃1𝑃2𝑃4形成扣除兩點的線段，

且整合之後會形成一條扣除一點的直線，其中被扣除的點是當

𝑃1、𝑃2及𝑃4共點時，𝑃1點的位置被扣除（圖四十七）。 

 

二、 𝑷𝟏點在𝐇下方 

我們將觀察到的直線軌跡拆分成三個部分，分別為兩條由

∆𝑃1𝑃2𝑃3形成的兩條射線及一條∆𝑃1𝑃2𝑃4形成扣除兩點的線段，且

整合之後會形成一條扣除一點的直線或扣除兩點的直線，其中被

扣除的兩點是當𝑃2及𝑃4共點與𝑃1、𝑃2及𝑃4共點時，分別為Ｆ點與𝑃1

圖（四十七） 

圖（四十八） 
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點的位置被扣除（圖四十八）。其中Ｆ點有可能在合併後被∆𝑃1𝑃2𝑃3覆蓋，所以有可能只有𝑃1點

被扣除。 

 

Lemma 2-3.6：在圓B上移動𝑷𝟐點，當∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟑在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪 − 𝟐∠𝑨𝑩𝑷𝟐與∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟒在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪

時，其垂心軌跡整合後為直線的部分圖形。 

證明： 

∆𝑃1𝑃2𝑃3：   

∵ 𝐴𝑃2
     = 𝐴𝑃3

       ∴ ∆A𝑃2𝑃3為等腰三角形 

∵ 𝑃1在∆A𝑃2𝑃3的底邊中垂線上  ∴ ∆𝑃1𝑃2𝑃3也是等腰三角形 

∵ 等腰三角形的垂心一定在底邊的中垂線上  ∴ 垂心軌跡會保持在𝐵𝐶    的中垂線上。 

 

Case1：𝑷𝟏點在𝐇上方 

在𝑃2運動時，∠𝑃2𝑃1𝑃3的角度會不斷改變，當𝑃1、𝑃2、𝑃3接近三點共線時，垂心會逐漸遠

離∆𝑃1𝑃2𝑃3，在共線之後，垂心會從另一側靠近∆𝑃1𝑃2𝑃3，形成一條直線，因此在𝑃3與𝑃4共點

後且∆𝑃1𝑃2𝑃3轉變為軌跡直線時，垂心軌跡會往軌跡圓內移動，使垂心軌跡形成一條直線。 

Case2：𝑷𝟏點在𝐇下方 

在𝑃2運動時，∠𝑃2𝑃1𝑃3的角度會不斷改變，當𝑃1、𝑃2、𝑃3接近三點共線時，垂心會逐漸遠

離∆𝑃1𝑃2𝑃3，在共線之後，垂心會從另一側靠近∆𝑃1𝑃2𝑃3，形成二段無限延長的射線，會形成

射線的原因是因為∆𝑃1𝑃2𝑃3的頂角方向與情況一相反，因此在𝑃3與𝑃4共點後且∆𝑃1𝑃2𝑃3轉變為

軌跡直線時，垂心軌跡會往軌跡圓外移動。 

 

∆𝑃1𝑃2𝑃4：  

∵  AP2
     = AP4

     時  ∴ ∆A𝑃2𝑃4為等腰三角形 

∵  𝑃1在∆A𝑃2𝑃4的底邊中垂線上  ∴  ∆𝑃1𝑃2𝑃4也為等腰三角形，使得軌跡保持一條線段 

∵ 當𝑃1、𝑃2、𝑃4接近共線時，頂角會逐漸變小  ∴ 垂心會在∆𝑃1𝑃2𝑃4的內部形成線段。 

但是當𝑃1、𝑃2、𝑃4共線以及𝑃1、𝑃2、𝑃4共點時，不會形成垂心，所以軌跡不會經過兩點。 
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Lemma 2-3.7：當∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟑在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪− 𝟐∠𝑨𝑩𝑷𝟐與∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟒在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪時垂心軌跡形成至

少扣除𝑷𝟏點的直線 

證明： 

 由於𝑃1點與H點的位置關係會影響直線形成的圖形，因此我們將情況分成兩種，分別是𝑃1

點位於H點的上方及𝑃1點位於H點的下方 

 為了接下來的證明，我們將軌跡圓與軌跡直線的

交界處分別令為M點與N點，也就是當𝑃2位於𝐴𝐵    上時

與𝑃2位於𝐴𝐵    的延長線上時所產生的兩個點，並且在此

情況下𝑃3與𝑃4共點並分別位於𝐴𝐶    上及𝐴𝐶    的延長線上，

其中M點在N點的上方（圖四十九）。 

 

Case1：𝑷𝟏點位於H點的上方 

由Lemma 2-3.1可知∆𝑃1𝑃2𝑃3此時會形成一條直線，所以不需考慮∆𝑃1𝑃2𝑃4形成的線段，且一定

會有𝑃1、𝑃2、𝑃3三點共線的狀況，當𝑃1、𝑃2、𝑃3三點共線時，若𝑃2往𝑃1上方移動會使∆𝑃1𝑃2𝑃3的

垂心從負無窮往上方移動至M點，此時會形成一條射線（圖五十）。反之若𝑃2往𝑃1下方移動會

使∆𝑃1𝑃2𝑃3的垂心從正無窮往下方移動至N點，此時會形成一條與前者方向相反的射線（圖五

十一）。將兩者疊合後可得一條扣除𝑃1點的直線，其中重疊的部分為軌跡圓的直徑。 

   

 

 

圖（四十九） 

圖（五十） 圖（五十一） 
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Case2：𝑷𝟏點位於H點的下方 

由Lemma 2-3.1可知∆𝑃1𝑃2𝑃3此時會形成兩條射線，且一定會有𝑃1、𝑃2、𝑃3三點共線的狀況，但

與Case1不同的地方是，若𝑃2往𝑃1上方移動會使∆𝑃1𝑃2𝑃3的垂心從負無窮往上方移動至N點，此

時會形成一條射線（圖五十二）。而𝑃2往𝑃1下方移動會使∆𝑃1𝑃2𝑃3的垂心從正無窮往下方移動

至M點，此時會形成一條與前者相反的射線（圖五十三）。而∆𝑃1𝑃2𝑃4則會形成過M、N點的線

段（圖五十四），將三者疊合後則會形成至少扣除一點的直線。 

     

 

 

我們觀察到∆𝑃1𝑃2𝑃3的內心軌跡會形成扣除一點的線段

及扣除一點的軌跡圖形（非圓，綠色軌跡），∆𝑃1𝑃2𝑃4的內心

軌跡會形成扣除一點的線段及扣除一點與∆𝑃1𝑃2𝑃3對稱的軌

跡圖形（非圓，紅色軌跡），且兩個互等邊三角形所形成的軌

跡圖形疊合後會形成一看起來很像心臟線且扣除一點的軌跡

圖形及扣除一點的線段，其中扣除點皆為𝑃1點（圖五十五） 

 

非線段的軌跡圖形：∆𝑃1𝑃2𝑃3與∆𝑃1𝑃2𝑃4的內心軌跡皆會形成非圓圖形，

且兩者方向相反，軌跡圖形看起來像心臟線，因此我們想要透過極座標的

方程式表示出互等邊三角形內心。為了表示內心在極座標上的位置，就需

要定義原點及內心到原點的距離與角度，所以我們將𝑃1點定為原點，𝐵𝐶    

的中垂線為X軸，並將∠𝐴𝑃1𝑃2定義為𝜙1（圖五十六）。 

研究 2-4 給定∆𝐴𝐵𝐶及𝑃1點，所形成之互等邊三角形內心軌跡為扣除兩點的分段結合極座標方程式。 

圖（五十二） 圖（五十三） 圖（五十四） 

圖（五十五） 

圖（五十六） 
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令𝛼 = ∠𝐴𝑃1𝐵、𝛽 = ∠𝐵𝐴𝑃1 = ∠𝐶𝐴𝑃1、𝜓 = ∠𝑃2𝑃1𝑃4、互等邊三角形的內心為I點（以下研

究皆為此定義），可得 ∠A𝑃1𝐼 = 𝜙1 +
𝜓 

2
，所以內心的極座標就是 𝑃1𝐼    ，𝜙1 +

𝜓 

2
 。 

 我們之前在Lemma 2-1.4中已經證明過當∆𝑃1𝑃2𝑃3在𝜃 = ∠𝐵𝐴𝐶與∆𝑃1𝑃2𝑃4在𝜃 = ∠𝐵𝐴𝐶 −

2∠𝐴𝐵𝑃2時，根據𝑃2點可以判斷∠𝑃2𝑃1𝑃3與∠𝑃2𝑃1𝑃4的值不會改變或變為互補，而之後的證明會

用到兩角的值，於是我們透過觀察的方式發現∠𝑃2𝑃1𝑃3 = 180°− ∠𝐴𝑃1𝐵 + ∠𝐵𝐴𝑃1或∠𝑃2𝑃1𝑃3 =

∠𝐴𝑃1𝐵 − ∠𝐵𝐴𝑃1（∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟒在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪 − 𝟐∠𝑨𝑩𝑷𝟐時也是），並且因為其值在任何時候都是

相等或互補的關係，因此我們將𝑃2點定在當𝑃1𝑃2
      為圓B的直徑時所在位置，由Lemma 2-3.1可以

知到此時𝑃1𝑃4
      //𝐴𝐶    ，並且𝜃 = ∠𝐵𝐴𝐶 − 2∠𝐴𝐵𝑃2，因此我們想要透過此特殊情況證明

∠𝑃2𝑃1𝑃4 = 180°− ∠𝐴𝑃1𝐵 + ∠𝐵𝐴𝑃1或∠𝑃2𝑃1𝑃4 = ∠𝐴𝑃1𝐵 − ∠𝐵𝐴𝑃1。 

 

Lemma 2-4.1：若𝑷𝟏𝑷𝟐
       為圓𝐁的直徑，此時∠𝑷𝟐𝑷𝟏𝑷𝟒 = 𝟏𝟖𝟎°− ∠𝑨𝑷𝟏𝑩 + ∠𝑩𝑨𝑷𝟏 

證明： 

令D點為𝐵𝐶    中點 

∵ ∠𝐵𝑃1𝐶 = 360°− 2𝛼、∠𝐷𝑃1𝑃4 = ∠𝐶𝐴𝑃1 = 𝛽（同位角相等） 

⟹ ∠𝐶𝑃1𝑃4 = 180°− 𝛼 − 𝛽 

∴ ∠𝑃2𝑃1𝑃4 = ∠𝐵𝑃1𝐶 − ∠𝐶𝑃1𝑃4 =  360°− 2𝛼 −  180°− 𝛼 − 𝛽  

= 180°− 𝛼 + 𝛽（圖五十七） 

 

Lemma 2-4.2：𝑷𝟏𝑰     =
𝒍𝟏 ⋅ 𝒍𝟐

𝒔
⋅ 𝐜𝐨𝐬  

𝝍

𝟐
 ，其中𝒍𝟏 = 𝑷𝟏𝑷𝟐

       、𝒍𝟐 = 𝑷𝟏𝑷𝟒
       、𝒔為∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟒的半周長 

證明： 

透過面積公式可知 ∆𝑃1𝑃2𝑃4 = 𝑟𝑠 = s ⋅ 𝑃1𝐼 ⋅      sin  
𝜓

2
 =

1

2
⋅ 𝑙1 ⋅ 𝑙2 ⋅ sin𝜓 

⟹ 𝑃1𝐼    =
1

2
⋅𝑙1 ⋅𝑙2⋅sin 𝜓

s⋅sin  
𝜓

2
 

=
𝑙1  ⋅ 𝑙2

𝑠
⋅

sin 𝜓

2 sin  
𝜓

2
 

=
𝑙1  ⋅ 𝑙2

𝑠
⋅ cos  

𝜓

2
   （圖五十八） 

（其中𝒓為∆𝑷𝟏𝑷𝟐𝑷𝟒的內切圓半徑） 

 

 

圖（五十七） 

圖（五十八） 
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透過Lemma 2-4.1可知∠𝑃2𝑃1𝑃4 = 180°− 𝛼 + 𝛽 𝑜𝑟 𝛼 − 𝛽，接著可以透過算出𝑃1𝑃2
      、𝑃1𝑃4

      的

值求出𝑃1𝐼    ，令𝑙1＝𝑃1𝑃2
      、𝑙2＝𝑃1𝑃4

      （以下研究皆為此定義），因此我們只要得出𝑃1𝑃2
      、𝑃1𝑃4

      與

𝑃2𝑃4
      的值之後就可以表示𝑃1𝐼    的長度。 

透過觀察我們將軌跡圖形分割成四個部分，而1、4

部分與2、3部分之間的交界位於𝐴𝐵      ，1、2部分之間的交

界位於𝑃1𝑃2
         ⊥ 𝐴𝐵      時的𝑃1𝑃2

         ，3、4部分之間的交界位於

𝑃1𝑃3
         ⊥ 𝐴𝐶      時的𝑃1𝑃3

         （交界為圖五十九中的紅線部份），由

𝑃2點位於哪個部分而改變𝑃1𝐼    的長度。令𝑃1在∆𝐴𝐵𝐶內部，1、4及2、3部分交界改變方程式的

原因是因為此時在圓軌跡上的互等邊三角形產生改變，而1、2及3、4部分交界改變方程式的

原因是因為此時會使𝜓的大小產生改變（1到2部分是由互補變為相等；3到4部分是由相等變為

互補），接著算出𝑃2點在交界點時𝜓的大小後，可以得出第一部分的範圍為
𝛼−𝛽

2
< 𝜙1 < 90°− 𝛽，

第二部分的範圍為90°− 𝛽 < 𝜙1 <
180°+𝛼−𝛽

2
，第三部分的範圍為

180°+𝛼−𝛽

2
< 𝜙1 < 360°，第四

部分的範圍為0° < 𝜙1 <
𝛼−𝛽

2
。若𝑃1在𝐵𝐶    下方及A點上方時則會使範圍產生改變，並且三種情

況的範圍互不相同，為省略篇幅以下只討論𝑃1在∆𝐴𝐵𝐶內部。 

 

Lemma 2-4.2：求出𝑷𝟏𝑰     在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪 − 𝟐∠𝑨𝑩𝑷𝟐時之值，且𝑷𝟏位於∆𝑨𝑩𝑪內部 

證明： 

從前述的推導可知𝑃1𝐼    =
 𝑙1  ⋅ 𝑙2

𝑠
⋅ cos  

𝝍

2
 ，令𝐵𝐶    中點為D點、圓B的半徑為𝑟、γ = ∠𝐷𝑃1𝑃4、

𝜙2 = ∠𝑃4𝐶𝐵。 

𝑙2 =  𝑟2 + 𝑟2 − 2𝑟2 cos ∠𝑃1𝐶𝑃4 ⟹ ∠𝑃1𝐶𝑃4 = ∠𝑃1𝐶𝐵 + 𝜙2 

∵ ∠𝑃1𝐶𝐵 = 180°−  90°+ 𝛾 −  180°− 𝛼 − γ = 𝛼 − 90°⟹ ∠𝑃1𝐶𝑃4 = 𝜙2 + 𝛼 − 90° 

∴ 𝑙2 =  2𝑟2 − 2𝑟2 𝑐𝑜𝑠 𝜙2 + 𝛼 − 90° = 𝑟 2 1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙2 + 𝛼 − 90°    

⟹ 𝑃2𝑃4
      =  𝑙1

2 + 𝑙2
2 + 2 ⋅ 𝑙1 ⋅ 𝑙2 ⋅ cos 𝜓 =

 𝑙1
2 + 𝑟 2 1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙2 + 𝛼 − 90°  

2
+ 2𝑟𝑙1 ⋅ cos 180°− 𝛼 + 𝛽 ⋅ 𝑟 2 1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙2 + 𝛼 − 90°    

圖（五十九） 
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𝑜𝑟 𝑙1
2 + 𝑟 2 1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙2 + 𝛼 − 90°  

2
+ 2𝑟𝑙1 ⋅ cos 𝛼 − 𝛽 ⋅ 𝑟 2 1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙2 + 𝛼 − 90°    

∴ 𝑃1𝐼    =
2𝑟𝑙1 2 1−𝑐𝑜𝑠 𝜙2+𝛼−90°  ⋅𝑐𝑜𝑠 

180 °−𝛼+𝛽

2
 

𝑙1+𝑟 2 1−𝑐𝑜𝑠 𝜙2+𝛼−90°  + 𝑙1
2+𝑟 2 1−𝑐𝑜𝑠 𝜙2+𝛼−90°  

2
+2𝑟𝑙1⋅cos  180°−𝛼+𝛽 ⋅𝑟 2 1−𝑐𝑜𝑠 𝜙2+𝛼−90°  

𝑜𝑟  

2𝑟𝑙1 2 1−𝑐𝑜𝑠 𝜙2+𝛼−90°  ⋅𝑐𝑜𝑠 
𝛼−𝛽

2
 

𝑙1+𝑟 2 1−𝑐𝑜𝑠 𝜙2+𝛼−90°  + 𝑙1
2+𝑟 2 1−𝑐𝑜𝑠 𝜙2+𝛼−90°  

2
+2𝑟𝑙1⋅cos  𝛼−𝛽 ⋅𝑟 2 1−𝑐𝑜𝑠 𝜙2+𝛼−90°  

  

 

Lemma 2-4.3：求出𝑷𝟏𝑰     在𝜽 = ∠𝑩𝑨𝑪時之值，且𝑷𝟏位於∆𝑨𝑩𝑪內部 

證明： 

在有了𝑃1𝐼    在𝜃 = ∠𝐵𝐴𝐶 − 2∠𝐴𝐵𝑃2時的值之後，接下來要找出𝜃 = ∠𝐵𝐴𝐶時𝑃1𝐼    的值，因為此時

∆𝑃1𝑃2𝑃3的內心在軌跡上，𝑃1𝑃3
      ，因此將𝑃1𝐼    代換為

 2⋅𝑙1⋅ 𝑃1𝑃3       

𝑙1+𝑃1𝑃3       +𝑃2𝑃3       
⋅ 𝑐𝑜𝑠  

∠𝑃2𝑃1𝑃3

2
  

𝑃1𝑃3
      =  𝑟2 + 𝑟2 − 2𝑟2 cos ∠𝑃1𝐶𝑃3 ⟹ ∠𝑃1𝐶𝑃3 = 360°−  ∠𝑃1𝐶𝐵 + 𝜙2 + ∠𝑃4𝐶𝑃3  

∵ ∠𝑃1𝐶𝐵 = 90°−  180°− 𝛼 = 𝛼 − 90°、∠𝑃4𝐶𝑃3 = 360°− 2∠𝐴𝐶𝑃3 

又 ∵ ∠𝐴𝐶𝑃3 = 360°−  90°− 𝛽 − 𝜙2 −  360°− 2∠𝐴𝐶𝑃3 ⟹ ∠𝐴𝐶𝑃3 = 90°+ 𝜙2 − 𝛽  

∴ ∠𝑃1𝐶𝑃3 = 270° + 𝜙2 − 𝛼 − 2𝛽 = 90°− 𝜙2 + 𝛼 + 2𝛽 

∴ 𝑃1𝑃3
      =  𝑟2 + 𝑟2 − 2𝑟2 cos 90°− 𝜙2 + 𝛼 + 2𝛽  

∵ ∠𝑃2𝑃1𝑃3 = ∠𝑃2𝑃1𝑃4 𝑜𝑟 180°− ∠𝑃2𝑃1𝑃4  

∴ 𝑃2𝑃3
      =  𝑙1

2 + 𝑃1𝑃3
      2

+ 2 ⋅ 𝑙1 ⋅ 𝑃1𝑃3
      ⋅ cos ∠𝑃2𝑃1𝑃3 =  

 𝑙1
2 + 𝑟 2 1 − 𝑐𝑜𝑠 90°− 𝜙2 + 𝛼 + 2𝛽  

2
+ 2𝑟𝑙1 ⋅ cos 180°− 𝛼 + 𝛽 ⋅ 𝑟 2 1 − 𝑐𝑜𝑠 90°− 𝜙2 + 𝛼 + 2𝛽    

𝑜𝑟 𝑙1
2 + 𝑟 2 1 − 𝑐𝑜𝑠 90°− 𝜙2 + 𝛼 + 2𝛽  

2
+ 2𝑟𝑙1 ⋅ cos 𝛼 − 𝛽 ⋅ 𝑟 2 1 − 𝑐𝑜𝑠 90°− 𝜙2 + 𝛼 + 2𝛽    

∴ 𝑃1𝐼    =  

2𝑟𝑙1 2 1−𝑐𝑜𝑠 90°−𝜙2+𝛼+2𝛽  ⋅𝑐𝑜𝑠 
180 °−𝛼+𝛽

2
 

𝑙1+𝑟 2 1−𝑐𝑜𝑠 90°−𝜙2+𝛼+2𝛽  + 𝑙1
2+𝑟 2 1−𝑐𝑜𝑠 90°−𝜙2+𝛼+2𝛽  

2
+2𝑟𝑙1⋅cos  180°−𝛼+𝛽 ⋅𝑟 2 1−𝑐𝑜𝑠 90°−𝜙2+𝛼+2𝛽  

 𝑜𝑟  

2𝑟𝑙1 2 1−𝑐𝑜𝑠 90°−𝜙2+𝛼+2𝛽  ⋅𝑐𝑜𝑠 
𝛼−𝛽

2
 

𝑙1+𝑟 2 1−𝑐𝑜𝑠 90°−𝜙2+𝛼+2𝛽  + 𝑙1
2+𝑟 2 1−𝑐𝑜𝑠 90°−𝜙2+𝛼+2𝛽  

2
+2𝑟𝑙1⋅cos  𝛼−𝛽 ⋅𝑟 2 1−𝑐𝑜𝑠 90°−𝜙2+𝛼+2𝛽  
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 綜合以上研究，我們成功透過分段極座標方程式的方式表示出了互等邊三角形的軌跡。

下方兩張圖分別為透過極座標方程式所繪製的軌跡（圖六十）以及互等邊三角形的內心軌跡

（圖六十一）。 

     

 

 

肆、 研究結果 

研究１： 

 平面上給定一∆𝐴𝐵𝐶及一點𝑃1，分別以B、C點為圓心，再以𝐵𝑃1
     、𝐶𝑃1

     為半徑作圓B以及圓

C，接著再圓B上取一點𝑃2，以𝐴𝑃2
     為半徑作一圓A，交圓C於𝑃3、𝑃4兩點且𝐵𝑃3

     ≥ 𝐵𝑃4
     。 

一、若𝐴𝐶    − 𝐶𝑃1
     ≤ 𝐴𝑃2

     ≤ 𝐴𝐶    + 𝐶𝑃1
     ，則必定存在𝑃3、𝑃4點，等號成立時，圓A及圓C相切，且𝑃3、𝑃4

共點且𝑃3在𝐴𝐶    延長線上。 

二、𝑃3、𝑃4點的對稱中心為𝐴𝐶      。 

三、若𝐴𝐶    − 𝐶𝑃1
     = 𝐴𝑃2

     ，此時𝐴𝑃2
     為最小值，𝐴𝐶    + 𝐶𝑃1

     = 𝐴𝑃2
     ，此時𝐴𝑃2

     為最大值。 

研究２： 

 若∆𝐴𝐵𝐶為一等腰三角形，Ａ為頂角且𝑃1在∆𝐴𝐵𝐶的中垂線上且𝑃1不在𝐴′上，則有下列結論： 

一、∆𝑃1𝑃2𝑃3及∆𝑃1𝑃2𝑃4所形成之外心軌跡形成扣除兩點的圓及扣除兩點的直線。 

二、∆𝑃1𝑃2𝑃3及∆𝑃1𝑃2𝑃4所形成之重心軌跡形成扣除兩點的圓及扣除一點的線段。 

三、若𝑃1不在 H 點上，則∆𝑃1𝑃2𝑃3及∆𝑃1𝑃2𝑃4所形成之垂心軌跡形成扣除兩點的圓及至少扣除一點

的線段。 

圖（六十） 圖（六十一） 
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四、∆𝑃1𝑃2𝑃3及∆𝑃1𝑃2𝑃4所形成之內心部分軌跡為扣除一點的分段極座標方程式結合（分段的心臟

線，線段軌跡部分來不及完成）。 

伍、 未來展望 

我們在研究時有部分證明未完成，希望未來可以將這些未完成的研究加以證明。 

一、研究 2-3 中尋找∆𝑃1𝑃2𝑃4線段軌跡的兩個端點位置並加以證明（來不及完成）。 

二、歸納出互等邊三角形的內心線段軌跡（來不及完成）。 

三、三角形共有八個心，本研究只做了內、外、重、垂心之研究，還剩下旁、切、界、類重

心，希望以後剩餘的心都完成。 

四、將等腰三角形的條件限制推廣到任意三角形。 

 

陸、 參考文獻 

一、中華民國第 61 屆中小學科學展覽會作品說明書：頂心三角形誕生的奇蹟

https://twsf.ntsec.gov.tw/activity/race-1/61/pdf/NPHSF2021-050404.pdf?0.6386348350743392 

 

二、中華民國第 59 屆中小學科學展覽會作品說明書：換心手術―從三角形出發探討 N 邊形

多心性質之研究 

https://twsf.ntsec.gov.tw/activity/race-1/59/pdf/NPHSF2019-030402.pdf 

 

https://twsf.ntsec.gov.tw/activity/race-1/61/pdf/NPHSF2021-050404.pdf?0.6386348350743392
https://twsf.ntsec.gov.tw/activity/race-1/59/pdf/NPHSF2019-030402.pdf


【評語】050408 

給定三角形 ABC, 考慮一個互等邊三角形的四心的軌跡問題。作者證

明了若 ABC 是等腰三角形且點 P 滿足一些條件，則互等邊三角形四心

軌跡的形狀都非常明確，推導是複雜不容易的。然而，此互等邊三角

形的定義不太自然，這一點比較可惜。  
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