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圖 1-1-1 圖 1-1-2 

摘要 

    將凡·奧貝爾定理的四邊形依對角線等長、垂直、平分分類，外接正方形推廣為正多邊

形，則原四邊形對角線與相對中心連線有等長和垂直對偶、平分不變的現象。考慮相鄰頂點

之中點時，則對點連線與相對中心連線也有相同結論；當原四邊形等垂對時，作出相鄰頂點

之等比例內分點或外接相似三角形，則對點連線會等垂對。 

    當原四邊形外接平行四邊形時，則相對中心連線與相鄰頂點的中點之對點連線也會等長

和垂直對偶。若原四邊形改成八邊形且外接正方形時，則相對中心連線的中點(或相鄰頂點

之中點的相對中點)之對點連線會垂直且等長；外接對邊相似的平行四邊形時，則相對中心

連線的中點之對點連線與相鄰頂點之中點的相對中點之對點連線也會等長和垂直對偶。 

 

壹、前言 

  一、研究動機 

    關於凡·奧貝爾定理（Van Aubel's theorem），如圖 1-1-1，是以任意四邊形各邊向外作正

方形。若將相對的兩正方形之中心連起，則所連的兩線段既垂直且等長。又依序連接四個正

方形的中心，可得一個對角線垂直且等長的正軸四邊形。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    如圖 1-1-2，若將原四邊形改成平行四邊形，則依序連接四個正方形的中心，可得一個

正方形。我們對此現象感到好奇，莫非原四邊形「對角線互相平分」的性質可以延續到下一

層的四邊形，從而正軸四邊形可以變成正方形。 

 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E6%96%B9%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E6%96%B9%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9E%82%E7%9B%B4
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9E%82%E7%9B%B4
https://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=%E6%AD%A3%E8%BD%B4%E5%9B%9B%E8%BE%B9%E5%BD%A2&action=edit&redlink=1
https://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=%E6%AD%A3%E8%BD%B4%E5%9B%9B%E8%BE%B9%E5%BD%A2&action=edit&redlink=1
https://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=%E6%AD%A3%E8%BD%B4%E5%9B%9B%E8%BE%B9%E5%BD%A2&action=edit&redlink=1
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    若將原四邊形改成「對角線等長、對角線垂直」的四邊形，且將四邊外接的正方形推廣

為其它正多邊形，那外層的四邊形會有哪些性質？於是我們決定繼續推廣凡·奧貝爾定理，

看能否有更多不一樣的發現。 

 

二、 研究目的 

(一)考慮對角線平分、等長、垂直的四邊形，外接不同的正多邊形，連接相對的兩正多 

   邊形之中心，觀察所連的兩線段之關係並加以證明。 

(二)考慮對角線平分、等長、垂直的四邊形，外接不同的正多邊形，並找出相鄰兩頂點 

   之中點(或等比例內分點)，連接相對的兩中點(或等比例內分點)，觀察所連的兩線段 

   之關係並加以證明。 

(三)考慮任意四邊形，逆向外接相似的矩形、菱形或外接平行四邊形，連接相對的兩圖 

   形之中心及相鄰兩頂點之中點，觀察所連的兩線段之關係並加以證明。 

(四)將任意四邊形改成任意八邊形，外接正方形或逆向外接相似的矩形、菱形或外接對 

   邊相似的平行四邊形，連接相對的兩圖形之中心，作出其中點，並連接相對的兩中 

   點；連接相對的相鄰兩頂點之中點，作出其中點，並連接相對的兩中點，觀察所連 

   的兩線段之關係並加以證明。 

 

三、研究工具 

    本研究主要利用 Geogebra 電腦動態幾何軟體進行研究問題的幾何實驗，透過實驗觀察 

、猜測與驗證，然後提出研究結果並加以證明。 

 

四、研究特色 

    有別以往的研究大部分將原四邊形以形狀做分類，本研究是將原四邊形依對角線的關係

作分類，外接正方形則推廣為正多邊形、相似三角形、平行四邊形。利用向量與複數的結合 

、位似變換的方法，成功地解釋原始命題發生的原因，並找到原四邊形對角線與外層四邊形

對點連線之關係。接著將原四邊形改成八邊形，並外接對邊相似的平行四邊形，而得出一系

列凡·奧貝爾定理推廣後的一般化結論。 
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圖 2-2-1 圖 2-1-1 

五、研究流程圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

貳、文獻探討與前置研究 

一、芬斯勒–哈德維格爾定理 參[1] 

    芬斯勒–哈德維格爾定理（Finsler-Hadwiger Theorem）：如圖 2-1-1，若兩個正方形

ABCD 和 AB'C'D'擁有同一個頂點 A。則 B 和 B'的中點 F、D 和 D'的中點 H、ABCD 的中

心 E 和 AB'C'D'的中心 G 將組成一個正方形 EFGH。 

 

 

 

 

 

 

二、凡·奧貝爾定理 參[1] 

    凡·奧貝爾定理（Van Aubel's theorem）：如圖 2-2-1，以四邊形 ABCD 各邊為邊向外 

作正方形。若將相對的兩正方形之中心𝑶𝟏和𝑶𝟑、𝑶𝟐和𝑶𝟒連起，則所連的兩條線段 𝑶𝟏𝑶𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、

𝑶𝟐𝑶𝟒
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅會滿足 𝑶𝟏𝑶𝟑

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑶𝟐𝑶𝟒
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 且 𝑶𝟏𝑶𝟑

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑶𝟐𝑶𝟒
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

凡 · 奧貝爾定理 

任意四邊形外接正方形 

平行四邊形外接正方形 平行四邊形外接正多邊形 

等對、垂對、平行四邊形外接

相似等腰三角形 

等對、垂對、等垂對四邊形 

外接正多邊形 

等垂對四邊形外接相似三角形 原四邊形對邊所對頂點之對點連線 

相對的兩正多邊形之中心連線 

外接正多邊形相鄰兩頂點的中點 

(或等比例內分點)之對點連線 

任意八邊形外接對邊相似的平行四邊形

之中心連線的中點之對點連線與相鄰兩

頂點之中點的相對中點之對點連線 

任意四邊形逆向外接相似矩形、菱 

形或外接平行四邊形之中心連線及 

相鄰兩頂點的中點之對點連線 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E6%96%B9%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E6%96%B9%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E6%96%B9%E5%BD%A2
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圖 2-7-1 

三、許翰翔。拿破崙的四角戀—將「拿破崙定理」推廣至四邊形的探討 參[2]  

    此作品的研究對象為特定四邊形(平行四邊形、菱形、矩形、等腰梯形、鳶形)。構造法

為原四邊形的邊全部向外或全部向內作相似三角形及特殊四邊形。研究結果有四邊形的對偶

規律、外接圓交點、對角線共點性質。研究限制為內外結果四邊形面積差與原面積的比值沒

有一般性的結果。 

 

四、方柏瑞、林辰禎。接三連四—探討三角形各邊外接平行四邊形其性質與推廣 參[3] 

    此作品的研究對象為三角形和特定四邊形(平行四邊形、菱形、矩形、正方形、等腰梯 

形、箏形)。構造法為原三角形或四邊形的邊外接指定條件的平行四邊形。研究結果有三角

形、特定四邊形和外接平行四邊形之間線段大小、線段垂直及與平行四邊形一內角的關係。

研究限制為原三角形或四邊形的邊只考慮外接指定條件的平行四邊形。 

 

五、向量與複數的結合：𝑶𝑷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ∗ (𝐜𝐨𝐬𝜶 + 𝒊𝐬𝐢𝐧𝜶) = 𝑶𝑷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ∗ 𝒆𝜶𝒊 參[1] 

是指以點 O 為旋轉中心，將𝑶𝑷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 逆時針旋轉𝛂所得的向量。特別地，𝑶𝑷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ∗ 𝒊為以點 O 為 

旋轉中心，將𝑶𝑷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 逆時針旋轉𝟗𝟎°所得的向量。 

 

六、位似變換定義： 參[4] 

     𝑶是平面𝝅上一個定點，𝑯是平面上的變換。若對於任一對應點 𝑷、𝑷′，都有 

     𝑶𝑷′⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝒌𝑶𝑷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ (𝒌為非零實數)，則稱𝑯為位似變換，記為𝑯(𝑶, 𝒌)，𝑶叫做位似中心， 

     𝒌叫做位似比。定義中的條件 𝑶𝑷′⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝒌𝑶𝑷⃑⃑⃑⃑⃑⃑  等價於如下三個條件： 

     1. 𝑶，𝑷，𝑷′共線；     2. 𝑶𝑷′̅̅ ̅̅ ̅ = |𝒌|𝑶𝑷̅̅ ̅̅ ； 

     3. 當𝒌 > 𝟎時，𝑷，𝑷′在𝑶點同側，此時𝑶點叫做外位似中心； 

       當𝒌 < 𝟎時，𝑷，𝑷′在𝑶點異側，此時𝑶點叫做內位似中心。 

 

七、愛可爾斯定理 1（Echols theorem）的推廣：參[5]  

    如圖 2-7-1，若𝑨𝟏𝑩𝟏𝑪𝟏𝑫𝟏和𝑨𝟐𝑩𝟐𝑪𝟐𝑫𝟐是 

相似四邊形，則 𝑨𝟏𝑨𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑩𝟏𝑩𝟐

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑪𝟏𝑪𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑫𝟏𝑫𝟐

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

的等比例內分點也會形成相似四邊形。 
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圖 3-1-1 圖 3-1-2 

定理 3-2-1 (凡·奧貝爾定理) 

設原四邊形 ABCD 為任意四邊形，若各邊向外作正方形，則相對的兩正方形之中心連線 

𝑶𝟏𝑶𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑶𝟐𝑶𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 會滿足 𝑶𝟏𝑶𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑶𝟐𝑶𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 且 𝑶𝟏𝑶𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑶𝟐𝑶𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

   參、研究方法與過程    

一、名詞定義 

    定義 1 等對四邊形：對角線等長的四邊形稱之。 

定義 2 垂對四邊形：對角線互相垂直的四邊形稱之。 

定義 3 等垂對四邊形：對角線垂直且等長的四邊形稱之。 

定義 4 對點連線：平面上不共線的四點，兩兩相對點的連線稱之。 

   定義 5 中心四邊形： 

          如圖 3-1-1，以四邊形各邊向外作正多邊形。依序連接四個正多邊形的中心， 

          所得的四邊形稱之。 

   定義 6 頂點中點(內分點)四邊形： 

          如圖 3-1-2，以四邊形各邊向外作正多邊形。依序連接正多邊形相鄰兩頂點的 

          中點(或等比例內分點)，所得的四邊形稱之。 

    定義 7 原多邊形逆向外接四邊形： 

          先外接一四邊形，並以原多邊形的角頂為中心，將外接四邊形旋轉至原多邊形之 

          鄰邊處，再把旋轉後的四邊形等比例伸縮至與原多邊形之鄰邊貼齊，以此類推。 

 

 

 

 

 

二、研究過程 

 (一) 四邊形外接正多邊形相對的兩中心之連線 

  1. 任意四邊形  

    只有在外接正方形時，相對的兩正方形之中心連線會垂直且等長，而有以下的定理： 

  

 

 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E6%96%B9%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E6%96%B9%E5%BD%A2
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定理 3-2-2 (拿破崙定理的推廣 1) 

設原四邊形 ABCD 為平行四邊形，若各邊向外作正方形，則相對的兩正方形之中心連線

𝑶𝟏𝑶𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑶𝟐𝑶𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅會垂直、平分且等長，即四邊形𝑶𝟏𝑶𝟐𝑶𝟑𝑶𝟒為正方形。 

圖 3-2-3 

圖 3-2-2 

[證明] 

(綜合幾何證法) 

    如圖 3-2-1，以∆𝐴𝐵𝐶的兩邊𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 向外作正方形 ABDE、ACFG，其中心分別為𝑂1和

𝑂2，𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 的中點為𝑀1，由芬斯勒–哈德維格爾定理可知：𝑀1𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑀1𝑂2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 且 𝑀1𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑀1𝑂2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

    如圖 3-2-2，由上可知：在∆𝑂1𝑀𝑂3和∆𝑂4𝑀𝑂2中，𝑀𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑀𝑂4

̅̅ ̅̅ ̅̅  且 𝑀𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝑀𝑂4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ； 

𝑀𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑀𝑂2

̅̅ ̅̅ ̅̅  且 𝑀𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝑀𝑂2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，又 ∠𝑂1𝑀𝑂3 =
𝜋

2
+ ∠𝑂4𝑀𝑂3 = ∠𝑂4𝑀𝑂2， 

推得 ∆𝑂1𝑀𝑂3 ≅ ∆𝑂4𝑀𝑂2，故 𝑂1𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂2𝑂4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 且 𝑂1𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑂2𝑂4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

 

 

 

 

 

 

(向量複數證法) 

    如圖 3-2-3，𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 𝑂1𝐴⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐷𝑂3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ， 

且 𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 𝑂1𝐹⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐹𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐶𝐼⃑⃑⃑⃑ + 𝐼𝑂3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ， 

兩式相加可得 2𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐹𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐶𝐼⃑⃑⃑⃑ ， 

同理         2𝑂2𝑂4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐺𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐿⃑⃑⃑⃑  ⃑， 

又 2𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ∗ 𝑖 = 𝐴𝐿⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐺𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑， 

從而 2𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ∗ 𝑖 = 2𝑂2𝑂4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑，即 𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ∗ 𝑖 = 𝑂2𝑂4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑，故 𝑂1𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑂2𝑂4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 且 𝑂1𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂2𝑂4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

2. 對角線互相平分的四邊形 

  不論外接正多邊形為何，相對的兩中心之連線都會互相平分，而有以下兩個定理： 

(1)外接正方形 

 

 

 

 

圖 3-2-1 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
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圖 3-2-4 

圖 3-2-5 

[證明] 

如圖 3-2-4，𝑂1𝑂2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 𝑂1𝐹⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐹𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐺⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐺𝑂2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ，且 𝑂1𝑂2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 𝑂1𝐴⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐷𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐶𝑂2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑， 

兩式相加可得 2𝑂1𝑂2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 𝐹𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐺⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐷𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑， 

同理         2𝑂1𝑂4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝐸𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐿⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑， 

又 2𝑂1𝑂2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ∗ 𝑖 = 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐿⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐷𝐽⃑⃑⃑⃑ = 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐿⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐸𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑， 

從而 2𝑂1𝑂2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ∗ 𝑖 = 2𝑂1𝑂4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑，即 𝑂1𝑂2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ∗ 𝑖 = 𝑂1𝑂4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑， 

故 𝑂1𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑂1𝑂4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 且 𝑂1𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂1𝑂4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

同理可證： 

𝑂2𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ∗ 𝑖 = 𝑂2𝑂1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ，故 𝑂2𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑂2𝑂1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 且 𝑂2𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂2𝑂1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。  

𝑂3𝑂4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 = 𝑂3𝑂2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ，故 𝑂3𝑂4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑂3𝑂2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 且 𝑂3𝑂4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂3𝑂2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅， 

推知 𝑂4𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑂4𝑂3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，故四邊形𝑂1𝑂2𝑂3𝑂4為正方形， 

從而兩對角線𝑂1𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑂2𝑂4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅也會互相平分。 

 

(2)外接任意正多邊形 

[證明] 

    如圖 3-2-5，當外接正 n 邊形時，設𝜃 =
2𝜋

𝑛
， 

則原問題等價於各邊向外作頂角為𝜽的相似等腰三角形， 

因為 ∠𝑂1𝐴𝐵 = ∠𝑂1𝐵𝐴 =
𝜋−𝜃

2
，所以 𝑂1𝐴̅̅ ̅̅ ̅ =

1

2
𝐴𝐵̅̅ ̅̅ sec

𝜋−𝜃

2
， 

從而 𝑂1𝐴̅̅ ̅̅ ̅ =
1

2
𝐶𝐷̅̅ ̅̅ sec

𝜋−𝜃

2
= 𝑂3𝐶̅̅ ̅̅ ̅且𝑂1𝐴̅̅ ̅̅ ̅//𝑂3𝐶̅̅ ̅̅ ̅， 

推知四邊形𝐴𝑂1𝐶𝑂3為平行四邊形。 

又四邊形 ABCD 為平行四邊形，因此對角線𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 和𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 平分於 E 點， 

從而對角線𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 和𝑂1𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅也平分於 E 點。同理可證：對角線𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 和𝑂2𝑂4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅也平分於 E 點。 

故兩對角線𝑂1𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑂2𝑂4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅也會互相平分。若各邊向外順向作相似三角形，仿照上述的證明方

式，也可以證明兩組對點連線會互相平分。 

定理 3-2-3 (凡·奧貝爾之平行四邊形定理 1) 

設原四邊形 ABCD 為對角線平分的四邊形(平行四邊形)，若各邊向外作正多邊形，則相對

的兩正多邊形之中心連線𝑶𝟏𝑶𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑶𝟐𝑶𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅也會互相平分。 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2


從圖形內在結構探討凡·奧貝爾定理的推廣 

8 

 

圖 3-2-6 

3. 對角線等長的四邊形 

  不論外接正多邊形為何，相對的兩正多邊形之中心連線都會互相垂直，而有以下定理： 

[證明] 

(1)如圖 3-2-6，當外接正 n 邊形時，設𝜃 =
2𝜋

𝑛
，則原問題等價於各邊向外作頂角為𝜽的 

  相似等腰三角形，因為 ∠𝑂1𝐴𝐵 = ∠𝑂1𝐵𝐴 =
𝜋−𝜃

2
，所以 2𝐵𝑂1

⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ = 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + tan
𝜋−𝜃

2
𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖， 

  2𝐷𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 𝐷𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + tan

𝜋−𝜃

2
𝐷𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖，且 𝑂1𝑂3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 𝑂1𝐵⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝐷𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ， 

  推得 

  2𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 2𝑂1𝐵⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 2𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 2𝐷𝑂3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = −2𝐵𝑂1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 2𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 2𝐷𝑂3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   

        = −(𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + tan
𝜋−𝜃

2
𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖) + 2𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + (𝐷𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + tan

𝜋−𝜃

2
𝐷𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖) 

        = (𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ − 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐷𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑) + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + tan
𝜋−𝜃

2
(𝐷𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑) ∗ 𝑖 

        = (𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) + tan
𝜋−𝜃

2
[(𝑂𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝑂𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) − (𝑂𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ − 𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑)] ∗ 𝑖 

        = (𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) + tan
𝜋−𝜃

2
[(𝑂𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝑂𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑) − (𝑂𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ − 𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑)] ∗ 𝑖  

        = (𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) + tan
𝜋−𝜃

2
(𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) ∗ 𝑖。 

  同理 2𝑂4𝑂2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) − tan

𝜋−𝜃

2
(𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) ∗ 𝑖。 

  推知 4𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ∙ 𝑂4𝑂2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2
− |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
) − tan2 𝜋−𝜃

2
(|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
− |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
) 

      = (1 − tan2 𝜋−𝜃

2
) (|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
− |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
) = 0 (因為|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑| = |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |)，故 𝑂1𝑂3

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ⊥ 𝑂2𝑂4
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑。 

(2)特別在外接正方形時，因為 4𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ∙ 𝑂4𝑂2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (1 − tan2 𝜋

4
) (|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
− |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
)， 

  且 tan
𝜋

4
= 1，所以不需要對角線等長(|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑| = |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |)的條件，恆有 𝑂1𝑂3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ∙ 𝑂4𝑂2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 0， 

  故 𝑂1𝑂3
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ⊥ 𝑂2𝑂4

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑。即相對的兩正方形之中心連線都會垂直。 

 

4. 對角線垂直的四邊形 

不論外接正多邊形為何，相對的兩正多邊形之中心連線都會等長，而有以下定理： 

定理 3-2-4 (凡·奧貝爾之等對四邊形定理 1) 

設原四邊形 ABCD 為等對四邊形，若各邊向外作正多邊形，則相對的兩正多邊形之中心 

連線𝑶𝟏𝑶𝟑
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  、𝑶𝟐𝑶𝟒

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  會互相垂直。 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
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[證明] 

(1)如圖 3-2-7，當外接正 n 邊形時，設𝜃 =
2𝜋

𝑛
，則原問題等價於各邊向外作頂角為𝜽的相似 

等腰三角形，因為 ∠𝑂1𝐴𝐵 = ∠𝑂1𝐵𝐴 =
𝜋−𝜃

2
，由定理 3-2-4(2)的證明可知： 

  2𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = (𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) + tan

𝜋−𝜃

2
(𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) ∗ 𝑖； 

2𝑂4𝑂2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) − tan

𝜋−𝜃

2
(𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) ∗ 𝑖。 

  設 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑  和 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 的夾角為𝜑， 

  若 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑  和(𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) ∗ 𝑖 的夾角為𝜑 −
𝜋

2
  

  (或
𝜋

2
− 𝜑)，則𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑  和(𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) ∗ 𝑖 的夾角為𝜑 +

𝜋

2
。 

  因為 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ⊥ 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ⟹ 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ = 0， 

  所以 

  4|𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  |

2
= (1 + tan2 𝜋−𝜃

2
) (|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
+ |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
) + 2tan

𝜋−𝜃

2
|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ||𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ | cos (𝜑 −

𝜋

2
) 

          = (1 + tan2 𝜋−𝜃

2
) (|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
+ |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
) + 2tan

𝜋−𝜃

2
|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ||𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |sin𝜑； 

  且 4|𝑂4𝑂2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|

2
= (1 + tan2 𝜋−𝜃

2
) (|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
+ |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
) − 2tan

𝜋−𝜃

2
|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ||𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ | cos (𝜑 +

𝜋

2
) 

             = (1 + tan2 𝜋−𝜃

2
) (|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
+ |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
) + 2tan

𝜋−𝜃

2
|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ||𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |sin𝜑。 

  推知 |𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  | = |𝑂4𝑂2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|，故相對的兩正多邊形之中心連線𝑂1𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑂2𝑂4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅會等長。 

(2)特別在外接正方形時，因為 2𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = (𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) + (𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) ∗ 𝑖； 

                           2𝑂4𝑂2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) − (𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) ∗ 𝑖。 

  所以 4|𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  |

2
= 2(|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
+ |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
) + 2|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ||𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |sin𝜑； 

       4|𝑂4𝑂2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|

2
= 2(|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
+ |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
) + 2|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ||𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |sin𝜑。 

  推知 |𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  | = |𝑂4𝑂2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|。因此不需要對角線垂直(𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ⊥ 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑)的條件，恆有|𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  | = |𝑂4𝑂2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|。 

  故相對的兩正方形之中心連線𝑂1𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑂2𝑂4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅會等長。 

 

定理 3-2-5 (凡·奧貝爾之垂對四邊形定理 1) 

設原四邊形 ABCD 為垂對四邊形，若各邊向外作正多邊形，則相對的兩正多邊形之中心

連線𝑶𝟏𝑶𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑶𝟐𝑶𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅會等長。 

圖 3-2-7 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
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圖 3-2-8 圖 3-2-9 

圖 3-2-10 

5. 對角線垂直且等長的四邊形 

  不論外接正多邊形為何，相對的兩正多邊形之中心連線都會垂直且等長，而有以下定理： 

[證明]  

    由定理 3-2-4 可知：若原四邊形 ABCD 為等對四邊形，則相對的兩正多邊形之中心連線 

𝑂1𝑂3
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝑂2𝑂4

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑會垂直。由定理 3-2-5 可知：若原四邊形 ABCD 為垂對四邊形，則相對的兩正多

邊形之中心連線𝑂1𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑂2𝑂4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅會等長。因此，若原四邊形 ABCD 為等垂對四邊形，則相對的

兩正多邊形之中心連線𝑂1𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑂2𝑂4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅會垂直且等長。 

 

 

 

 

 

 

接著，我們考慮由原四邊形各邊向外順向作相似三角形，再連接各邊所對頂點之對點連

線，而有以下定理： 

[證明] 

(1)如圖 3-2-10，設 2𝐵𝑂1
⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ = 𝛼𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝛽𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖， 

  2𝐷𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 𝛼𝐷𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝛽𝐷𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖，且 𝑂1𝑂3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 𝑂1𝐵⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝐷𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ， 

  所以 2𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 2𝑂1𝐵⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 2𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 2𝐷𝑂3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = −2𝐵𝑂1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 2𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 2𝐷𝑂3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑   

             = −(𝛼𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝛽𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖) + 2𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + (𝛼𝐷𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝛽𝐷𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖) 

定理 3-2-6 (凡·奧貝爾之等垂對四邊形定理 1) 

設原四邊形 ABCD 為等垂對四邊形，若各邊向外作正多邊形，則相對的兩正多邊形之中心

連線𝑶𝟏𝑶𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑶𝟐𝑶𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅會垂直且等長。 

定理 3-2-7 (凡·奧貝爾之相似三角形定理) 

設原四邊形 ABCD 為等垂對四邊形，若各邊向外順向作相似三角形，則各邊所對頂點之

對點連線𝑶𝟏𝑶𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑶𝟐𝑶𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅也會垂直且等長。 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
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             = α(𝐷𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑) + 2𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝛽(𝐷𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑) ∗ 𝑖 

             = α[(𝑂𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝑂𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) − (𝑂𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑)] + 2𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝛽[(𝑂𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝑂𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) − (𝑂𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑)] ∗ 𝑖 

             = α[(𝑂𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝑂𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑) − (𝑂𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ − 𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑)] + 2𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝛽[(𝑂𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝑂𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑) − (𝑂𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ − 𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑)] ∗ 𝑖 

             = α(𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) + 2𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝛽(𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) ∗ 𝑖。 

同理 2𝑂4𝑂2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = −α(𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) + 2𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝛽(𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) ∗ 𝑖。 

(2)因為原四邊形 ABCD 為等垂對四邊形，所以𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ⊥ 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 且|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑| = |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |， 

  推得 (𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) ∙ (𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) = |𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2
− |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
= 0，即𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 和𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 的夾角為

𝜋

2
， 

  從而 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑  和(𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) ∗ 𝑖 的夾角為0，且𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 和(𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) ∗ 𝑖的夾角為𝜋， 

  𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑和𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ∗ 𝑖的夾角為𝜋，𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 和𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖的夾角為0。因為𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ⊥ 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ⟹ 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ = 0， 

所以 4𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ∙ 𝑂4𝑂2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 

      = −𝛼2 (|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2
− |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
) + 2𝛼𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ (𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) − 𝛼𝛽|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ||𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |cos𝜋 

        −2α𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ∙ (𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) + 4𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ − 2𝛽|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑||𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |cos0 

        −𝛼𝛽|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ||𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |cos0 − 2𝛽|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑||𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |cos𝜋 − 𝛽2 (|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2
− |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
) 

     = 2α|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2
+ 𝛼𝛽|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑||𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ − 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑| − 2𝛼|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
− 𝛼𝛽|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑||𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ − 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑| 

     = 2α (|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2
− |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
) = 0，推得 𝑂1𝑂3

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ⊥ 𝑂2𝑂4
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑。 

 又 4|𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  |

2
= 𝛼2 (|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
+ |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
) + 4|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
+ 𝛽2 (|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
+ |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
) 

                                 +2[2𝛼𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ∙ (𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) + 2𝛽|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑||𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |cos0] 

               = (𝛼2 + 𝛽2) (|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2
+ |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
) + 4(1 − 𝛼)|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
+ 4𝛽|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑||𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ | 

    且 4|𝑂4𝑂2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|

2
= 𝛼2 (|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
+ |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
) + 4|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
+ 𝛽2 (|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
+ |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
) 

                                  +2[−2𝛼𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ (𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) − 2𝛽|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑||𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |cos𝜋] 

               = (𝛼2 + 𝛽2) (|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2
+ |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
) + 4(1 − 𝛼)|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
+ 4𝛽|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑||𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ | 

  推知 |𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  | = |𝑂4𝑂2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|，故各邊所對頂點之對點連線𝑂1𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑂2𝑂4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅也會垂直且等長。 

 (二) 四邊形外接正多邊形相鄰兩頂點之中點的對點連線 

  1. 任意四邊形 

    只有在外接正方形時，相鄰兩頂點之中點的對點連線會垂直且等長，而有以下的定理： 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
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圖 3-2-11 

圖 3-2-12 

 [證明] 

     如圖 3-2-11，𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝑀1𝐹⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐹𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐷𝐾⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝐾𝑀3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑， 

 且 𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝑀1𝐺⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐺𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐷𝐽⃑⃑⃑⃑ + 𝐽𝑀3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑， 

 兩式相加可得 

 2𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝐹𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐷𝐾⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝐺𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐷𝐽⃑⃑⃑⃑ ， 

 同理 2𝑀2𝑀4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝐻𝐶⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐶𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐸⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐼𝐶⃑⃑⃑⃑ + 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐷𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐿⃑⃑⃑⃑  ⃑， 

 又 2𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 = 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐸⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐿⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐷𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐶𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐻𝐶⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐼𝐶⃑⃑⃑⃑ + 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑， 

 推知 2𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 = 2𝑀2𝑀4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑，即 𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 = 𝑀2𝑀4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑，故 𝑀1𝑀3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝑀2𝑀4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  且 𝑀1𝑀3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑀2𝑀4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

 

2. 對角線互相平分的四邊形 

不論外接正多邊形為何，相鄰兩頂點之中點的對點連線都會互相平分，而有以下兩個 

定理： 

(1)外接正方形 

[證明] 

如圖 3-2-12，利用向量迴路法可得， 

2𝑀1𝑀2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝐺𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐶𝐽⃑⃑⃑⃑ + 𝐻𝐼⃑⃑⃑⃑ ，2𝑀1𝑀4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝐻𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝑀⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐺𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑， 

又 2𝑀1𝑀2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 = 𝐺𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐻𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐻𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑ = 𝐺𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐻𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝑀⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ， 

推知 2𝑀1𝑀2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 = 2𝑀1𝑀4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑，即 𝑀1𝑀2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 = 𝑀1𝑀4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑， 

故 𝑀1𝑀2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝑀1𝑀4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  且 𝑀1𝑀2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑀1𝑀4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

定理 3-2-8(凡·奧貝爾之頂點中點定理) 

設原四邊形 ABCD 為任意四邊形，若各邊向外作正方形，則相鄰兩頂點之中點的對點

連線𝑴𝟏𝑴𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑴𝟐𝑴𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  會滿足 𝑴𝟏𝑴𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝑴𝟐𝑴𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  且 𝑴𝟏𝑴𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑴𝟐𝑴𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

定理 3-2-9 (拿破崙定理的推廣 2) 

設原四邊形 ABCD 為平行四邊形，若各邊向外作正方形，則相鄰兩頂點之中點的對點

連線𝑴𝟏𝑴𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑴𝟐𝑴𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 會垂直、平分且等長，即四邊形𝑴𝟏𝑴𝟐𝑴𝟑𝑴𝟒為正方形。 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
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圖 3-2-13 

同理可證： 

𝑀2𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 = 𝑀2𝑀1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑，故 𝑀2𝑀3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝑀2𝑀1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  且 𝑀2𝑀3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑀2𝑀1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 。  

𝑀3𝑀4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 = 𝑀3𝑀2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑，故 𝑀3𝑀4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝑀3𝑀2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  且 𝑀3𝑀4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑀3𝑀2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ，推知 𝑀4𝑀3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝑀4𝑀1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ，故四邊形

𝑀1𝑀2𝑀3𝑀4為正方形。從而兩對角線𝑀1𝑀3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑀2𝑀4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 也會互相平分。 

 

(2)外接任意正多邊形 

[證明] 

如圖 3-2-13，當外接正 n 邊形時， 

因為 𝐴𝑄̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ = 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐾̅̅ ̅̅ 且 𝐴𝑄̅̅ ̅̅ //𝐶𝐾̅̅ ̅̅ ， 

所以四邊形 AQCK 為平行四邊形。又四邊形 ABCD 為 

平行四邊形，所以對角線𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 和𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 平分於 E 點， 

從而對角線𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 和𝑄𝐾̅̅ ̅̅ 也平分於 E 點。 

同理可證：對角線𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 和𝐹𝐿̅̅̅̅ 也平分於 E 點。因此， 

∆𝐴𝐹𝑄和∆𝐶𝐿𝐾的位似中心為 E，位似比為−1， 

故∆𝐴𝐹𝑄 ≅ ∆𝐶𝐿𝐾。 

從而𝐹𝑄̅̅ ̅̅ 的中點(或等比例內分點)𝑀4和𝐿𝐾̅̅ ̅̅ 的中點(或等比例內分點)𝑀2也對稱於 E 點。 

同理可得：𝑁𝑂̅̅ ̅̅ 的中點(或等比例內分點)𝑀3和𝐻𝐼̅̅̅̅ 的中點(或等比例內分點)𝑀1也對稱於 E 點，

故對點連線𝑀1𝑀3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑀2𝑀4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 也會互相平分。 

 

3. 對角線等長的四邊形 

不論外接正多邊形為何，相鄰兩頂點之中點的對點連線都會等長，而有以下定理： 

[證明]  

定理 3-2-10(凡·奧貝爾之平行四邊形定理 2) 

設原四邊形 ABCD 為對角線平分的四邊形(平行四邊形)，若各邊向外作正多邊形，則

相鄰兩頂點之中點(或等比例內分點)的對點連線𝑴𝟏𝑴𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑴𝟐𝑴𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 也會互相平分。 

定理 3-2-11 (凡·奧貝爾之等對四邊形定理 2) 

設原四邊形 ABCD 為等對四邊形，若各邊向外作正多邊形，則相鄰兩頂點之中點的對點

連線𝑴𝟏𝑴𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑴𝟐𝑴𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 也會等長。 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2


從圖形內在結構探討凡·奧貝爾定理的推廣 

14 

 

圖 3-2-14 

(1)如圖 3-2-14，當外接正 n 邊形時，設𝜃 =
2𝜋

𝑛
，則利用 

向量迴路法可得 2𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝐻𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 2𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝐷𝑁⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝐼𝐵⃑⃑⃑⃑ + 𝐷𝑂⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 。 

  又 𝐵𝐻⃑⃑⃑⃑⃑⃑ = cos𝜃𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + sin𝜃𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ (−𝑖)， 

     𝐷𝑁⃑⃑⃑⃑⃑⃑ = cos𝜃𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ + sin𝜃𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ (−𝑖)， 

     𝐵𝐼⃑⃑⃑⃑ = cos𝜃𝐶𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + sin𝜃𝐶𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖， 

     𝐷𝑂⃑⃑⃑⃑⃑⃑ = cos𝜃𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + sin𝜃𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖， 

  所以 2𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = −𝐵𝐻⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 2𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝐷𝑁⃑⃑⃑⃑⃑⃑ − 𝐵𝐼⃑⃑⃑⃑ + 𝐷𝑂⃑⃑⃑⃑⃑⃑  

              = −(cos𝜃𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + sin𝜃𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ (−𝑖)) + 2𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + (cos𝜃𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ + sin𝜃𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ (−𝑖)) 

                −(cos𝜃𝐶𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + sin𝜃𝐶𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖) + (cos𝜃𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + sin𝜃𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖)  

  = cos𝜃(𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑) + cos𝜃(𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ − 𝐶𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑) + 2𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ − sin𝜃(𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑) ∗ 𝑖 

                              +sin𝜃(𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ − 𝐶𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑) ∗ 𝑖 

  而 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ = (𝑂𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ − 𝑂𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑) − (𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ − 𝑂𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑) = (𝑂𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ − 𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑) − (𝑂𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝑂𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑) = 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ − 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑； 

     𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ − 𝐶𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ = (𝑂𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ − 𝑂𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑) − (𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ − 𝑂𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑) = (𝑂𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ − 𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑) + (𝑂𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝑂𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑) = 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑， 

  故 2𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 2(cos𝜃 + 1)𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ − sin𝜃(𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ − 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑) ∗ 𝑖 + sin𝜃(𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑) ∗ 𝑖 

            = 2(cos𝜃 + 1)𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 2sin𝜃𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 

  即 𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (cos𝜃 + 1)𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + sin𝜃𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 。同理 𝑀4𝑀2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (cos𝜃 + 1)𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − sin𝜃𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ∗ 𝑖。 

(2)設𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑和𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 的夾角為𝜑，則𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑和𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ∗ 𝑖的夾角為𝜑 +
𝜋

2
，且𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 和𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖的夾角為𝜑 −

𝜋

2
 

  (或
𝜋

2
− 𝜑)， 

  所以 |𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|

2
= (cos𝜃 + 1)2|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
+ 2sin𝜃(cos𝜃 + 1)|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑||𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ | cos (𝜑 −

𝜋

2
) + sin2𝜃|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
 

               = (cos𝜃 + 1)2|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |
2
+ 2sin𝜃(cos𝜃 + 1)|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑||𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |sin𝜑 + sin2𝜃|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
 

       |𝑀4𝑀2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|

2
= (cos𝜃 + 1)2|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
− 2sin𝜃(cos𝜃 + 1)|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑||𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ | cos (𝜑 +

𝜋

2
) + sin2𝜃|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
 

               = (cos𝜃 + 1)2|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2
+ 2sin𝜃(cos𝜃 + 1)|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑||𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |sin𝜑 + sin2𝜃|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
 

  已知|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑| = |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |，推得|𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑| = |𝑀4𝑀2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|，故相鄰兩頂點之中點的對點連線𝑀1𝑀3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑀2𝑀4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

  也會等長。 

4. 對角線垂直的四邊形 

不論外接正多邊形為何，相鄰兩頂點之中點的對點連線都會垂直，而有以下定理： 
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圖 3-2-15 

圖 3-2-16 
圖 3-2-17 

[證明] 

    如圖 3-2-15，當外接正 n 邊形時，設𝜃 =
2𝜋

𝑛
， 

則由定理 3-2-11(1)的證明可知： 

     𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (cos𝜃 + 1)𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + sin𝜃𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖  

且   𝑀4𝑀2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (cos𝜃 + 1)𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − sin𝜃𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ∗ 𝑖， 

因為原四邊形 ABCD 為垂對四邊形， 

所以 𝐴𝐶⃡⃑⃑⃑  ⃑ ⊥ 𝐵𝐷⃡⃑⃑⃑  ⃑ ⟹ 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ = 0。 

推得 𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∙ 𝑀4𝑀2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (cos𝜃 + 1)2𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ∙ 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − sin𝜃(cos𝜃 + 1)𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ∙ 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ∗ 𝑖 

                        +sin𝜃(cos𝜃 + 1)𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 − sin2𝜃𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ = 0  

從而 𝑀1𝑀3
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ⊥ 𝑀2𝑀4

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑，故相鄰兩頂點之中點的對點連線𝑀1𝑀3
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝑀2𝑀4

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑也會垂直。 

 

5. 對角線垂直且等長的四邊形 

  不論外接正多邊形為何，相鄰兩頂點之中點的對點連線都會垂直且等長，而有以下定理： 

[證明]  

 

 

 

 

 

 

 

定理 3-2-12 (凡·奧貝爾之垂對四邊形定理 2) 

設原四邊形 ABCD 為垂對四邊形，若各邊向外作正多邊形，則相鄰兩頂點之中點的對點

連線𝑴𝟏𝑴𝟑
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  、𝑴𝟐𝑴𝟒

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  也會垂直。 

定理 3-2-13 (凡·奧貝爾之等垂對四邊形定理 2) 

設原四邊形 ABCD 為等垂對四邊形，若各邊向外作正多邊形，則相鄰兩頂點之中點的對點

連線𝑴𝟏𝑴𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑴𝟐𝑴𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 也會垂直且等長。 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
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圖 3-2-18 

    由定理 3-2-11 可知：若原四邊形 ABCD 為等對四邊形，則相鄰兩頂點之中點的對點連 

線𝑀1𝑀3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑀2𝑀4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 會等長。由定理 3-2-12 可知：若原四邊形 ABCD 為垂對四邊形，則相鄰兩

頂點之中點的對點連線𝑀1𝑀3
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝑀2𝑀4

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑會垂直。 因此，若原四邊形 ABCD 為等垂對四邊形， 

則相鄰兩頂點之中點的對點連線 𝑀1𝑀3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑀2𝑀4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  也會垂直且等長。 

 

    接著，我們考慮由原四邊形各邊向外作正多邊形，再順向連接相鄰兩頂點之等比例內分

點的對點連線，而有以下定理： 

[證明] 

(1)如圖 3-2-18， 

  設𝐹𝑀1
̅̅ ̅̅ ̅̅ : 𝑀1𝐺̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐺𝑀2

̅̅ ̅̅ ̅̅ : 𝑀2𝐻̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐻𝑀3
̅̅ ̅̅ ̅̅ : 𝑀3𝐼̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐼𝑀4

̅̅ ̅̅ ̅:𝑀4𝐹̅̅ ̅̅ ̅̅  

             = (1 − 𝑚):𝑚， 

  因為 𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝑀1𝐹⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐹𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝐷𝐻⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝐻𝑀3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑， 

且 𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝑀1𝐺⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  + 𝐺𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝐷𝐼⃑⃑⃑⃑ + 𝐼𝑀3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑， 

  可得 𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝑚𝐹𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝑚𝐷𝐻⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + (1 − 𝑚)𝐺𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + (1 − 𝑚)𝐷𝐼⃑⃑⃑⃑ 。 

  又    2𝐵𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + tan
𝜋

3
𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖，2𝐷𝐻⃑⃑⃑⃑⃑⃑ = 𝐷𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + tan

𝜋

3
𝐷𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖， 

        2𝐵𝐺⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + tan
𝜋

3
𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ (−𝑖)，2𝐷𝐼⃑⃑⃑⃑ = 𝐷𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + tan

𝜋

3
𝐷𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ (−𝑖)， 

所以 

 2𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = −2𝑚𝐵𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 2𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 2𝑚𝐷𝐻⃑⃑⃑⃑⃑⃑ − 2(1 − 𝑚)𝐵𝐺⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 2(1 − 𝑚)𝐷𝐼⃑⃑⃑⃑  

         = −𝑚(𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + tan
𝜋

3
𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖) + 2𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝑚 (𝐷𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + tan

𝜋

3
𝐷𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖) 

          −(1 − 𝑚) (𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + tan
𝜋

3
𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ (−𝑖)) + (1 − 𝑚) (𝐷𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + tan

𝜋

3
𝐷𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ (−𝑖)) 

        = 𝑚(𝐷𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑) + (1 − 𝑚)(𝐷𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑) + 2𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝑚tan
𝜋

3
(𝐷𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑) ∗ 𝑖 

     −(1 − 𝑚)tan
𝜋

3
(𝐷𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑) ∗ 𝑖 

而 𝐷𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ = (𝑂𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝑂𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) − (𝑂𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑) = (𝑂𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝑂𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑) − (𝑂𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ − 𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑) = 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ； 

     𝐷𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ = (𝑂𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝑂𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) − (𝑂𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑) = (𝑂𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝑂𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑) − (𝑂𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ − 𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑) = −𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ， 

定理 3-2-14 (凡·奧貝爾之頂點內分點定理) 

設原四邊形 ABCD 為等垂對四邊形，若各邊向外作正多邊形，則順向連接相鄰兩頂點之 

等比例內分點的對點連線𝑴𝟏𝑴𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑴𝟐𝑴𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 也會垂直且等長。 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
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故 2𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝑚(𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) − (1 − 𝑚)(𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) + 2𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝑚tan

𝜋

3
(𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) ∗ 𝑖 

                         +(1 − 𝑚)tan
𝜋

3
(𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) ∗ 𝑖 

            = (2𝑚 − 1)𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + tan
𝜋

3
𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 − (2𝑚 − 1)tan

𝜋

3
𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ∗ 𝑖 

            = (𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + tan
𝜋

3
𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖) + (2𝑚 − 1)(𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − tan

𝜋

3
𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ∗ 𝑖)。 

同理 2𝑀4𝑀2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − tan

𝜋

3
𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ∗ 𝑖) − (2𝑚 − 1) (𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + tan

𝜋

3
𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖)。 

(2)因為𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑和𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 的夾角為
𝜋

2
，所以𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑和𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ∗ 𝑖的夾角為𝜋，且𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 和𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖的夾角為0， 

  又 𝐴𝐶⃡⃑⃑⃑  ⃑ ⊥ 𝐵𝐷⃡⃑⃑⃑  ⃑ ⇒ 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ = 0，且 |𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑| = |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |， 

所以 4𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∙ 𝑀4𝑀2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = −(2𝑚 − 1) (|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |
2
+ tan

𝜋

3
|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ||𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|cos0) 

                      −(2𝑚 − 1) (tan
𝜋

3
|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ||𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|cos0 + tan2 𝜋

3
|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
) 

+(2𝑚 − 1) (|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2
− tan

𝜋

3
|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ||𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|cos𝜋) 

  +(2𝑚 − 1) (−tan
𝜋

3
|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ||𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|cos𝜋 + tan2 𝜋

3
|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
) = 0， 

推得 𝑀1𝑀3
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ⊥ 𝑀2𝑀4

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑。 

又 4|𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|

2
= |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
+ 2tan

𝜋

3
|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑||𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ | cos 0 + tan2 𝜋

3
|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
 

                     +(2𝑚 − 1)2 (|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2
− 2tan

𝜋

3
|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑||𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |cos𝜋 + tan2 𝜋

3
|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
) 

              = |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |
2
+ 2tan

𝜋

3
|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑||𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ | + tan2 𝜋

3
|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
 

               +(2𝑚 − 1)2 (|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2
+ 2tan

𝜋

3
|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑||𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ | + tan2 𝜋

3
|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
) 

  且 4|𝑀4𝑀2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|

2
= |𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
− 2tan

𝜋

3
|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑||𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |cos𝜋 + tan2 𝜋

3
|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
 

                     +(2𝑚 − 1)2 (|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |
2
+ 2tan

𝜋

3
|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑||𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ | cos 0 + tan2 𝜋

3
|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
) 

              = |𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2
+ 2tan

𝜋

3
|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑||𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ | + tan2 𝜋

3
|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
 

                     +(2𝑚 − 1)2 (|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |
2
+ 2tan

𝜋

3
|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑||𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ | + tan2 𝜋

3
|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
) 

  推知 |𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑| = |𝑀4𝑀2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|。故相鄰兩頂點之等比例內分點的對點連線𝑀1𝑀3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑀2𝑀4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 也會垂直 

  且等長。 

(3)仿照上面的證明可推知：如圖 3-2-19，當外接正 n 邊形時，設𝜃 =
2𝜋

𝑛
， 
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圖 3-2-19 

   則   𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (cos𝜃 + 1)𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + sin𝜃𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 − (2𝑚 − 1)(cos𝜃𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + sin𝜃𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ∗ 𝑖)  

   同理 𝑀4𝑀2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (cos𝜃 + 1)𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ − sin𝜃𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ∗ 𝑖 + (2𝑚 − 1)(cos𝜃𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ − sin𝜃𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖)。 

 所以 𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∙ 𝑀4𝑀2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (2𝑚 − 1)(cos𝜃 + 1) (cos𝜃|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |
2
− sin𝜃|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ||𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|cos0) 

                     +(2𝑚 − 1)sin𝜃 (cos𝜃|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ||𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|cos0 − sin𝜃|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2
) 

                     −(2𝑚 − 1)(cos𝜃 + 1) (cos𝜃|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2
+ sin𝜃|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ||𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|cos𝜋) 

 +(2𝑚 − 1)sin𝜃 (cos𝜃|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ||𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|cos𝜋 + sin𝜃|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |
2
) = 0， 

推得 𝑀1𝑀3
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ⊥ 𝑀2𝑀4

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑。 

又 |𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|

2
= (cos𝜃 + 1)2|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
+ sin2𝜃|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
+ (2𝑚 − 1)2|cos𝜃𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + sin𝜃𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ∗ 𝑖|

2
 

               +2sin𝜃(cos𝜃 + 1)|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ||𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|cos0 

     |𝑀4𝑀2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|

2
= (cos𝜃 + 1)2|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
+ sin2𝜃|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
+ (2𝑚 − 1)2|cos𝜃𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ − sin𝜃𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖|

2
 

               −2sin𝜃(cos𝜃 + 1)|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ||𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|cos𝜋 

且|cos𝜃𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + sin𝜃𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ∗ 𝑖|
2
= cos2𝜃|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
+ sin2𝜃|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
+ 2sin𝜃cos𝜃|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ||𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|cos𝜋 

    |cos𝜃𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ − sin𝜃𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖|
2
= cos2𝜃|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
+ sin2𝜃|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2
− 2sin𝜃cos𝜃|𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ||𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|cos0 

  推知 |𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑| = |𝑀4𝑀2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|。 

  故相鄰兩頂點之等比例內分點的對點連線 

  𝑀1𝑀3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑀2𝑀4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 也會垂直且等長。 

 

 

 

 

(三) 任意四邊形逆向外接相似矩形、菱形或外接平行四邊形之相對的兩中心連線或相鄰兩 

    頂點之中點的對點連線 

1. 逆向外接相似矩形之相對的兩中心連線或相鄰兩頂點之中點的對點連線。 
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圖 3-2-20 

    不論四邊形為何，相對的兩矩形之中心連線都會互相垂直，且相鄰兩頂點之中點的對點

連線都會等長，而有以下定理： 

[證明] 

(1)如圖 3-2-20，設逆向外接相似矩形的邊長比為𝑟，利用向量迴路法可得 

  2𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐹𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐶𝐼⃑⃑⃑⃑ = 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝑟𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 + 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝑟𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ (−𝑖)， 

  2𝑂2𝑂4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐺𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐿⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ +

1

𝑟
𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 + (−𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑) +

1

𝑟
𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖， 

  推得 

  4𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ∙ 𝑂2𝑂4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ +
1

𝑟
𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 − 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝑟𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 ∙ 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 

                +𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ +
1

𝑟
𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 − 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝑟𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 ∙ 𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 

              =
1

𝑟
(𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 + 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖) + 𝑟(𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 ∙ 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 ∙ 𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑) 

  設𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑和𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑的夾角為𝜑，則𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑和𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖的夾角為𝜑 +
𝜋

2
，且𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑和𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖的夾角為 

𝜑 −
𝜋

2
(或

𝜋

2
− 𝜑)，所以 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 = |𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑||𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑| cos (𝜑 +

𝜋

2
) = −|𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑||𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|sin𝜑， 

                    𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 = |𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑||𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑| cos (
𝜋

2
− 𝜑) = |𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑||𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|sin𝜑。 

推得 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 + 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 = 0，同理 𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 ∙ 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 ∙ 𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 0。 

從而 4𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ∙ 𝑂2𝑂4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 0，故 𝑂1𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑂2𝑂4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

(2)利用向量迴路法可得 

   2𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝐹𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐺𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐷𝐽⃑⃑⃑⃑ + 𝐷𝐾⃑⃑⃑⃑⃑⃑  

         = 𝑟𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ (−𝑖) +
1

𝑟
𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 + 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ 

                     +𝑟𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ (−𝑖) +
1

𝑟
𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖 

         = (𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝑟𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖) + (𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ +
1

𝑟
𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖) 

定理 3-2-15(凡·奧貝爾之外接相似矩形定理) 參[5] 

設原四邊形 ABCD 為任意四邊形，若各邊向外逆向作相似矩形，則相對的兩中心連線

𝑶𝟏𝑶𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑶𝟐𝑶𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅會滿足𝑶𝟏𝑶𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑶𝟐𝑶𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅；相鄰兩頂點之中點的對點連線𝑴𝟏𝑴𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑴𝟐𝑴𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 會滿足 

𝑴𝟏𝑴𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑴𝟐𝑴𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
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圖 3-2-21 

                        +(𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ +
1

𝑟
𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖) + (𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝑟𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖) 

同理 2𝑀2𝑀4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝑟𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖) + (𝐷𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ −

1

𝑟
𝐷𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖) + (𝐶𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ −

1

𝑟
𝐶𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖) + (𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝑟𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖) 

              = (𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝑟𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖) + (−𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ +
1

𝑟
𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖) + (−𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ +

1

𝑟
𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖) + (𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝑟𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑖) 

  仿定理 3-2-11 可證出 4|𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|

2
= 2𝑀1𝑀3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∙ 2𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 2𝑀2𝑀4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∙ 2𝑀2𝑀4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 4|𝑀2𝑀4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|
2
， 

  即|𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑| = |𝑀2𝑀4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|，故 𝑀1𝑀3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑀2𝑀4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

2. 逆向外接相似菱形之相對的兩中心連線或相鄰兩頂點之中點的對點連線。 

    不論四邊形為何，相對的兩菱形之中心連線都會等長，且相鄰兩頂點之中點的對點連線

都會互相垂直，而有以下定理： 

[證明] 

(1)如圖 3-2-21，設逆向外接相似菱形的一內角為𝛼，利用向量迴路法可得 

  2𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐹𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐶𝐼⃑⃑⃑⃑ = 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑒(−𝛼)𝑖 + 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑒(−𝛼)𝑖， 

  2𝑂2𝑂4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐺𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐿⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑒𝛼𝑖 + 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑒𝛼𝑖， 

  仿定理 3-2-11 和定理 3-2-15(2)可證出 

  4|𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  |

2
= 2𝑂1𝑂3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ∙ 2𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 2𝑂2𝑂4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∙ 2𝑂2𝑂4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 4|𝑂2𝑂4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|
2
， 

  即|𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  | = |𝑂2𝑂4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|，故 𝑂1𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂2𝑂4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

(2)利用向量迴路法可得 

 2𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝐹𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐺𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐷𝐽⃑⃑⃑⃑ + 𝐷𝐾⃑⃑⃑⃑⃑⃑  

          = 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑒(−𝛼)𝑖 + 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑒𝛼𝑖 + 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ 

                   +𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑒(−𝛼)𝑖 + 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑒𝛼𝑖 

          = (𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑒(−𝛼)𝑖) + (𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑒𝛼𝑖) 

                             +(𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑒𝛼𝑖) + (𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑒(−𝛼)𝑖) 

定理 3-2-16(凡·奧貝爾之外接相似菱形定理) 參[5] 

設原四邊形 ABCD 為任意四邊形，若各邊向外逆向作相似菱形，則相對的兩中心連線

𝑶𝟏𝑶𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑶𝟐𝑶𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅會滿足𝑶𝟏𝑶𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑶𝟐𝑶𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅；相鄰兩頂點之中點的對點連線𝑴𝟏𝑴𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑴𝟐𝑴𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 會滿足 

𝑴𝟏𝑴𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝑴𝟐𝑴𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
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圖 3-2-22 

同理 

2𝑀2𝑀4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑒(−𝛼)𝑖) + (𝐷𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑒𝛼𝑖) + (𝐶𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐶𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑒𝛼𝑖) + (𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑒(−𝛼)𝑖) 

       = (𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐵𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑒(−𝛼)𝑖) + (−𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐴𝐷⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑒𝛼𝑖) + (−𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑒𝛼𝑖) + (𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝐶𝐷⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∗ 𝑒(−𝛼)𝑖) 

  仿定理 3-2-15(1)可證出 4𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∙ 𝑀2𝑀4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 0，故 𝑀1𝑀3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝑀2𝑀4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

3. 外接平行四邊形之相對的兩中心連線或相鄰兩頂點之中點的對點連線。 

    不論四邊形為何，相對的兩平行四邊形之中心連線等長的充要條件為相鄰兩頂點之中點

的對點連線垂直；相對的兩平行四邊形之中心連線垂直的充要條件為相鄰兩頂點之中點的對

點連線等長，等長和垂直有對偶現象，而有以下定理： 

[證明] 

(1)如圖 3-2-22，𝑂𝑂1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ =

1

2
(𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝑂𝐸⃑⃑⃑⃑  ⃑) ⟹ 𝑂𝐸⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 2𝑂𝑂1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ − 𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑； 

  同理 𝑂𝐿⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 2𝑂𝑂4
⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ − 𝑂𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ， 

  推得 𝑂𝑀4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ =

1

2
(𝑂𝐸⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝑂𝐿⃑⃑⃑⃑  ⃑) = 𝑂𝑂1

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝑂𝑂4
⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ −

1

2
(𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝑂𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ )。 

  同理可得 𝑂𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ =

1

2
(𝑂𝐾⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝑂𝐽⃑⃑⃑⃑ ) = 𝑂𝑂4

⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ + 𝑂𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ −

1

2
(𝑂𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝑂𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑)。 

           𝑂𝑀2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ =

1

2
(𝑂𝐼⃑⃑⃑⃑ + 𝑂𝐻⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) = 𝑂𝑂3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝑂𝑂2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ −

1

2
(𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝑂𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ )。 

           𝑂𝑀1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  =

1

2
(𝑂𝐺⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝑂𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑) = 𝑂𝑂2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ + 𝑂𝑂1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ −

1

2
(𝑂𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝑂𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑)。 

  所以 𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝑂𝑀3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ − 𝑂𝑀1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = (𝑂𝑂4

⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ − 𝑂𝑂2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) + (𝑂𝑂3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ − 𝑂𝑂1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) = 𝑂2𝑂4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ； 

       𝑀2𝑀4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝑂𝑀4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ − 𝑂𝑀2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (𝑂𝑂4

⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ − 𝑂𝑂2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) − (𝑂𝑂3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ − 𝑂𝑂1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ) = 𝑂2𝑂4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ − 𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  。 

  從而 𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∙ 𝑀2𝑀4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (𝑂2𝑂4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝑂1𝑂3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ) ∙ (𝑂2𝑂4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ − 𝑂1𝑂3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ) = |𝑂2𝑂4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|

2
− |𝑂1𝑂3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  |
2
， 

  故 𝑂1𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂2𝑂4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⟺ 𝑀1𝑀3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝑀2𝑀4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

定理 3-2-17(凡·奧貝爾之外接平行四邊形定理) 參[6] 

設原四邊形 ABCD 為任意四邊形，若各邊向外作平行四邊形，則相對的兩中心連線

𝑶𝟏𝑶𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑶𝟐𝑶𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅和相鄰兩頂點之中點的對點連線𝑴𝟏𝑴𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑴𝟐𝑴𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 會滿足 

(1) 𝑶𝟏𝑶𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑶𝟐𝑶𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⟺ 𝑴𝟏𝑴𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝑴𝟐𝑴𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ； (2) 𝑶𝟏𝑶𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑶𝟐𝑶𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⟺ 𝑴𝟏𝑴𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑴𝟐𝑴𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
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圖 3-2-23 圖 3-2-24 

(2)由(1)可知：2𝑂2𝑂4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝑀1𝑀3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝑀2𝑀4
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑；2𝑂1𝑂3

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ − 𝑀2𝑀4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 

  從而 4𝑂1𝑂3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ∙ 𝑂2𝑂4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝑀2𝑀4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑) ∙ (𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ − 𝑀2𝑀4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑) = |𝑀1𝑀3
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|

2
− |𝑀2𝑀4

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|
2
， 

  故 𝑂1𝑂3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑂2𝑂4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⟺ 𝑀1𝑀3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑀2𝑀4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

 

(四) 任意八邊形外接平行四邊形 

1. 外接正方形相對兩中心的中點之對點連線 

只有在外接正方形時，相對的兩正方形中心連線的中點之對點連線會垂直且等長，而有

以下的定理： 

[證明] 

    如圖 3-2-23，由愛可爾斯定理 1 的推廣可知：一組正方形之相對頂點的中點也會形成正

方形，從而發現定理 3-2-18 也就是八邊形內的凡·奧貝爾定理，故 𝐴1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐵1𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 且 𝐴1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ =

𝐵1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 外接正方形相鄰兩頂點之中點的相對中點之對點連線 

    只有在外接正方形時，相鄰兩頂點之中點的相對中點之對點連線會垂直且等長，而有以

下的定理： 

定理 3-2-18 (凡·奧貝爾之八邊形定理 1) 

設原八邊形 ABCDEFGH 為任意八邊形，若各邊向外作正方形，則相對的兩正方形中心

連線的中點之對點連線 𝑨𝟏𝑪𝟏
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑩𝟏𝑫𝟏

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 會滿足 𝑨𝟏𝑪𝟏
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑩𝟏𝑫𝟏

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 且 𝑨𝟏𝑪𝟏
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑩𝟏𝑫𝟏

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
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圖 3-2-26 圖 3-2-25 

[證明] 

如圖 3-2-24，由愛可爾斯定理 1 的推廣可知：一組正方形之相對頂點的中點也會形成正

方形，從而發現定理 3-2-19 也就是八邊形內的凡·奧貝爾之頂點中點定理，故 𝐴2𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐵2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

且 𝐴2𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐵2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

3. 逆向外接矩形相對兩中心的中點之對點連線 

  逆向外接矩形時，相對的兩矩形中心連線的中點之對點連線會垂直，而有以下的定理： 

[證明] 

如圖 3-2-25，由愛可爾斯定理 1 的推廣可知：一組相似矩形之相對頂點的中點也會形成

相似矩形。從而發現定理 3-2-20 也就是八邊形內的凡·奧貝爾之外接相似矩形定理 1，故 

𝐴1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐵1𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. 逆向外接矩形相鄰兩頂點之中點的相對中點之對點連線 

  逆向外接矩形時，相鄰兩頂點之中點的相對中點之對點連線會等長，而有以下的定理： 

定理 3-2-19 (凡·奧貝爾之八邊形定理 2) 

設原八邊形 ABCDEFGH 為任意八邊形，若各邊向外作正方形，則相鄰兩頂點之中點的

相對中點之對點連線 𝑨𝟐𝑪𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑩𝟐𝑫𝟐

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 會滿足 𝑨𝟐𝑪𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑩𝟐𝑫𝟐

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 且 𝑨𝟐𝑪𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑩𝟐𝑫𝟐

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

定理 3-2-20 (凡·奧貝爾之八邊形定理 3) 

設原八邊形 ABCDEFGH 為任意八邊形，若各邊向外逆向作相似矩形，則相對的兩矩形

中心連線的中點之對點連線 𝑨𝟏𝑪𝟏
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑩𝟏𝑫𝟏

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 會滿足 𝑨𝟏𝑪𝟏
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑩𝟏𝑫𝟏

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
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圖 3-2-27 圖 3-2-28 

 [證明] 

如圖 3-2-26，由愛可爾斯定理 1 的推廣可知：一組相似矩形之相對頂點的中點也會形成

相似矩形，從而發現定理 3-2-21 也就是八邊形內的凡·奧貝爾之外接相似矩形定理 2，故 

𝐴2𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐵2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

5. 逆向外接菱形相對兩中心的中點之對點連線 

逆向外接菱形時，相對的兩菱形中心連線的中點之對點連線會等長，而有以下的定理： 

[證明] 

    如圖 3-2-27，由愛可爾斯定理 1 的推廣可知：一組相似菱形之相對頂點的中點也會形成

相似菱形。從而發現定理 3-2-22 也就是八邊形內的凡·奧貝爾之外接相似菱形定理 1，故 

𝐴1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐵1𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. 逆向外接菱形相鄰兩頂點之中點的相對中點之對點連線 

  逆向外接菱形時，相鄰兩頂點之中點的相對中點之對點連線會垂直，而有以下的定理： 

定理 3-2-21 (凡·奧貝爾之八邊形定理 4) 

設原八邊形 ABCDEFGH 為任意八邊形，若各邊向外逆向作相似矩形，則相鄰兩頂點之

中點的相對中點之對點連線 𝑨𝟐𝑪𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑩𝟐𝑫𝟐

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 會滿足 𝑨𝟐𝑪𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑩𝟐𝑫𝟐

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

定理 3-2-22 (凡·奧貝爾之八邊形定理 5) 

設原八邊形 ABCDEFGH 為任意八邊形，若各邊向外逆向作相似菱形，則相對的兩菱形

中心連線的中點之對點連線 𝑨𝟏𝑪𝟏
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑩𝟏𝑫𝟏

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 會滿足 𝑨𝟏𝑪𝟏
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑩𝟏𝑫𝟏

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
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圖 3-2-29 

[證明] 

    如圖 3-2-28，由愛可爾斯定理 1 的推廣可知：一組相似菱形之相對頂點的中點也會形成

相似菱形，從而發現定理 3-2-23 也就是八邊形內的凡·奧貝爾之外接相似菱形定理 2，故 

𝐴2𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐵2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

7. 外接對邊相似的平行四邊形之相對的兩中心連線或相鄰兩頂點之中點的對點連線。 

    外接平行四邊形時，相對的兩相似圖形中心連線的中點之對點連線等長的充要條件為相

鄰兩頂點之中點的相對中點之對點連線垂直；相對的兩相似圖形中心連線的中點之對點連線

垂直的充要條件為相鄰兩頂點之中點的相對中點之對點連線等長，而有以下定理： 

[證明] 

如圖 3-2-29，由愛可爾斯定理 1 的推廣可知：一組相似平行四邊形之相對頂點的中點也

會形成相似平行四邊形，從而發現定理 

3-2-24 也就是八邊形內的凡·奧貝爾之 

外接平行四邊形定理， 

故(1)𝐴1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐵1𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⟺ 𝐴2𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐵2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅； 

  (2)𝐴1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐵1𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⟺ 𝐴2𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐵2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

    若將中點改為內分點，因為八邊形 

內由內分點所形成的四個平行四邊形 

無法首尾相接，所以其內部不能圍成 

一個四邊形，從而上述凡·奧貝爾之八邊 

形定理的推廣並不成立。 

定理 3-2-23 (凡·奧貝爾之八邊形定理 6) 

設原八邊形 ABCDEFGH 為任意八邊形，若各邊向外逆向作相似菱形，則相鄰兩頂點之

中點的相對中點之對點連線 𝑨𝟐𝑪𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑩𝟐𝑫𝟐

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 會滿足 𝑨𝟐𝑪𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑩𝟐𝑫𝟐

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

定理 3-2-24 (凡·奧貝爾之八邊形定理 7) 

設原八邊形 ABCD 為任意四邊形，若各邊向外作對邊相似的平行四邊形，則相對的兩中

心連線的中點之對點連線 𝑨𝟏𝑪𝟏
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑩𝟏𝑫𝟏

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅和相鄰兩頂點之中點的相對中點之對點連線𝑨𝟐𝑪𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

、𝑩𝟐𝑫𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅會滿足(1)𝑨𝟏𝑪𝟏

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑩𝟏𝑫𝟏
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⟺ 𝑨𝟐𝑪𝟐

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑩𝟐𝑫𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅；(2)𝑨𝟏𝑪𝟏

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑩𝟏𝑫𝟏
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⟺ 𝑨𝟐𝑪𝟐

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑩𝟐𝑫𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
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圖 4-2-2 

圖 4-1-1 

圖 4-2-1 

圖 4-3-1 

肆、研究討論 

一、凡·奧貝爾定理的退化情形，即使四邊形退化為三角形 

    (一條邊長度為 0 的四邊形)，凡·奧貝爾定理依然成立。 

    如圖 4-1-1，三角形的三邊各外接一個正方形，分別連接 

    其中兩邊外接的正方形之中心以及第三邊外接的正方形之 

中心、第三邊所對角的頂點，則兩線段既垂直且等長。 

 

二、考慮對角線等長、垂直、垂直且等長的四邊形分別退化成等腰、直角及等腰直角三角形 

    的情形。三角形的三邊各外接一個正多邊形，分別連接兩腰(或兩股)外接的正多邊形之 

    中心以及底邊(或斜邊)外接的正多邊形中心、頂角(或直角)點，觀察所連的兩線段之關 

    係。如圖 4-2-1~3，發現兩連線的關係和退化前完全一致，即等腰三角形時，兩連線會 

垂直；直角三角形時，兩連線會等長；等腰直角三角形時，兩連線會垂直且等長。 

 

 

 

 

 

 

 

三、凡·奧貝爾之頂點中點定理的退化情形，即使四邊形 

    退化為三角形，凡·奧貝爾頂點中點四邊形定理依然 

    成立。如圖 4-3-1，三角形的三邊各外接一個正方形， 

    分別考慮其中一角兩邊外接的正方形各與此角對邊 

    外接的正方形相鄰之兩組頂點的中點，以及與角兩邊 

    外接的正方形在此角外側之兩邊中點，再連接相對之 

    中點，則兩線段既垂直且等長。 

圖 4-2-3 
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圖 4-5-1 

圖 4-4-2 

圖 4-6-1  

四、考慮對角線等長、垂直、垂直且等長的四邊形分別退化成等腰、直角及等腰直角三角形 

    的情形。三角形的三邊各外接一個正多邊形，分別考慮兩腰(或兩股)外接的正多邊形各 

    與底邊(或斜邊)外接的正多邊形相鄰之兩組頂點的中點，以及兩腰(或兩股)外接的正多 

    邊形在三角形頂角(或直角)外側的兩邊中點，再連接相對之中點，觀察所連的兩線段之 

    關係。如圖 4-4-1~3，發現兩連線的關係和退化前完全一致，即等腰三角形時，兩連線 

    會等長；直角三角形時，兩連線會垂直；等腰直角三角形時，兩連線會垂直且等長。 

 

 

 

 

 

 

五、凡·奧貝爾之頂點內分點定理的退化情形，即使四邊形 

    退化為等腰直角三角形，凡·奧貝爾頂點內分點四邊形 

    定理依然成立。如圖 4-5-1，等腰直角三角形的三邊各 

    外接一個正多邊形，分別考慮兩股外接的正多邊形各與 

    斜邊外接的正多邊形相鄰之兩組頂點的等比例內分點， 

    以及與兩股外接的正多邊形在直角外側之兩邊的等比例 

    內分點，再連接相對之內分點，則兩線段既垂直且等長。 

 

六、考慮八邊形外接正方形退化成七邊形、六邊形、 

    五邊形時，相對兩中心的中點之對點連線和 

    相鄰兩頂點之中點的相對中點之對點連線的 

    情形。如圖 4-6-1~3，也會垂直且等長。 

    即 𝐴1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐵1𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐵1𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  

    且 𝐴2𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐵2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐵2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。除此之外， 

    兩組對點連線也會共點且各自為彼此的分角線。 

    而當逆向外接矩形或菱形時，也有退化前的結論。 

圖 4-4-1 
圖 4-4-3 
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 圖 4-7-2  

圖 4-6-3  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

七、如圖 4-7-1，設原四邊形 ABCD 為任意四邊形，由各邊向外作正方形，並分別作出相對 

    的兩正方形之中心連線和相鄰兩頂點之中點的對點連線，則兩組對點連線除了各自垂直 

    且等長外，也會共點且各自為彼此的分角線。若考慮中心四邊形，再由各邊向外作正方 

    形，則由芬斯勒–哈德維格爾定理可知：新的外接正方形之中心恰為原外接正方形相鄰 

    兩頂點之中點。即凡·奧貝爾之頂點中點定理可經由兩次凡·奧貝爾定理推知。同理， 

如圖 4-7-2，凡·奧貝爾之八邊形定理 2 可經由兩次凡·奧貝爾之八邊形定理 1 推知。除此 

    之外，設原四邊形 ABCD 為任意四邊形，由各邊逆向外接矩形(或菱形)，考慮中心四邊 

    形，再由各邊適當地逆向外接菱形(或矩形)，則由芬斯勒–哈德維格爾定理的推廣可知 

    ：新逆向外接菱形(或矩形)之中心恰為原逆向外接的矩形(或菱形)相鄰兩頂點之中點。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4-7-1  

圖 4-6-2  

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E9%82%8A%E5%BD%A2
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伍、研究結果與結論 

一、 

 

 

 

 

 

      此時中心四邊形與原四邊形、中心四邊形與頂點中點四邊形的對角線都有等長和垂直 

      對偶，而平分不變的現象。即使原四邊形退化為等腰、直角三角形，也會有同樣的結 

      論。然而，將中點改為內分點時，則只有平分不變，卻沒有等長和垂直對偶的現象。 

二、 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、 

外接矩形或菱形 

原 

四邊形 

逆向外接相似矩形 逆向外接相似菱形 

相對中心的 

連線 

相鄰兩頂點之中

點的對點連線 

相對中心的 

連線 

相鄰兩頂點之中

點的對點連線 

任意四邊形 垂直 等長 等長 垂直 

外接平行四邊形 

原四邊形 

相對中心的 

連線 

相鄰兩頂點之中

點的對點連線 

相對中心的 

連線 

相鄰兩頂點之中

點的對點連線 

任意四邊形 若(則)垂直 則(若)等長 若(則)等長 則(若)垂直 

    此時相對中心的連線與相鄰兩頂點之中點的對點連線，也有等長和垂直對偶的現象。 

外接正多邊形 

原四邊形 
相對中心的連線 相鄰兩頂點之中點的對點連線 

等對四邊形 垂直 等長 

垂對四邊形 等長 垂直 

平行四邊形 互相平分 互相平分 

外接正方形 

原四邊形 
相對中心的連線 

相鄰兩頂點之中點的 

對點連線 

任意四邊形 垂直且等長 垂直且等長 

平行四邊形 垂直平分且等長 垂直平分且等長 

  其他外接情形 

原四邊形 
外接相似三角形的對點連線 

外接正多邊形相鄰兩頂點之

等比例內分點的對點連線 

平行四邊形 互相平分 互相平分 

等垂對四邊形 垂直且等長 垂直且等長 
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四、 

    此時相對中心的中點之對點連線與相鄰兩頂點之中點的相對中點之對點連線，也有等長

和垂直對偶的現象。即使原八邊形退化為七邊形、六邊形、五邊形，也會有同樣的結論。 

然而，將中點改為內分點時，卻沒有上述的結論。 
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外接正方形 

原八邊形 
相對中心的中點之對點連線 

相鄰兩頂點之中點的相對中點之

對點連線 

任意八邊形 垂直且等長 垂直且等長 

外接矩形或菱形 

原 

八邊形 

逆向外接相似矩形 逆向外接相似菱形 

相對中心的 

中點之對點 

連線 

相鄰兩頂點之

中點的相對中

點之對點連線 

相對中心的

中點之對點 

連線 

相鄰兩頂點之中點

的相對中點之對點

連線 

任意八邊形 垂直 等長 等長 垂直 

  外接平行四邊形 

原 

八邊形 

相對中心的 

中點之對點 

連線 

相鄰兩頂點之

中點的相對中

點之對點連線 

相對中心的

中點之對點 

連線 

相鄰兩頂點之中點

的相對中點之對點

連線 

任意八邊形 若(則)垂直 則(若)等長 若(則)等長 則(若)垂直 

mailto:profmd@mweb.co.za
https://www.jstor.org/stable/3621406


【評語】050406  

本作探討將一任意四邊形的四邊分別向外做正方形，並研究兩對相對

的正方形中心點連線與原四邊形兩條對角線之關係。作者證明，若原

四邊形之對角線有等長、垂直、互相平分等關係，則相對應的正方形

中點連線也會有類似的關係。本作品不僅將已有的結果用心做出系統

性的推廣與整理，作者也將四邊形的結論推廣至八邊形，整體而言文

獻探討詳實，整理架構清晰完整，部分論證頗具巧思，是一個好作品。

值得嘉許。 
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