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摘要

我們發現任何進位的 Kaprekar 變換，都可以轉換成 Kaprekar 運算矩陣，而此運算矩

陣會滿足引理 2的條件。以此為基礎探討 5 進位 Kaprekar 變換，大致可分為三個層面：一

是找出 5 進位 Kaprekar 常數的形式；二是經過數次的變換後 Kaprekar 會維持 Type 1 的形

式，對此形式的 Kaprekar 數，我們引進比值 x 與 y，並且定義 G(x, y)，以表示經 Kaprekar

變換後的比值。在此基礎下討論 5 進位中 Kaprekar 變換的循環結構; 三、5 進位 Kaprekar

變換非常複雜，我們找到在特定的 x 與 y 條件下，Kaprekar 數的循環長度會是任意大，且

存在需要進行任意給定長度後才開始出現循環的 Kaprekar 數列。

本文的主要結果分別對應於引理 2、引理 3 和定理 3、定理 4以及定理 5中。

壹、研究動機

Kaprekar 變換（Kaprekar’s routine）是印度數學家 D. R. Kaprekar 於 1949 發現的迭代

運算，運算方式為某數中各個數字由大到小排列再減去由小到大排列，而若得出的值與未排

列的值相同，此數稱作 Kaprekar 常數，廣泛流傳的 6174 即是十進位 Kaprekar 常數的一個

例子（7641-1467=6174）；藉由文獻我們了解到 Kaprekar 變換並不僅有 Kaprekar 常數可討

論，Kaprekar 變換產生的循環現象也十分有趣，而 2、3、4 進位已得出完整結果，因此我

們決定討論 5 進位 Kaprekar 變換。

貳、研究目的

1. 整合 Kaprekar 矩陣 [1][2] 的性質及使其運算更加簡明。

2. 探討 5 進位 Kaprekar 常數。

3. 探討 5 進位 Kaprekar 變換的循環現象。

1



參、研究過程或方法

一、定義

定義 1

z = pt × nt + pt−1 × nt−1 + ...+ p1 × n+ p0 n, t ∈ N , pi ∈ Z , 0 ≤ pi ≤ n− 1 , 0 ≤ i ≤ t

在 n進位中任意非負整數 z皆可用上述形式表示，出於表示方便將 z記做 z = (ptpt−1...p1p0)。

定義 2

1. z = (qtqt−1...q1q0) , z = (q0q1...qt−1qt)

其中 q0, q1, ..., qt−1, qt 是將 p0, p1, ..., pt−1, pt 重新排列而成，且 q0 ≤ q1 ≤ ... ≤ qt−1 ≤ qt。

2. Kaprekar 運算為 K(z) = z − z 。

3. 在 Kaprekar 運算中，我們設進行退位的原始數值為 B；進行補未的原始數值為 C。

定義 3

定義集合 M(n) = {[mn−1,mn−2, ...,m1,m0]| mn−1,mn−2, ...,m1,m0 為非負整數 } 。

n 進位制中，若 mn−1,mn−2, ...,m1,m0 分別表示數字 z 中為 n − 1、n − 2、...、1、0 之個

數，我們定義 z 在集合 M(n) 上的投影為 [z] = [mn−1,mn−2, ...,m1,m0]。

性質 1

任意兩個 n 進位數 z1, z2，若 [z1] = [z2]，則 K(z1) = K(z2)。

< 証明 >: 因為 K(z) = z̄−z, 且 z̄1 = z̄2, z1 = z2，故得証。

定義 4 M(n) 上的 Kaprekar 運算 K([z])

定義集合 M(n) 上的 Kaprekar 運算為 K([z]) = [K(z)] = [z − z]。

我們再將 m0,m1, ...,mn−2,mn−1 經 Kaprekar 運算後記做 m′
0,m

′
1, ...,m

′
n−2,m

′
n−1。

定義 5 n 進位之數字 z 的 Kaprekar 運算矩陣如下：



a0,0 a0,1 ... a0,n−2 a0,n−1

a1,0 a1,1 ... a1,n−2 a1,n−1

... ... . . . ... ...

an−2,0 an−2,1 ... an−2,n−2 an−2,n−1

an−1,0 an−1,1 ... an−1,n−2 an−1,n−1


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其中 ai,j 為 Kaprekar 運算中 (z − z 直式減法) 上排數字為 i 與下排數字為 j 相遇的個數。

定義 6

(1) 若 n 進位數 [mn−1,mn−2, ...,m1,m0] 滿足 mk 皆為正整數，稱此數為「正規數」。

(3) 若某正規數經過數次次運算直至循環或變為 Kaprekar 常數之所有過程皆為正規數，我

們稱之為「嚴格正規數」。

< 範例 > 設此時有一五進位數 z = 3421001424(5)

(1) z = 4443221100(5) , z = 0011223444(5)

(2) K(z) = z − z = 4443221100(5) − 0011223444(5) = 4431442101(5)

(3) [z] = [m4,m3,m2,m1,m0] = [3, 1, 1, 3, 2] , K([z]) = [m′
4,m

′
3,m

′
2,m

′
1,m

′
0] = [4, 1, 2, 2, 1]

(4) 由於第七位數之 2 退位為 1，第一位數之 0 補位為 1，B = 2 , C = 0。

(5) z − z 直式：

4443221100

- 0011223444

4431442101

, ai,j =



a4,0 = a0,4 = 2

a4,1 = a1,4 = 1

a3,1 = a1,3 = 1

a2,2 = 2

z 運算矩陣：



0 0 0 0 2

0 0 0 1 1

0 0 2 0 0

0 1 0 0 0

2 1 0 0 0



二、已知結果

(一)Kaprekar 運算矩陣

本文中引用了下列的文獻結果：

定理 1 ([1](G.D.Prichett 1981) ([2](S. DOLAN 2011 )

(1) n進位之數字 z經 Kaprekar運算後,各位數字除 n−1以外必可兩兩配對成 {i, n−1−i},

或 {i, n− i} , i = 0, 1, ..., n− 1 或 {i, n− 2− i} , i = 0, 1, ..., n− 2。

(2) 若 z 為 n 進位 Kaprekar 常數，且 z 包含有數字 n− 1，則 z 的各位數字除 n− 1 以外

必可兩兩配對成 {i, n− 1− i}, 其中 i = 0, 1, ..., n− 1。
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在後面的討論中，我們發現部分 5 進位的 Kaprekar 變換的結構，也會出現 3 進位

Kaprekar 變換的結構的現象，所以我們也會用到 [4] (洪芷璿, 洪旖昕, 鍾亞書,2022) 的結果，

列出如下：

定義 7 [4] (洪芷璿, 洪旖昕, 鍾亞書,2022) 函數 g(x) 及 ḡ(x)

(1) 若 x 為正有理數, g(x) := (1/2) · (max{1/x, x} − 1)。

(2) 若 x 為正實數, ḡ(x) := (1/2) · (max{1/x, x} − 1)。

3 進位的規律可以由函數 g(x) 來刻劃，明白說 3 進位的 Kaprekar 常數對應函數 g(x) 的固

定點 (ḡ(x))，3 進位 Kaprekar 的 n- 週期數列對應函數 g(x)(ḡ(x)) 的 n- 循環點列。為了更精

確的說明，我們也定義下列數列及區間列：

定義 8 數列 {αn}, {βn} 及開區間列 {In} 和 {Jn}

(1) αn = 2n − 1, n 為正整數。

(2) b1 = 1, b2n+1 = 2b2n + 1 且 b2n = 2b2n−1 − 1, n 為正整數。

(2) β0 = 0, βn = bn
bn+1

, n 為正整數。

(3) In = (αn, αn+1), n 為正整數。

(4) J2n−1 = (β2n−2, β2n), J2n = (β2n+1, β2n−1)，n 為正整數。

例如：

(1) I1 = (1, 3), I2 = (3, 7), I3 = (7, 15), · · ·。

(2) J1 = (β0, β2) = (0, 1
3
), J2 = (β3, β1) = (3

5
, 1), J3 = (β2, β4) = (1

3
, 5
11
), · · ·。

(3) β0 = 0 < β2 < β4 < · · · < β2n+2 < · · · < β2n+1 < · · · < β3 < β1, n > 1。

引理 1 函數 ḡ(x) 的性質

(1) ḡ(x) : In+1 → In 為一對一映成，n 正整數。

(2) ḡ(x) : Jn+1 → Jn 為一對一映成，n 正整數。
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定理 2 ([4] theorem 5-4)

任兩個正有理數 t1 < t2, 若有一非負整數 m，及 c ∈ {αn}
∪
{βn} 滿足 gm(t1) < c < gm(t2) 或

gm(t2) < c < gm(t1) 則開區間 (t1, t2) 包含任何的 n-循環點。

三、引理

(一)Kaprekar 運算矩陣



a0,0 a0,1 ... a0,n−2 a0,n−1

a1,0 a1,1 ... a1,n−2 a1,n−1

... ... . . . ... ...

an−2,0 an−2,1 ... an−2,n−2 an−2,n−1

an−1,0 an−1,1 ... an−1,n−2 an−1,n−1


矩陣元素 ai,j 為 Kaprekar 運算中進行 i 減去 j 的數字個數。為了描述上的便利，我們

定義 Kaprekar 矩陣的一下特徵如下:

定義 9 行值、列值

(1) 行的和 Col(i) =
∑n−1

j=0 ai,j。

(2) 列的和 Row(j) =
∑n−1

i=0 ai,j。

定義 10 數列 < S(i) >n−1
i=0 為：

S(0) = min{m0,mn−1} , S(k) =
∑

0≤i , k+i≤n−1

ak+i,i+
∑

0≤i≤k≤n−1

ai,i+(n−1)−k, k ∈ {1, 2, · · · , n−1}

由 Kaprekar運算數值性質 (附錄 1)可得知在不考慮退位與補位時 ai+k,i 與 ai,i+(n−1)−k 對

應 Kaprekar運算數值相同。因此我們引進 ai+k,i 與 ai,i+(n−1)−k 之和 S(k)協助描述 Kaprekar

運算矩陣之數值運算。（S(n− 1) = an−1,0 + Σn−1
i=0 ai,i = min{m0,mn−1}）

性質 2

退位值為 B 表示在不為零矩陣元素中，i−j 的最小值為 B，因此可知集合 {ai,j|其中 |i−j| <

B} 內元素皆為零。
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[z] = [mn−1, · · · ,m1,m0]，運算後之 K([z]) = [m′
n−1, · · · ,m′

1,m
′
0] 及 [z] 的 Kaprekar 運

算矩陣 (ai,j)n×n, 0 ≤ i, j ≤ n− 1，我們有下列結果：

引理 2 [z] = [mn−1, · · · ,m1,m0] 的 Kaprekar 運算矩陣為 (ai,j)n×n, 0 ≤ i, j ≤ n− 1

(1) mi = Col(i) = Row(i), 0 ≤ i ≤ n− 1

(2) ai,j 有對稱性 ai,j = aj,i

(3) ([2](S. DOLAN 2011) 若 ap,q > 0；則 ai,j = 0, 其中 i < p ↔ j < q ∧ i > p ↔ j > q

(4) S(k) = S(n− 1− k)

(5) K([mn−1,mn−2, ...,m1m0]) = K([m0,m1, ...,mn−2,mn−1])

(6) m′
k 必為下列 5, 種情形之一：

(S(0) = min{m0,mn−1} , S(k) =
∑

0≤i , k+i≤n−1 ak+i,i +
∑

0≤i≤k≤n−1 ai,i+(n−1)−k)

(i) 若 k 不為 B,B − 1, C, C + 1，mk = S(k)

(ii) 當 B = C 時，m′
B = S(B)− 2；mB−1 = S(B − 1) + 1

(iii) 當 B = C + 1 時，m′
B = S(B)；m′

B−1 = S(C)

(iv) 當 B = C + 2 時，m′
B = S(B)− 1；m′

B+1 = S(B + 1)− 1；mB−1 = S(B − 1) + 2

(v) 當 B 不符合以上三種時，m′
B = S(B)− 1；m′

B = S(B − 1) + 1；mC = S(C)− 1；

mC+1 = S(C + 1) + 1

< 証明 >

(1) 已知 ai,j 為 Kaprekar 運算中進行 i 減去 j 的數字個數，則 Col(i) 即為 Karpekar 運算

中 i「減去各個數字」的個數和，則 Row(i) 則為 i「被各個數字減去」的個數和，皆表

示 i 的個數，可得 Col(i) = Row(i) = mi。

(2) 已知 z = (qt qt−1 qt−2...q2 q1 q0) , z = (q0 q1 q2...qt−2 qt−1 qt)。此兩數進行減法的關係中 q

有一對一性質：z 的 qv 對應 z 的 qt−v 進行減法。

設 z 的 qu...qv 對應 z 的 qt−u, ..., qt−v 恰好皆為 i− j；則由上述之 q 之性質可知，z 的

qt−v...qt−u 減去 z 的 qv, ..., qu 也恰皆為 j − i，可見 i− j 個數與 j − i 個數相同。因此

ai,j = aj,i。
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(3) 為 ([2](S. DOLAN 2011 ) 結果。

(4) 由引理 2(2) 可知 ai+k,i = ai,i+k，因此我們可得出以下證明：

S(k) =
∑

0≤i , k+i≤n−1

ak+i , i +
∑

0≤i≤k≤n−1

ai , i+(n−1)−k =
∑

0≤i , k+i≤n−1

ai , i+k +
∑

0≤i≤k≤n−1

ai+(n−1)−k , i

=
∑

0≤i , (n−1)−k≤n−1

ai+[(n−1)−k] , i +
∑

0≤i , k+i≤n−1

ai , i+(n+1)−[(n−1)−k] = S(n− 1− k)

(5) 設此時有兩數 z1、z2 之 Kaprekar 運算矩陣分別如下：

z1：



a0,0 a0,1 ... a0,n−2 a0,n−1

a1,0 a1,1 ... a1,n−2 a1,n−1

...
... . . . ...

...

an−2,0 an−2,1 ... an−2,n−2 an−2,n−1

an−1,0 an−1,1 ... an−1,n−2 an−1,n−1


z2：



an−1,n−1 an−2,n−1 ... a1,n−1 a0,n−1

an−1,n−2 an−2,n−2 ... a1,n−2 a0,n−2

...
... . . . ...

...

an−1,1 an−2,1 ... a1,1 a0,1

an−1,0 an−2,0 ... a1,0 a0,0


以上兩矩陣的所有 S(k) 均相同，表示存在相同變換結；而 [z1] , [z2] 關係如下：

[z1] = [Col(n− 1), Col(n− 2), ..., Col(0)] = [Σn−1
k=0ak,n−1,Σ

n−1
k=0ak,n−2, ...,Σ

n−1
k=0ak,0]

[z2] = [Row(n− 1), Row(n− 2), ..., Row(0)] = [Σn−1
k=0ak,0,Σ

n−1
k=0ak,1, ...,Σ

k=n−1
k=0 ak,n−1]

而 [mn−1,mn−2, ...,m1,m0] 與 [m0,m1, ...,mn−2,mn−1] 關係如同 [z1] , [z2]，因此變換後

會產生相同結果。

(6) 已知 S(k) 為不考慮退位與補位下，在 Kaprekar 運算中產生相同數值的矩陣元素和。

在此我們利用附錄 3 內容，將以下退位與補位導致的運算變換納入考量：

(i) 非零矩陣元素 ai+B,i 對應 Kaprekar 運算中產生之數值 B 因退位少一，並產生一

個 B − 1。

(ii) 非零矩陣元素 ai,i+(n−1)−C 對應 Kaprekar 運算中產生之數值 C 因補位少一，並產

生一個 C + 1。

我們結合以上兩點，並將 m′
B,m

′
B−1,m

′
C ,m

′
C+1 的詳細變換列於引理 2(7) 中。
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四、五進位

（一）正規數初步變換

由引理 2(6)可得知 K([A,B,C,D,E]) = K([E,D,C,B,A])，因此我們決定僅討論
A ≥ E 時的運算，而若要討論 E ≥ A 則將 (B,D)、(A,E) 互換即可
設 A,B,C,D,E 為正整數，z = [A,B,C,D,E]，第一次變換結果如下：

K([A,B,C,D,E]) =



[A + C, 0, 2B − 1, 2, A − 1] A = E,B = D

[A + B + C − D,D − B, 2B,D − B,A] A = E,B + C ≥ D > B

[A − B + C + D,B − D, 2D,B − D,A] A = E,D + C ≥ B > D

[A + B − C − D,C, 2D,C,A] A = E,B ≥ C + D

[A − B − C + D,C, 2B,C,A] A = E,D ≥ B + C

[B − C + E,C + D, 0, C + D,E] A = D + E,B ≥ C

[−B + C + E,B + D, 0, B + D,E] A = D + E,C ≥ B

[C + E,A − E, 2B − 1, A − E + 2, E − 1] D ≥ B,A = −B + D + E

[B + E,D, 2C − 1, D + 2, E − 1] A = C + D + E

[A − B − C − D,B + D, 2C,B + D,E] A ≥ B + C + D + E

[−A + B + C + D + 2E,A − C − E, 2C,A − C − E,E] B + C + D + E ≥ A > C + D + E

[A + B − C − D,−A + C + 2D + E, 2A − 2D − 2E,−A + C + 2D + E,E] C + D + E ≥ A > −B + C + D + E

[−A − B + C + D + 2E, 2A + B − D − 2E,−2A + 2D + 2E, 2A + B − D − 2E,E] −B + C + D + E ≥ A > −B + D + E

[−A − B + C + D + 2E,B + D, 2A − 2D − 2E,B + D,E] −B + C + D + E ≥ A ≥ D + E

[A + B − C − D,A + C − E,−2A + 2D + 2E,A + C − E,E] D + E ≥ A ≥ −B + C + D + E

[A + B + C − D,D − B, 2B,D − B,E] −B + D + E > A ≥ −B − C + D + E

[−A − B − C + D + 2E,A + C − E, 2B,A + C − E,E] −B − C + D + E ≥ A > C

結論 1 我們發現，嚴格正規數案例可分為兩種型態：

Type 1 : K([z]) = [a, b, 2d, b, c] Type 2 : K([z]) = [a, b, 2d+ 1, b+ 2, c]

其中 a, b, c 為正整數，且 a > c, d 為非負整數。

(二)Type 1、Type 2 變換

經由我們計算 (附錄 1) 發現，Type 1 只在 a = b+ c+ 2d 時變換後會是 Type 2 的形式，

而 a = c 或 a = b + c 時變換後為非正規；Type 2 變換的結果大部分皆轉換為 Type 1，變換

後仍為 Type 2 的情形必為下列 3 種形式之一：

(b+ c, b, 4d− 1, b+ 2, c− 1) , (b+ c, b+ 2, 4d+ 3, b+ 4, c− 1) , (c+ 2d− 1, 2, 2b− 1, 4, c− 1)
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實際上此 3種形式最多再經 4次運算 (過程於附錄 2)後必為 Type 1的形式，其運算過程

於附錄。當其轉換成 Type 1的形式 [A,B, 2D,B,C]時，必滿足 A > C，且 A ̸= B+C+2D，

此意味著接下來的運算結果皆會是 Type 1 形式。

(三) 擬正規數變換

若五進位某數 [m4,m3,m2,m1,m0] 符合 m2 = 0且m4,m3,m1,m0 為正整數，我們稱之

為「擬正規數」。

K([A,B, 0, D,E]) =



[A−B −D,B +D, 0, B +D,E] A ≥ B +D + E

[−A+B +D + 2E,A− E, 0, A− E,E] B +D + E ≥ A > D + E

[B + E,D − 1, 1, D + 1, E − 1] A = D + E

[A+B −D,A− E,−2A+ 2D + 2E − 1, A− E + 2, E − 1] D + E > A ≥ D + E −B

[−A−B +D + 2E,A− E, 2B − 1, A− E + 2, E − 1] D + E −B ≥ A > E

[A+B −D,D − 1, 1, D + 1, E − 1] A = E,B ≥ D

[A−B +D,B − 1, 1, B + 1, E − 1] A = E,D ≥ B

我們發現在擬正規的變換中，出現的不僅有正規的 Type 1 與 Type 2 的形式，還出現了

擬正規的 Type 1 形式，我們再將此形式進行再一次變換，如下：

K([a, b, 0, b, c]) =



[a− 2b, 2b, 0, 2b, c] a ≥ 2b+ c

[−a+ 2b+ 2c, a− c, 0, a− c, c] 2b+ c > a > b+ c

[a, a− c,−2a+ 2b+ 2c− 1, a− c+ 2, c− 1] b+ c > a > c

[a, b− 1, 1, b+ 1, c− 1] a = b+ c

第二行的 b′ + c′ > a′，因此再經過一次換算後成為 Type 2。

由前面的先前的正規數變換可得下面引理：

引理 3

(1) 正規數間的變換最多經過 4 次 Kaprekar 運算，必為 Type 1 的形式。

(2) 若 Type 1 形式的 5 進位數 [a, b, 2d, b, c] 為正規數，且 a ̸= c, b + c, b + c + 2d 則

K([a, b, 2d, b, c]) 仍為 Type 1 的形式。

(3) 在 (2)的條件下，記 [a′, b′, 2d′, b′, c′] := K([a, b, 2d, b, c])，則 c′ = c，且 a′+2b′+2d′+c′ =

a+ 2b+ 2d+ c。
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而正規之 Type 1 在撇除 a = b+ c+ 2d 的案例之外轉換後皆為 Type 1，因此我們決定先

討論轉換先後皆為 Type 1 的 Kaprekar 運算的循環。

(四)5 進位的 Kaprekar 常數

五進位 Kaprekar 常數，有下列結果：

定理 3

(1) 五進位 Kaprekar 常數形式 (a, b 為正整數)：[a+ b, 2b, 2b, 2b, a]

(2) 若 z 為五進位 Kaprekar 常數，z 之形式必定如下：

z = 44...44
a

3...3
b

2...2
b

1...1
b−1

0 4...4
b

3...3
b

2...2
b

1...1
b

0...0
a−1

1

< 証明 >：我們分正規及非正規的情形討論，細節如下面 1. 正規 5 進位 Kaprekar 常

數與 2. 非正規 5 進位 Kaprekar 常數的討論。

1. 正規 5 進位 Kaprekar 常數形式

由引理 3可知，正規數在不停轉換下若皆為正規數，則必在 Type 1 中循環，因此討論 5

進位的 Kaprekar 常數只需討論 Type 1 的可能。

由引理 3(2) 可知，在正規 Type 1 的變換過程中，c′ = c 永遠成立，代表 m0 永為 c，又

因 a+ b+ c+ 2d 為定值，因此只需討論 a, b, 2d 其中之二的運算前後值是否相等便可確認是

否為 Kaprekar 常數。

運算矩陣：設 α = a− c , β = a− c− 2d，已知 a ≥ c 故 α ≥ 0。

(A)



0 0 0 0 c

0 0 0 0 b

0 0 0 0 2d

0 0 0 0 b

c b 2d b β − 2b


(B)



0 0 0 0 c

0 0 0 0 b

0 0 0 0 2d

0 0 0 2b− β β − b

c b 2d β − b 0


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(C)



0 0 0 0 c

0 0 0 0 b

0 0 0 b− β α− b

0 0 b− β β 0

c b α− b 0 0


(D)



0 0 0 0 c

0 0 0 b− α α

0 0 0 2d 0

0 b− α 2d β 0

c α 0 0 0



(E)



0 0 0 0 c

0 0 0 0 b

0 0 −β b α− b

0 0 b 0 0

c b α− b 0 0


(F)



0 0 0 0 c

0 0 0 b− α α

0 0 −β α 0

0 b− α α 0 0

c α 0 0 0



(1) 避免換算後成為 Type 2，(B) 與 (C) 之 β ̸= b。

(2) 由引理 2 可知 m′
4 = c+ ai,i；當 α− ai,i = 0 成立時 m4 = m′

4。

(A)α− ai,i = 2b+ α− β (B)α− ai,i = α + β − 2b

(C)α− ai,i = α− β (D)α− ai,i = α− β

(E)α− ai,i = α + β (F)α− ai,i = α + β

(3) 由引理 2 可知 m′
2 = 2ai+2,i；當 2ai+2,i − 2d = 0 成立時 m2 = m′

2。

(A)2ai+2,i − 2d = α− β (B)2ai+2,i − 2d = α− β

(C)2ai+2,i − 2d = α + β − 2b (D)2ai+2,i − 2d = 2b− 3α + β

(E)2ai+2,i − 2d = α + β − 2b (F)2ai+2,i − 2d = 2b− 3α + β

由 (2)(3) 可能同時為 0 僅有 (B),(C),(D),(F)。

(4) 因 α = a− c , β = a− c− 2d，當 α− β = 0 成立時 2d = 0，為非正規數。

(5) 由以上四點，可能為 kaprekar 常數的種類僅有 (F)，且成立時 b = 2α = −2β，即為

2(a− c) = b = 2d。
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2. 非正規五進位 Kaprekar 常數形式 (包含擬正規)

已知 A,B,C,D,E 為非負整數：

(1) A,B,C,D,E 僅其一元素為零，此元素變換後仍為零之可能：

K([0, B, C,D,E]) = [0, C + E, 2B − 2E + 1, C + E − 1, 1] B + C = D + E , B ≥ E

K([0, B, C,D,E]) = [0, B +D, 2E − 2B + 1, B +D − 2, 1] B + C = D + E , E ≥ B

K([A, 0, C,D,E]) = [A+D, 0, 2C, 2, A− 1] A+ C = E

K([A,B, 0, D,E]) = [E,B +D, 0, B +D,E] A = C +D + E

K([A,B, 0, D,E]) = [A,B +D, 0, B +D,A] E = A+ C +D

K([A,B,C,D, 0]) = [B,A, 2C + 1, A, 0] A = C +D

(2) A,B,C,D,E 其中兩個以上元素為零則不可能出現為零元素換算後仍為零。

(3) 由以上兩點，五進位非正規數中無 Kaprekar 常數

(七) Type 1 正規與擬正規的 Kaprekar 變換

由引理 3，我們接下來討論正規及擬正規且為 Type 1 情形下的 Kaprekar 變換的結

果。根據 (六)-1 與 2 節的討論，Type 1 的正規及擬正規 Kaprekar 變換可以再區分成六

大類情況:(A) − (F )，而當 [z] = [a, b, 2d, b, c] 且 a = c 或 a − c = b 或 a − c = b + 2d 時，

K([z]) 為 Type 2，對應情況 (G)、(H)、(I)。將結果列出如下表：首先，[z] = [a, b, 2d, b, c],

且 a ̸= c, b, b + 2d 時，記 K([z]) = [a′, b′, 2d′, b′, c′] 將 a′ − c′、b′、2d′ 分開運算整理為下表

（Type 2 則省略變換）：

a′ − c′ b′ 2d′ 範圍

(A) (a− c)− 2b− 2d b 4d a− c ≥ 2b+ 2d

(B) −(a− c) + 2b+ 2d (a− c)− 2d 4d 2b+ 2d ≥ a− c > b+ 2d

(C) (a− c)− 2d −(a− c) + 2b+ 2d 2(a− c)− 2b b+ 2d > a− c ≥ 2d > 0

(D) −(a− c) + 2d 2b 2(a− c)− 2b 2d ≥ a− c > b

(E) a− c− 2d (a− c) + 2d −2(a− c) + 2b b > a− c ≥ 2d > 0

(F) −(a− c) + 2d 2(a− c) −2(a− c) + 2b b > a− c > 0 , 2d ≥ a− c > 0

(G) Type 2 a− c = b+ 2d

(H) Type 2 a− c = b, 2d ≥ 0

(I) Type 2 a− c = 0
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1.x, y 變換

[z] = [a, b, 2d, b, c]，引入兩個比值 x, y

x =
a− c

b
, y =

a− c− 2d

b

由引理 3(4)，可由 c 及比值 x, y，經由適當變換唯一決定。因此，我們打算將 5 進位正規

及擬正規且為 Type 1 的 Kaprekar 變換，轉換成 x− y 平面座標系上的變換，來討論對應的

Kaprekar 的運算循環。並且我們限制在嚴格正規數與嚴格擬正規數的變換的情形，若換算至

變換後為 Type 2 的情形則不再考慮運算。根據前面 Type 1 的正規及擬正規 Kaprekar 變換

表格，可將對應的 x’ 與 y’ 及集合區範圍分為以下六種

(A) x′ = y
2
− 1 y′ = −x+ 3y

2
− 1 A := {(x, y)|x ≥ y ≥ 2 }

(B) x′ = 2
y
− 1 y′ = −2x+2

y
+ 1 B := {(x, y)|x ≥ y , 2 ≥ y > 1}

(C) x′ = y
−y+2

y′ = −2x+y+2
−y+2

C := {(x, y)|x ≥ 1 , 1 > y ≥ 0}

(D) x′ = −y
2

y′ = −x− y
2
+ 1 D := {(x, y)|x ≥ 1 , 0 ≥ y}

(E) x′ = y
2x−y

y′ = 2x+y−2
2x−y

E := {(x, y)|1 ≥ x > y ≥ 0}

(F) x′ = −y
2x

y′ = −y−2
2x

+ 1 F := {(x, y)|1 ≥ x > 0 , 0 ≥ y}

根據上面結果，我們定義對應的 Kaprekar 變換為 G(x, y) 如下：

定義 11 區域 R0 與函數 G

1 令區域 R0 := A ∪ B ∪ C ∪D ∪ E ∪ F。

2 在區域 R0 上的函數， G(x, y) =



(y2 − 1,−x+ 3y
2 − 1) (x, y) ∈ A

( 2y − 1, −2x+2
y + 1) (x, y) ∈ B

( y
2−y ,

−2x+y+2
2−y ) (x, y) ∈ C

(−y
2 ,−x− y

2 + 1) (x, y) ∈ D

( y
2x−y ,

2x+y−2
2x−y ) (x, y) ∈ E

(− y
2x ,

−y−2
2x + 1) (x, y) ∈ F

區域 R0 的邊界上，對應的 Kaprekar 變換不適用此範圍的計算：

變換後為 Type 2：(G)1 ≥ x = y ≥ 0, (H)0 ≥ x, (I)y = 1；不存在：y > x 。
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函數 G 的性質有如下結果：

引理 4 若 (x, y) ∈ R0, 設 (x′, y′) = G(x, y)，則下列性質成立:

(1) (x′, y′) ∈ R0。

(2) 若 (x, y) ∈ A, 則 x′ − y′ = x− y。

(3) 若 (x, y) ∈ B, 則 x′ − y′ = 2
y
(x− y)。

(4) 若 (x, y) ∈ C, 則 x′ + y′ = 2
2−y

(
1− (x− y)

)
。

(5) 若 (x, y) ∈ D, 則 y′ − x′ = 1− x，且 x′ + y′ = 1− (x+ y)。

(6) 若 (x, y) ∈ E, 則 x′ + y′ = 2
2x−y

(
(x+ y)− 1

)
。

(7) 若 (x, y) ∈ F , 則 x′ + y′ = 1
x

(
(x− y)− 1

)
。

< 証明 >：由區域 R0 與函數 G 的定義直接計算可得。

由引理 4，我們可以直接得到下列結果。

系理 1 下列結果成立：

(1) 假設 (x, y) ∈ C，若 x− y = 1，則 x′ + y′ = 0。

(2) 假設 (x, y) ∈ D，若 x+ y = 0，則 x′ + y′ = 1；若 x+ y = 1, 則 x′ + y′ = 0 。

(3) 假設 (x, y) ∈ E，若 x+ y = 1，則 x′ + y′ = 0 。

(4) 假設 (x, y) ∈ F，若 x− y = 1，則 x′ + y′ = 0。

< 証明 >：(1) (x, y) ∈ C 及引理 4(4) 可得証。(2)(x, y) ∈ D 及引理 4(5) 可得証。

(3)(x, y) ∈ E 及引理 4(6) 可得証。(4)(x, y) ∈ F 及引理 4(7) 可得証。
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依照以上適用的六個範圍可在二維坐標系中劃分出 6 個區塊，此六區塊各代表一個類型

的運算，而我們再依 x′ 是否大於等於 1 作區分，將 A, D, F 再細分兩組：

A1 := {(x, y)|x ≥ y ≥ 4} A2 := {(x, y)|x ≥ y, 4 ≥ y ≥ 2}

D1 := {(x, y)|x ≥ 1, y ≥ −2} D2 := {(x, y)|x ≥ 1, −2 ≥ y}

F1 := {(x, y)|1 ≥ x > 0, 2x ≥ −y} F2 := {(x, y)|1 ≥ x > 0, −y ≥ 2x}
除了區塊 A1, D2, F2 會在相同區塊內連續變換，其餘區塊內的點進行一次變換即為不同

區塊的點。所有區塊如下：

0 2 4 6

−2

0

2

4

y = 1

y = 2

y = 4

y = 0

y = −2

x = y

y = 4

E

A1

A2

B

C

D1

D2

F1

F2

2x+ y = 0

y

x

變換後區域

(A) A,B,C,D,E, F

(B) E,F

(C) E,F

(D) A,B,C,D,E, F

(E) E,F

(F) A,B,C,D,E, F
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2. 各區域變換情形

比值 x, y 的區域 A1, A2, B, C,D1, D2, E, F1, F2 更仔細地變換及充要條件列於下方：

A1 → A1 x ≥ y ≥ 4 , −10 ≥ 2x− 3y A1 → A2 x ≥ y ≥ 4 , −6 ≥ 2x− 3y ≥ −10

A1 → B x ≥ y ≥ 4 , −4 > 2x− 3y ≥ −6 A1 → C x ≥ y ≥ 4 , −2 ≥ 2x− 3y > −4

A1 → D1 x ≥ y ≥ 4 , 2 ≥ 2x− 3y ≥ −2 A1 → D2 x ≥ y ≥ 4 , 2x− 3y ≥ 2

A2 → E x ≥ y , 4 ≥ y ≥ 2 , −2 ≥ 2x− 3y A2 → F1 x ≥ y , 4 ≥ y ≥ 2 , 2 ≥ 2x− 3y , −6 ≥ 2x− 5y

A2 → F2 x ≥ y , 4 ≥ y ≥ 2 , 2x− 3y ≥ −2 , 2x− 5y ≥ −6

B → E x ≥ y , 2 ≥ y > 1 , 2 ≥ 2x− y B → F1 x ≥ y , 2 ≥ y > 1 , 2x− y ≥ 2 , 6 ≥ 2x+ y

B → F2 x ≥ y , 2 ≥ y > 1 , 2x− y ≥ 2 , 2x+ y ≥ 6

C → E x > 1 , 1 > y ≥ 0 , 2 ≥ 2x− y C → F1 x > 1 , 1 > y ≥ 0 , 2x− y ≥ 2 , 2 ≥ 2x− 3y

C → F2 x > 1 , 1 > y ≥ 0 , 2x− y ≥ 2 , 2x− 3y ≥ 2

D1 → E x > 1 , 0 ≥ y ≥ −2 , 2 ≥ 2x+ y D1 → F1 x > 1 , 0 ≥ y ≥ −2 , 2x+ y ≥ 2 , 2 ≥ 2x+ 3y

D1 → F2 x > 1 , 0 ≥ y ≥ −2 , 2x+ y ≥ 2 , 2x+ 3y ≥ 2

D2 → A1 x ≥ 1 , −2 ≥ y , −6 ≥ 2x+ y D2 → A2 x ≥ 1 , −2 ≥ y , −2 ≥ 2x+ y ≥ −6

D2 → B x ≥ 1 , −2 ≥ y , 0 > 2x+ y ≥ −2 D2 → C x ≥ 1 , −2 ≥ y , 2 ≥ 2x+ y > 0

D2 → D1 x ≥ 1 , −2 ≥ y , 6 ≥ 2x+ y ≥ 2 D2 → D2 x ≥ 1 , −2 ≥ y , 2x+ y ≥ 6

E → E 1 ≥ x > y ≥ 0 , 2x+ y ≥ 2 E → F1 1 ≥ x > y ≥ 0 , 2 ≥ 2x+ y > 0 , 2x+ 3y ≥ 2

E → F2 1 ≥ x > y ≥ 0 , 2 ≥ 2x+ y > 0 , 2 ≥ 2x+ 3y

F2 → A1 1 ≥ x > 0 , 0 ≥ y , −y ≥ 2x , −6x ≥ y + 2 F2 → A2 1 ≥ x > 0 , 0 ≥ y , 2x ≥ −y , −2x ≥ y + 2 ≥ −6x

F2 → B 1 ≥ x > 0 , 0 ≥ y , −y ≥ 2x , 0 > y + 2 ≥ −2x F2 → C 1 ≥ x > 0 , 0 ≥ y , −y ≥ 2x , 2x ≥ y + 2 > 0

F2 → D1 1 ≥ x > 0 , 0 ≥ y , −y ≥ 2x , 6x ≥ y + 2 ≥ 2x F2 → D2 1 ≥ x > 0 , 0 ≥ y , −y ≥ 2x , y + 2 ≥ 6x

F1 → E 1 ≥ x > 0 , 0 ≥ y , −y ≥ 2x , −y ≥ 2x ≥ 2 F1 → F2 1 ≥ x > 0 , 0 ≥ y , −y ≥ 2x , 2 ≥ 2x− y , 2x− 3y ≥ 2

F1 → F1 1 ≥ x > 0 , 0 ≥ y , −y ≥ 2x , 2 ≥ 2x− 3y

3. 嚴格正規數 Kaprekar 變換的一些性質

透過對 Kaprekar 變換 G 在某些情形下的觀察，例如：

(1) 循環長度 3：(1
3
,−1

3
)F → (1

2
,−3

2
)F → (3

2
, 1
2
)C → (1

3
,−1

3
)F

(2) 循環長度 4：(1
6
,−1

6
)F → (1

2
,−9

2
)F → (9

2
, 7
2
)A → (3

4
,−1

4
)C → (1

6
,−1

6
)F

(3) 循環長度 4：(1
7
,−1

7
)F → (1

2
,−11

2
)F → (11

2
, 9
2
)A → (5

4
, 1
4
)C → (1

7
,−1

7
)F

(4) 循環長度 5：( 1
14
,− 1

14
)F → (1

2
,−25

2
)F → (25

2
, 23

2
)A → (19

4
, 15

4
)A → (7

8
,−1

8
)C → ( 1

14
,− 1

14
)F

(5) 循環長度 5：( 1
15
,− 1

15
)F → (1

2
,−27

2
)F → (27

2
, 25

2
)A → (21

4
, 17

4
)A → (9

8
, 1
8
)C → ( 1

15
,− 1

15
)F

(6) 循環長度 7：( 1
62
,− 1

62
)F → (1

2
,−121

2
)F → (121

2
, 199

2
)A → (115

4
, 109

4
)A → (103

8
, 95

8
)A →

(79
16
, 63
16
)A → (31

32
,− 1

32
)F → ( 1

62
,− 1

62
)F
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在一些特定情形下，我們考慮嚴格正規數 Kaprekar 變換 G 的性質如下:

引理 5 (D → {D 或 E} → F )

(1) 若 x > 1，(x,−x) ∈ D，則 G(x,−x) = (x
2
, 1− x

2
) ∈ D ∪ E。

(2) 若 x > 1
2
，(x, 1− x) ∈ D ∪ E 則有 x′ > 0 使 G(x, 1− x) = (x′,−x′)

< 証明 >：(1) 由系理 1(2) 可得証。(2) 可由系理 1(2)(3) 得証。

系理 2 若 x > 1，(x,−x) ∈ D，令 (x′, 1 − x′) := G(x,−x)，及 (x′′, y′′) := G2(x,−x)，依

x > 2 或 x < 2 可分成下列兩種情形：

(1) 若 x ∈ (1, 2), 令 G(x,−x) ∈ E，及 G2(x,−x) ∈ F，則有 x′′ = 2−x
3x−2
。

(2) 若 x > 2, 令 G(x,−x) ∈ D，及 G2(x,−x) ∈ F ∪ D，則有 x′′ = (x
2
− 1)/2，且若

G2(x,−x) ∈ D，則必有正整數 n 及 a ∈ (0, 1) 使 G2n(x,−x) = (a,−a) ∈ F。

< 証明 >：由系理 1(2)(3)(4), 引理 5及函數 G 的定義可得証。

根據系理 2, 由 (x,−x), x > 1 開始的 Kaprekar 變換過程必為以下兩種：

• (x,−x) ∈ D → E → (X,−X) ∈ F,X < 1

• (x,−x) ∈ D → D → (x1,−x1) ∈ D → · · · →直到→ D → (X,−X) ∈ F

引理 6 (F → · · · → F )

(1) 若 x ∈ (0, 2
3
)，則 G(x,−x) = (1

2
, 3
2
− 1

x
) ∈ F，且 G2(x,−x) = (p, p − 1)，p = 1

x
− 3

2
, 其

中 (p, p− 1) ∈ A ∪ B ∪ C ∪ F。

(2) 若 x ∈ (2
3
, 1)，則 G(x,−x) ∈ E, G2(x,−x) ∈ F 且 G3(x,−x) := (a, 1−a),其中 a > 1/2。

(3) 若 x ∈ (0, 1
3
), 則 G(x, x− 1) = (x′,−x′) ∈ D, 且 x′ = ( 1

x
− 1)/2 = g(x)。

(4) 若 x ∈ (1
3
, 1), 則 G(x, x− 1) = (x′,−x′) ∈ F , 且 x′ = ( 1

x
− 1)/2 ∈ (0, 1)。

< 証明 >：由系理 1及函數 G 的定義直接計算即可得証。
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根據引理 5及引理 6，由 (x,−x) 或 (x, x− 1), x < 1 開始的 Kaprekar 變換過程有三種：

• (x,−x) ∈ F → F → (X,X − 1) ∈ A ∪B ∪ C ∪ F

• (x,−x) ∈ F → E → F → (a, 1− a) ∈ D ∪ E → · · · → (X,−X) ∈ F

• (x, x− 1) ∈ F → (a,−a) ∈ D ∪ F → · · · → (X,−X) ∈ F

引理 7 ({A,B,C} → F )

若 x > 1 時，依 x ∈ (1, 2), (2, 3) 或 (3,∞) 的情形下列成立：

(1) 若 x ∈ (1, 2)，此時 G(x, x− 1) = (x1,−x1) ∈ F，且 x1 =
x−1

(2−(x−1))
。

(2) 若 x ∈ (2, 3)，此時



G(x, x− 1) = (x1,−1) ∈ F, x1 = −1 + 2
(x−1)

G2(x, x− 1) = (x2, 1− x2) ∈ D

G3(x, x− 1) = (x3, x3 − 1) ∈ F

(3) 若 x ∈ (3,∞)，此時 G(x, x− 1) = (x1, x1 − 1) ∈ A，且 x1 =
1
2
(x− 1)− 1。

< 証明 >：由系理 1, 5, 引理 6及函數 G 的定義直接計算即可得証。

根據引理 7，不論 (x, x− 1) 是在區域 A 或 B 或 C 或 F，經一後列 Kaprekar 變換後必

為 (a, a− 1) ∈ F。

定理 4

(1) 若 (x,−x), x ∈ (0, 1)，則必有正整數 n，使得 Gn(x,−x) ∈ F，且若令 (x′, y′) :=

Gn(x,−x)，y′ = −x′。

(2) n 為正整數且 n ̸= 1，則 ( 1
2n+1−2

,− 1
2n+1−2

) 起始的序對列，其 Kaprekar 變換週期

為 n+ 3，即 Gn+3( 1
2n+1−2

,− 1
2n+1−2

) = ( 1
2n+1−2

,− 1
2n+1−2

)。

(3) n 為正整數 ( 1
2n+1−1

,− 1
2n+1−1

) 起始的序對列，其 Kaprekar 變換週期為 n+ 3，即

Gn+3( 1
2n+1−1

,− 1
2n+1−1

) = ( 1
2n+1−1

,− 1
2n+1−1

)。

(4) 對任意正整數 N , N ̸= 2，存在循環長度為 N 的 5 進位 Kaprekar 數列。
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< 証明 >：

(1) 由引理 5、6及 7可証得。

(2) 由引理 6(1) 知 G2( 1
2n+1−2

,− 1
2n+1−2

) = (2n+2 − 7
2
, 2n+2 − 9

2
) ∈ A，

再由引理 7(3) 知 Gn(2n+2 − 7
2
, 2n+2 − 9

2
) = ((1

2
)n+1 − (1

2
)n + 1, (1

2
)n+1 − (1

2
)n) ∈ F。

最後 G
(
(1
2
)n+1 − (1

2
)n + 1, (1

2
)n+1 − (1

2
)n
)
= ( 1

2n+1−2
,− 1

2n+1−2
)，故得証。

(3) 由引理 6(1) 知 G2( 1
2n+1−2

,− 1
2n+1−2

) = (2n+2 − 5
2
, 2n+2 − 7

2
) ∈ A，再由引理 7(3) 知

Gn(2n+2− 7
2
, 2n+2− 9

2
) = ((1

2
)n+1, (1

2
)n) ∈ C。最後 G

(
((1

2
)n+1, (1

2
)n) = ( 1

2n+1−2
,− 1

2n+1−2
)，

故得証。

(4) 當 N = 1 時，(1
2
,−1

2
) 為 Kaprekar 常數。當 (1

3
,−1

3
) 循環長度為 3。N ≥ 4 時，由 (2)

與 (3) 可得。

4. 擬正規數 Kaprekar 變換情形

擬正規數 [a, b, 0, b, c] 的 Kaprekar 變換情形，即為在 x − y 系統中 x = y 上的點變換，

以下我們分成以下兩種情形討論：

(1) x = y > 1。直接計算可知 (x, y)經 Kaprekar變換後的 (x′, y′)也符合 G 在區域 A,B 中

的形式，引理 4(2)(3) 也成立。直接計算可得，x′ = x
2
− 1(區域 A) 或 2

x
− 1(區域 B)，

因此 x′

2
= g(x/2)，其中 g 如定義 7。故由引理 1可知：

(i) 若 2αn+1 < x < 2αn+2，則 2αn < x′ < 2αn+1, 其中 αn = 2n − 1 如定義 8。

(ii) 若 x = 2αn+1，則 x′ = 2αn。

(iii) 若 2α1 < x < 2α2，則 1 < x′ < 2α2。

(2) 0 < x = y < 1 時。直接計算可知 Type 1 擬正規數經一次變換成為類似 Type 2 的形式。

0 1 2 6 14 30
Type 2

[ 2(2k+1−1), 2(2k−1) ) → [ 2(2k−1), 2(2k−1−1) ) → ... → [ 14, 6 ) → [ 6, 2 ) → [ 2, 1 ) → [ 1, 0 ) → Type 2
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整理 4. 擬正規數 Kaprekar 變換情形的討論可得下面引理：

引理 8 Type 1 的擬正規數的 Kaprekar 變換

若 x = y > 0, 且 αn = 2n − 1 如定義 8，則：

(1) 若 x ∈ (2αn+1, 2αn+2)，則 x′ ∈ (2αn, 2αn+1)。

(2) 若 x = 2αn+1，則 x′ = 2αn。

(3) 若 x ∈ (2α1, 2α2)，則 x′ ∈ (1, 2)。

(4) 若 1 < x < 2，則 Kaprekar 變換 2 次後為類似 Type 2 的形式。

定理 5 對於任意正整數 n，必有擬正規 Kaprekar 數 z，使得 {Ki(z)|0 ≤ i ≤ n} 中不

會出現循環數列。

五、3,4,5 進位相似現象以及延伸討論

我們結合 [4](洪芷璿, 洪旖昕, 鍾亞書,2022) 文中對於 3、4 進位結果以及本文的 5 進位，

觀察到的一些相似現象做為發想，再用 Kaprekar 運算矩陣與引理 2 具象化我們的觀察。

首先藉由觀察 3、4、5 進位正規數在經一次變換後的型態，我們發現此三進位有兩個相

似形態，因此我們推測任意進位正規數變換後會產生特定兩種型態，成因則與退位值有關。

定理 6 正規數 z 經過一次變換後必為下列兩形式之一 (證明於附錄 3)：

Type−A


2n+ 1進位 : [z] = [M2n,M1,M2, ...,Mn−1, 2Mn,Mn−1, ...,M2,M1,M0]

2n進位 : [z] = [M2n−1,M1,M2, ...,Mn−1,Mn−1, ...,M2,M1,M0]

Type−B


2n+ 1進位 : [z] = [M2n,M1,M2, ...,Mn−1, 2Mn,Mn−1, ...,M2 − 1,M1 + 2,M0]

2n進位 : [z] = [M2n−1,M1,M2, ...,Mn−1,Mn−1, ...,M2 − 1,M1 + 2,M0]

其中 Mk 為非負整數，2n+ 1 進位之 M2n > 0；2n 進位之 M2n−1 > 0。
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我們觀察到，在 [4](洪芷璿, 洪旖昕, 鍾亞書,2022) 文中 3 與 4 進位以及本文 5 進位正規

數變換後，符合 Type−A 形式的比例較 Type−B 高，此現象在引理 9 證明過程 (附錄 4) 可

得到解答：

系理 3 已知 z, [z] = [mn−1,mn−2, ...,m1,m0] 為一 n 進位正規數。只要有一個 k 符合下列等

式，則 z 變換後為 Type− B 之充要條件為存在非負整數 k ; 0 ≤ k ≤ n− 3 使得

Σn−2
i=k+2mi = Σk

i=0mi,

否則 z 變換後為 Type− A.

(証明詳細過程於附錄 4)

本文得出 5 進位 Kaprekar 常數形式為 [a + d, 2d, 2d, 2d, a]，我們以此為發想，利用

Kaprekar 矩陣的得出特定一種正規數 Kaprekar 常數形式，如下：

定理 7

n 進位數中 [A + B, 2B, 2B, ..., 2B, 2B,A] 為正規數 Kaprekar 常數一種形式，其中

n ≥ 3；A,B 為正整數。

< 證明 >：首先，五進位 Kaprekar 常數形式 [c+ d, 2d, 2d, 2d, c] 的運算矩陣如下：



a

d d

d d

d d

a d



我們觀察到左方矩陣有以下性質：

(1) ak,5−k = d , k ∈ {1, 2, 3, 4}

(2) ak,4−k = d , k ∈ {1, 2, 3}

(3) mk = ak,5−k + ak,4−k = 2d , k ∈ {1, 2, 3}

(4) m4 = a4,0 + a4,1 = b+ c；m0 = a4,0 = c

(5) S(1) = S(2) = S(3) = 2d , S(4) = b+ c

以下我們想仿照上述性質將此類性矩陣推廣致 n 進位，並討論此矩陣形成的數是否為

Kaprekar 常數。矩陣條件如下 (A , B 為整數)：

(1) ak,n−k = B , k ∈ {1, 2, 3, ..., n− 1}
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(2) ak,n−1−k = B , k ∈ {1, 2, 3, ..., n− 2}

(3) mk = ak,n−k + ak,n−1−k = 2B , k ∈ {1, 2, 3, ..., n− 2}

(4) an−1,0 = A , mn−1 = an−1,0 + an−1,1 = A+B

(5) 由 (1)(2)，
∑n−1−k

i=0 ai+k,i =
∑n−1−k

i=0 ai,i+k = B , k ∈ {0, 1, 2, ..., n− 2}

(6) 由 (5)，S(k) = 2B , k ∈ {1, 2, ..., n− 2}；S(n− 1) = an−1,0 +
∑n−1−k

i=0 ai,i = A+B

(7) 由於此數為 Type− A 正規數，因此 m′
0 = m0 = A

(8) 由 (6)：K([A+B, 2B, 2B, ..., 2B, 2B,A]) = [S(n−1), S(n−2), S(n−3), ..., S(2), S(1),m0]

= [A+B, 2B, 2B, ..., 2B, 2B,A]，得證。

我們發現 5 進位之擬正規變換與部分 3 進位正規數變換存在類似性質，因此我們想探討

不同進位的擬正規數與 Type− A 正規數的關係。

本文初始對於擬正規數的定義僅限於 5 進位之中，而我們利用 Kaperkar 運算矩陣發現

一些有關於其他進位類似形式的一些性質，因此我們將擬正規之定義拓寬如下：

定義 12 擬正規數

若 Type− A 之 2n(或 2n+ 1) 進位數 [m2n,M1,M2, ...,Mn−1, (2Mn),Mn−1, ...,M2,M1,m0]

滿足 0 = Mk = Mk+1 = ... = Mn−1(= Mn)，其中 n − 1(或n) ≥ k ≥ 2，而其餘 M 元素均為

正整數，我們稱此數為「擬正規數」。(由於 k ≥ 2，因此出現擬正規之進位最小值為 5)

例如：[3, 4, 0, 0, 0, 4, 7]、[8, 2, 3, 0, 0, 3, 2, 9]皆為擬正規數；[3, 4, 0, 1, 0, 4, 7]、[8, 9, 3, 0, 0, 3, 2, 9]

不為擬正規。
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肆、研究結果與討論

1 從 Kaprekar 運算矩陣及引理 2，我們可將 5 進位 Kaprekar 變換分成六類情形，此六

大類情形對應對區域 A 到 F 及其上的變換。

2 由引理 3知經最多 4 次 Kaprekar 變換，5 進位 Kaprekar 數必為 Type 1 的形式，其中

若為嚴格正規數的情形則接下來的 Kaprekar 數字皆為 Type 1，因此我們可以模仿定義

7利用比值 x, y 來構造 Kaprekar 變換，並定義函數 G。

3 函數 G 的基本性質為引理 4及系理 1。

4 由一個數開始經 Kaprekar 變換所得數列最後必定是一常數或者是循環，因此要了解

kaprekar 變換數列的結構，就需要研究以下三個問題：

問題 1. Kaprekar 常數是什麼？

問題 2. 若不是常數，則 Kaprekar 循環和循環長度為何？

問題 3. 從一數字開始經多少次變換後才會是常數或者開始循環？

本研究定理 3得知 5 進位的 Kaprekar 常數為 [c + b, 2b, 2b, 2b, c] 的形式；定理 4得知

Kaprekar 循環長度可以是任何正整數；最後根據定理 5得知可能要經過任意長的變換

過程才開始會出現 Kaprekar 常數或 Kaprekar 循環。

5 引理 2及定理 1我們得到 5 進位 Kaprekar 常數的形式 (定理 3)。其中，正規 5 進

位 Kaprekar 常數比值為 (1
2
,−1

2
) 且落在區域 F 中，經由數值計算結果我們觀察

(1
p
,−1

p
), p ∈ N 開始的 Kaprekar 變換會有一些有趣的性質，例如會重複一些變換的序

列，因此觸發我們找到引理 5、6、7及系理 2及定理 4中的 Kaprekar 變換序列的組成。

未來我們想從引理 5、6、7出發，參考在文獻 [4] 中定理 2的想法，去構造出一些任意

循環長度的 Kaprekar 變換數列，並會密佈在區域 A 到 F 中。

6 函數 G，我們可以研究正規及擬正規 Kaprekar 數的變換，一般來說是相當複雜的，例

如由擬正規 Kaprekar 數的變換我們得到引理 8。更一般的情形 Kaprekar 數列在區域

A 到 F 中的變換，我們有一些的初步討論如下：

(1) 區塊 A1 (x ≥ y ≥ 4),x′ = y
2
− 1 , y′ = −x+ 3y

2
− 1：
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(i) 設 t = x − y ≥ 0，而 t′ = x′ − y′ = x − y = t 為定值，若 (x0, y0) 在 A1 內且

經 k 次運算過程皆在 A1 則：

xk =
xk−1

2
− t0

2
− 1, yk =

yk−1

2
− t0 − 1 = xk − t0

(ii) 由 (i) 可知 xk − yk = t0（k 為非負整數），因此換算後的 xk, yk 仍在線

x− y = t0 上。

t− y 系統：y 會於線 t = t0 上跳躍

0 1 2 3 4 5

4

20

40

60

80

100

L0

L1

L2

L3L4

ϕ1

ϕ2

ϕ3

ϕ4

ϕ5

t

y

若 Lk ≥ y > Lk−1，則 y ∈ ϕk，跳躍：ϕk → ϕk−1 → ϕk−2 → ... → ϕ1

(2) 區塊 D2: x′ = −y
2
, y′ = −x− y

2
+ 1

設 t = x + y ≥ 0, t′ = x′ + y′ = −x − y + 1 = −t + 1, t′′ = −t′ + 1 = t，可得

t0 = t2k, t1 = t2k−1 = −t0 + 1, k ∈ N

因此 x′, y′ 可表示為：

x2k−1 =
x2k−2

2 − t0
2 y2k−1 =

y2k−2

2 − t0 + 1

x2k =
x2k−1

2 + t0−1
2 y2k =

y2k−1

2 + t0
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【評語】050405  

作者觀察到任何進位的 Kaprekar 變換，都可轉換成滿足一些條件

的運算矩陣，藉此探討 5 進位 Kaprekar 變換，找出其常數形式。

經過數次變換後，Kaprekar 會維持某形式；對此形式的 Kaprekar 

數，作者引進比值 x 與 y，且定義 G(x, y) 來表示經 Kaprekar

變換後的比值，進而討論 5 進位中 Kaprekar 變換的循環結構。作

者對既有方法做出突破，獲得饒富趣味的結果。然而很多定義不清

楚，包括一開始的進位、退位，且有大量內容埋藏於附錄之中。 
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