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摘要 

本研究探討螞蟻在一個無向簡單圖上，由原點出發沿著邊移動。當抵達某一點時，螞蟻

會選擇和此點相鄰的某一點前進，作為下一步移動，但不能往回走，若螞蟻回到原點便不再

移動。已知圖上各點的度皆大於等於 2，試問螞蟻在數次移動後回到原點時，移動次數的期

望值為多少？ 

我們最初是藉由觀察螞蟻經移動後回到原點的機率，推測每次回到原點時的機率之規

律，但此方法難以在較為複雜的圖形上得到結果。接著使用了矩陣來研究，以矩陣乘法表示

一次移動。有了矩陣，我們便能透過矩陣運算得到螞蟻在數次移動後抵達各點的機率，也能

更方便的求出期望值。 

 

壹、 前言 

我們在瀏覽科學研習月刊時，看到了游森棚教授所撰寫的數學文章，對於其所描述的題

目深感興趣，便由此延伸，開始著手進行這次的研究，希望能找出其中的規律。原文敘述如

下： 

在立方體的一條邊上有一隻螞蟻，沿著這條邊向前走。 

每次碰到點後，這隻螞蟻就以 
1

2
 的機率選擇左邊的路，

1

2
 的機率選擇右邊的路，然後繼續往

前走。 

一、請問螞蟻回到原點時，移動次數的期望值是多少？ 

二、足球是由一堆五邊形與六邊形拼接起來的，如果螞蟻在足球的邊上走，答案又是如何？ 

 

本研究的研究目的如下： 

一、找出當螞蟻在正多面體上移動，回到原點時移動次數的期望值。 

二、找出當螞蟻在 𝑛 角錐上移動，回到原點時移動次數的期望值。 

三、找出當螞蟻在 𝑛 角柱上移動，回到原點時移動次數的期望值。 

四、找出當螞蟻在 𝑛 邊循環圖和 𝑛 階完全圖上移動，回到原點時移動次數的期望值。 

 

貳、研究設備及器材 

紙、筆、電腦、C + +11、GeoGeBra、Matrix Calculator。 
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參、研究過程或方法 

在開始研究前，我們有以下說明。 

原題敘述中，描述的是螞蟻在立體圖形上的移動情況。但我們在分析題目後，發現到螞

蟻移動的機率僅和點與邊的集合有關，與圖形的面並沒有關聯，於是將我們的核心研究轉為

每個點的度皆大於等於 2 的無向簡單圖。因此在此研究中，會將立體圖形以簡單圖表示。因

僅考慮點和邊的關係，為了敘述方便，我們在研究中也採用了一些圖論的定義來描述圖形。 

 

一、分析機率的規則 

（一）名詞定義 

圖一是一個正四面體，我們將圖中每一個點編號。 

對於某些立體圖，我們能找到一個簡單圖，使得他們的點與邊的集合等價原立體

圖的點與邊的集合，如圖二即能以簡單圖表示圖一正四面體各點的關係。 

 

定義一、我們定義 ( 𝑖, 𝑗 ) 表示為螞蟻由 𝑖 號點走到 𝑗 號點，稱為指向移動。 

如：( 1,2 ) 為螞蟻由點 1 走到點 2。另外，我們一般讓螞蟻第一步為 ( 1,2 )。 

 

 

 

 

 

   圖一                 圖二 

定義二、 𝑃𝑖
𝑛 表示螞蟻在經過 𝑛 次移動後停在 𝑖 號點上的機率，稱為點機率。 

如：正四面體中，𝑃2
1 = 1、𝑃1

1 = 𝑃3
1 = 𝑃4

1 = 0。 

定義三、當螞蟻進行( 𝑖, 𝑗 ) 後，此移動的下一步有 𝑃( 𝑖,𝑗,𝑘 ) 的機率發生 ( 𝑗, 𝑘 ) 。 

      稱為定向機率。 

如：在正四面體中，若已知 ( 1,2 )，此移動的下一步將有 
1

2
 的可能為 ( 2,3 ) 及 

   
1

2
 的可能為 ( 2,4 )，即 𝑃(1,2,3) = 𝑃(1,2,4) =

1

2
。 

定義四、𝑃( 𝑖,𝑗,𝑘 )
𝑛  表示螞蟻第 𝑛 − 1 步移動為 ( 𝑖, 𝑗 ) 且第 𝑛 步為 ( 𝑗, 𝑘 ) 的機率。 

稱為移動機率。 

如：在正四面體中，第一步為 ( 1,2 )，下一步則有 𝑃( 1,2,3 )
2 = 𝑃( 1,2,4 )

2 =
1

2
。 
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每次的移動機率都會建立在某次的指向移動後，也就是說，題目給定由 1 號點出

發的第一步移動不在我們對移動機率的考慮範圍內。又因 1 號點為原點，抵達後

螞蟻就不再移動，因此有我們會有 𝑃( 𝑖,1,𝑗 )
𝑛 = 0。 

需要注意的是定義三和定義四的不同之處。定義三代表的是類似於兩個指向移動

間的生成關係，𝑃( 𝑖,𝑗,𝑘 ) 數值僅和 𝑗 號點的度有關；而定義四則是記錄數次移動後

某個指向移動發生的可能，其大小相對受到許多變因影響，如移動的次數、前次

指向移動為何。注意到，對於正整數 𝑛、𝑖、𝑗、𝑘、𝑙，假設螞蟻在一個有 𝑚 個點

的圖上移動，我們會有 ∑ 𝑃( 𝑖,𝑗,𝑘 )
𝑛𝑚

𝑖=1 × 𝑃( 𝑗,𝑘,𝑙 ) = 𝑃( 𝑗,𝑘,𝑙 )
𝑛+1 。 

 

（二）計算過程 

1.   正四面體 

如圖二，觀察螞蟻在正四面體上的移動情形，我們透過下表表示螞蟻在數次

移動後位於各點的機率，表格內容代表 ∑ 𝑃( 𝑖,𝑗,𝑘 )
𝑛4

𝑖=1 。 

            𝑛 

(𝑗, 𝑘)  
2 3 4 5 6 7 8 

( 2,1 ) 0 0 0 1/8 0 0 1/64 

( 3,1 ) 0 1/4 1/8 0 1/32 1/64 0 

( 4,1 ) 0 1/4 1/8 0 1/32 1/64 0 

( 3,2 ) 0 0 1/8 0 0 1/64 0 

( 4,2 ) 0 0 1/8 0 0 1/64 0 

( 2,3 ) 1/2 0 0 1/16 0 0 1/128 

( 4,3 ) 0 1/4 0 0 1/32 0 0 

( 2,4 ) 1/2 0 0 1/16 0 0 1/128 

( 3,4 ) 0 1/4 0 0 1/32 0 0 

 

觀察正四面體的 𝑃1
𝑛 會有 

𝑛 2 3 4 5 6 7 8 

𝑃1
𝑛 0 1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64 

 

由上表不難看出 

𝑃1
3 =

1

21
、𝑃1

4 =
1

22
、𝑃1

5 =
1

23
、𝑃1

6 =
1

24
、𝑃1

7 =
1

25
、𝑃1

8 =
1

26
、… 
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於是有以下猜測 

猜想一、𝑃1
𝑎+2 =

1

2𝑎
   ∀ 𝑎 ∈ ℕ, 𝑎 ≥ 1  

我們可以證明此猜想，如下： 

𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓：假設螞蟻在正四面體上移動時，第 𝑎 次移動有 

∑ 𝑃( 𝑖,3,2 )
𝑎4

𝑖=1 = 𝑝1、∑ 𝑃( 𝑖,4,2 )
𝑎4

𝑖=1 = 𝑝2、∑ 𝑃( 𝑖,2,3 )
𝑎4

𝑖=1 = 𝑝3、 

∑ 𝑃( 𝑖,4,3 )
𝑎4

𝑖=1 = 𝑝4、∑ 𝑃( 𝑖,2,4 )
𝑎4

𝑖=1 = 𝑝5、∑ 𝑃( 𝑖,3,4 )
𝑎4

𝑖=1 = 𝑝6。 

則在第 𝑎 + 1 次移動時會有 

∑ 𝑃( 𝑖,3,2 )
𝑎+14

𝑖=1 =
𝑝4

2
、∑ 𝑃( 𝑖,4,2 )

𝑎+14
𝑖=1 =

𝑝6

2
、∑ 𝑃( 𝑖,2,3 )

𝑎+14
𝑖=1 =

𝑝2

2
、 

∑ 𝑃( 𝑖,4,3 )
𝑎4

𝑖=1 =
𝑝5

2
、∑ 𝑃( 𝑖,2,4 )

𝑎4
𝑖=1 =

𝑝1

2
、∑ 𝑃( 𝑖,3,4 )

𝑎4
𝑖=1 =

𝑝3

2
。 

由此我們能推出 

𝑃1
𝑎+1 =

𝑝1+𝑝2+𝑝3+𝑝4+𝑝5+𝑝6

2
， 

𝑃1
𝑎+2 =

𝑝1
2

+
𝑝2
2

+
𝑝3
2

+
𝑝4
2

+
𝑝5
2

+
𝑝6
2

2
=

𝑝1+𝑝2+𝑝3+𝑝4+𝑝5+𝑝6

4
=

1

2
𝑃1

𝑎+1。 

又 𝑃1
3 =

1

2
⟹ 𝑃1

𝑎+2 =
1

2𝑎                    • 

由 𝑃1
𝑎  的一般式，可求出此情況中螞蟻回到原點時所經邊數的期望值，如下： 

所求= ∑  ( 𝑃1
𝑖 × 𝑖 )∞

𝑖=3 =
1

2
× 3 +

1

4
× 4 +

1

8
× 5 + ⋯+

1

2𝑛 × ( 𝑛 + 2 ) + ⋯ 

  = ∑
1

2𝑖
 ( 𝑖 + 2 )∞

𝑖=1 = ∑
1

2𝑖−1
∞
𝑖=1 + ∑

𝑖

2𝑖
∞
𝑖=1 = 2 + ∑

𝑖

2𝑖
∞
𝑖=1  

           = 2 + ∑
𝑖

2𝑖
∞
𝑖=1 = 2 + ( 

1

2
+

2

4
+

3

8
+ ⋯ ) = 2 +

1− 
1

2

1− 
1

2

× ( 
1

2
+

2

4
+

3

8
+ ⋯ ) 

           = 2 +
1

1− 
1

2
 
(( 

1

2
+

2

4
+

3

8
+ ⋯ ) − ( 

1

4
+

2

8
+

3

16
+ ⋯ ))  

             = 2 + 2 × ( 
1

2
+

1

4
+

1

8
+ ⋯ ) = 2 + 2 × ∑

1

2𝑖
∞
𝑖=1 = 2 + 2 = 4 

由此可得，螞蟻在正四面體上移動時，走回原點的移動次數的期望值為 4。 

 

2.   正六面體 

接著我們研究正六面體，其編號如圖三所示， 

且圖三為一個正六面體的等價圖。 

 

我們透過下表表示螞蟻在 𝑛 ≤ 8 次移動的情況下 

所有移動機率，表格內容代表 ∑ 𝑃( 𝑖,𝑗,𝑘 )
𝑛8

𝑖=1 。                               圖三 
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          𝑛 

( 𝑗, 𝑘 ) 
2 3 4 5 6 7 8 

( 2,1 ) 0 0 0 0 1/16 0 5/64 

( 3,1 ) 0 0 1/8 0 1/8 0 1/32 

( 4,1 ) 0 0 1/8 0 1/8 0 1/32 

( 5,2 ) 0 0 0 1/16 0 5/64 0 

( 6,2 ) 0 0 0 1/16 0 5/64 0 

( 5,3 ) 0 1/4 0 1/16 0 3/64 0 

( 8,3 ) 0 0 0 3/16 0 1/64 0 

( 6,4 ) 0 1/4 0 1/16 0 3/64 0 

( 8,4 ) 0 0 0 3/16 0 1/64 0 

( 2,5 ) 1/2 0 0 0 1/32 0 5/128 

( 3,5 ) 0 0 0 0 3/32 0 1/128 

( 7,5 ) 0 0 1/8 0 1/16 0 3/64 

( 2,6 ) 1/2 0 0 0 1/32 0 5/128 

( 4,6 ) 0 0 0 0 3/32 0 1/128 

( 7,6 ) 0 0 1/8 0 1/16 0 3/64 

( 5,7 ) 0 1/4 0 0 0 1/16 0 

( 6,7 ) 0 1/4 0 0 0 1/16 0 

( 8,7 ) 0 0 0 1/8 0 1/32 0 

( 3,8 ) 0 0 1/8 0 1/32 0 3/128 

( 4,8 ) 0 0 1/8 0 1/32 0 3/128 

( 7,8 ) 0 0 1/4 0 0 0 1/16 

 

觀察正六面體的 𝑃1
𝑛 會有 

𝑛 2 3 4 5 6 7 8 

𝑃1
𝑛 0 0 1/4 0 5/16 0 9/64 

 

也算出了 𝑃1
10 =

29

256
。我們發現，螞蟻回到原點的機率有某種規律，如下： 

𝑃1
8 =

9

64
=

1

4
 (

5

16
+

1

4
 ) =

𝑃1
6+𝑃1

4

4
、𝑃1

10 =
29

256
=

1

4
 (

9

64
+

5

16
 ) =

𝑃1
8+𝑃1

6

4
 、… 

於是有以下猜想： 
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猜想二、𝑃1
4 =

1

4
, 𝑃1

6 =
5

16
, 𝑃1

𝑎 = {
 
1

4
(𝑃1

𝑎−2 + 𝑃1
𝑎−4),    ∀ 2|𝑎 𝑎𝑛𝑑 𝑎 ≥ 8

                             0,    ∀ 2 ∤ 𝑎 𝑜𝑟 𝑎 = 2
 

我們能夠證明此關係，如下： 

𝑝𝑟𝑜𝑜𝑓：先證明下式，將八個點塗色，1、5、6、8 號點塗白，其餘塗黑。 

如此能保證螞蟻每次移動前後抵達的點為不同顏色，故由 1 號點出發

後的移動次數若為奇數，螞蟻只會抵達黑色點，不可能回到原點。 

接著證明上式。同前述將八點塗色，螞蟻經數次移動後抵達的點有兩

種情況：可能抵達 1、5、6、8 號點，或是可能抵達 2、3、4、7 號

點。故我們在假設移動機率時，可將以 1、5、6、8 號點為起點之指

向移動的發生機率都定為 0，或將以 2、3、4、7 號點為起點之指向

移動的發生機率都定為 0。在此採用後者。 

假設螞蟻在正六面體上移動時，第 𝑎 次移動有 

∑ 𝑃( 𝑖,5,2 )
𝑎8

𝑖=1 = 0、∑ 𝑃( 𝑖,6,2 )
𝑎8

𝑖=1 = 0、∑ 𝑃( 𝑖,5,3 )
𝑎8

𝑖=1 = 0、 

∑ 𝑃( 𝑖,8,3 )
𝑎8

𝑖=1 = 0、∑ 𝑃( 𝑖,6,4 )
𝑎8

𝑖=1 = 0、∑ 𝑃( 𝑖,8,4 )
𝑎8

𝑖=1 = 0、 

∑ 𝑃( 𝑖,2,5 )
𝑎8

𝑖=1 = 𝑝1、∑ 𝑃( 𝑖,3,5 )
𝑎8

𝑖=1 = 𝑝2、∑ 𝑃( 𝑖,7,5 )
𝑎8

𝑖=1 = 𝑝3、 

∑ 𝑃( 𝑖,2,6 )
𝑎8

𝑖=1 = 𝑝4、∑ 𝑃( 𝑖,4,6 )
𝑎8

𝑖=1 = 𝑝5、∑ 𝑃( 𝑖,7,6 )
𝑎8

𝑖=1 = 𝑝6、 

∑ 𝑃( 𝑖,5,7 )
𝑎8

𝑖=1 = 0、∑ 𝑃( 𝑖,6,7 )
𝑎8

𝑖=1 = 0、∑ 𝑃( 𝑖,8,7 )
𝑎8

𝑖=1 = 0、 

∑ 𝑃( 𝑖,3,8 )
𝑎8

𝑖=1 = 𝑝7、∑ 𝑃( 𝑖,4,8 )
𝑎8

𝑖=1 = 𝑝8、∑ 𝑃( 𝑖,7,8 )
𝑎8

𝑖=1 = 𝑝9。 

由此我們能推出： 

𝑃1
𝑎+2 =

𝑝1+𝑝2+2𝑝3+𝑝4+𝑝5+2𝑝6+𝑝7+𝑝8+2𝑝9

4
， 

𝑃1
𝑎+4 =

5𝑝1+5𝑝2+2𝑝3+5𝑝4+5𝑝5+2𝑝6+5𝑝7+5𝑝8+2𝑝9

16
， 

𝑃1
𝑎+6 =

9𝑝1+9𝑝2+10𝑝3+9𝑝4+9𝑝5+10𝑝6+9𝑝7+9𝑝8+10𝑝9

64
  

    =
𝑝1+𝑝2+2𝑝3+𝑝4+𝑝5+2𝑝6+𝑝7+𝑝8+2𝑝9

4
+

5𝑝1+5𝑝2+2𝑝3+5𝑝4+5𝑝5+2𝑝6+5𝑝7+5𝑝8+2𝑝9
16

4
  

    =
1

4
(𝑃1

𝑎+4 + 𝑃1
𝑎+2)                                                                          • 

藉由此關係，我們能求出此情況的期望值。過程如下： 

考慮一個以點機率為係數的生成函數 𝑓(𝑥)，我們會有 

       𝑓(𝑥) = ∑ 𝑃1
2𝑖𝑥2𝑖∞

𝑖=2 = 𝑃1
4𝑥4 + 𝑃1

6𝑥6 + 𝑃1
8𝑥8 + ⋯  

⟹ 𝑓′(𝑥) = ∑ 2𝑖 × 𝑃1
2𝑖𝑥2𝑖−1∞

𝑖=2   

⟹ 𝑓′(1) = ∑ 2𝑖 × 𝑃1
2𝑖∞

𝑖=2 = 所求  
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    (1 −
1

4
𝑥2 −

1

4
𝑥4) 𝑓(𝑥)  

= (𝑃1
4𝑥4 + 𝑃1

6𝑥6 + 𝑃1
8𝑥8 + ⋯) −

1

4
(𝑃1

4𝑥6 + (𝑃1
4 + 𝑃1

6)𝑥8 + (𝑃1
6 + 𝑃1

8)𝑥10 + ⋯)  

= (𝑃1
4𝑥4 + 𝑃1

6𝑥6 + 𝑃1
8𝑥8 + ⋯) − ( 

1

4
𝑃1

4𝑥6 + 𝑃1
8𝑥8 + 𝑃1

10𝑥10 + ⋯) =
1

4
(𝑥4 + 𝑥6)  

⟹ 𝑓(𝑥) =
𝑥4+𝑥6

4−𝑥2−𝑥4 ⟹ 𝑓′(𝑥) =
(4𝑥3+6𝑥5)(4−𝑥2−𝑥4)+(𝑥4+𝑥6)(4𝑥3+2𝑥)

(4−𝑥2−𝑥4)2
  

⟹ 所求 = 𝑓′(1) =
(4+6)(4−1−1)+(1+1)(4+2)

(4−1−1)2
= 8  

 

我們用上述方法計算出了正四面體和正六面體的期望值結果，但在研究更複雜的

圖形時，不易使用此方法，因此我們接著著手找其他計算方法。 

 

二、利用生成矩陣求期望值 

（一）名詞定義 

定義五、已知圖的情況下，將能代表由螞蟻第 𝑛 次移動和第 𝑛 + 1 次移動間 

的生成關係之矩陣定義為生成矩陣，符號為 𝑀。此矩陣的行和列分別 

代表某種指向移動，矩陣的元素則代表定向機率，其繪製方法如下： 

首先定義行列的排列順序，因排列順序不會影響結果，一般情況下為 

求方便，我們會在排列 ( 𝑖, 𝑗 ) 時先考慮 𝑗 的大小再考慮 𝑖 的大小。 

依前述的方法排列，設代表 ( 𝑎1, 𝑎2 ) 的行被排在第 𝑎 位，代表 ( 𝑏1, 𝑏2 )  

的列被排在第 𝑏 位。若 𝑎2 ≠ 𝑏1 或 𝑎1 = 𝑏2，則在 𝑀 的第 𝑎 行第 𝑏 列 

填入 0 ；若 𝑎2 = 𝑏1 則在第 𝑎 行第 𝑏 列填入 𝑃(𝑎1,𝑎2,𝑏2) 。 

以正四面體為例，觀察指向移動 ( 3,2 )，下一步可能會出現 ( 2,1 ) 或 ( 2,4 )，因

此在代表 ( 3,2 ) 的行及代表 ( 2,1 ) 的列和代表 ( 2,4 ) 的列的位置填入 𝑃( 3,2,1 ) =

𝑃( 3,2,4 ) =
1

2
 。以同樣方式將正四面體的生成矩陣其餘元素補齊，如下 

𝑀 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 0

1

2

1

2
0 0 0 0

0 0 0 0 0
1

2

1

2
0 0

0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0 0 0 0
1

2
0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

0 0 0 0
1

2
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
1

2
0

0 0 0
1

2
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
1

2
0 0 0]
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其中，矩陣第一行到第九行及第一列到第九列分別代表 

( 2,1 ) ( 3,1 ) ( 4,1 ) ( 3,2 ) ( 4,2 ) ( 2,3 ) ( 4,3 ) ( 2,4 ) ( 3,4 ) 

如：第四行第一列填入的值為給定指向移動 ( 3,2 ) 的情況下，下一步出現 ( 2,1 )  

的機率，也就是 𝑃( 3,2,1 ) 的值。 

定義六、𝑣𝑛 表示螞蟻在圖上經過數次移動後，其移動 𝑛 步時各指向移動的 

    發生可能。稱為移動機率向量，且排列順序和生成矩陣的順序相同。 

如：正四面體中，以和生成矩陣相同的順序排列，我們有 

𝑣3 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
∑ 𝑃( 𝑖,2,1 )

34
𝑖=1

∑ 𝑃( 𝑖,3,1 )
34

𝑖=1

∑ 𝑃( 𝑖,4,1 )
34

𝑖=1

∑ 𝑃( 𝑖,3,2 )
34

𝑖=1

∑ 𝑃( 𝑖,4,2 )
34

𝑖=1

∑ 𝑃( 𝑖,2,3 )
34

𝑖=1

∑ 𝑃( 𝑖,4,3 )
34

𝑖=1

∑ 𝑃( 𝑖,2,4 )
34

𝑖=1

∑ 𝑃( 𝑖,3,4 )
34

𝑖=1 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑃( 1,2,1 )

3 + 𝑃( 2,2,1 )
3 + 𝑃( 3,2,1 )

3 + 𝑃( 4,2,1 )
3

𝑃( 1,3,1 )
3 + 𝑃( 2,3,1 )

3 + 𝑃( 3,3,1 )
3 + 𝑃( 4,3,1 )

3

𝑃( 1,4,1 )
3 + 𝑃( 2,4,1 )

3 + 𝑃( 3,4,1 )
3 + 𝑃( 4,4,1 )

3

𝑃( 1,3,2 )
3 + 𝑃( 2,3,2 )

3 + 𝑃( 3,3,2 )
3 + 𝑃( 4,3,2 )

3

𝑃( 1,4,2 )
3 + 𝑃( 2,4,2 )

3 + 𝑃( 3,4,2 )
3 + 𝑃( 4,4,2 )

3

𝑃( 1,2,3 )
3 + 𝑃( 2,2,3 )

3 + 𝑃( 3,2,3 )
3 + 𝑃( 4,2,3 )

3

𝑃( 1,4,3 )
3 + 𝑃( 2,4,3 )

3 + 𝑃( 3,4,3 )
3 + 𝑃( 4,4,3 )

3

𝑃( 1,2,4 )
3 + 𝑃( 2,2,4 )

3 + 𝑃( 3,2,4 )
3 + 𝑃( 4,2,4 )

3

𝑃( 1,3,4 )
3 + 𝑃( 2,3,4 )

3 + 𝑃( 3,3,4 )
3 + 𝑃( 4,3,4 )

3
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
1

4
1

4

0
0
0
1

4

0
1

4]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

設某圖共有 𝑛 個點，有一頂點編號為 𝑎 ，與其相連的點之編號為 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑥。藉

由定義三和定義四，不難發現： 

    ∑ 𝑃(𝑖,𝑎1,𝑎)
𝑘 × 𝑃(𝑎1,𝑎,𝑎𝑥)

𝑛
𝑖=1 + ⋯+ ∑ 𝑃(𝑖,𝑎𝑥−1,𝑎)

𝑘 × 𝑃(𝑎𝑥−1,𝑎,𝑎𝑥)
𝑛
𝑖=1   

= 𝑃(𝑎1,𝑎,𝑎𝑥)
𝑘+1 + 𝑃(𝑎2,𝑎,𝑎𝑥)

𝑘+1 + ⋯+ 𝑃(𝑎𝑥−1,𝑎,𝑎𝑥)
𝑘+1 = ∑ 𝑃(𝑎𝑖,𝑎,𝑎𝑥)

𝑘+1𝑥−1
𝑖=1   

接著考慮生成矩陣和移動機率向量。藉由矩陣乘法和上述關係能發現，𝑀 ⋅ 𝑣𝑘  的

結果即代表了 𝑣𝑘  下一步的所有可能，也就是 𝑣𝑘+1。以正四面體為例，如下： 

𝑀 ⋅ 𝑣𝑘 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 0

1

2

1

2
0 0 0 0

0 0 0 0 0
1

2

1

2
0 0

0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0 0 0 0
1

2
0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

0 0 0 0
1

2
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
1

2
0

0 0 0
1

2
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
1

2
0 0 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

⋅

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
∑ 𝑃( 𝑖,2,1 )

𝑘4
𝑖=1

∑ 𝑃( 𝑖,3,1 )
𝑘4

𝑖=1

∑ 𝑃( 𝑖,4,1 )
𝑘4

𝑖=1

∑ 𝑃( 𝑖,3,2 )
𝑘4

𝑖=1

∑ 𝑃( 𝑖,4,2 )
𝑘4

𝑖=1

∑ 𝑃( 𝑖,2,3 )
𝑘4

𝑖=1

∑ 𝑃( 𝑖,4,3 )
𝑘4

𝑖=1

∑ 𝑃( 𝑖,2,4 )
𝑘4

𝑖=1

∑ 𝑃( 𝑖,3,4 )
𝑘4

𝑖=1 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

1

2
∑ (𝑃( 𝑖,3,2 )

𝑘 + 𝑃( 𝑖,4,2 )
𝑘 )4

𝑖=1  

 
1

2
∑ (𝑃( 𝑖,2,3 )

𝑘 + 𝑃( 𝑖,4,3 )
𝑘 )4

𝑖=1  

 
1

2
∑ (𝑃( 𝑖,2,4 )

𝑘 + 𝑃( 𝑖,3,4 )
𝑘 )4

𝑖=1  

1

2
∑ 𝑃( 𝑖,4,3 )

𝑘4
𝑖=1

1

2
∑ 𝑃( 𝑖,3,4 )

𝑘4
𝑖=1

1

2
∑ 𝑃( 𝑖,4,2 )

𝑘4
𝑖=1

1

2
∑ 𝑃( 𝑖,2,4 )

𝑘4
𝑖=1

1

2
∑ 𝑃( 𝑖,3,2 )

𝑘4
𝑖=1

1

2
∑ 𝑃( 𝑖,2,3 )

𝑘4
𝑖=1 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

觀察圖二，若第 𝑘 + 1 步希望 ( 2,1 ) 發生，則第 𝑘 步要出現 ( 3,2 ) 或 ( 4,2 )，且

因上述兩指向移動都只有 
1

2
 的機率在下一步發生 ( 2,1 )，由此得： 
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∑ 𝑃( 𝑖,2,1 )
𝑘+14

𝑖=1 = ∑ 𝑃( 𝑖,3,2 )
𝑘4

𝑖=1 × 𝑃(3,2,1) + ∑ 𝑃( 𝑖,4,2 )
𝑘4

𝑖=1 × 𝑃(4,2,1) =
1

2
∑ (𝑃( 𝑖,3,2 )

𝑘 + 𝑃( 𝑖,4,2 )
𝑘 )4

𝑖=1   

以同樣的方法，不難求得 

∑ 𝑃( 𝑖,3,1 )
𝑘+14

𝑖=1 =
1

2
∑ (𝑃( 𝑖,2,3 )

𝑘 + 𝑃( 𝑖,4,3 )
𝑘 )4

𝑖=1   

∑ 𝑃( 𝑖,4,1 )
𝑘+14

𝑖=1 =
1

2
∑ (𝑃( 𝑖,2,4 )

𝑘 + 𝑃( 𝑖,3,4 )
𝑘 )4

𝑖=1 ,∑ 𝑃( 𝑖,3,2 )
𝑘+14

𝑖=1 =
1

2
∑ 𝑃( 𝑖,4,3 )

𝑘4
𝑖=1   

∑ 𝑃( 𝑖,4,2 )
𝑘+14

𝑖=1 =
1

2
∑ 𝑃( 𝑖,3,4 )

𝑘4
𝑖=1 ,∑ 𝑃( 𝑖,2,3 )

𝑘+!4
𝑖=1 =

1

2
∑ 𝑃( 𝑖,4,2 )

𝑘4
𝑖=1 ,∑ 𝑃( 𝑖,4,3 )

𝑘+!4
𝑖=1 =

1

2
∑ 𝑃( 𝑖,2,4 )

𝑘4
𝑖=1   

∑ 𝑃( 𝑖,2,4 )
𝑘+14

𝑖=1 =
1

2
∑ 𝑃( 𝑖,3,2 )

𝑘4
𝑖=1 ,∑ 𝑃( 𝑖,3,4 )

𝑘+14
𝑖=1 =

1

2
∑ 𝑃( 𝑖,2,3 )

𝑘4
𝑖=1   

觀察 𝑀 ⋅ 𝑣𝑘  的結果，可以發現 

𝑀 ⋅ 𝑣𝑘 = 𝑣𝑘+1 

而這也是我們設計生成矩陣的目的，藉由矩陣和矩陣的運算表達各步數的移動情

形並計算接續會出現的可能，由此便能得到另一種計算期望值的方法。 

 

（二）正多面體 

1. 正四面體 

對於猜想一，我們也能使用生成矩陣，以數學歸納法證明。 

在定義時我們已經講述了正四面體的生成矩陣和移動機率向量是如何產生，

此處直接採用。藉由矩陣計算機觀察 𝑀 的乘冪，發現以下結果： 

𝑀3𝑛+1 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 0

1

23𝑛+1

1

23𝑛+1 0 0 0 0

0 0 0 0 0
1

23𝑛+1

1

23𝑛+1
0 0

0 0 0 0 0 0 0
1

23𝑛+1

1

23𝑛+1

0 0 0 0 0 0
1

23𝑛+1
0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
1

23𝑛+1

0 0 0 0
1

23𝑛+1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
1

23𝑛+1 0

0 0 0
1

23𝑛+1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
1

23𝑛+1 0 0 0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

𝑀3𝑛+2 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 0 0 0 0

1

23𝑛+2 0
1

23𝑛+2

0 0 0 0
1

23𝑛+2 0 0
1

23𝑛+2 0

0 0 0
1

23𝑛+2 0
1

23𝑛+2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
1

23𝑛+2
0

0 0 0 0 0
1

23𝑛+2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
1

23𝑛+2

0 0 0
1

23𝑛+2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
1

23𝑛+2 0 0

0 0 0 0
1

23𝑛+2 0 0 0 0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  



 

10 

  𝑀3𝑛+3 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 0 0 0

1

23𝑛+3 0
1

23𝑛+3 0

0 0 0
1

23𝑛+3 0 0 0 0
1

23𝑛+3

0 0 0 0
1

23𝑛+3 0
1

23𝑛+3 0 0

0 0 0
1

23𝑛+3 0 0 0 0 0

0 0 0 0
1

23𝑛+3
0 0 0 0

0 0 0 0 0
1

23𝑛+3
0 0 0

0 0 0 0 0 0
1

23𝑛+3
0 0

0 0 0 0 0 0 0
1

23𝑛+3
0

0 0 0 0 0 0 0 0
1

23𝑛+3]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 𝑣       ∀ 𝑛 ≥ 0, 𝑛 ∈ ℤ  

    用數學歸納法能夠證明 𝑀3𝑛+1 的情況為真。當 𝑛 = 0 時，有 

𝑀 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 0

1

2

1

2
0 0 0 0

0 0 0 0 0
1

2

1

2
0 0

0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0 0 0 0
1

2
0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

0 0 0 0
1

2
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
1

2
0

0 0 0
1

2
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
1

2
0 0 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 0

1

21

1

21
0 0 0 0

0 0 0 0 0
1

21

1

21
0 0

0 0 0 0 0 0 0
1

21

1

21

0 0 0 0 0 0
1

21
0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
1

21

0 0 0 0
1

21
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
1

21 0

0 0 0
1

21
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
1

21 0 0 0]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

   當 𝑛 = 𝑘 時，令 

𝑀3𝑘+1 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 0

1

23𝑘+1

1

23𝑘+1
0 0 0 0

0 0 0 0 0
1

23𝑘+1

1

23𝑘+1 0 0

0 0 0 0 0 0 0
1

23𝑘+1

1

23𝑘+1

0 0 0 0 0 0
1

23𝑘+1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
1

23𝑘+1

0 0 0 0
1

23𝑘+1
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
1

23𝑘+1 0

0 0 0
1

23𝑘+1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
1

23𝑘+1 0 0 0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

   則當 𝑛 = 𝑘 + 1 時，會有 

𝑀3𝑘+4 = 𝑀3𝑘+1 ⋅ 𝑀3 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 0

1

23𝑘+4

1

23𝑘+4 0 0 0 0

0 0 0 0 0
1

23𝑘+4

1

23𝑘+4 0 0

0 0 0 0 0 0 0
1

23𝑘+4

1

23𝑘+4

0 0 0 0 0 0
1

23𝑘+4 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
1

23𝑘+4

0 0 0 0
1

23𝑘+4 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
1

23𝑘+4 0

0 0 0
1

23𝑘+4 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
1

23𝑘+4 0 0 0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                              

      由數學歸納法，此規律對於所有整數 𝑛 ≥ 0 皆成立。由此我們可以推出： 
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𝑀3𝑛+2 = 𝑀3𝑛+1 ⋅ 𝑀2 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 0 0 0 0

1

23𝑛+2 0
1

23𝑛+2

0 0 0 0
1

23𝑛+2 0 0
1

23𝑛+2 0

0 0 0
1

23𝑛+2 0
1

23𝑛+2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
1

23𝑛+2 0

0 0 0 0 0
1

23𝑛+2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
1

23𝑛+2

0 0 0
1

23𝑛+2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
1

23𝑛+2 0 0

0 0 0 0
1

23𝑛+2 0 0 0 0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

𝑀3𝑛+3 = 𝑀3𝑛+1 ⋅ 𝑀2 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 0 0 0

1

23𝑛+3 0
1

23𝑛+3 0

0 0 0
1

23𝑛+3 0 0 0 0
1

23𝑛+3

0 0 0 0
1

23𝑛+3 0
1

23𝑛+3 0 0

0 0 0
1

23𝑛+3 0 0 0 0 0

0 0 0 0
1

23𝑛+3
0 0 0 0

0 0 0 0 0
1

23𝑛+3 0 0 0

0 0 0 0 0 0
1

23𝑛+3 0 0

0 0 0 0 0 0 0
1

23𝑛+3 0

0 0 0 0 0 0 0 0
1

23𝑛+3]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

由此可知前述規律為真。有了 𝑀 的乘冪規律後，我們便能以此算出 𝑣𝑛。同樣

分三種情況，由上述規律，我們能計算出 

𝑣3𝑘+3 = 𝑀3𝑘+1𝑣2 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 0

1

23𝑘+1

1

23𝑘+1 0 0 0 0

0 0 0 0 0
1

23𝑘+1

1

23𝑘+1 0 0

0 0 0 0 0 0 0
1

23𝑘+1

1

23𝑘+1

0 0 0 0 0 0
1

23𝑘+1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
1

23𝑘+1

0 0 0 0
1

23𝑘+1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
1

23𝑘+1 0

0 0 0
1

23𝑘+1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
1

23𝑘+1 0 0 0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

⋅

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
1

2

0
1

2

0]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

     = [0   
1

23𝑘+2
   

1

23𝑘+2
   0   0   0   

1

23𝑘+2
   0   

1

23𝑘+2
]
𝑇

 

   由排列順序找出相對應的機率相加後有 𝑃1
3𝑘+3 = 0 +

1

23𝑘+2 +
1

23𝑘+2 =
1

23𝑘+1 。 

   再以 𝑀3𝑘+2 ⋅ 𝑣2 計算 𝑣3𝑘+4 及 𝑀3𝑘+3 ⋅ 𝑣2 計算 𝑣3𝑘+5 
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   ⟹ 𝑃1
3𝑘+4 =

1

23𝑘+2 , 𝑃1
3𝑘+5 =

1

23𝑘+3 ⟹ 𝑃1
𝑛 =

1

2𝑛−2      ∀ 𝑛 ≥ 3, 𝑛 ∈ ℕ  

   由此可證，猜想一正確。 

   但並非所有 𝑀 的冪次都容易找到規律，因此我們想從其他面向著手。 

  

 考慮點機率 𝑃1
𝑛 ，注意到 

𝑃1
𝑛 = ∑ 𝑃( 𝑖,2,1 )

𝑛4
𝑖=1 + ∑ 𝑃( 𝑖,3,1 )

𝑛4
𝑖=1 + ∑ 𝑃( 𝑖,4,1 )

𝑛4
𝑖=1   

   再考慮移動機率向量 𝑣𝑛，我們會有 

                              [1  1  1  0  0  0  0  0  0] ⋅ 𝑣𝑛 = [1  1  1  0  0  0  0  0  0] ⋅

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
∑ 𝑃( 𝑖,2,1 )

𝑛4
𝑖=1

∑ 𝑃( 𝑖,3,1 )
𝑛4

𝑖=1

∑ 𝑃( 𝑖,4,1 )
𝑛4

𝑖=1

∑ 𝑃( 𝑖,3,2 )
𝑛4

𝑖=1

∑ 𝑃( 𝑖,4,2 )
𝑛4

𝑖=1

∑ 𝑃( 𝑖,2,3 )
𝑛4

𝑖=1

∑ 𝑃( 𝑖,4,3 )
𝑛4

𝑖=1

∑ 𝑃( 𝑖,2,4 )
𝑛4

𝑖=1

∑ 𝑃( 𝑖,3,4 )
𝑛4

𝑖=1 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

= 𝑃1
𝑛   

   ⟹ 所求= ∑ 𝑖 × 𝑃1
𝑖∞

𝑖=1 = [1   1   1   0   0   0   0   0   0] ⋅ ∑  ( 𝑖 × 𝑀𝑖−2𝑣2 )
∞
𝑖=2  

   ∑  ( 𝑖 × 𝑀𝑖−2𝑣2 )
∞
𝑖=2 = 2 × 𝑣2 + 3 × 𝑀𝑣2 + 4 × 𝑀2𝑣2 + 5 × 𝑀3𝑣2 + ⋯  

    𝑀 ∑  ( 𝑖 × 𝑀𝑖−2𝑣2 )
∞
𝑖=2 =              2 × 𝑀𝑣2 + 3 × 𝑀2𝑣2 + 4 × 𝑀3𝑣2 + ⋯  

   ⟹ ( 𝐼 − 𝑀 )∑  ( 𝑖 × 𝑀𝑖−2𝑣2 )
∞
𝑖=2 = 2 × 𝑣2 + 𝑀𝑣2 + 𝑀2𝑣2 + 𝑀3𝑣2 + ⋯  

                                                               = 𝑣2 + ∑ 𝑀𝑖𝑣2
∞
𝑖=0 = ( 𝐼 + ∑ 𝑀𝑖∞

𝑖=0  ) 𝑣2  

  ∑ 𝑀𝑖∞
𝑖=0 − 𝑀 ∑ 𝑀𝑖∞

𝑖=0 = ( 𝐼 + 𝑀 + 𝑀2 + 𝑀3 + ⋯) − ( 𝑀 + 𝑀2 + 𝑀3 + ⋯) = 𝐼  

  ( 𝐼 − 𝑀 )∑ 𝑀𝑖∞
𝑖=0 = 𝐼 ⟹ ∑ 𝑀𝑖∞

𝑖=0 = ( 𝐼 − 𝑀 )−1  

   ⟹ ∑  ( 𝑖 × 𝑀𝑖−2𝑣2 )
∞
𝑖=3 = ( 𝐼 − 𝑀 )−1( 𝐼 + ( 𝐼 − 𝑀 )−1 ) 𝑣2  

   ⟹ 所求 = [1   1   1   0   0   0   0   0   0] ⋅ ( 𝐼 − 𝑀 )−1( 𝐼 + (𝐼 − 𝑀)−1 )𝑣2 

                  = [1   1   1   0   0   0   0   0   0] ⋅ ( ( 𝐼 − 𝑀 )−1 + ( 𝐼 − 𝑀 )−2 )𝑣2 

代入正四面體的狀況，便能求出螞蟻在正四面體上移動的期望值結果為 4。 

綜上所述，我們能歸納出定理一： 

定理一、給定圖形、原點、第一步指向移動，我們能用 

[𝟏  …   𝟏  𝟎  …   𝟎] ⋅ ( ( 𝑰 − 𝑴 )−𝟏 + ( 𝑰 − 𝑴 )−𝟐 )𝒗𝟐 

求出此情況下，螞蟻數次移動後回到原點時所經邊數之期望值。 

     有了定理一，我們只需要寫出生成矩陣並以相同的排列順序寫出 𝑣2， 

 便能藉由矩陣的運算得出螞蟻移動次數的期望值。 
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  2.   正六面體 

考慮正六面體的生成矩陣與移動機率向量 𝑣2，其中，正六面體的生成矩陣是

一個 21 × 21 的方陣，因以文字顯示會佔太多空間，故以圖片的方式顯現，

如圖四；我們也以圖片的方式展現其 𝑣2 ，如圖五。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                               圖四                                               圖五 

已知在正六面體中，𝑃1
𝑛 = ∑ 𝑃( 𝑖,2,1 )

𝑛8
𝑖=1 + ∑ 𝑃( 𝑖,3,1 )

𝑛8
𝑖=1 + ∑ 𝑃( 𝑖,4,1 )

𝑛8
𝑖=1 ，由此可得： 

   所求  = [1  1  1  0  0  …   0  0] ⋅ ( ( 𝐼 − 𝑀 )−1 + ( 𝐼 − 𝑀 )−2 )𝑣2 

    其中，[1 1 1 0 0 …  0 0] 由 3 個 1 和 18 個 0 組成。計算後可得所求 = 8。 

 

3.   其他正多面體 

除了上述兩個正多面體，我們也計算了正八面體、正十二面體、正二十面體

的狀況，其結果如下表所示。有關其編號和生成矩陣將放在附錄展示。 

正多面體 正八面體 正十二面體 正二十面體 

期望值 8   12   20   

 

（三）角錐和角柱 

1.   加權 

計算正多面體時，不論第一步的指向移動為何，計算出的結果都相同，但在

其他圖形則多需要考慮第一步的影響，因此我們會對各種情況給予加權。 

定義七、若螞蟻的第一步為 ( 𝑖, 𝑗 ) ，則在經過數次移動後回到 𝑖 號點時，其所

經邊數的期望值定為 𝑒𝑖𝑗。 

需要注意的是，𝑒𝑖𝑗 討論的是以 𝑖 號點為起點和終點的情況，而非 1 號點。 
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考慮到第一步的不同會有不一樣的結果，因此我們給定對於螞蟻在一張圖

 𝐺 = ( 𝑉, 𝐸 ) 上移動時，期望值的加權方法為： 

所求 =
∑ 𝑒𝑖𝑗( 𝑖,𝑗 )∈𝐸(𝐺)

∑ 𝑑𝑒𝑔(𝑣)𝑣∈𝑉(𝐺)
=

1

2|𝐸(𝐺)|
∑ 𝑒𝑖𝑗

( 𝑖,𝑗 )∈𝐸(𝐺)

 

定理二、給定圖 𝑮 = (𝑽, 𝑬)，我們能用 

[𝟏  …   𝟏  𝟎  …   𝟎] ⋅ ( ( 𝑰 − 𝑴 )−𝟏 + ( 𝑰 − 𝑴 )−𝟐 )𝒗𝟐 求出 𝒆𝒊𝒋 

                  並以
1

2|𝐸(𝐺)|
∑ 𝑒𝑖𝑗

( 𝑖,𝑗 )∈𝐸(𝐺)

作加權求出螞蟻在此圖上移動時，經過 

數次移動後回到原點之所經邊數期望值。 

有了定理二後，我們便能求出螞蟻任何情況下的移動步數之期望值。 

 

2.   𝑛 角錐 

我們接著研究螞蟻在角錐上移動的情況。注意到三角錐也就是正四面體，由

前面所算出的結果可知期望值為 4 。 

𝑛 ≥ 4 時，先討論螞蟻在 𝑛 角錐的第一步移動。觀察圖六，會有以下發現： 

𝑒12 = 𝑒13 = 𝑒14 = 𝑒15、𝑒21 = 𝑒31 = 𝑒41 = 𝑒51、 

𝑒23 = 𝑒25 = 𝑒32 = 𝑒34 = 𝑒43 = 𝑒45 = 𝑒52 = 𝑒54。 

因此，螞蟻在四角錐上移動時，期望值的公式為： 

所求 =
1

2|𝐸(𝐺)|
∑ 𝑒𝑖𝑗

( 𝑖,𝑗 )∈𝐸(𝐺)

 

          =
4 × 𝑒12 + 4 × 𝑒21 + 8 × 𝑒23

16
=

𝑒12 + 𝑒21 + 2𝑒23

4
                    圖六 

此公式可推廣至 𝑛 角錐的情況。在 𝑛 角錐中，有 1 個度為 𝑛 − 1 的點，以及

 𝑛 − 1 個度為 3 的點。我們將度為 𝑛 − 1 的點定為 1 號點，由此可得  

𝑒12 = 𝑒13 = ⋯ = 𝑒1𝑛 = 𝑒1(𝑛+1)、𝑒21 = 𝑒31 = ⋯ = 𝑒𝑛1 = 𝑒(𝑛+1)1、 

𝑒23 = 𝑒2(𝑛+1) = 𝑒32 = 𝑒34 = ⋯ = 𝑒𝑛(𝑛−1) = 𝑒𝑛(𝑛+1) = 𝑒(𝑛+1)𝑛 = 𝑒(𝑛+1)2。 

因此，螞蟻在 𝑛 角錐上移動時，期望值的公式為： 

所求 =
1

2|𝐸(𝐺)|
∑ 𝑒𝑖𝑗

( 𝑖,𝑗 )∈𝐸(𝐺)

=
𝑛 × 𝑒12 + 𝑛 × 𝑒21 + 2𝑛 × 𝑒23

4𝑛
=

𝑒12 + 𝑒21 + 2𝑒23

4
 

當螞蟻在 𝑛 角錐上移動時，我們將 𝑒12 定為狀況一的期望值、𝑒21 定為狀況二

的期望值、𝑒23 定為狀況三的期望值。藉由觀察能得到以下兩個事實： 
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事實一、在狀況一中，發現除了第一次移動抵達的點外，螞蟻不管在哪個點

上，下一步都有可能回到原點，且因除了原點外，各點的度為 3，

在不能往回走的條件限制下，螞蟻不管在哪個點上都有 
1

2
 的機率回

到原點。繪製出下表表示移動情形。 

第 𝑛 步 第 𝑛 步回到原點的機率 𝑛 步後未回到原點的機率 

3  1

2
  1 −

1

2
=

1

2
  

4  1

2
×

1

2
=

1

4
  1 −

1

2
−

1

4
=

1

4
  

5  1

4
×

1

2
=

1

8
  1 −

1

2
−

1

4
−

1

8
=

1

8
  

6  1

8
×

1

2
=

1

16
  1 −

1

2
−

1

4
−

1

8
−

1

16
=

1

16
  

… … … 

由此可得 𝑃1
𝑛 =

1

2𝑛−2   ∀ 𝑛 ≥ 3, 𝑛 ∈ ℕ。用數學歸納法可證明之： 

當 𝑛 = 3 時， 𝑃1
3 =

1

2
=

1

23−2，符合。 

當 𝑛 = 𝑘 時，令 𝑃1
𝑘 =

1

2𝑘−2，符合。 

則當 𝑛 = 𝑘 + 1 時，𝑃1
𝑘+1 =

1

2
(1 − ∑

1

2𝑖
𝑘−2
𝑖=1 ) =

1

2𝑘−1，符合。 

由數學歸納法，可知 𝑃1
𝑛 =

1

2𝑛−2    ∀ 𝑛 ≥ 3, 𝑛 ∈ ℕ 皆成立。 

此情況和正四面體相同，因此得出狀況一之期望值結果也為 4。 

我們也能由矩陣得到一樣的結果，以 𝑛 = 4 為例，我們有 

𝑀 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 0 0

1

2

1

2
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
1

2

1

2
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2
0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0 0 0 0 0
1

2
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

0 0 0 0 0
1

2
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2
0 0

0 0 0 0 0 0
1

2
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2
0

0 0 0 0
1

2
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
1

2
0 0 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, 𝑣2 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0
1

2

0
1

2

0
0
0]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

觀察 𝑀 的乘冪發現 
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𝑀4𝑘+1 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 0 0

1

24𝑘+1

1

24𝑘+1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
1

24𝑘+1

1

24𝑘+1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
1

24𝑘+1

1

24𝑘+1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

24𝑘+1

1

24𝑘+1

0 0 0 0 0 0 0
1

24𝑘+1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

24𝑘+1

0 0 0 0 0
1

24𝑘+1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

24𝑘+1 0 0

0 0 0 0 0 0
1

24𝑘+1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

24𝑘+1 0

0 0 0 0
1

24𝑘+1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
1

24𝑘+1 0 0 0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

可以用數學歸納法證明之，方法和正四面體的證明相同。有了此規

律便可求出 𝑀4𝑘+2, 𝑀4𝑘+3, 𝑀4𝑘+4，最後能得出 𝑃1
𝑛 =

1

2𝑛−2
。 

 

事實二、狀況一的 𝑀 會和狀況二與狀況三求出的 𝑀 不同，而狀況二與狀況三

的 𝑀 可使用同個生成矩陣，但 𝑣2 不同。 

同樣使用圖六的編號，但此時因原點為 2 號點，故我們將生成矩陣

的行列和移動機率向量之排列順序定為： 

( 1,2 ) ( 3,2 ) ( 5,2 ) ( 3,1 ) ( 4,1 ) ( 5,1 ) ( 1,3 ) ( 4,3 ) ( 1,4 ) ( 3,4 ) ( 5,4 ) ( 1,5 ) ( 4,5 ) 

以四角錐為例，由狀況二和狀況三的 𝑀 與兩種狀況的 𝑣2如下。其中，

狀況二和狀況三的第二步移動機率分別為 𝑣2 和 𝑣2
′，如下： 

𝑀 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 0

1

3

1

3

1

3
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
1

2

1

2
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0 0 0 0 0
1

2
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2
0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

0 0 0 0
1

3

1

3
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
1

2
0

1

2
0 0

0 0 0
1

3
0

1

3
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
1

2
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2
0

0 0 0
1

3

1

3
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2
0 0 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, 𝑣2 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0
1

3

0
1

3

0
0
1

3

0]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, 𝑣2
′ =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
1

2

0
0
0
0
0
1

2

0
0
0]
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有了這兩個發現，我們會有： 

所求 =
𝑒12 + 𝑒21 + 2𝑒23

4
 

          =
1

4
× 狀況一之期望值 +

1

4
× 狀況二之期望值 +

1

2
× 狀況三之期望值 

 =
1

4
× 4 +

1

4
× [1  …   1  0  …   0] ⋅ ( ( 𝐼 − 𝑀 )−1 + ( 𝐼 − 𝑀 )−2 )𝑣2  

            +
1

2
× [1  …   1  0  …   0] ⋅ ( ( 𝐼 − 𝑀 )−1 + ( 𝐼 − 𝑀 )−2 )𝑣2

′   

 = 1 + [1  …   1  0  …   0] ⋅ ( ( 𝐼 − 𝑀 )−1 + ( 𝐼 − 𝑀 )−2 ) ⋅ ( 
1

4
𝑣2 +

1

2
𝑣2

′  ) = 5  

用同樣的解法，我們也算出了 𝑛 = 5 和 𝑛 = 6 時的期望值為 6 和 7。觀察螞蟻

在角錐上移動時的期望值結果之規律，我們能給出以下猜想： 

猜想三、當螞蟻在 𝑛 角錐上移動時，走回原點的移動次數的期望值為 𝑛 + 1。 

 

3.   𝑛 角柱 

我們接著研究螞蟻在角柱上移動的情況。注意到四角柱也就是正六面體，由

前面所算出的結果可知期望值為 8，在此我們由 𝑛 = 3 開始研究。將 𝑛 角柱

看為上下兩個 𝑛 邊形組成，先以逆時針方向其中一個 𝑛 邊形填入 1 到 𝑛 做為

編號，再將 𝑛 + 1 到 2𝑛 同樣以逆時針方向填入另一個 𝑛 邊形，如圖七。 

觀察圖七，可以發現： 

𝑒12 = 𝑒13 = 𝑒21 = 𝑒23 = 𝑒31 = 𝑒32 = 𝑒45 = 𝑒46 = 𝑒54 = 𝑒56 = 𝑒64 = 𝑒65、 

𝑒14 = 𝑒25 = 𝑒36 = 𝑒41 = 𝑒52 = 𝑒63。 

因此，螞蟻在三角柱上移動時，期望值的公式為： 

所求 =
1

2|𝐸(𝐺)|
∑ 𝑒𝑖𝑗

( 𝑖,𝑗 )∈𝐸(𝐺)

 

          =
12 × 𝑒12 + 6 × 𝑒14

18
=

2𝑒12 + 𝑒14

3
 

此公式可推廣至 𝑛 角柱的情況。以圖七為例，                          圖七 

𝑒12 的情況代表螞蟻第一步指向移動是在同一層 𝑛 邊形移動，𝑒14 的情況代表

螞蟻第一步指向移動會移動到另一層 𝑛 邊形。 

注意兩者的差別，可以發現第一步若為 ( 1,4 )，則螞蟻需移動至少四步才能

回到原點；而第一步若為 ( 1,2 )，則螞蟻最快僅需移動三步便能回到原點。

因此我們在研究角柱時要考慮兩種不同的情況。 

綜上所述，我們可以得到當螞蟻在 𝑛 角柱上移動時，期望值的公式為： 



 

18 

所求 =
1

2|𝐸(𝐺)|
∑ 𝑒𝑖𝑗

( 𝑖,𝑗 )∈𝐸(𝐺)

=
4𝑛 × 𝑒12 + 2𝑛 × 𝑒1(𝑛+1)

6𝑛
=

2𝑒12 + 𝑒1(𝑛+1)

3
 

當螞蟻在 𝑛 角柱上移動時，將 𝑒12 定為狀況一的期望值、𝑒1(𝑛+1) 定為狀況二

的期望值。 

考慮兩種情況因第一步指向移動不同，故會有兩種第二步的移動機率向量。 

三角柱的 𝑀 如下圖八，其編號如圖七所示。情況一第二步的移動機率向量為

 𝑣2，如圖九；情況二第二步的移動機率向量為 𝑣2
′，如圖十。由此可得： 

所求 =
2𝑒12 + 𝑒14

3
=

2

3
× 狀況一之期望值 +

1

3
× 狀況二之期望值 

          = [1  …   1  0  …   0]( ( 𝐼 − 𝑀 )−1 + ( 𝐼 − 𝑀 )−2 ) ( 
2

3
× 𝑣2 +

1

3
× 𝑣2

′  ) = 6  

 

 

 

 

 

 

圖八                                 圖九      圖十 

我們能用同樣的方式得出 𝑛 = 5 和 𝑛 = 6 的情況。當螞蟻在五角柱上移動，

走回原點時移動次數的期望值為 10 ，在六角柱移動時期望值則為 12。觀察

求出的期望值，我們有以下猜想： 

猜想四、當螞蟻在 𝑛 角柱上移動時，走回原點的移動次數的期望值為 2𝑛。 

 

三、分析各點的連接關係 

（一）𝑛 點圖形 

我們接著想計算 𝑛 點圖形的情況，因圖形複雜度 

很高，我們先從 𝑛 邊循環圖和 𝑛 階完全圖開始研究。 

 

1.   𝑛 邊循環圖 

先從 𝑛 邊循環圖開始計算，如圖十一。不難發現：                 圖十一 

𝑒12 = 𝑒1𝑛 = 𝑒21 = 𝑒23 = ⋯ = 𝑒(𝑛−1)(𝑛−2) = 𝑒(𝑛−1)𝑛 = 𝑒𝑛(𝑛−1) = 𝑒𝑛1。因此有： 

所求= 𝑒12 
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接著計算 𝑒12。因各點的度皆為 2，且螞蟻不能往回走，故決定第一步後，其

後每一步都是確定的。令螞蟻第一步為 ( 1,2 )，則第二步必為 ( 2,3 )，第三步

必為 ( 3,4 )，以此類推，最後可以得到第 𝑛 步必為 ( 𝑛 − 1, 𝑛 )。因此有 

所求 = 1 × 𝑛 = 𝑛 

 

2.   𝑛 階完全圖 

接著討論 𝑛 階完全圖，如圖十二所示。能發現到： 

𝑒12 = 𝑒13 = ⋯ = 𝑒1𝑛 = ⋯ = 𝑒𝑛1 = 𝑒𝑛2 = ⋯ = 𝑒𝑛(𝑛−1)。故同樣有： 

所求= 𝑒12 

接著計算 𝑒12。因各點的度皆為 𝑛 − 1 且螞蟻不能往回 

走，也就是說除了原點外，螞蟻抵達任一點後皆有 

𝑛 − 2 個方向可以作為下一次移動的選擇。故除了 

第二步因不能往回走之外，螞蟻在任一點上都有 
1

𝑛−2
 

的機率會在下一步回到原點，繪製出下表表示其移動情形。     圖十二 

第 𝑘 步 第 𝑘 步回到原點的機率 𝑘 步後未回到原點的機率 

3  1

𝑛−2
  1 −

1

𝑛−2
=

𝑛−3

𝑛−2
  

4  𝑛−3

𝑛−2
×

1

𝑛−2
=

𝑛−3

(𝑛−2)2
  𝑛−3

𝑛−2
−

𝑛−3

(𝑛−2)2
=

(𝑛−3)2

(𝑛−2)2
  

5  (𝑛−3)2

(𝑛−2)2
×

1

𝑛−2
=

(𝑛−3)2

(𝑛−2)3
  

(𝑛−3)2

(𝑛−2)2
−

(𝑛−3)2

(𝑛−2)3
=

(𝑛−3)3

(𝑛−2)3
  

… … … 

由此觀察出 𝑃1
𝑘 =

(𝑛−3)𝑘−3

(𝑛−2)𝑘−2 ，且 𝑘 步後未回到原點的機率為 
(𝑛−3)𝑘−2

(𝑛−2)𝑘−2 。此規律

對於𝑘 ≥ 3, 𝑘 ∈ ℕ 皆正確。我們可以用數學歸納法證明之，如下： 

當 𝑘 = 3 時， 𝑃1
3 =

1

𝑛−2
=

(𝑛−3)3−3

(𝑛−2)3−2， 

3 步後未回到原點的機率為 
𝑛−3

𝑛−2
=

(𝑛−3)3−2

(𝑛−2)3−2
 ，符合。 

當 𝑘 = 𝑚 時，令 𝑃1
𝑚 =

(𝑛−3)𝑚−3

(𝑛−2)𝑚−2， 

𝑚 步後未回到原點的機率為 
(𝑛−3)𝑚−2

(𝑛−2)𝑚−2 ，符合。 

則當 𝑘 = 𝑚 + 1 時，𝑃1
𝑚+1 =

(𝑛−3)𝑚−2

(𝑛−2)𝑚−2 ×
1

𝑛−2
=

(𝑛−3)𝑚−2

(𝑛−2)𝑚−1， 

𝑚 + 1 步後未回到原點的機率為 
(𝑛−3)𝑚−2

(𝑛−2)𝑚−2 −
(𝑛−3)𝑚−2

(𝑛−2)𝑚−1 =
(𝑛−3)𝑚−1

(𝑛−2)𝑚−1，符合。 
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由數學歸納法可知 𝑃1
𝑘 =

(𝑛−3)𝑘−3

(𝑛−2)𝑘−2 ，且第 𝑘 步未回到原點的機率為 
(𝑛−3)𝑘−2

(𝑛−2)𝑘−2 ，

對於 𝑘 ≥ 3, 𝑘 ∈ ℕ 皆正確。 

有了此規律，我們便能算出 𝑛 階完全圖的期望值，如下： 

所求= ∑ 𝑖𝑃1
𝑖∞

𝑖=3 = ∑ 𝑖 ×
(𝑛−3)𝑖−3

(𝑛−2)𝑖−2
∞
𝑖=3 =

3

𝑛−2
+

4(𝑛−3)

(𝑛−2)2
+ ⋯+

𝑘(𝑛−3)𝑘−3

(𝑛−2)𝑘−2 + ⋯  

                                                          
𝑛−3

𝑛−2
∑ 𝑖 ×

(𝑛−3)𝑖−3

(𝑛−2)𝑖−2
∞
𝑖=3 =            

3(𝑛−3)

(𝑛−2)2
+ ⋯+

(𝑘−1)(𝑛−3)𝑘−3

(𝑛−2)𝑘−2 + ⋯  

⟹ (1 −
𝑛−3

𝑛−2
)∑ 𝑖 ×

(𝑛−3)𝑖−3

(𝑛−2)𝑖−2
∞
𝑖=3 =

3

𝑛−2
+ (

𝑛−3

(𝑛−2)2
+

(𝑛−3)2

(𝑛−2)3
+ ⋯+

(𝑛−3)𝑘−3

(𝑛−2)𝑘−2 + ⋯)  

⟹
1

𝑛−2
∑ 𝑖 ×

(𝑛−3)𝑖−3

(𝑛−2)𝑖−2
∞
𝑖=3 =

3

𝑛−2
+ ∑

(𝑛−3)𝑖−3

(𝑛−2)𝑖−2
∞
𝑖=4 =

3

𝑛−2
+

𝑛−3

(𝑛−2)2

1−
𝑛−3

𝑛−2

=
𝑛

𝑛−2
⟹ 所求= 𝑛 

 

四、𝑃1
𝑛 之間的關聯 

（一）計算方法 

考慮一個以 𝑃1
𝑛 為係數的生成函數 𝑓(𝑥) = ∑ 𝑃1

𝑖𝑥𝑖∞
𝑖=2 ，可以發現 𝑓′(1) = ∑ 𝑖𝑃1

𝑖∞
𝑖=2

即為期望值，我們可以由此求出 𝑃1
𝑛 之間的關聯。 

𝑓(𝑥) = ∑ 𝑃1
𝑖𝑥𝑖∞

𝑖=2 = ∑ [1  …   1  0  …   0]𝑣𝑖𝑥
𝑖∞

𝑖=2 = [1  …   1  0  …   0] ∑ 𝑀𝑖−2𝑣2𝑥
𝑖∞

𝑖=2   

          = [1  …   1  0  …   0] ∑ (𝑥𝑀)𝑖−2𝑣2𝑥
2∞

𝑖=2 = [1  …   1  0  …   0](∑ (𝑥𝑀)𝑖∞
𝑖=0 )𝑣2𝑥

2  

          = [1  …   1  0  …   0](𝐼 − 𝑥𝑀)−1𝑣2𝑥
2 

我們能用矩陣計算機求出 𝑓(𝑥)。以正四面體為例，此情況的函數值為： 

𝑓(𝑥) =
−𝑥3

𝑥 − 2
 

由生成函數的性質，我們能推出正四面體的 𝑃1
𝑖  會有以下規律： 

𝑃1
3 =

1

2
 , 𝑃1

𝑖 =
1

2
𝑃1

𝑖−1 

綜上所述，我們能得到以下定理： 

定理三、給定圖 𝑮 = (𝑽, 𝑬)，我們能用 

𝒇(𝒙) = ∑𝑷𝟏
𝒊 𝒙𝒊

∞

𝒊=𝟐

= [𝟏  …   𝟏  𝟎  …   𝟎](𝑰 − 𝒙𝑴)−𝟏𝒗𝟐𝒙
𝟐 

求出 𝒇(𝒙)，並以生成函數的特性推出 𝑷𝟏
𝒊  之間的關係。 

 

（二）計算結果 

我們計算了幾個不同的圖形。𝑓(𝑥) 的函數值如下所示 
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圖形 𝑓(𝑥) 

正四面體 
−𝑥3

𝑥 − 2
 

正六面體 
−𝑥6 − 𝑥4

𝑥4 + 𝑥2 − 4
 

四角錐 
−5𝑥8 − 4𝑥7 + 4𝑥6 + 44𝑥5 + 54𝑥4 + 48𝑥3

8𝑥6 − 12𝑥4 − 96𝑥3 + 288
 

五角錐 
−7𝑥9 − 11𝑥8 + 16𝑥7 + 64𝑥6 + 152𝑥5 + 96𝑥4 + 128𝑥3

12𝑥7 + 12𝑥6 − 16𝑥5 − 128𝑥4 − 320𝑥3 + 1024
 

三角柱 
−3𝑥7 + 𝑥6 − 10𝑥5 − 12𝑥3

3𝑥5 − 3𝑥4 + 12𝑥3 − 12𝑥2 + 24𝑥 − 48
 

五角柱 
−3𝑥11 − 13𝑥9 − 5𝑥8 − 16𝑥7 − 32𝑥6 + 8𝑥5 − 32𝑥4

3𝑥9 + 15𝑥7 + 3𝑥6 + 30𝑥5 + 48𝑥3 − 96𝑥2 + 96𝑥 − 192
 

 

由上表可推得其 𝑃1
𝑖  之間的關係，如下所示 

圖形 𝑃1
𝑖  的規律 

正四面體 𝑃1
𝑖 =

1

2
𝑃1

𝑖−1 

正六面體 𝑃1
2𝑖 =

1

4
𝑃1

2𝑖−2 +
1

4
𝑃1

2𝑖−4 

四角錐 𝑃1
𝑛 = −

1

3
𝑃1

𝑛−3 −
1

24
𝑃1

𝑛−4 +
1

36
𝑃1

𝑛−6 

五角錐 𝑃1
𝑛 = −

5

16
𝑃1

𝑛−3 −
1

8
𝑃1

𝑛−4 −
1

64
𝑃1

𝑛−5 +
3

256
𝑃1

𝑛−6 +
3

256
𝑃1

𝑛−7 

三角柱 𝑃1
𝑛 =

1

2
𝑃1

𝑛−1 −
1

4
𝑃1

𝑛−2 +
1

4
𝑃1

𝑛−3 −
1

16
𝑃1

𝑛−4 +
1

16
𝑃1

𝑛−5 

五角柱 𝑃1
𝑛 =

1

2
𝑃1

𝑛−1 −
1

2
𝑃1

𝑛−2 +
1

4
𝑃1

𝑛−3 +
4

25
𝑃1

𝑛−5 +
1

64
𝑃1

𝑛−6 +
5

64
𝑃1

𝑛−7 +
1

64
𝑃1

𝑛−9 

 

肆、研究結果 

我們求出了當螞蟻在某些圖上移動，走回原點時所經邊數的期望值，統整如下表所示。 

圖形 正四面體 正六面體 正八面體 正十二面體 正二十面體 四角錐 

期望值 4   8   6   20  12  5  

圖形 五角錐 三角柱 五角柱 𝑛 邊循環圖 𝑛 階完全圖 

期望值 6  6  10  𝑛  𝑛  
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也能藉由生成矩陣和生成函數的特性，求出螞蟻在圖上移動時，𝑃1
𝑖  的規律，如下表。 

正四面體 𝑃1
𝑖 =

1

2
𝑃1

𝑖−1 

正六面體 𝑃1
2𝑖 =

1

4
𝑃1

2𝑖−2 +
1

4
𝑃1

2𝑖−4 

四角錐 𝑃1
𝑛 = −

1

3
𝑃1

𝑛−3 −
1

24
𝑃1

𝑛−4 +
1

36
𝑃1

𝑛−6 

五角錐 𝑃1
𝑛 = −

5

16
𝑃1

𝑛−3 −
1

8
𝑃1

𝑛−4 −
1

64
𝑃1

𝑛−5 +
3

256
𝑃1

𝑛−6 +
3

256
𝑃1

𝑛−7 

三角柱 𝑃1
𝑛 =

1

2
𝑃1

𝑛−1 −
1

4
𝑃1

𝑛−2 +
1

4
𝑃1

𝑛−3 −
1

16
𝑃1

𝑛−4 +
1

16
𝑃1

𝑛−5 

五角柱 𝑃1
𝑛 =

1

2
𝑃1

𝑛−1 −
1

2
𝑃1

𝑛−2 +
1

4
𝑃1

𝑛−3 +
4

25
𝑃1

𝑛−5 +
1

64
𝑃1

𝑛−6 +
5

64
𝑃1

𝑛−7 +
1

64
𝑃1

𝑛−9 

 

伍、討論 

一、加權的特性 

前面提到，我們會以
1

2|𝐸(𝐺)|
∑ 𝑒𝑖𝑗

( 𝑖,𝑗 )∈𝐸(𝐺)

 對期望值做加權，對此有一個有趣的發現。 

定義八、給定一張圖 𝐺 = ( 𝑉, 𝐸 )，選定一個點 𝑖，螞蟻由 𝑖 號點出發後經過數次移動回

到 𝑖 號點時，所經邊數的期望值定為 𝑒𝑖。 

對於定義八，由於並沒有考慮第一步的指向移動為何，故需考慮加權。假設和 𝑖 號點相

鄰的點為 𝑛1, 𝑛2, … , 𝑛𝑑𝑒𝑔(𝑖)，我們會有以下的計算方式： 

𝑒𝑖 =
∑ 𝑒𝑖𝑛𝑗

𝑑𝑒𝑔(𝑖)
𝑗=1

∑ 𝑑𝑒𝑔(𝑣)𝑣∈𝑉(𝐺)
=

1

2|𝐸(𝐺)|
∑ 𝑒𝑖𝑛𝑗

𝑑𝑒𝑔(𝑖)

𝑗=1

 

以四角錐為例，編號如圖六，我們會有 

𝑒1 =
1

2|𝐸(𝐺)|
∑ 𝑒1𝑛𝑗

𝑑𝑒𝑔(1)

𝑗=1

=
𝑒12 + 𝑒13 + 𝑒14 + 𝑒15

16
=

4 + 4 + 4 + 4

16
= 1 

𝑒2 = 𝑒3 = 𝑒4 = 𝑒5 =
1

2|𝐸(𝐺)|
∑ 𝑒2𝑛𝑗

𝑑𝑒𝑔(2)

𝑗=1

=
𝑒21 + 𝑒23 + 𝑒25

16
=

1
4 𝑒21 +

2
4 𝑒23

4
=

4

4
= 1 

發現到，𝑒1 = 𝑒2 = 𝑒3 = 𝑒4 = 𝑒5 = 1。由此可得： 

所求 = 𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3 + 𝑒4 + 𝑒5 = 5 

我們在計算了許多例子後，給出以下猜想： 

猜想五、對於任意一張圖 𝐺 = ( 𝑉, 𝐸 )，我們會有 𝑒1 = 𝑒2 = ⋯ = 𝑒|𝐸(𝐺)| = 1。 
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二、生成矩陣的特性 

（一）[ 1 …  1 0 …  0 ] ⋅ ( 𝐼 − 𝑀 )−1 

原先在研究時，我們並沒有刻意左乘 [ 1 … 1 0 …  0 ] 直接得出期望值，而是算出

了 ( ( 𝐼 − 𝑀 )−1 + ( 𝐼 − 𝑀 )−2 )𝑣2 後，再去找期望值的結果會被向量中哪些元素

影響。而後我們在整理研究成果的過程中，有了以下發現： 

[ 1 …  1 0 …  0 ] ⋅ ( 𝐼 − 𝑀 )−1 = [1 …  1] 

我們可以證明這個性質，首先考慮一個有關生成矩陣的無窮級數： 

∑ 𝑀𝑖∞
𝑖=0 = 𝐼 + 𝑀 + 𝑀2 + ⋯  

思考生成矩陣意義，每一次以移動機率向量左成生成矩陣，代表螞蟻在圖上的一

次移動。且因回到原點後螞蟻就不再移動，也就是說移動的次數越多，螞蟻尚未

回到原點的機率就越低。故當 𝑖 趨近無窮大時，𝑀𝑖  會趨近於零矩陣。 

有了這個結果後，我們可以得出 ∑ 𝑀𝑖  ∞
𝑖=0 計算後得到結果中的每個元素都會收

斂。因此我們能算出此級數的值。 

     ∑ 𝑀𝑖∞
𝑖=0 = (𝐼 − 𝑀)−1(𝐼 − 𝑀)∑ 𝑀𝑖∞

𝑖=0 = (𝐼 − 𝑀)−1(𝐼 − 𝑀)(𝐼 + 𝑀 + 𝑀2 + ⋯)  

= (𝐼 − 𝑀)−1((𝐼 + 𝑀 + 𝑀2 + ⋯) − (𝑀 + 𝑀2 + ⋯)) = (𝐼 − 𝑀)−1 ∙ 𝐼 = (𝐼 − 𝑀)−1 

將此結果帶回左式，我們會有 

[1…1 0…0]( 𝐼 − 𝑀 )−1 = [1…1 0…0]∑ 𝑀𝑖∞
𝑖=0 = [1…1 0…0](𝐼 + 𝑀 + 𝑀2 + ⋯)  

 

為方便，以 (𝑀𝑖)
𝑗,𝑘

 表示矩陣 𝑀𝑖  第 𝑗 列第 𝑘 行的元素，且公式中 [1…1 0…0] 由

左側共 𝑝 個 1 及右側共 𝑞 個 0 組成，是一個 1 × (𝑝 + 𝑞) 的矩陣，而 𝑀𝑖  是一個 

(𝑝 + 𝑞) × (𝑝 + 𝑞) 矩陣，且當 𝑖 不等於零時， 𝑀𝑖  的左側 𝑝 行所有元素皆為 0。 

觀察 [1 1 1…1 0 0…0] ⋅ (𝐼 + 𝑀 + 𝑀2 + ⋯ ) ，不難發現，對於所有不大於 𝑞 的正

整數 𝑟, 𝑠，(𝑀𝑖)
𝑝+𝑟,𝑝+𝑠

 是和 [1 1 1…1 0 0…0] 中的 0 相乘，故不會影響結果。又

 𝑖 ≥ 1 時， 𝑀𝑖  的左側 𝑝 行所有元素皆為 0 ，故此時對於不大於 𝑝 的正整數 𝑡 及不

大於 𝑝 + 𝑞 的正整數 𝑢 ， (𝑀𝑖)
𝑡,𝑢

= 0 不會影響公式的結果。綜上所述，會有： 

     [1…1 0…0] ⋅ (𝐼 + 𝑀 + 𝑀2 + ⋯)  

= [1 …1 0…0] ⋅ 𝐼 + [1…1 0…0] ⋅ 𝑀 + [1…1 0…0] ⋅ 𝑀2 + ⋯  

= [1 …1 0…0] + [0…0 ∑ (𝑀)𝑘,𝑝+1
𝑝
𝑘=1 … ∑ (𝑀)𝑘,𝑝+𝑞

𝑝
𝑘=1 ] + ⋯ 

                                       + [0…0 ∑ (𝑀𝑖)
𝑘,𝑝+1

𝑝
𝑘=1 … ∑ (𝑀𝑖)

𝑘,𝑝+𝑞

𝑝
𝑘=1 ] + ⋯ 

= [1 …1 0…0] + [0…0 ∑ ∑ (𝑀𝑗)
𝑘,𝑝+1

𝑝
𝑘=1

∞
𝑗=1 … ∑ ∑ (𝑀𝑗)

𝑘,𝑝+𝑞

𝑝
𝑘=1

∞
𝑗=1 ]  
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若 𝑀 第 𝑝 + 1 行代表的指向移動為 (𝑎, 𝑏) ，結合我們對生成矩陣的定義和公式，

可以知道 ∑ ∑ (𝑀𝑗)
𝑘,𝑝+1

𝑝
𝑘=1

𝑖
𝑗=1  代表的意義為： 

「在出現指向移動 (𝒂, 𝒃) 後，螞蟻經過 𝑖 次或少於 𝑖 次移動回到原點的機率。」 

而當 𝑖 值越大時，螞蟻經過 𝑖 次或少於 𝑖 次移動回到原點的機率就越大。故有： 

 lim
𝑖→∞

∑ ∑ (𝑀𝑗)
𝑘,𝑝+1

𝑝
𝑘=1

𝑖
𝑗=1 = 1  

同理，我們也會有： 

 lim
𝑖→∞

∑ ∑ (𝑀𝑗)
𝑘,𝑝+𝑙

𝑝
𝑘=1

𝑖
𝑗=1 = 1                          𝑓𝑜𝑟  𝑙 ≤ 𝑞 , 𝑙 ∈ ℕ  

將此結果帶回前式後，便能得到以下結果 

                           [1…1 0…0] ⋅ ( 𝐼 − 𝑀 )−1 = [1…1 0…0] ⋅ (𝐼 + 𝑀 + 𝑀2 + ⋯)  

= [1 …1 0…0] + [0…0 ∑ ∑ (𝑀𝑗)
𝑘,𝑝+1

𝑝
𝑘=1

∞
𝑗=1 … ∑ ∑ (𝑀𝑗)

𝑘,𝑝+𝑞

𝑝
𝑘=1

∞
𝑗=1 ]  

= [1 …1 0…0] + [0…0 1…1]  

= [1 …1]  

 

（二）[ 1 …  1 0 …  0 ] ⋅ ( 𝐼 − 𝑀 )−2 

找出了 [ 1 …  1 0 …  0 ] ⋅ ( 𝐼 − 𝑀 )−1 的特性後，我們可以將定理一的式子表示為 

[1…1 0…0](( 𝐼 − 𝑀 )−1 + ( 𝐼 − 𝑀 )−2)𝑣2 = ([1…1] + [1 …1 0…0]( 𝐼 − 𝑀 )−2)𝑣2 

因此我們接著想研究 [1…1 0…0]( 𝐼 − 𝑀 )−2 的性質。 

已知 (𝐼 − 𝑀)−1 = ∑ 𝑀𝑖∞
𝑖=0 ，故 

     (𝐼 − 𝑀)−2 = (∑ 𝑀𝑖∞
𝑖=0 )

2
= (𝐼 + 𝑀 + 𝑀2 + ⋯)2  

= 𝐼(𝐼 + 𝑀 + 𝑀2 + ⋯) + 𝑀(𝐼 + 𝑀 + 𝑀2 + ⋯) + 𝑀2(𝐼 + 𝑀 + 𝑀2 + ⋯ ) + ⋯ 

= (𝐼 + 𝑀 + 𝑀2 + ⋯) + (𝑀 + 𝑀2 + 𝑀3 + ⋯) + (𝑀2 + 𝑀3 + 𝑀4 + ⋯ ) + ⋯ 

= 𝐼 + 2𝑀 + 3𝑀2 + 4𝑀3 + ⋯ = ∑ (𝑖 + 1)𝑀𝑖∞
𝑖=0   

⟹ [ 1 …  1 0 …  0 ] ⋅ ( 𝐼 − 𝑀 )−2 = [ 1 …  1 0 …  0 ](𝐼 + 2𝑀 + 3𝑀2 + 4𝑀3 + ⋯) 

  = [ 1 …  1 0 …  0 ] + [ 1 …  1 0 …  0 ](2𝑀 + 3𝑀2 + 4𝑀3 + ⋯)  

  = [1…1 ∑ (𝑗 + 1)∑ (𝑀𝑗)
𝑘,𝑝+1

𝑝
𝑘=1

∞
𝑗=1 … ∑ (𝑗 + 1)∑ (𝑀𝑗)

𝑘,𝑝+𝑞

𝑝
𝑘=1

∞
𝑗=1 ]  

若 𝑀 第 𝑝 + 1 行代表的指向移動為 (𝑎, 𝑏) ，結合我們對生成矩陣的定義和公式，

可以知道 (𝑗 + 1)∑ (𝑀𝑗)
𝑘,𝑝+1

𝑝
𝑘=1  代表的意義為： 

「給定第一步為 (𝒂, 𝒃)，螞蟻再經過 𝑗 次移動後回到 𝟏 號點時所經邊數的期望值。」 

因此我們可以知道，∑ (𝑗 + 1)∑ (𝑀𝑗)
𝑘,𝑝+1

𝑝
𝑘=1

∞
𝑗=1  代表的意義為： 

「給定第一步為 (𝒂, 𝒃)，螞蟻經過數次移動後回到 𝟏 號點時所經邊數的期望值。」 
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此意義和定義七的 𝑒𝑎𝑏 不同之處在於終點。此處是給定第一步為 (𝑎, 𝑏)，終點為

 1 號點；𝑒𝑎𝑏 的情況則是給定第一步為 (𝑎, 𝑏)，而終點為 𝑎 號點。 

為方便敘述，在此以 (𝑒1)𝑎𝑏 表示由 𝑎 號點出發，第一步指向移動為 (𝑎, 𝑏)，且終

點為 1 號點的情況下，螞蟻數次移動後回到原點時，所經邊數的期望值。 

計算正四面體的情況，我們有： 

     [ 1 …  1 0 …  0 ] ⋅ ( 𝐼 − 𝑀 )−2 = [ 1  1  1  3  3  3  3  3  3] 

= [(𝑒1)21  (𝑒1)31  (𝑒1)41  (𝑒1)32  (𝑒1)42  (𝑒1)23  (𝑒1)43  (𝑒1)24  (𝑒1)34] 

 

另外，也可以用期望值的線性關係來反推 (𝑒1)𝑎𝑏 。對於 𝐺 = ( 𝑉, 𝐸 )，假設有一

點編號為 𝑖，與其相鄰的點為 𝑛1, 𝑛2, … , 𝑛𝑑𝑒𝑔(𝑖)，我們會有： 

(𝑒1)𝑛𝑗𝑖
= 1 +

1

𝑑𝑒𝑔(𝑖) − 1
(( ∑ (𝑒1)𝑖𝑛𝑘

𝑑𝑒𝑔(𝑖)

𝑘=1

) − (𝑒1)𝑖𝑛𝑗
) 

其中，右式加一是因為考慮螞蟻走 (𝑛𝑗 , 𝑖) 的那一次移動。 

以正四面體的情況為例，方法如下： 

由期望值的線性關係，在正四面體的情況中會有 

(𝑒1)23 = 1 +
1

2
× ((𝑒1)31 + (𝑒1)34) , (𝑒1)24 = 1 +

1

2
× ((𝑒1)41 + (𝑒1)43) 

(𝑒1)32 = 1 +
1

2
× ((𝑒1)21 + (𝑒1)24) , (𝑒1)34 = 1 +

1

2
× ((𝑒1)41 + (𝑒1)42) 

(𝑒1)42 = 1 +
1

2
× ((𝑒1)21 + (𝑒1)23) , (𝑒1)43 = 1 +

1

2
× ((𝑒1)31 + (𝑒1)32) 

注意到，(𝑒1)𝑎1 = 1。故我們有 

所求 = 1 + (𝑒1)12 = 1 + (1 +
1

2
((𝑒1)23 + (𝑒1)24) ) 

(𝑒1)23 = 1 +
1

2
× ((𝑒1)31 + (𝑒1)34) = 1 +

1

2
× (1 + (𝑒1)34) 

           =
3

2
+

1

2
× (1 +

1

2
× ((𝑒1)41 + (𝑒1)42)) =

3

2
+

1

2
× (1 +

1

2
× (1 + (𝑒1)42)) 

            =
9

4
+

1

4
× (1 +

1

2
× ((𝑒1)21 + (𝑒1)23)) =

(𝑒1)23 + 27

8
 

⇒ (𝑒1)23 = 3，同理可推得 (𝑒1)24 = 3 

⇒ 所求 = 1 + (1 +
1

2
((𝑒1)23 + (𝑒1)24)) = 4 
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三、期望值的探討 

觀察計算出的期望值結果，發螞蟻在正多面體、𝑛 角錐、𝑛 角柱、𝑛 邊循環圖和 𝑛 

階完全圖上移動時，其期望值結果皆和點數相同。另外，由猜想五出發，也能求出： 

所求 = ∑ 𝑒𝑖

|𝐸(𝐺)|

𝑖=1

= |𝐸(𝐺)| 

由此給出以下猜想： 

猜想六、螞蟻在一有 𝑛 個點的圖上移動時，走回原點的移動次數的期望值為 𝑛。 

 

原題的第二小題是關於螞蟻在足球上移動的提問，而以我們目前提出的解法都不好

算出此時的期望值。而足球的生成矩陣為 177 × 177 的方陣，我們雖然能用程式快速求

出生成矩陣，但在做矩陣計算時因計算量過大，矩陣計算機無法跑出計算結果。我們希

望將來能優化以生成矩陣求期望值的解法，算出足球和其他圖的期望值；或藉由證明猜

想六正確，便可得知螞蟻在足球上移動時，走回原點的移動次數的期望值為 60。 

 

顯然若猜想五成立，也可推出猜想六成立。而目前我們對於猜想六的證明還有另外

兩種思考方向： 

第一種方向：兩點之間在不重複且每個點的度大於等於 2 的情況下， 𝑛 邊循環

圖和 𝑛 階完全圖分別為最小度與最大度的圖，兩者的期望值皆為 𝑛 。因此我們想證

明在點數相同的情況下，增加或減少任意一條邊不會影響期望值的大小。 

 

第二種方向：由討論一得出有關生成矩陣的特性，我們想從生成矩陣導出的公

式著手。已知 [1 … 1 0…0] ⋅ ( 𝐼 − 𝑀 )−1 = [1…1] ，因此原本的公式也能表示成： 

所求= [1   1   1   0   0   0   0   0   0] ⋅ ( ( 𝐼 − 𝑀 )−1 + ( 𝐼 − 𝑀 )−2 )𝑣2 

        = [1   1   1   0   0   0   0   0   0] ⋅ ( 𝐼 − 𝑀 )−1 ⋅ (( 𝐼 + ( 𝐼 − 𝑀 )−1 ))𝑣2 

                  = [1…1] ⋅ ( 𝐼 + ( 𝐼 − 𝑀 )−1 )𝑣2 = [1…1] ⋅ ( 𝐼 − 𝑀 )−1𝑣2 + [1…1] ⋅ 𝑣2  

因為螞蟻不能往回走，故不論圖為何，螞蟻不可能在兩步以內回到原點。而從移動

機率向量 𝑣𝑖  中，能看出 𝑃1
𝑖  及 𝑖 步移動後螞蟻未回到原點的機率，因此會有 

[1…1] ⋅ 𝑣𝑖 = 1 − ∑ 𝑃1
𝑘𝑖−1

𝑘=1 ⟹ [1…1] ⋅ 𝑣2 = 1 − ∑ 𝑃1
𝑘1

𝑘=1 = 1 − 0 = 1  

⟹所求= [1…1] ⋅ ( 𝐼 − 𝑀 )−1𝑣2 + [1…1] ⋅ 𝑣2 = [1…1] ⋅ ( 𝐼 − 𝑀 )−1𝑣2 + 1  

因此，若我們能找到更多 [1…1] ⋅ ( 𝐼 − 𝑀 )−1 的性質，便能以此出發求出期望值。 
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四、不能往回走的限制 

原題敘述中，限制螞蟻在移動時不能往回走，而我們有試著計算了幾個可以往回走的例

子，發現不論有沒有此限制，螞蟻在圖形上移動時回到原點所經邊數的期望值並不會受

影響。以正四面體為例，同樣使用圖二的編號，我們能將其 𝑀 和 𝑣2 改寫為 

𝑀 =

[
 
 
 
 
 0

1

3

1

3

1

3

0 0
1

3

1

3

0
1

3
0

1

3

0
1

3

1

3
0]
 
 
 
 
 

, 𝑣2 =

[
 
 
 
 
 
1

3

0
1

3
1

3]
 
 
 
 
 

  

利用定理一，我們會有 

[1  0  0  0] ∙ (( 𝐼 − 𝑀 )−1 + ( 𝐼 − 𝑀 )−2)𝑣2 = 4 

我們也計算了其它圖形的情況，計算出的期望值結果同樣也沒有改變。希望之後我們能

將猜想六推廣到可以回頭的情況也正確。 

 

陸、結論 

一、結論 

（一）給定圖形和第一步指向移動，藉由定理一，我們能求出螞蟻以任意指向移動出發

後，經數次移動後回到原點時所經邊數的期望值。 

（二）給定圖形和原點，藉由定理二，我們能求出螞蟻以任一點出發後，經數次移動後

回到原點時所經邊數的期望值；也能由此推出螞蟻在任一圖形上移動，回到原點

時所經邊數的期望值。 

（三）透過分析各點的連接關係，我們能求出螞蟻在 𝑛 邊循環圖和 𝑛 階完全圖上移動

時，走回原點的移動次數的期望值。 

（四）給定圖形和第一步指向移動，藉由定理三，我們能求出螞蟻以任意指向移動出發

後，其 𝑃1
𝑖  之間的關係。 

 

二、未來展望 

（一）證明螞蟻在 𝑛 角錐上移動時，走回原點的移動次數的期望值為 𝑛 + 1。 

（二）證明螞蟻在 𝑛 角柱上移動時，走回原點的移動次數的期望值為 2𝑛。 

（三）證明猜想五提到的各點之加權結果正確。 

（四）證明螞蟻在一有 𝑛 個點的圖上移動時，走回原點的移動次數的期望值為 𝑛 。 
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我們將各種圖形分別做了計算與分析，求出了部分的圖形的期望值結果，但也有部分的

圖形較難計算。我們目前著手於將完全圖中一些點的度值減小，但仍維持各點的度皆大於等

於 2，研究此變化後期望值的結果，希望證明期望值與圖的點數相等。除了前述提到的一些

想法外，我們目前也猜想能用生成函數解決，希望之後能找到適當的方法證明我們的猜想。 
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一、游森棚（2021 年 8 月）。森棚教官的數學題——向左轉向右轉。臺灣網路科教館。 

https://www.ntsec.edu.tw/LiveSupply-

Content.aspx?cat=6842&a=6829&fld=&key=&isd=1&icop=10&p=1&lsid=19529 

二、矩陣計算器，https://matrixcalc.org/zh/ 

 

附錄 

一、正多面體的生成矩陣和其圖形的編號 

正八面體的圖形如圖十三所示，其生成矩陣如圖十六；正十二面體的圖形如圖十四所示，

其生成矩陣如圖十七；正二十面體的圖形如圖十五所示，其生成矩陣如圖十八。 

 

 

 

 

 

                   圖十三                                        圖十四                                           圖十五 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖十六 

https://www.ntsec.edu.tw/LiveSupply-Content.aspx?cat=6842&a=6829&fld=&key=&isd=1&icop=10&p=1&lsid=19529
https://www.ntsec.edu.tw/LiveSupply-Content.aspx?cat=6842&a=6829&fld=&key=&isd=1&icop=10&p=1&lsid=19529
https://matrixcalc.org/zh/
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圖十七 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖十八 



【評語】050401  

本文探討一螞蟻在正多面體、多角柱、多角錐、完全圖上隨機漫步，

首次回到起始點的步數期望值。作者在頂點個數較少的圖形上將所

有可能性列出、較複雜的圖形則用生成矩陣法及形式冪級數(formal 

power series)法做出的計算。討論完整，並且比較不同方法的計算

結果。但本作品所研究的圖形都是困難度不大的特殊圖形，且各頂

點 degree 均相等(或至多一個頂點 degree 不同)，較缺一般性。建

議嘗試在正則圖、完全多分圖等例子證明猜想五及猜想六。 
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