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分割子三角形的內切圓與旁切圓 

摘要 

關於三角形的分割子三角形之內切圓問題，有文獻探討此分割線的長度[4]，也有探討

內切圓半徑和[5]，或內切圓半徑平方和[3]。本研究異於前者，創新探究分割子三角形的內

切圓與旁切圓的「半徑長度乘積不變量」、「兩點圓心連線性質」以及「三點圓心連線三角

形的面積不變量」。我們依序探討兩個、三個到多個子三角形，先給出內切圓與旁切圓半徑

長度乘積與邊長的關係式，接著探討兩點圓心連線的共點及相似形，最後是三點圓心連線

三角形面積不變量。值得一提的是，看似不相關的「圓心連線三角形的面積比值」與「半

徑長度乘積比值」居然是等價，這是本研究亮點。最後我們完整給出分割為三個子三角形

的所有面積不變量的所有組合。 

壹、 前言 

一、 研究背景與文獻 

1988 年第 29 屆國際奧林匹亞數學競賽 IMO 的預選題第 84 題如下。 

在 △ 𝐴𝐵𝐶 的 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  邊上取一點 𝐷，使得 △ 𝐴𝐵𝐷 和 △ 𝐴𝐷𝐶 的內切圓半徑相等，則求證 

𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 2 =△ 𝐴𝐵𝐶 × cot
𝐴

2
 (見 [6]，pp.51-52）。 

 

圖 1：△ 𝐴𝐵𝐷 和 △ 𝐴𝐷𝐶 的內切圓半徑相等 

其中，令 △ 𝐴𝐵𝐶 的內切圓半徑長為 𝑟，△ 𝐴𝐵𝐷 的內切圓半徑長為 𝑟1，△ 𝐴𝐷𝐶 的內切

圓半徑長為 𝑟2，其證明方式如下(見 [6]，pp.135-137）。 
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1. 設 △ 𝐴𝐵𝐷 的內切圓分別切 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐴̅̅ ̅̅ 、𝐷𝐵̅̅ ̅̅  於 𝐸、𝐺、𝐾。△ 𝐴𝐷𝐶 的內切圓分別切 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 、

𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐷𝐶̅̅ ̅̅  於 𝐹、𝐻、𝐿。令 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑏、𝐶𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑎、𝐵𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑐、𝐴𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑝，因為 𝑟1 = 𝑟2，可知 

𝑟1(𝑐 + 𝑝 + 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ + 𝑏 + 𝑝 + 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ ) = 2 △ 𝐴𝐵𝐶，即 𝑟1(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 2𝑝) = 2 △ 𝐴𝐵𝐶。 

2. 考慮 𝐵𝐺̅̅ ̅̅ = 𝐵𝐾̅̅ ̅̅ = 𝑟1 cot
𝐵

2
=

1

2
(𝐴𝐵̅̅ ̅̅ + 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ − 𝑝)，𝐶𝐻̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐿̅̅̅̅ = 𝑟1 cot

𝐶

2
=

1

2
(𝐴𝐶̅̅ ̅̅ + 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ − 𝑝)，兩

式相加得出 𝑟1 (cot
𝐵

2
+ cot

𝐶

2
) =

1

2
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 2𝑝)，又 △ 𝐴𝐵𝐶 =

1

2
𝑟1(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 2𝑝)，

所以 △ 𝐴𝐵𝐶 × (cot
𝐵

2
+ cot

𝐶

2
) =

1

2
𝑟1(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 2𝑝) (cot

𝐵

2
+ cot

𝐶

2
) 

                                                   =
1

4
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 2𝑝)(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 2𝑝) 

                                                   =
1

4
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 − 𝑝2 

3. △ 𝐴𝐵𝐶 × (cot
𝐴

2
+ cot

𝐵

2
+ cot

𝐶

2
) =

1

2
𝑟(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) (cot

𝐴

2
+ cot

𝐵

2
+ cot

𝐶

2
) 

                                                      =
1

2
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) (

𝑏+𝑐−𝑎

2
+

𝑐+𝑎−𝑏

2
+

𝑎+𝑏−𝑐

2
) 

                                                      =
1

4
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 

即得 △ 𝐴𝐵𝐶 × cot
𝐴

2
= 𝑝2 = 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 2                                                                                             ■ 

注意到此題的 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 2 =△ 𝐴𝐵𝐶 × cot
𝐴

2
 可以表示更簡潔，令 𝑠 =

𝑎+𝑏+𝑐

2
，則 △ 𝐴𝐵𝐶 × cot

𝐴

2
=

 𝑟𝑠 ×
𝑏+𝑐−𝑎

2

𝑟
= 𝑠(𝑠 − 𝑎)。 事實上，推廣到切割 𝑛 個子三角形，令分割線依序為  𝐴𝐷𝑘

 ⃡      （𝑘 =

1,2, . . , 𝑛 − 1），若 𝑛 個內切圓半徑等長時，則 cot
𝐵

2
, tan

∠𝐴𝐷1𝐵

2
, , … , tan

∠𝐴𝐷𝑛−1𝐵

2
, tan

𝐶

2
 為等比

數列  [2, p.133]。 

2011 年，莊健祥在數學傳播季刊發表一篇文章將前述的特殊分割線 𝐴𝐷̅̅ ̅̅  稱為內切圓等

分線，並且利用內切圓等分線長作為過度量，證明了三中線長、三內角平分線、三邊上的

高、三旁切圓半徑、三內切圓等分線長的四條不等式  [4]。 

2011 年，陳俐安與陳品璇在全國中小學科學展覽會發表一篇研究，他們沒有研究內切

圓等分線，而是針對兩個子三角形 △ 𝐴𝐵𝐷 和 △ 𝐴𝐷𝐶 的半徑長 𝑟1 與 𝑟2 進行探討  [5]。他們

先特殊化，討論 △ 𝐴𝐵𝐶 為直角三角形時，△ 𝐴𝐵𝐷 和 △ 𝐴𝐷𝐶 的「半徑和 𝑟1 + 𝑟2」的最大
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值，以及 △ 𝐴𝐵𝐷 和 △ 𝐴𝐷𝐶 的「半徑平方和 𝑟1
2 + 𝑟2

2」的最大值，最後才是討論 △ 𝐴𝐵𝐶 為

任意三角形時，△ 𝐴𝐵𝐷 和 △ 𝐴𝐷𝐶 的「半徑平方和 𝑟1
2 + 𝑟2

2」的最大值。他們發現兩個子三

角形 △ 𝐴𝐵𝐷 和 △ 𝐴𝐷𝐶 的半徑長相等 𝑟1 = 𝑟2 時，前述討論的算式有最大值。換句話說，陳

俐安與陳品璇的研究可以視為內切圓等分線的延伸性質。當分割三個子三角形時，他們認

為「半徑和 𝑟1 + 𝑟2 + 𝑟3」的最大值會發生在「𝑟1 = 𝑟2 = 𝑟3」，換句話說，他們研究的對象即

為 △ 𝐴𝐵𝐷 的內切圓面積與 △ 𝐴𝐷𝐶 的內切圓面積的總和之極值問題。 

2016 年，李承軒與翁如萱在臺灣國際科學展覽會發表一篇研究，他們從陳俐安與陳品

璇出發，設定出新的研究方向，他們聚焦研究原三角形與兩個子三角形的「半徑平方（圓

面積）」的關聯性  [3]。他們研究「𝐵𝐶̅̅ ̅̅  邊上是否存在 𝐷 點使得子三角形 △ 𝐴𝐵𝐷 和 △ 𝐴𝐷𝐶 

的內切圓面積和與原三角形 △ 𝐴𝐵𝐶 的內切圓面積相等？即 𝑟1
2 + 𝑟2

2 = 𝑟2」、「若前述等式存

在，有多少解？」他們 先討論 △ 𝐴𝐵𝐶 為直角三角形的特殊化情形，最後推廣到 △ 𝐴𝐵𝐶 為

任意三角形的情形。 

本研究跳脫前述研究「內切圓半徑和」或「內切圓半徑平方和」，而是創新探討給定分

割 𝑛 個子三角形時，探討其「內切圓半徑」與「旁切圓半徑」，考慮 𝑛 個半徑的乘積不變

量，以及內切圓與旁切圓圓心連線之性質。 

二、 研究目的 

一、 探討多個子三角形的內切圓（旁切圓）的切點重合下的性質。 

二、 探討兩個子三角形的內切圓與旁切圓的幾何性質。 

1. 刻劃內切圓與旁切圓的半徑長度乘積不變量性質。 

2. 刻劃內切圓與旁切圓的兩點圓心連線、三點圓心連線三角形的性質。 

三、 探討三個子三角形的內切圓與旁切圓的幾何性質。 

1. 刻劃內切圓與旁切圓的半徑長度乘積不變量性質。 

2. 刻劃內切圓與旁切圓的圓心連線三角形面積不變量性質。 

四、 一般化探討 n 個子三角形的內切圓與旁切圓的的幾何性質。 

1. 刻劃內切圓與旁切圓的半徑乘積比值等價圓心連線三角形面積比值。 

2. 計算具有圓心連線三角形面積不變量的三角形的組合數。 
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貳、 研究設備及器材 

軟體：The Geometer's Sketchpad 5.0、Wolfram Mathematica 12.3 

參、 研究過程與結果 

本文約定 △ 𝐴𝐵𝐶 中，𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑎、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑏、𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑐、𝑠 =
𝑎+𝑏+𝑐

2
。 

一、 分割子三角形的切圓的切點共點性質 

（一） 分割 2 個子三角形 

先將 △ 𝐴𝐵𝐶 分割為兩個子三角形，不失一般性，令分割線為 𝐴𝐷 ⃡    ，其中動點 𝐷 點在 

𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上。不同於前人的研究，我們好奇的對象是兩個內切圓在 𝐴𝐷 ⃡     上切點 𝐸 點與 𝐹 點，此

兩點重合的充要條件為何？此時的分割點 𝐷 點是唯一的嗎？ 

 

圖 2：切點 𝐸 點與 𝐹 點重合 

性質 1：若 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑠 − 𝑏，若且唯若內切圓 𝐼1 與 圓 𝐼2 分別切 𝐴𝐷 ⃡     於同一點。 

證明： 

(⇒)充分性 

由 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑠 − 𝑏，可推得 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑎 − (𝑠 − 𝑏) = 𝑠 −

𝑐。如圖，令圓 𝐼1 與 圓 𝐼2 分別切 𝐴𝐷 ⃡     於 𝐸、𝐹 

點，並切 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  於 𝐾、𝐿 點。因為切線段等長，可

得 𝐷𝐸̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐾̅̅ ̅̅ =
(𝑠−𝑏)+𝐴𝐷̅̅ ̅̅ −𝑐

2
、𝐷𝐹̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐿̅̅ ̅̅ =

(𝑠−𝑐)+𝐴𝐷̅̅ ̅̅ −𝑏

2
，所以 𝐷𝐸̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ ，因此 𝐸、𝐹 重合。 
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圖 3：𝐸 點與 𝐹 點重合的充要條件 
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(⇐)必要性 

因切點 𝐸、𝐹 重合，可得 𝐷𝐸̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ ，因為切線段等長可得 𝐷𝐸̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐾̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐿̅̅ ̅̅ ，由此可列

等式 
𝐴𝐷̅̅ ̅̅ +𝐵𝐷̅̅ ̅̅ −𝑐

2
=

𝐴𝐷̅̅ ̅̅ +𝐶𝐷̅̅ ̅̅ −𝑏

2
，化簡可得 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ − 𝑐 = 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ − 𝑏，又 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑎 − 𝐵𝐷̅̅ ̅̅  代入前式，可得 

𝐵𝐷̅̅ ̅̅ =
𝑎−𝑏+𝑐

2
，即 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑠 − 𝑏。 

■ 

討論完內切圓後，我們繼續探討頂點 𝐴 的對邊之旁切圓的情形。同樣發現有趣的性

質，兩個旁切圓相切 𝐴𝐷 ⃡     同一點時，此時 𝐵𝐷̅̅ ̅̅  的長度為 𝑠 − 𝑐。 

性質 2：若 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑠 − 𝑐，若且唯若旁切圓 𝐽1 與 圓 𝐽2 分別切 𝐴𝐷 ⃡     於同一點。 

證明： 

(⇒)充分性 

由 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑠 − 𝑐，可推得 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑠 − 𝑏。如圖，

令圓 𝐽1 與 圓 𝐽2 分別切 𝐴𝐷 ⃡     於 𝑀、𝑁 點，並

切 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  於 𝑃、𝑄 點。因為圓 𝐽1 為旁切圓，所

以 𝐴𝑀̅̅̅̅̅ =
𝐴𝐵̅̅ ̅̅ +𝐴𝐷̅̅ ̅̅ +𝐵𝐷̅̅ ̅̅

2
，可得 𝐷𝑀̅̅ ̅̅ ̅ =

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ −𝐴𝐷̅̅ ̅̅ +𝐵𝐷̅̅ ̅̅

2
=

𝑐−𝐴𝐷̅̅ ̅̅ +(𝑠−𝑐)

2
=

𝑠−𝐴𝐷̅̅ ̅̅

2
，同理 𝐷𝑁̅̅ ̅̅ =

𝐴𝐶̅̅ ̅̅ −𝐴𝐷̅̅ ̅̅ +𝐶𝐷̅̅ ̅̅

2
=

𝑏−𝐴𝐷̅̅ ̅̅ +(𝑠−𝑏)

2
=

𝑠−𝐴𝐷̅̅ ̅̅

2
，所以 𝐷𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐷𝑁̅̅ ̅̅ ，因此 

𝑀、𝑁 重合。 

(⇐)必要性 

切線段等長可得 𝐷𝑃̅̅ ̅̅ = 𝐷𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐷𝑁̅̅ ̅̅ = 𝐷𝑄̅̅ ̅̅ ，由此可列等式 
𝑐+𝐵𝐷̅̅ ̅̅ −𝐴𝐷̅̅ ̅̅

2
=

𝑏+𝐶𝐷̅̅ ̅̅ −𝐴𝐷̅̅ ̅̅

2
，化簡可得 

𝐵𝐷̅̅ ̅̅ + 𝑐 = 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ + 𝑏，又 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑎 − 𝐵𝐷̅̅ ̅̅  代入前式，可得 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ =
𝑎+𝑏−𝑐

2
，即 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑠 − 𝑐。 

■ 

我們給出兩個子三角形的內切圓切點或旁切圓切點重合的充要條件，此時分割點 𝐷 點

是否是特殊點呢？有幾何意義嗎？根據切線段等長性發現 𝐷 點恰好是 △ 𝐴𝐵𝐶 內切圓（下

圖左）或旁切圓（下圖右）與 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  邊的切點，這是巧妙有趣的結果！ 

N

Q

J2M

P

J1

D

A

C
B

圖 4：𝑀 點與 𝑁 點重合的充要條件 
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值得一提的是，將性質 1 與性質 2 的充要條件關係式移項可得出有趣的結果，內切圓

（下圖左）則是 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ − 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ −  𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 。旁切圓（下圖右），𝐴𝐵̅̅ ̅̅ + 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ +  𝐶𝐷̅̅ ̅̅ ，所以此

時分割線 𝐴𝐷̅̅ ̅̅  恰好也是  △ 𝐴𝐵𝐶 的等周線（perimeter-bisecting lines）。 

 

 

圖 5：切點重合時的分割點幾何意義 

（二） 分割 3 個子三角形 

考慮將 △ 𝐴𝐵𝐶 分割為 3 個子三角形，令分割線為 𝐴𝐷1
 ⃡       與 𝐴𝐷2

 ⃡      ，令 𝐵𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅: 𝐷1𝐶̅̅ ̅̅ ̅ =

(1 − 𝑡1): 𝑡1 且 𝐵𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅̅ : 𝐷2𝐶̅̅ ̅̅ ̅ = (1 − 𝑡2): 𝑡2，其中 0 < 𝑡2 < 𝑡1 < 1。我們先計算分割線 𝐴𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅ 與 

𝐴𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅ 的長度，透過引理 3 可得出 𝐴𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅2
= 𝑎2𝑡1

2 + 𝑏2 − 𝑡1(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2)，𝐴𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅2

= 𝑎2𝑡2
2 +

𝑏2 − 𝑡2(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2)。 

 

圖 6：三個內切圓（旁切圓）的切點重合 

引理 3 (Stewart's theorem)：在 △ 𝐴𝐵𝐶 的 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上任取一點 𝐷，則 𝐷𝐶̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝐷𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 =

(𝐷𝐵̅̅ ̅̅ + 𝐷𝐶̅̅ ̅̅ )(𝐷𝐴̅̅ ̅̅ 2 + 𝐷𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐷𝐶̅̅ ̅̅ )。 

證明： 

I
E

L

I2

K

F
I1

DB C

A

N

Q

J2M

P

J1

D
B

C

A

CD1B D2

A

CD1B D2

A
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如圖，令 ∠𝐴𝐷𝐵 = 𝜃，依據餘弦定理，可列出 

 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 = 𝐷𝐴̅̅ ̅̅ 2 + 𝐷𝐵̅̅ ̅̅ 2 − 2 × 𝐷𝐴̅̅ ̅̅ × 𝐷𝐵̅̅ ̅̅ × cos 𝜃 式 (1) 

 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 = 𝐷𝐴̅̅ ̅̅ 2 + 𝐷𝐶̅̅ ̅̅ 2 − 2 × 𝐷𝐴̅̅ ̅̅ × 𝐷𝐶̅̅ ̅̅ × 𝑐𝑜𝑠(180° − 𝜃) 式 (2) 

將式 (1) 乘 𝐷𝐶̅̅ ̅̅ 、式 (2) 乘 𝐷𝐵̅̅ ̅̅  後，相加可得 

𝐷𝐶̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝐷𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 

= (𝐷𝐵̅̅ ̅̅ + 𝐷𝐶̅̅ ̅̅ )(𝐷𝐴̅̅ ̅̅ 2 + 𝐷𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐷𝐶̅̅ ̅̅ ) 

 

 

■ 

根據性質 1 可得  △ 𝐴𝐵𝐷1 與 △ 𝐴𝐷1𝐷2 的內切圓的切點重合的充要條件為 2𝐵𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ +

𝐵𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝐴𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅，△ 𝐴𝐷1𝐷2 與 △ 𝐴𝐷2𝐶 的內切圓的切點重合的充要條件為 2𝐶𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ + 𝐶𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅ −

𝐴𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅，將兩式整理可得出聯立方程組。 

{
 

 √𝑎2𝑡2
2 + 𝑏2 − 𝑡2(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2) = −𝑎 + 𝑐 + 2𝑎𝑡1 − 𝑎𝑡2

√𝑎2𝑡1
2 + 𝑏2 − 𝑡1(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2) = 𝑏 + 𝑎𝑡1 − 2𝑎𝑡2

 

為了方便運算，考慮平方去掉根號。 

{
𝑎2𝑡2

2 + 𝑏2 − 𝑡2(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2) = (−𝑎 + 𝑐 + 2𝑎𝑡1 − 𝑎𝑡2)2

𝑎2𝑡1
2 + 𝑏2 − 𝑡1(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2) = (𝑏 + 𝑎𝑡1 − 2𝑎𝑡2)2  

Wolfram Mathematica 解聯立方程組可以得出 𝑡1 可由 △ 𝐴𝐵𝐶 的邊長  𝑎、𝑏、𝑐 所表示，

𝑡2 可由 △ 𝐴𝐵𝐶 的邊長  𝑎、𝑏、𝑐 所表示，但是式子冗長複雜，看不出一些好性質，於是我

們就不放入本研究報告書，改放在研究日誌。若我們將  △ 𝐴𝐵𝐶 設定為等腰三角形時，則

有三個子三角形的內切圓切點重合的充要條件如下。 

𝑡1 =
11𝑎 − 6𝑏 + √(−𝑎 + 2𝑏)(7𝑎 + 18𝑏)

16𝑎
、𝑡2 =

5𝑎 + 6𝑏 − √(−𝑎 + 2𝑏)(7𝑎 + 18𝑏)

16𝑎
 

注意到，三角不等式 −𝑎 + 2𝑏 > 0，所以對於任意等腰  △ 𝐴𝐵𝐶，存在唯一的一組解滿

足內切圓切點重合。同理可得三個子三角形的旁切圓切點重合的充要條件，−𝑎 + 2𝑏 > 0，

所以 −7𝑎 + 18𝑏 > −7𝑎 + 14𝑏 > 0，即存在唯一的一組解滿足旁切圓切點重合。 

𝑡1 =
11𝑎 + 6𝑏 − √(𝑎 + 2𝑏)(−7𝑎 + 18𝑏)

16𝑎
、𝑡2 =

5𝑎 − 6𝑏 + √(𝑎 + 2𝑏)(−7𝑎 + 18𝑏)

16𝑎
 

圖 7：Stewart's theorem 

θ

A

CB D
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圖 8：等腰三角形的三個內切圓或旁切圓的切點重合 

分割 4 個以上的子三角形，可以利用前述方法迭代找出內切圓或旁切圓的切點重合的

分割點 𝐷𝑘 的位置的代數式（由 𝑎、𝑏、𝑐 邊長所表示），但是冗長複雜，我們不再討論。 

（三） 分割 𝑛 個子三角形的切點重合之分割線的存在唯一性 

我們用純幾何來證明對於任意 △ 𝐴𝐵𝐶 皆存在唯一的一組分割線 𝐴𝐷1
 ⃡      、𝐴𝐷2

 ⃡      、…、

𝐴𝐷𝑛+1
 ⃡            使得這 𝑛 個子三角形兩兩相鄰的內切圓或旁切圓的切點重合，其中為了方便表示，

令分割點 𝐷0 = 𝐵、𝐷𝑛 = 𝐶。礙於篇幅，以下僅討論內切圓，旁切圓的情形同理可證。 

根據下表，因為 ∠𝐴𝐷𝑘𝐶 < 180°，過 𝐸𝑘 點的垂線與 ∠𝐴𝐷𝑘𝐶 的角平分線必有交點 

𝐼𝑘+1，其中 𝑘 = 1, 2, … , 𝑛 − 1，故必可構造 𝑛 個內切圓使得任意相鄰的內切圓切於同一點。 

表 1：𝑛 個子三角形的切圓之切點重合尺規步驟 

1. 給定 △ 𝐴𝐵𝐶，在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上任取一點 

𝐷1，作 △ 𝐴𝐵𝐷1 的內切圓 𝐼1 分別與 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅  與 𝐴𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅ 相切於  𝐸0 與 𝐸1 點。 

2. 過 𝐸1 點作 𝐴𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅ 的垂線，再作 

∠𝐴𝐷1𝐶 的角平分線，兩線交於 𝐼2 

點。 
 

3. 連 𝐴𝐼2̅̅ ̅̅ ，作 𝐸1 點關於 𝐴𝐼2̅̅ ̅̅  的對稱點 

𝐸2。 

4. 𝐴𝐸2
         交 𝐵𝐶       於 𝐷2 點。 

 

I2E1
E0 I1

A

B CD1

D2

E2I2E1
E0 I1

A

B CD1

D2D1B C

A

D2D1
B C

A
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5. 利用前述垂線與角平分線的方法，

依序疊作得出內切圓 𝐼𝑛 與分割線 

𝐴𝐷𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

 

接著討論存在唯一性，也就是 𝐴𝐷𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅  與 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  重合。如圖，在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上任取一點 𝐷1

′  點，令有

向距離 [𝐷1𝐷1
′] = 𝐵𝐷1

′̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐵𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝛿1，當 𝛿1 > 0 表示 𝐷1

′  

點在 𝐷1 的右側，反之亦然。考慮 △ 𝐴𝐵𝐷1 與 △ 𝐴𝐵𝐷1
′  

的切線段 𝐴𝐸0
̅̅ ̅̅ ̅ =

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ +𝐴𝐷1̅̅ ̅̅ ̅̅ −𝐵𝐷1̅̅ ̅̅ ̅̅

2
，𝐴𝐸0

′̅̅ ̅̅ ̅ =
𝐴𝐵̅̅ ̅̅ +𝐴𝐷1

′̅̅ ̅̅ ̅̅ −𝐵𝐷1
′̅̅ ̅̅ ̅̅

2
，可

得 𝐴𝐸0
′̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐴𝐸0

̅̅ ̅̅ ̅ =
𝐴𝐷1

′̅̅ ̅̅ ̅̅ −𝛿1−𝐴𝐷1̅̅ ̅̅ ̅̅

2
。 

利用三角不等式，當 𝛿1 > 0，𝐴𝐸0
′̅̅ ̅̅ ̅ < 𝐴𝐸0

̅̅ ̅̅ ̅；當 𝛿1 ≤

0，𝐴𝐸0
′̅̅ ̅̅ ̅ ≥ 𝐴𝐸0

̅̅ ̅̅ ̅。考慮 𝛿1 > 0 的情形（同理可得 𝛿1 ≤ 0 的情形），此時 △ 𝐴𝐷1
′𝐷2 的 𝐴 點對

內切圓的切線段大於 △ 𝐴𝐷1𝐷2 的 𝐴 點對內切圓的切線段長，但是此時設定的切線段長 𝐴𝐸0
′̅̅ ̅̅ ̅ 

是較短的，因此有向距離 [𝐷2𝐷2
′ ] = 𝛿2 必須大於 0，表示 𝐷2

′  點在 𝐷2 的右側，所以實數 𝛿𝑘 

的正負必定同號，即 𝐷1、𝐷2、…、𝐷𝑛 的運動方向必定同向。因為所有切線段須等長，所

以當 𝛿1 變大時，𝛿2、𝛿3、…、𝛿𝑛 也會隨之變大，反之亦然。因此對於所有實數 𝛿𝑛，必可

找到唯一的對應 𝛿1，即存在唯一分割線 𝐴𝐷𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅  使得 △ 𝐴𝐷𝑘−1𝐷𝑘 與 △ 𝐴𝐷𝑘𝐷𝑘+1 的內切圓相切

於同一點，其中 𝑘 = 1, 2, … , 𝑛 − 1，𝐷0 = 𝐵、𝐷𝑛 = 𝐶。 

 

圖 9-2：實數 𝛿𝑘 的對應關係 

...

...

Dn

In
En-1

D2

E2I2E1
E0 I1

A

B CD1 Dn-1

圖 9-1：𝐷𝑘 的運動方向討論 
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性質 4  (不相似三角形，但面積比等於邊長平方比)： 

(1) 若任意兩相鄰子三角形的內切圓外切，則由旁心與分割點構成的任兩個三角形面積比  

△ 𝐷ℎ−1 𝐽ℎ𝐷ℎ ∶ △ 𝐷𝑘−1 𝐽𝑘𝐷𝑘 = 𝐷ℎ−1𝐷ℎ
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 2

: 𝐷𝑘−1𝐷𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 2

，其中 ℎ, 𝑘 ∈ {1, 2, … , 𝑛 − 1} 。 

(2) 若任意兩相鄰子三角形的旁切圓外切，則由內心與分割點構成的任兩個三角形面積比 

△ 𝐷ℎ−1𝐼𝑘𝐷𝑘 ∶ △ 𝐷𝑘−1𝐼𝑘𝐷𝑘 = 𝐷ℎ−1𝐷ℎ
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 2

: 𝐷𝑘−1𝐷𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 2

，其中 ℎ, 𝑘 ∈ {1, 2, … , 𝑛 − 1} 。 

證明： 

因為兩相鄰內切圓外切，可得 𝐴𝐷ℎ−1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝐴𝐷ℎ

̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝐷ℎ−1𝐷ℎ
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐷𝑘−1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝐴𝐷𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝐷𝑘−1𝐷𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  為定值，

又 △ 𝐴𝐷ℎ−1𝐷ℎ =
1

2
× 𝑟ℎ

′ × (𝐴𝐷ℎ−1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝐴𝐷ℎ

̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝐷ℎ−1𝐷ℎ
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 且 △ 𝐴𝐷𝑘−1𝐷𝑘 =

1

2
× 𝑟𝑘

′ × (𝐴𝐷𝑘−1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ +

𝐴𝐷𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝐷𝑘−1𝐷𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )，所以 △ 𝐴𝐷ℎ−1𝐷ℎ ∶ △ 𝐴𝐷𝑘−1𝐷𝑘 = 𝑟ℎ
′ ∶  𝑟𝑘

′。考慮 △ 𝐴𝐷ℎ−1𝐷ℎ ∶ △ 𝐴𝐷𝑘−1𝐷𝑘 =

𝐷ℎ−1𝐷ℎ
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶  𝐷𝑘−1𝐷𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ （同高），因此 𝐷ℎ−1𝐷ℎ
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶  𝐷𝑘−1𝐷𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑟ℎ
′ ∶  𝑟𝑘

′，故旁心與分割點構成的三角

形面積比 △ 𝐷ℎ−1 𝐽ℎ𝐷ℎ ∶ △ 𝐷𝑘−1 𝐽𝑘𝐷𝑘 = 𝐷ℎ−1𝐷ℎ
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 2

: 𝐷𝑘−1𝐷𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 2

。同理可推得任意兩個相鄰旁切圓

外切條件下，內心與分割點構成的三角形面積比。 

 

圖 10：任意三角形相鄰切圓的切點重合下的三角形面積性質 

■ 

二、 分割兩個子三角形的內切圓與旁切圓的不變量性質 

當動點 𝐷 點在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上移動時，△ 𝐴𝐵𝐷 和 △ 𝐴𝐷𝐶 的內切圓半徑長 𝑟1 與 𝑟2 也是變動的

量，同時旁切圓半徑長 𝑟1
′ 與 𝑟2

′ 也是變動的量，陳俐安與陳品璇的研究是探討兩個函數 𝑟1 +

𝑟2 與 𝑟1
2 + 𝑟2

2 的極大值，也就是討論兩變量的上界。然而，我們轉換方向，兩個變量中，

是否存在不變量呢？切圓的新性質──內切圓與旁切圓半徑長度的不變量。 

...
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令 △ 𝐴𝐵𝐶 的內切圓半徑為 𝑟、𝐵𝐶̅̅ ̅̅  邊的旁切圓半徑為 𝑟′；△ 𝐴𝐵𝐷 的內切圓半徑為 𝑟1、

𝐵𝐷̅̅ ̅̅  邊的旁切圓半徑為 𝑟1
′；△ 𝐴𝐷𝐶 的內切圓半徑為 𝑟2、𝐷𝐶̅̅ ̅̅  邊的旁切圓半徑為 𝑟2

′。 

定理 5 (長度不變量)：對於 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上的任意動點 𝐷 點，
𝑟1𝑟2

𝑟1
′𝑟2

′ 恆為定值 
𝑠−𝑎

𝑠
。 

證明： 

1. 令 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑝 與 𝐷𝐵̅̅ ̅̅ : 𝐷𝐶̅̅ ̅̅ = (1 − 𝑡): 𝑡，其中 0 < 𝑡 < 1，可得 𝐷𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑎(1 − 𝑡) 且 𝐷𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑎𝑡，

則 △ 𝐴𝐵𝐷 的半周長為 
𝑎(1−𝑡)+𝑐+𝑝

2
 且 △ 𝐴𝐶𝐷 的半周長為 

𝑎𝑡+𝑏+𝑝

2
。因為所求半徑比值，不

失一般性再令 △ 𝐴𝐵𝐶 的面積為 1，所以 △ 𝐴𝐵𝐷 的面積為 1 − 𝑡  且 △ 𝐴𝐷𝐶 的面積為 𝑡。 

2. △ 𝐴𝐵𝐷 的內切圓半徑 𝑟1 為 
2△𝐴𝐵𝐷

𝑎(1−𝑡)+𝑐+𝑝
=

2(1−𝑡)

𝑎(1−𝑡)+𝑐+𝑝
 且 △ 𝐴𝐷𝐶 的內切圓半徑 𝑟2 為 

2△𝐴𝐶𝐷

𝑎𝑡+𝑏+𝑝
=

2𝑡

𝑎𝑡+𝑏+𝑝
。考慮旁切圓半徑，因 △ 𝐴𝐵𝐷 =△ 𝐴𝐵𝐽1 +△ 𝐴𝐷𝐽1 −△ 𝐵𝐷𝐽1，可推得 

𝑟1
′ =

2△𝐴𝐵𝐷

−𝑎(1−𝑡)+𝑐+𝑝
=

2(1−𝑡)

−𝑎(1−𝑡)+𝑐+𝑝
，同理可得 𝑟2

′ =
2𝑡

−𝑎𝑡+𝑏+𝑝
。所以  

𝑟1𝑟2

𝑟1
′𝑟2

′ =

2(1 − 𝑡)
𝑎(1 − 𝑡) + 𝑐 + 𝑝

×
2𝑡

𝑎𝑡 + 𝑏 + 𝑝

2(1 − 𝑡)
−𝑎(1 − 𝑡) + 𝑐 + 𝑝

×
2𝑡

𝑎𝑡 + 𝑏 + 𝑝

=
((−𝑎(1 − 𝑡) + 𝑐) + 𝑝)((−𝑎𝑡 + 𝑏) + 𝑝)

((𝑎(1 − 𝑡) + 𝑐) + 𝑝)((𝑎𝑡 + 𝑏) + 𝑝)
 

=
(−𝑎(1 − 𝑡) + 𝑐)(−𝑎𝑡 + 𝑏) + 𝑝(−𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + 𝑝2

(𝑎(1 − 𝑡) + 𝑐)(𝑎𝑡 + 𝑏) + 𝑝(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + 𝑝2
 

3. 依據引理 3，將 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 2 = 𝑝2 =
𝑎(1−𝑡)×𝑏2+𝑎𝑡×𝑐2

𝑎
− 𝑎(1 − 𝑡) × 𝑎𝑡 = 𝑎2𝑡2 + 𝑏2 −

𝑡(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2)，代入並化簡，可得 

𝑟1𝑟2

𝑟1
′𝑟2

′ =
(−𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑏(1 − 𝑡) + 𝑐𝑡) + 𝑝(−𝑎 + 𝑏 + 𝑐)

(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑏(1 − 𝑡) + 𝑐𝑡) + 𝑝(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)
=

−𝑎 + 𝑏 + 𝑐

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
=

𝑠 − 𝑎

𝑠
 

 

圖 11：半徑不變量 
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■ 

我們可以將定理 5 的結果轉換成十分有趣的結論，這是本研究的新發現，即兩個子三

角形的內切圓半徑長與原旁切圓半徑長乘積等於兩個子三角形的旁切圓半徑長與原內切圓

半徑長乘積。 

推論 6 (長度不變量)：對於 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上的任意動點 𝐷 點，𝑟′ × 𝑟1 × 𝑟2 = 𝑟 × 𝑟1
′ × 𝑟2

′。 

證明： 

在定理 5 中，我們發現 
𝑟1𝑟2

𝑟1
′𝑟2

′ =
−𝑎+𝑏+𝑐

𝑎+𝑏+𝑐
，因為 

−𝑎+𝑏+𝑐

𝑎+𝑏+𝑐
 是非常特殊的幾何量！考慮 △ 𝐴𝐵𝐶 的內

切圓半徑長為 𝑟、∠𝐴 對邊的旁切圓半徑長為 𝑟′，𝑟 =
2△𝐴𝐵𝐶

𝑎+𝑏+𝑐
 且 𝑟′ =

2△𝐴𝐵𝐶

−𝑎+𝑏+𝑐
，因此 

𝑟

𝑟′
=

−𝑎+𝑏+𝑐

𝑎+𝑏+𝑐
=

𝑠−𝑎

𝑠
，因此 

𝑟1×𝑟2

𝑟1
′×𝑟2

′ =
𝑟

𝑟′，即 𝑟′ × 𝑟1 × 𝑟2 = 𝑟 × 𝑟1
′ × 𝑟2

′。 

■ 

考慮將內切圓圓心 𝐼1 與 𝐼2 連線，旁切圓圓心 𝐽1 與 𝐽2 連線，關於這兩條連心線的性質

過往的文獻也沒有進行探究，於是我們朝這部分進行研究並且發現許多有趣的性質。我們

引入齊次坐標 Barycentric coordinate 來作為工具（見 [1, pp25-60]）。 

定義 7：對於任意三點 𝑃、𝑄、𝑅，以 [𝑃𝑄𝑅] 表示由此三點圍成的三角形的有向面積，頂點 

𝑃、𝑄、𝑅 逆時鐘方向為正，頂點順時鐘方向為負。 

定義 8：設平面上有一點 𝑃，若 [𝑃𝐵𝐶]：[𝑃𝐶𝐴]：[𝑃𝐴𝐵]  = 𝑥：𝑦：𝑧，則 𝑃 的重心坐標 

（Barycentric coordinate）為 

𝑃 (
𝑥

𝑥 + 𝑦 + 𝑧
,

𝑦

𝑥 + 𝑦 + 𝑧
,

𝑧

𝑥 + 𝑦 + 𝑧
)   或  𝑃(𝑥: 𝑦: 𝑧) 

 

當三個分量和為 1時，稱為正規化（Normalization）的重心坐標，因此 △ 𝐴𝐵𝐶 的頂點

的重心坐標為 𝐴(1,0,0)、𝐵(0,1,0)、𝐶(0,0,1)。 

性質 9 (連心線交點性質)：對於 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上的任意動點 𝐷 點，𝐼1𝐼2 ⃡     、𝐽1𝐽2 ⃡      與 𝐵𝐶 ⃡     恆三線共點 𝐸。 

證明： 

1. 考慮齊次坐標 Barycentric coordinate 系統，令 𝐴(1, 0, 0)、𝐵(0, 1, 0)、𝐶(0, 0, 1)、內心 

𝐼(𝑎: 𝑏: 𝑐)、旁心 𝐽(−𝑎: 𝑏: 𝑐)。再令 𝐷(0, 𝑡, 1 − 𝑡)，其中 0 < 𝑡 < 1，可得 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑎𝑡、𝐵𝐷̅̅ ̅̅ =
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𝑎(1 − 𝑡)。討論點 𝐼1 的重心坐標，令 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑝。不失一般性，△ 𝐴𝐵𝐶 = 1、△ 𝐴𝐵𝐷 = 1 −

𝑡，可得圓 𝐼1 的半徑為 
2(1−𝑡)

𝑐+𝑎(1−𝑡)+𝑝
，我們有 △ 𝐴𝐼1𝐵 =

𝑐(1−𝑡)

𝑐+𝑎(1−𝑡)+𝑝
、△ 𝐵𝐼1𝐶 =

𝑎(1−𝑡)

𝑐+𝑎(1−𝑡)+𝑝
、

△ 𝐶𝐼1𝐴 = 1 −
(𝑎+𝑐)(1−𝑡)

𝑐+𝑎(1−𝑡)+𝑝
=

𝑝+𝑐𝑡

𝑐+𝑎(1−𝑡)+𝑝
，即內心 𝐼1(𝑎(1 − 𝑡): (𝑝 + 𝑐𝑡): 𝑐(1 − 𝑡))，再得出其

旁心 𝐽1(𝑎(𝑡 − 1): (𝑝 + 𝑐𝑡): 𝑐(1 − 𝑡))，同理有內心 𝐼2 (𝑎𝑡: 𝑏𝑡: (𝑝 + 𝑏(1 − 𝑡)))、旁心 

𝐽2 (−𝑎𝑡: 𝑏𝑡: (𝑝 + 𝑏(1 − 𝑡)))。 

2. 接下來給出直線方程  𝐼1𝐼2 ⃡     : |

𝑥 𝑦 𝑧

𝑎(1 − 𝑡)  𝑝 + 𝑐𝑡 𝑐(1 − 𝑡)

𝑎𝑡 𝑏𝑡  𝑝 + 𝑏(1 − 𝑡)
| = 0 與 

𝐽1𝐽2 ⃡     : |

𝑥 𝑦 𝑧

𝑎(𝑡 − 1)  𝑝 + 𝑐𝑡 𝑐(1 − 𝑡)

−𝑎𝑡 𝑏𝑡  𝑝 + 𝑏(1 − 𝑡)
| = 0，再解兩直線的交點 𝐸，化簡可得  

𝐸(0: 𝑡(−𝑏2(1 − 𝑡)2 + (𝑝 + 𝑐𝑡)2): (1 − 𝑡)(𝑐2𝑡2 − (𝑝 + 𝑏 − 𝑏𝑡)2)) 

因為 𝐸 點坐標的第一個分量為 0，所以 𝐼1𝐼2 ⃡     、𝐽1𝐽2 ⃡      的交點在 𝐵𝐶 ⃡     上。 

 

圖 12：𝐼1𝐼2 ⃡      與 𝐽1𝐽2 ⃡      交於 𝐵𝐶 ⃡     上 

■ 

我們先引用重心坐標系統下的兩點距離公式，如下引理。 

引理 10 （見  [1, pp.89-90]）：若 𝑃(𝑢1: 𝑢2: 𝑢3)、𝑄(𝑤1: 𝑤2: 𝑤3)，則兩點距離為 

𝑃𝑄̅̅ ̅̅ 2 =
∑ (

𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2

2
× (𝑢1(𝑤2 + 𝑤3) − 𝑤1(𝑢2 + 𝑢3))

2
)𝑐𝑦𝑐𝑙𝑖𝑐

(𝑢1
2 + 𝑢2

2 + 𝑢3
2)(𝑤1

2 + 𝑤2
2 + 𝑤3

2)
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性質 11：若 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，則對於 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上的任意動點 𝐷 點，△ 𝐸𝐼1𝐽1 恆相似於 △ 𝐸𝐽2𝐼2。 

證明： 

1. 因為 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，代回可得出等腰三角形下的 𝐸、𝐼1、𝐼2、𝐽1 與 𝐽2 五點坐標為 

𝐸(0: 𝑡(2𝑏𝑡 − 𝑏 + 𝑝): (1 − 𝑡)(2𝑏𝑡 − 𝑏 − 𝑝))、𝐼1(𝑎(1 − 𝑡): (𝑝 + 𝑏𝑡): 𝑏(1 − 𝑡))、

𝐼2 (𝑎𝑡: 𝑏𝑡: (𝑝 + 𝑏(1 − 𝑡)))、𝐽1(𝑎(𝑡 − 1): (𝑝 + 𝑏𝑡): 𝑏(1 − 𝑡))、𝐽2 (−𝑎𝑡: 𝑏𝑡: (𝑝 +

𝑏(1 − 𝑡)))。 

2. 根據引理 10 以 Wolfram Mathematica 計算 𝐸𝐼1̅̅ ̅̅ 2
× 𝐸𝐼2̅̅ ̅̅̅2

 與 𝐸𝐽1̅̅ ̅̅ 2
× 𝐸𝐽2̅̅ ̅̅̅2

，化簡可得出 

𝐸𝐼1̅̅ ̅̅ 2
× 𝐸𝐼2̅̅ ̅̅̅2

= 𝑎4(−1 + 𝑡)2𝑡2(𝑏4(1 − 2𝑡)2 + 2𝑏3𝑝(1 − 2𝑡)2 + 𝑝2(𝑎 + 𝑝 − 𝑎𝑡)(𝑝 + 𝑎𝑡) +

2𝑏𝑝2(𝑎 + 𝑝 + 2𝑎(−1 + 𝑡)𝑡) + 𝑏2(𝑎𝑝(1 − 2𝑡)2 + 𝑎2(1 − 2𝑡)2(−1 + 𝑡)𝑡 + 2𝑝2(1 + 2(−1 +

𝑡)𝑡)))2/(𝑏 + 𝑝)4(1 − 2𝑡)4(𝑎 + 𝑏 + 𝑝 − 𝑎𝑡)2(𝑏 + 𝑝 + 𝑎𝑡)2 式 (3) 

𝐸𝐽1̅̅ ̅̅ 2
× 𝐸𝐽2̅̅ ̅̅̅2

= 𝑎4(−1 + 𝑡)2𝑡2((𝑏 + 𝑝)2(𝑏2 + 𝑝(−𝑎 + 𝑝)) − (𝑏 + 𝑝)(𝑎2(𝑏 − 𝑝) − 4𝑎𝑏𝑝 +

4𝑏2(𝑏 + 𝑝))𝑡 + (−4𝑎𝑏𝑝(𝑏 + 𝑝) + 4𝑏2(𝑏 + 𝑝)2 + 𝑎2(5𝑏2 − 𝑝2))𝑡2 − 8𝑎2𝑏2𝑡3 +

4𝑎2𝑏2𝑡4)2/(𝑏 + 𝑝)4(𝑏 + 𝑝 + 𝑎(−1 + 𝑡))2(1 − 2𝑡)4(𝑏 + 𝑝 − 𝑎𝑡)2 式 (4) 

 

圖 13：△ 𝐸𝐼1𝐽1~ △ 𝐸𝐽2𝐼2 

注意到我們為了比較式 (3) 與式 (4) 的大小，考慮將式 (3) 的分子乘上式 (4) 的分母，將

式 (3) 的分母乘上式 (4) 的分子，利用 Wolfram Mathematica 進行化簡，發現兩者乘積相

等，因此 𝐸𝐼1̅̅ ̅̅ 2
× 𝐸𝐼2̅̅ ̅̅̅2

= 𝐸𝐽1̅̅ ̅̅ 2
× 𝐸𝐽2̅̅ ̅̅̅2

，即 𝐸𝐼1̅̅ ̅̅ : 𝐸𝐽2̅̅ ̅̅̅ = 𝐸𝐽1̅̅ ̅̅ : 𝐸𝐼2̅̅ ̅̅̅，又 ∠𝐼1𝐸𝐽1 = ∠𝐽2𝐸𝐼2，故 △

𝐸𝐼1𝐽1 恆相似於 △ 𝐸𝐽2𝐼2。 
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■ 

推論 12：若 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，則內切圓圓心 𝐼1 與 𝐼2 與旁切圓圓心 𝐽1 與 𝐽2 四點共圓。 

證明 1： 

由性質 11 即可推得 ∠𝐸𝐼1𝐽1 = ∠𝐸𝐽2𝐼2，所以  𝐼1、𝐼2、𝐽1 與 𝐽2 四點共圓。 

 

圖 14-1：四點共圓 

我們發現性質 11 和推論 12 是等價，因此是否能否利用純幾何（synthetic geometry）

方法進行共圓證明，即可證明 △ 𝐸𝐼1𝐽1 恆相似於 △ 𝐸𝐽2𝐼2。我們給出了很簡潔的證明方法。 

證明 2： 

因為  𝐽1 是 △ 𝐴𝐵𝐷 的旁心，可得 ∠𝐴𝐽1𝐷 =

1

2
∠𝐵，同理可得 ∠𝐴𝐽2𝐷 =

1

2
∠𝐶，又 ∠𝐵 =

∠𝐶 ，因此 ∠𝐴𝐽1𝐷 = ∠𝐴𝐽2𝐷 。然而 𝐼1、𝐷、𝐽2 

三點共線，𝐼2、𝐷、𝐽1 三點共線，因此 

∠𝐼1𝐽1𝐷 = ∠𝐼1𝐽1𝐼2 且 ∠𝐼2𝐽2𝐷 = ∠𝐼2𝐽2𝐼1，所以  

𝐼1、𝐼2、𝐽1 與 𝐽2 四點共圓。 

■ 

除了半徑長度乘積的不變量，以及內切圓圓心連線（旁切圓圓心連線）之外，考慮原

本三角形 △ 𝐴𝐵𝐶 的內心與旁心，我們發現一個十分有趣，但不是直觀可察覺到的「面積不

變量」。令 △ 𝐴𝐵𝐶、△ 𝐴𝐵𝐷 和 △ 𝐴𝐷𝐶 的內切圓圓心分別為 𝐼、𝐼1 與 𝐼2；△ 𝐴𝐵𝐶、△ 𝐴𝐵𝐷 和 

△ 𝐴𝐷𝐶 的頂點 𝐴 對邊的旁切圓圓心分別為 𝐽、𝐽1 與 𝐽2，考慮圓心連線形成的兩個三角形，

O

E

J1

J2

I2I1

CB
D

A

O

E

J1

J2

I2I1

CB
D

A

圖 14-2：純幾何方法證明四點共圓 
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我們發現 △ 𝐼1𝐼2𝐽 的面積恆等於 △ 𝐽1𝐽2𝐼 的面積。 

在定理 13 的面積不變量證明過程中發現此面積不變量與長度不變量具有密切關聯性！ 

定理 13 (面積不變量)：對於 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上的任意動點 𝐷 點，△ 𝐼1𝐼2𝐽 的面積 = △ 𝐽1𝐽2𝐼 的面積。 

證明： 

1. 根據性質 9  得出內心 𝐼1(𝑎(1 − 𝑡): (𝑝 +

𝑐𝑡): 𝑐(1 − 𝑡))，再得出旁心 𝐽1(𝑎(𝑡 − 1): (𝑝 +

𝑐𝑡): 𝑐(1 − 𝑡))。同理我們有內心  

𝐼2 (𝑎𝑡: 𝑏𝑡: (𝑝 + 𝑏(1 − 𝑡)))、旁心 

𝐽2 (−𝑎𝑡: 𝑏𝑡: (𝑝 + 𝑏(1 − 𝑡)))。 

2. 分別考慮由三頂點 𝐼、 𝐽1、𝐽2 坐標，以及三

頂點  𝐽、𝐼1、𝐼2 坐標構成的三階行列式，再

正規化可得出其有向面積比值 

[𝐼𝐽1𝐽2]

[𝐴𝐵𝐶]
=

1

2𝑠(𝑎𝑡−𝑎+𝑐+𝑝)(−𝑎𝑡+𝑏+𝑝)
× |

𝑎 𝑏 𝑐
𝑎(𝑡 − 1)  𝑝 + 𝑐𝑡 𝑐(1 − 𝑡)

−𝑎𝑡 𝑏𝑡  𝑝 + 𝑏(1 − 𝑡)
| 式 (5) 

[𝐽𝐼1𝐼2]

[𝐴𝐵𝐶]
=

1

2(𝑠−𝑎)(−𝑎𝑡+𝑎+𝑐+𝑝)(𝑎𝑡+𝑏+𝑝)
× |

−𝑎 𝑏 𝑐
𝑎(1 − 𝑡)  𝑝 + 𝑐𝑡 𝑐(1 − 𝑡)

𝑎𝑡 𝑏𝑡  𝑝 + 𝑏(1 − 𝑡)
| 式 (6) 

注意到定理 5 的證明過程可知式 (5) 分母的 (𝑎𝑡 − 𝑎 + 𝑐 + 𝑝)(−𝑎𝑡 + 𝑏 + 𝑝) =

(−𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑏(1 − 𝑡) + 𝑐𝑡 + 𝑝) = 2(s − 𝑎)(𝑏(1 − 𝑡) + 𝑐𝑡 + 𝑝)，而且式 (6) 分母的 

(−𝑎𝑡 + 𝑎 + 𝑐 + 𝑝)(𝑎𝑡 + 𝑏 + 𝑝) = (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑏(1 − 𝑡) + 𝑐𝑡 + 𝑝) = 2𝑠(𝑏(1 − 𝑡) + 𝑐𝑡 + 𝑝) 

因此 

[𝐼𝐽1𝐽2]

[𝐴𝐵𝐶]
=

1

4𝑠(s − 𝑎)(𝑏(1 − 𝑡) + 𝑐𝑡 + 𝑝)
× |

𝑎 𝑏 𝑐
𝑎(𝑡 − 1)  𝑝 + 𝑐𝑡 𝑐(1 − 𝑡)

−𝑎𝑡 𝑏𝑡  𝑝 + 𝑏(1 − 𝑡)
| 

[𝐽𝐼1𝐼2]

[𝐴𝐵𝐶]
=

1

4𝑠(𝑠 − 𝑎)(𝑏(1 − 𝑡) + 𝑐𝑡 + 𝑝)
× |

−𝑎 𝑏 𝑐
𝑎(1 − 𝑡)  𝑝 + 𝑐𝑡 𝑐(1 − 𝑡)

𝑎𝑡 𝑏𝑡  𝑝 + 𝑏(1 − 𝑡)
| 

可得有向面積 [𝐼𝐽1𝐽2] = −[𝐽𝐼1𝐼2]，即 △ 𝐼𝐽1𝐽2 =△ 𝐽𝐼1𝐼2。 

■ 

J

I

J2

J1

I2I1

A

C
B

D

圖 15：內心/旁心連線面積不變量 
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三、 分割三個子三角形的內切圓與旁切圓的不變量性質 

（一） 分割 3 個子三角形 

考慮將 △ 𝐴𝐵𝐶 分割為 3 個子三角形，令分割線為 𝐴𝐷1
 ⃡       與 𝐴𝐷2

 ⃡      ，其中動點 𝐷1 與 𝐷2 依

序在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上（由左而右）。為了方便表示，令 △ 𝐴𝐵𝐶 的內切圓半徑長為 𝑟𝐵𝐶、𝐵𝐶̅̅ ̅̅  邊的旁切

圓半徑長為 𝑟𝐵𝐶
′ ；△ 𝐴𝐵𝐷1 的內切圓半徑長為 𝑟𝐵𝐷1

、△ 𝐴𝐵𝐷1 的 𝐵𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅ 邊的旁切圓半徑長為 

𝑟𝐵𝐷1

′ ，以此類推。 

 

圖 16：切割 3 個子三角形 

定理 14 (長度不變量)：對於 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上的任意動點 𝐷1、𝐷2 點，
𝑟𝐵𝐷1×𝑟𝐷1𝐷2×𝑟𝐷2𝐶

𝑟𝐵𝐷1
′ ×𝑟𝐷1𝐷2

′ ×𝑟𝐷2𝐶
′  恆為定值 

𝑠−𝑎

𝑠
。 

證明： 

依據推論 6 可得出 
𝑟𝐵𝐷1×𝑟𝐷1𝐷2

𝑟𝐵𝐷1
′ ×𝑟𝐷1𝐷2

′ =
𝑟𝐵𝐷2

𝑟𝐵𝐷2
′  且 

𝑟𝐵𝐷2×𝑟𝐷2𝐶

𝑟𝐵𝐷2
′ ×𝑟𝐷2𝐶

′ =
𝑟𝐵𝐶

𝑟𝐵𝐶
′ ，所以再得出 

𝑟𝐵𝐷1×𝑟𝐷1𝐷2×𝑟𝐷2𝐶

𝑟𝐵𝐷1
′ ×𝑟𝐷1𝐷2

′ ×𝑟𝐷2𝐶
′ =

𝑟𝐵𝐶

𝑟𝐵𝐶
′ =

−𝑎+𝑏+𝑐

𝑎+𝑏+𝑐
=

𝑠−𝑎

𝑠
，恆為定值。 

■ 

除了分割的 3 個子三角形外，考慮更大一些的三角形，△ 𝐴𝐵𝐷2 與 △ 𝐴𝐷1𝐶，利用定理 

7 可代換出另外一種有趣的半徑不變量。 

定理 15 (長度不變量)：對於 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上的任意動點 𝐷1、𝐷2 點，
𝑟𝐵𝐷2×𝑟𝐷1𝐶×𝑟𝐷1𝐷2

′

𝑟𝐵𝐷2
′ ×𝑟𝐷1𝐶

′ ×𝑟𝐷1𝐷2

 恆為定值 
𝑠−𝑎

𝑠
。 

證明： 

A

C
B

D1 D2
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依據推論 6 有 

 
𝑟𝐵𝐷1×𝑟𝐷1𝐶

𝑟𝐵𝐷1
′ ×𝑟𝐷1𝐶

′ ×
𝑟𝐷1𝐷2

𝑟𝐷1𝐷2
′ ×

𝑟𝐵𝐷2×𝑟𝐷2𝐶

𝑟𝐵𝐷2
′ ×𝑟𝐷2𝐶

′ =
𝑟𝐵𝐶

𝑟𝐵𝐶
′ ×

𝑟𝐷1𝐷2

𝑟𝐷1𝐷2
′ ×

𝑟𝐵𝐶

𝑟𝐵𝐶
′  式 (7) 

依據定理 14 有 

 
𝑟𝐵𝐷1×𝑟𝐷1𝐷2×𝑟𝐷2𝐶

𝑟𝐵𝐷1
′ ×𝑟𝐷1𝐷2

′ ×𝑟𝐷2𝐶
′ =

𝑟𝐵𝐶

𝑟𝐵𝐶
′  式 (8) 

由式 (7) 與式 (8) 得出 

𝑟𝐵𝐶

𝑟𝐵𝐶
′ ×

𝑟𝐷1𝐶

𝑟𝐷1𝐶
′ ×

𝑟𝐷2𝐶

𝑟𝐷2𝐶
′ =

𝑟𝐵𝐶

𝑟𝐵𝐶
′ ×

𝑟𝐷1𝐷2

𝑟𝐷1𝐷2

′ ×
𝑟𝐵𝐶

𝑟𝐵𝐶
′  

再化簡得 
𝑟𝐷1𝐶

𝑟𝐷1𝐶
′ ×

𝑟𝐷2𝐶

𝑟𝐷2𝐶
′ =

𝑟𝐷1𝐷2

𝑟𝐷1𝐷2
′ ×

𝑟𝐵𝐶

𝑟𝐵𝐶
′  

即 
𝑟𝐵𝐷2×𝑟𝐷1𝐶×𝑟𝐷1𝐷2

′

𝑟𝐵𝐷2
′ ×𝑟𝐷1𝐶

′ ×𝑟𝐷1𝐷2

=
𝑟𝐵𝐶

𝑟𝐵𝐶
′ =

𝑠−𝑎

𝑠
 

 

 

 

 

■ 

 我們本來猜想分割 3 個子三角形時，是否有如同定理 13 的圓心連線構造的多邊形面積

不變量，如下圖，即四邊形 𝐼𝐽𝐵𝐷1
𝐽𝐷1𝐷2

𝐽𝐷2𝐶 的面積與四邊形 𝐽𝐼𝐵𝐷1
𝐼𝐷1𝐷2

𝐼𝐷2𝐶 的面積比值。 

 

圖 18：內心/旁心連線構造多邊形 

然而，我們可以發現這個猜想是錯誤的，在動點 𝐷1 與 𝐷2 變動的條件下，兩個四邊形

𝐼𝐽𝐵𝐷1
𝐽𝐷1𝐷2

𝐽𝐷2𝐶 的面積與四邊形 𝐽𝐼𝐵𝐷1
𝐼𝐷1𝐷2

𝐼𝐷2𝐶 的面積比值不是不變量。 
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 = 1.54021
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ID2C
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ID1D2
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A

C
B

D1 D2

Area JIBD1
ID1D2

ID2C

Area IJBD1
JD1D2

JD2C
 = 1.45481

J

I

JD2C

ID2C

JD1D2

ID1D2

JBD1

IBD1

A

C
B

D1 D2

圖 17：分割 3 個子三角形的半徑不變量 
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分割三個子三角形沒有面積不變量了嗎？我們在定理 15 獲得靈感，考慮圓心 𝐼𝐵𝐷2
、

𝐼𝐷1𝐶 與 𝐽𝐷1𝐷2
 連線構造一個三角形，圓心 𝐽𝐵𝐷2

、𝐽𝐷1𝐶 與 𝐼𝐷1𝐷2
 連線構造一個三角形。我們發

現 △ 𝐽𝐷1𝐷2
𝐼𝐵𝐷2

𝐼𝐷1𝐶 的面積與 △ 𝐼𝐷1𝐷2
𝐽𝐵𝐷2

𝐽𝐷1𝐶 的面積比值具有定值。 

定理 16 (面積不變量)：對於 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上的任意動點 𝐷1、𝐷2 點，恆有 
 △𝐽𝐷1𝐷2𝐼𝐵𝐷2𝐼𝐷1𝐶

△𝐼𝐷1𝐷2𝐽𝐵𝐷2𝐽𝐷1𝐶
=

𝑠−𝑎

𝑠
。 

證明： 

1. 令 𝐴(1, 0, 0)、𝐵(0, 1, 0)、𝐶(0, 0, 1)。再令 𝐷1(0, 𝑡1, 1 − 𝑡1)、𝐷2(0, 𝑡2, 1 − 𝑡2)，其中  0 <

𝑡2 < 𝑡1 < 1，可得 𝐵𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎(1 − 𝑡1)、𝐵𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑎(1 − 𝑡2)、𝐶𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎𝑡1、𝐶𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎𝑡2、

𝐷1𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎(𝑡1 − 𝑡2)。 

2. 令 𝐴𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑝1、𝐴𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑝2。不失一般性，△ 𝐴𝐵𝐶 = 1、△ 𝐴𝐵𝐷1 = 1 − 𝑡1、△ 𝐴𝐵𝐷2 = 1 −

𝑡2，利用三角形面積與周長計算內切圓與旁切圓半徑後可得出以下各點坐標 

𝐼𝐵𝐷2
(𝑎(1 − 𝑡2): (𝑝2 + 𝑐𝑡2): 𝑐(1 − 𝑡2))、𝐽𝐵𝐷2

(𝑎(𝑡2 − 1): (𝑝2 + 𝑐𝑡2): 𝑐(1 − 𝑡2))；

𝐼𝐷1𝐶 (𝑎𝑡1: 𝑏𝑡1: (𝑝1 + 𝑏(1 − 𝑡1)))、𝐽𝐷1𝐶 (−𝑎𝑡1: 𝑏𝑡1: (𝑝1 + 𝑏(1 − 𝑡1)))； 

𝐼𝐷1𝐷2
(𝑎(𝑡1 − 𝑡2): (𝑝1𝑡2 + 𝑝2𝑡1): (𝑝1(1 − 𝑡2) + 𝑝2(1 − 𝑡1)))、𝐽𝐷1𝐷2

(𝑎(𝑡2 − 𝑡1): (𝑝1𝑡2 +

𝑝2𝑡1): (𝑝1(1 − 𝑡2) + 𝑝2(1 − 𝑡1)))。 

 

圖 19：內心/旁心連線面積不變量 

3. 分別考慮由三頂點 𝐽𝐷1𝐷2
、𝐼𝐵𝐷2

、𝐼𝐷1𝐶 坐標，以及三頂點 𝐼𝐷1𝐷2
、𝐽𝐵𝐷2

、𝐽𝐷1𝐶 坐標構成的三

階行列式，再正規化可得出其有向面積比值 

JD1D2
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ID1C
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ID1D2

A

C
B

D1 D2
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[𝐽𝐷1𝐷2
𝐼𝐵𝐷2

𝐼𝐷1𝐶]

[𝐴𝐵𝐶]
 

=
1

(𝑎(𝑡2 − 𝑡1) + 𝑝1 + 𝑝2)(−𝑎𝑡2 + 𝑎 + 𝑐 + 𝑝2)(𝑎𝑡1 + 𝑏 + 𝑝1)

× |

𝑎(𝑡2 − 𝑡1) (𝑝1𝑡2 + 𝑝2𝑡1) 𝑝1(1 − 𝑡2) + 𝑝2(1 − 𝑡1)

𝑎(1 − 𝑡2) 𝑝2 + 𝑐𝑡2 𝑐(1 − 𝑡2)

𝑎𝑡1 𝑏𝑡1 𝑝1 + 𝑏(1 − 𝑡1)
| 

[𝐼𝐷1𝐷2
𝐽𝐵𝐷2

𝐽𝐷1𝐶]

[𝐴𝐵𝐶]
 

=
1

(𝑎(𝑡1 − 𝑡2) + 𝑝1 + 𝑝2)(𝑎𝑡2 − 𝑎 + 𝑐 + 𝑝2)(−𝑎𝑡1 + 𝑏 + 𝑝1)

× |

𝑎(𝑡1 − 𝑡2) (𝑝1𝑡2 + 𝑝2𝑡1) 𝑝1(1 − 𝑡2) + 𝑝2(1 − 𝑡1)

𝑎(𝑡2 − 1) 𝑝2 + 𝑐𝑡2 𝑐(1 − 𝑡2)

−𝑎𝑡1 𝑏𝑡1 𝑝1 + 𝑏(1 − 𝑡1)
| 

所以我們有 

[𝐽𝐷1𝐷2
𝐼𝐵𝐷2

𝐼𝐷1𝐶]

[𝐼𝐷1𝐷2
𝐽𝐵𝐷2

𝐽𝐷1𝐶]
=

(𝑎(𝑡1 − 𝑡2) + 𝑝1 + 𝑝2)(𝑎𝑡2 − 𝑎 + 𝑐 + 𝑝2)(−𝑎𝑡1 + 𝑏 + 𝑝1)

(𝑎(𝑡2 − 𝑡1) + 𝑝1 + 𝑝2)(−𝑎𝑡2 + 𝑎 + 𝑐 + 𝑝2)(𝑎𝑡1 + 𝑏 + 𝑝1)
 

注意到依據引理 3 可得 𝑝1
2 = 𝑎2𝑡1

2 + 𝑏2 − 𝑡1(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2)、𝑝2
2 = 𝑎2𝑡2

2 + 𝑏2 −

𝑡2(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2)，利用 Wolfram Mathematica代入前式化簡得出 
[𝐽𝐷1𝐷2𝐼𝐵𝐷2𝐼𝐷1𝐶]

[𝐼𝐷1𝐷2𝐽𝐵𝐷2𝐽𝐷1𝐶]
= −

𝑠−𝑎

𝑠
，

即 
 △𝐽𝐷1𝐷2𝐼𝐵𝐷2𝐼𝐷1𝐶

 △𝐼𝐷1𝐷2𝐽𝐵𝐷2𝐽𝐷1𝐶
=

𝑠−𝑎

𝑠
。 

■ 

我們發現推論 6 的半徑長度乘積比值與定理 13 的三角形面積比值都是 1，另外定理 15 

的半徑長度乘積比值與定理 16 的三角形面積比值都是  
𝑠−𝑎

𝑠
，也就是半徑長度乘積比值與三

角形面積比值是等價的，因此我們將此發現轉化為一般性理論，這是本研究最重要的貢獻

——半徑長度乘積不變量等價於其圓心連線的三角形面積不變量。 

定理 17：半徑的長度乘積不變量等價於其對應的圓心連線的三角形面積不變量。 

證明： 

1. 令 △ 𝐴𝐵𝐶 的 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上有相異兩點 𝐷ℎ、𝐷𝑘，其中 0 ≤ ℎ < 𝑘 ≤ 𝑛 且 𝐷0 = 𝐵、𝐷𝑛 = 𝐶，分

割線 𝐴𝐷ℎ
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑝ℎ、𝐴𝐷𝑘

̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑝𝑘。再令 △ 𝐴𝐵𝐶 的子三角形 △ 𝐴𝐷ℎ𝐷𝑘 的半周長為 𝑠ℎ,𝑘，內切

圓半徑為 𝑟ℎ,𝑘，內心為 𝐼ℎ,𝑘 點，頂點 𝐴 的對邊長度為 𝑎ℎ,𝑘 以及旁切圓半徑為 𝑟ℎ,𝑘
′ ，旁心

為 𝐽ℎ,𝑘 點，可得出  𝑟ℎ,𝑘 =
△𝐴𝐷ℎ𝐷𝑘

𝑠ℎ,𝑘
 且 𝑟ℎ,𝑘

′ =
△𝐴𝐷ℎ𝐷𝑘

𝑠ℎ,𝑘−𝑎ℎ,𝑘
。 
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圖 20：分割子三角形的一般化內心與旁心坐標 

2. 考慮正規化 △ 𝐴𝐵𝐶 的面積為 1，𝑡ℎ =△ 𝐴𝐷ℎ𝐶，𝑡𝑘 =△ 𝐴𝐷𝑘𝐶，得出子三角形 △ 𝐴𝐷ℎ𝐷𝑘 

的內心與  △ 𝐴𝐵𝐶 的三邊構成的三角形有向面積為 

[𝐼ℎ,𝑘𝐵𝐶] =
𝑎 × 𝑟ℎ,𝑘

2
=

𝑎 ×△ 𝐴𝐷ℎ𝐷𝑘

2 × 𝑠ℎ,𝑘
=

𝑎 × (𝑡ℎ − 𝑡𝑘)

2 × 𝑠ℎ,𝑘
 

[𝐼ℎ,𝑘𝐶𝐴] =△ 𝐴𝐷ℎ𝐶 −△ 𝐴𝐷ℎ𝐼ℎ,𝑘 −△ 𝐼ℎ,𝑘𝐷ℎ𝐶 =
𝑝𝑘𝑡ℎ + 𝑝ℎ𝑡𝑘

2 × 𝑠ℎ,𝑘
 

[𝐼ℎ,𝑘𝐴𝐵] = 1 −△ 𝐼ℎ,𝑘𝐵𝐶 −△ 𝐼ℎ,𝑘𝐶𝐴 =
𝑝𝑘(1 − 𝑡ℎ) + 𝑝ℎ(1 − 𝑡𝑘)

2 × 𝑠ℎ,𝑘
 

同理，△ 𝐴𝐷ℎ𝐷𝑘 的頂點 𝐴 之對邊的旁心與  △ 𝐴𝐵𝐶 的三邊構成的有向三角形面積為 

[𝐽ℎ,𝑘𝐵𝐶] =
−𝑎 × (𝑡ℎ − 𝑡𝑘)

2 × 𝑠ℎ,𝑘 − 2𝑎(𝑡ℎ − 𝑡𝑘)
 

[𝐽ℎ,𝑘𝐶𝐴] =△ 𝐴𝐷ℎ𝐶 −△ 𝐴𝐷ℎ𝐽ℎ,𝑘 +△ 𝐽ℎ,𝑘𝐷ℎ𝐶 =
𝑝𝑘𝑡ℎ + 𝑝ℎ𝑡𝑘

2 × (𝑠9ℎ,𝑘 − 𝑎(𝑡ℎ − 𝑡𝑘))
 

[𝐽ℎ,𝑘𝐴𝐵] = 1 −△ 𝐽△ℎ,𝑘𝐵𝐶 −△ 𝐽△ℎ,𝑘𝐶𝐴 =
𝑝𝑘(1 − 𝑡ℎ) + 𝑝ℎ(1 − 𝑡𝑘)

2 × (𝑠ℎ,𝑘 − 𝑎(𝑡ℎ − 𝑡𝑘))
 

可得子三角形 △ 𝐴𝐷ℎ𝐷𝑘 的內心坐標與旁心的坐標 

𝐼ℎ,𝑘 (
𝑎(𝑡ℎ − 𝑡𝑘)

2 × 𝑠ℎ,𝑘
,
𝑝𝑘𝑡ℎ + 𝑝ℎ𝑡𝑘

2 × 𝑠ℎ,𝑘
,
𝑝𝑘(1 − 𝑡ℎ) + 𝑝ℎ(1 − 𝑡𝑘)

2 × 𝑠ℎ,𝑘
) 

𝐽ℎ,𝑘 (
−𝑎 × (𝑡ℎ − 𝑡𝑘)

2 × (𝑠ℎ,𝑘 − 𝑎(𝑡ℎ − 𝑡𝑘))
,

𝑝𝑘𝑡ℎ + 𝑝ℎ𝑡𝑘

2 × (𝑠ℎ,𝑘 − 𝑎(𝑡ℎ − 𝑡𝑘))
,
𝑝𝑘(1 − 𝑡ℎ) + 𝑝ℎ(1 − 𝑡𝑘)

2 × (𝑠ℎ,𝑘 − 𝑎(𝑡ℎ − 𝑡𝑘))
) 

3. 考慮選取的共用頂點 𝐴 的三個子三角形分別為 △𝑖，其中 𝑖 = 1, 2, 3。一般化內心與旁心

的選法，將表示法簡化為點  𝐼+ 為內心、點 𝐼− 為旁心，𝑟+ 為內切圓半徑， 𝑟− 為旁切圓

Jh,k

Ih,k

A

CB
Dh Dk
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半徑，𝑎△𝑖
 為 △𝑖 的頂點 𝐴 的對邊長度，𝑠△𝑖

 為 △𝑖 的半周長長度，於是將前面推導結果

寫成以下坐標形式。 

𝐼△𝑖

+ (
𝑥𝑖

2𝑠△𝑖

,
𝑦𝑖

2𝑠△𝑖

,
𝑧𝑖

2𝑠△𝑖

) 

𝐼△𝑖

− (
−𝑥𝑖

2(𝑠△𝑖
− 𝑎△𝑖

)
,

𝑦𝑖

2(𝑠△𝑖
− 𝑎△𝑖

)
,

𝑧𝑖

2(𝑠△𝑖
− 𝑎△𝑖

)
) 

 

依據規則若選了 𝐼△𝑖

+  作為一個圓心連線三角形的頂點，另外一個圓心連線三角形的頂點

就必須為 𝐼△𝑖

− ，反之亦然。 

因為正規化 △ 𝐴𝐵𝐶 的面積為 1，點 𝐼ℎ,𝑘 與 𝐽ℎ,𝑘 坐標的分量和等於 1，我們繼續計算有向

面積 [𝐼△1

± 𝐼△2

± 𝐼△3

± ] 與 [𝐼△1

∓ 𝐼△2

∓ 𝐼△3

∓ ] 

 
[𝐼△1

± 𝐼△2
± 𝐼△3

± ]

[𝐴𝐵𝐶]
=

1

(2𝑠△1−𝑎△1±𝑎△1)(2𝑠△2−𝑎△2±𝑎△2)(2𝑠△3−𝑎△3±𝑎△3)
× |

±𝑥1 𝑦1 𝑧1

±𝑥2  𝑦2 𝑧2

±𝑥3 𝑦3  𝑧3

| 式 (9) 

 
[𝐼△1

∓ 𝐼△2
∓ 𝐼△3

∓ ]

[𝐴𝐵𝐶]
=

1

(2𝑠△1−𝑎△1∓𝑎△1)(2𝑠△2−𝑎△2∓𝑎△2)(2𝑠△3−𝑎△3∓𝑎△3)
× |

∓𝑥1 𝑦1 𝑧1

∓𝑥2  𝑦2 𝑧2

∓𝑥3 𝑦3  𝑧3

| 式 (10) 

將式  (9) 與 式 (10) 相除可得有向面積的比值，如式 (11) 

 
[𝐼△1

± 𝐼△2
± 𝐼△3

± ]

[𝐼△1
∓ 𝐼△2

∓ 𝐼△3
∓ ]

= − ∏
2𝑠△𝑖

−𝑎△𝑖
∓𝑎△𝑖

2𝑠△𝑖
−𝑎△𝑖

±𝑎△𝑖

3
𝑖=1  式 (11) 

注意到 2𝑠△𝑖
− 𝑎△𝑖

± 𝑎△𝑖
=

2△𝑖

𝑟△𝑖

± ，於是可得出 

[𝐼△1

± 𝐼△2

± 𝐼△3

± ]

[𝐼△1

∓ 𝐼△2

∓ 𝐼△3

∓ ]
= − ∏

𝑟△𝑖

±

𝑟△𝑖

∓

3

𝑖=1

 

■ 

根據定理 17，我們可以將定理 14 的長度不變量等價以下的推論 18 的面積不變量。 

推論 18 (面積不變量)：對於 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上的任意動點 𝐷1、𝐷2 點，恆有 
△𝐼𝐵𝐷1𝐼𝐷1𝐷2𝐼𝐷2𝐶 

△𝐽𝐵𝐷1𝐽𝐷1𝐷2𝐽𝐷2𝐶 
=

𝑠−𝑎

𝑠
。 

證明： 

由定理 17 可知 
△𝐼𝐵𝐷1𝐼𝐷1𝐷2𝐼𝐷2𝐶 的面積

△𝐽𝐵𝐷1𝐽𝐷1𝐷2𝐽𝐷2𝐶 的面積
=

𝑟𝐵𝐷1×𝑟𝐷1𝐷2×𝑟𝐷2𝐶

𝑟𝐵𝐷1
′ ×𝑟𝐷1𝐷2

′ ×𝑟𝐷2𝐶
′ =

𝑠−𝑎

𝑠
。 
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圖 21：面積不變量等價長度不變量 

■ 

（二） 所有具有面積不變量的圓心連線三角形 

更一般化的問題是給定 △ 𝐴𝐵𝐶 的分割線為 𝐴𝐷1
 ⃡       與 𝐴𝐷2

 ⃡       時，其構造出的內心與旁心分

別有 6 個點，這 12 個點 𝐼、𝐼𝐵𝐷1
、𝐼𝐷1𝐷2

、𝐼𝐷2𝐶、𝐼𝐵𝐷2
、𝐼𝐷1𝐶 以及 𝐽、𝐽𝐵𝐷1

、𝐽𝐷1𝐷2
、𝐽𝐷2𝐶、

𝐽𝐵𝐷2
、𝐽𝐷1𝐶 連線構造的兩個三角形，是否還有其他的組合使得其面積比值為定值呢？ 

 

圖 22：三個分割子三角形的所有內心與旁心 

JD2C

ID2C

JD1D2

ID1D2

JBD1

IBD1

A

C
B

D1 D2

JD1C

JBD2

ID1C

IBD2

J

I

JD2C

ID2C

JD1D2

ID1D2

JBD1

IBD1

A

C
B

D1 D2
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由 12 個點構造的一個三角形可能性有 (
12
3

) = 220 種（不扣除三點共線的退化情形），

此時對應的第二個三角形是固定的。我們不可能一一窮舉，注意到因為圓心連線的三角形

面積比值為定值，於是一定與 △ 𝐴𝐵𝐶 的邊長 𝑎、𝑏、𝑐 有關，從這個角度來切入，此定值

必由 𝑠 與 𝑠 − 𝑎 所構成，再透過定理 17，將面積不變量轉換成半徑長度不變量，這樣的轉

換是本研究的創新之處。我們可得出兩個三角形的面積比值必為以下 6 種，1、
𝑠−𝑎

𝑠
、

(
𝑠−𝑎

𝑠
)

2

、
1

1
、

𝑠

𝑠−𝑎
、(

𝑠

𝑠−𝑎
)

2

，我們將上述比值以半徑表示，分別對應到 1、
𝑟

𝑟′
、(

𝑟

𝑟′
)

2

、
1

1
、

𝑟′

𝑟
、

(
𝑟′

𝑟
)

2

，其中 △ 𝐴𝐵𝐶 的內切圓半徑長為 𝑟， 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  邊的旁切圓半徑長為 𝑟′。 

其形態必為以下 4 種形式，其中符號 ⊡、⊠、⊞ 表示內切圓半徑，⊙、⊗、⊕ 表示

對應的旁切圓半徑。我們將結果整理成表 2，三個分割子三角形的所有內心與旁心連線構

造的三角形共有 24組面積不變量。 

(
⊡

⊙
×

⊠

⊗
) ×

⊕

⊞
=

𝑠 − 𝑎

𝑠
×

𝑠

𝑠 − 𝑎
= 1  以及其倒數 

⊡

⊙
× (

⊗

⊠
×

⊕

⊞
) =

⊡

⊙
× (

𝑠

𝑠 − 𝑎
×

⊙

⊡
) =

𝑠

𝑠 − 𝑎
  以及其倒數 

(
⊡

⊙
×

⊙

⊡
) ×

⊕

⊞
= 1 ×

𝑠

𝑠 − 𝑎
=

𝑠

𝑠 − 𝑎
  以及其倒數 

(
⊙

⊡
×

⊗

⊠
) ×

⊕

⊞
=

𝑠

𝑠 − 𝑎
×

𝑠

𝑠 − 𝑎
= (

𝑠

𝑠 − 𝑎
)

2

 以及其倒數 

表 2：24 組圓心連線的三角形面積不變量 

定值 三角形 圖例 

1 

與 

1

1
 

△ 𝐼𝐷1𝐷2
𝐼𝐷2𝐶𝐽𝐷1𝐶

△ 𝐽𝐷1𝐷2
𝐽𝐷2𝐶𝐼𝐷1𝐶

、
△ 𝐼𝐵𝐷1

𝐼𝐷1𝐶𝐽

△ 𝐽𝐵𝐷1
𝐽𝐷1𝐶𝐼

 

△ 𝐼𝐵𝐷1
𝐼𝐷1𝐷2

𝐽𝐵𝐷2

△ 𝐽𝐵𝐷1
𝐽𝐷1𝐷2

𝐼𝐵𝐷2

、
△ 𝐼𝐵𝐷2

𝐼𝐷2𝐶𝐽

△ 𝐽𝐵𝐷2
𝐽𝐷2𝐶𝐼

 

△ 𝐽𝐷1𝐷2
𝐽𝐷2𝐶𝐼𝐷1𝐶

△ 𝐼𝐷1𝐷2
𝐼𝐷2𝐶𝐽𝐷1𝐶

、
△ 𝐽𝐵𝐷1

𝐽𝐷1𝐶𝐼

△ 𝐼𝐵𝐷1
𝐼𝐷1𝐶𝐽

 

△ 𝐽𝐵𝐷1
𝐽𝐷1𝐷2

𝐼𝐵𝐷2

△ 𝐼𝐵𝐷1
𝐼𝐷1𝐷2

𝐽𝐵𝐷2

、
△ 𝐽𝐵𝐷2

𝐽𝐷2𝐶𝐼

△ 𝐼𝐵𝐷2
𝐼𝐷2𝐶𝐽

 

 

JD1CJBD2

ID1C

IBD2

J

I

JD2C

ID2C

JD1D2

ID1D2

JBD1

IBD1 CB

A

D1 D2



第 25 頁 

 

𝑠

𝑠 − 𝑎
 

△ 𝐼𝐵𝐷2
𝐽𝐵𝐷2

𝐽

△ 𝐽𝐵𝐷2
𝐼𝐵𝐷2

𝐼
、

△ 𝐼𝐷1𝐶𝐽𝐷1𝐶𝐽

△ 𝐽𝐷1𝐶𝐼𝐷1𝐶𝐼
 

△ 𝐼𝐵𝐷1
𝐽𝐵𝐷1

𝐽

△ 𝐽𝐵𝐷1
𝐼𝐵𝐷1

𝐼
、

△ 𝐼𝐷2𝐶𝐽𝐷2𝐶𝐽

△ 𝐽𝐷2𝐶𝐼𝐷2𝐶𝐼
 

△ 𝐼𝐷1𝐷2
𝐽𝐵𝐷2

𝐽𝐷1𝐶

△ 𝐽𝐷1𝐷2
𝐼𝐵𝐷2

𝐼𝐷1𝐶
、

△ 𝐽𝐵𝐷1
𝐽𝐷1𝐷2

𝐽𝐷2𝐶

△ 𝐼𝐵𝐷1
𝐼𝐷1𝐷2

𝐼𝐷2𝐶
 

 

𝑠 − 𝑎

𝑠
 

△ 𝐼𝐵𝐷2
𝐽𝐷1𝐷2

𝐼𝐷1𝐶

△ 𝐽𝐵𝐷2
𝐼𝐷1𝐷2

𝐽𝐷1𝐶
、

△ 𝐼𝐷1𝐶𝐽𝐷1𝐶𝐼

△ 𝐽𝐷1𝐶𝐼𝐷1𝐶𝐽
 

△ 𝐼𝐵𝐷1
𝐼𝐷1𝐷2

𝐼𝐷2𝐶

△ 𝐽𝐵𝐷1
𝐽𝐷1𝐷2

𝐽𝐷2𝐶
、

△ 𝐼𝐷2𝐶𝐽𝐷2𝐶𝐼

△ 𝐽𝐷2𝐶𝐼𝐷2𝐶𝐽
 

△ 𝐼𝐵𝐷2
𝐽𝐵𝐷2

𝐼

△ 𝐽𝐵𝐷2
𝐼𝐵𝐷2

𝐽
、

△ 𝐼𝐵𝐷1
𝐽𝐵𝐷1

𝐼

△ 𝐽𝐵𝐷1
𝐼𝐵𝐷1

𝐽
 

 

(
𝑠

𝑠 − 𝑎
)

2

 
△ 𝐽𝐵𝐷1

𝐽𝐷1𝐶𝐽

△ 𝐼𝐵𝐷1
𝐼𝐷1𝐶𝐼

、
△ 𝐽𝐵𝐷2

𝐽𝐷2𝐶𝐽

△ 𝐼𝐵𝐷2
𝐼𝐷2𝐶𝐼
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(
𝑠 − 𝑎

𝑠
)

2

 
△ 𝐼𝐵𝐷2

𝐼𝐷2𝐶𝐼

△ 𝐽𝐵𝐷2
𝐽𝐷2𝐶𝐽

、
△ 𝐼𝐵𝐷1

𝐼𝐷1𝐶𝐼

△ 𝐽𝐵𝐷1
𝐽𝐷1𝐶𝐽

 

 

 

四、 分割 n 個子三角形的內切圓與旁切圓的不變量性質 

考慮將 △ 𝐴𝐵𝐶 分割為 𝑛 個子三角形，令分割線為  𝐴𝐷1
 ⃡      、𝐴𝐷2

 ⃡      、…、𝐴𝐷𝑛−1
 ⃡           ，其中動點 

𝐷1、𝐷2、𝐷3、…、𝐷𝑛−1 依序在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上（由左而右）。 

為了方便表示，令 △ 𝐴𝐵𝐶 的內切圓半徑長為 𝑟𝐵𝐶、𝐵𝐶̅̅ ̅̅  邊的旁切圓半徑長為 𝑟𝐵𝐶
′ ；△

𝐴𝐵𝐷1 的內切圓半徑長為 𝑟𝐵𝐷1
、△ 𝐴𝐵𝐷1 的 𝐵𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅ 邊的旁切圓半徑長為 𝑟𝐵𝐷1

′ ；△ 𝐴𝐷𝑘𝐷𝑘+1 的內

切圓半徑長為 𝑟𝐷𝑘𝐷𝑘+1
、△ 𝐴𝐷𝑘𝐷𝑘+1 的 𝐷𝑘𝐷𝑘+1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  邊的旁切圓半徑長為 𝑟𝐷𝑘𝐷𝑘+1

′ ，其中 𝑘 =

1,2, … , 𝑛 − 2；△ 𝐴𝐷𝑛−1𝐶 的內切圓半徑長為 𝑟𝐷𝑛−1𝐶、△ 𝐴𝐷𝑛−1𝐶 的 𝐷𝑛−1𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  邊的旁切圓半徑長

為 𝑟𝐷𝑛−1𝐶
′ 。 

 

圖 23：切割 𝑛 個子三角形 
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定理 19 (長度不變量)：對於 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上的任意動點 𝐷1、𝐷2、…、𝐷𝑛−1 點（𝑛 ≥ 2）， 

𝑟𝐵𝐷1×𝑟𝐷1𝐷2×𝑟𝐷2𝐷3×…×𝑟𝐷𝑛−2𝐷𝑛−1×𝑟𝐷𝑛−1𝐶

𝑟𝐵𝐷1
′ ×𝑟𝐷1𝐷2

′ ×𝑟𝐷2𝐷3
′ ×…×𝑟𝐷𝑛−2𝐷𝑛−1

′ ×𝑟𝐷𝑛−1𝐶
′  恆為定值 

𝑟𝐵𝐶

𝑟𝐵𝐶
′ =

𝑠−𝑎

𝑠
 

證明： 

我們利用數學歸納法證明對於 𝑛 = 2, 3, 4, 5, …，皆有 
𝑟𝐵𝐷1×𝑟𝐷1𝐷2×…×𝑟𝐷𝑛−2𝐷𝑛−1×𝑟𝐷𝑛−1𝐶

𝑟𝐵𝐷1
′ ×𝑟𝐷1𝐷2

′ ×…×𝑟𝐷𝑛−2𝐷𝑛−1
′ ×𝑟𝐷𝑛−1𝐶

′ =
𝑟𝐵𝐶

𝑟𝐵𝐶
′ 。 

1. 𝑛 = 2 時，根據定理 5， 
𝑟𝐵𝐷1×𝑟𝐷1𝐶

𝑟𝐵𝐷1
′ ×𝑟𝐷1𝐶

′ =
𝑟𝐵𝐶

𝑟𝐵𝐶
′ =

𝑠−𝑎

𝑠
，即原式成立。 

2. 假設 𝑛 = 𝑘 時，
𝑟𝐵𝐷1×𝑟𝐷1𝐷2×…×𝑟𝐷𝑘−2𝐷𝑘−1

×𝑟𝐷𝑘−1𝐶

𝑟𝐵𝐷1
′ ×𝑟𝐷1𝐷2

′ ×…×𝑟𝐷𝑘−2𝐷𝑘−1
′ ×𝑟𝐷𝑘−1𝐶

′ =
𝑟𝐵𝐶

𝑟𝐵𝐶
′ =

𝑠−𝑎

𝑠
 成立。 

3. 當 𝑛 = 𝑘 + 1 時， 

𝑟𝐵𝐷1
× 𝑟𝐷1𝐷2

× 𝑟𝐷2𝐷3
× … × 𝑟𝐷𝑘−1𝐷𝑘

× 𝑟𝐷𝑘𝐶

𝑟𝐵𝐷1

′ × 𝑟𝐷1𝐷2

′ × 𝑟𝐷2𝐷3

′ × … × 𝑟𝐷𝑘−1𝐷𝑘

′ × 𝑟𝐷𝑘𝐶
′  

= (
𝑟𝐵𝐷1

× 𝑟𝐷1𝐷2
× … × 𝑟𝐷𝑘−2𝐷𝑘−1

𝑟𝐵𝐷1

′ × 𝑟𝐷1𝐷2

′ × … × 𝑟𝐷𝑘−2𝐷𝑘−1

′ ×
𝑟𝐷𝑘−1𝐶

𝑟𝐷𝑘−1𝐶
′ ) × (

𝑟𝐷𝑘−1𝐷𝑘
× 𝑟𝐷𝑘𝐶

𝑟𝐷𝑘−1𝐷𝑘

′ × 𝑟𝐷𝑘𝐷𝐶

′ ×
𝑟𝐷𝑘−1𝐶

′

𝑟𝐷𝑘−1𝐶
) 

=
𝑟𝐵𝐶

𝑟𝐵𝐶
′ × (

𝑟𝐷𝑘−1𝐶

𝑟𝐷𝑘−1𝐶
′ ×

𝑟𝐷𝑘−1𝐶
′

𝑟𝐷𝑘−1𝐶
) (利用定理 5) 

=
𝑟𝐵𝐶

𝑟𝐵𝐶
′ =

𝑠 − 𝑎

𝑠
 

對於動點 𝐷1、𝐷2、…、𝐷𝑛−1 點，恆有 
𝑟𝐵𝐷1×𝑟𝐷1𝐷2×𝑟𝐷2𝐷3×…×𝑟𝐷𝑛−2𝐷𝑛−1×𝑟𝐷𝑛−1𝐶

𝑟𝐵𝐷1
′ ×𝑟𝐷1𝐷2

′ ×𝑟𝐷2𝐷3
′ ×…×𝑟𝐷𝑛−2𝐷𝑛−1

′ ×𝑟𝐷𝑛−1𝐶
′  為定值 

𝑠−𝑎

𝑠
。 

■ 

定理  20：對於 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上的任意相異動點依序為 𝐷1、𝐷2、…、𝐷𝑛−1 點（𝑛 ≥ 3），則由內心與

旁心連線構造的三角形，其面積比值具有定值的共有 24 × (
𝑛 − 1

2
) 組。 

證明： 

△ 𝐴𝐵𝐶 共有 𝑛 − 1 條相異分割線，其中任取 2 條分割線構造的 3 個子三角形與原三角形共

有 24 組面積比值為定值，因此共有 24 × (
𝑛 − 1

2
) 組。 

■ 

定理  21：對於任意兩個子三角形 △1 與 △2，其內心連線 𝐼△1

+ 𝐼△2

+ ⃡           ，旁心連線 𝐼△1

− 𝐼△2

− ⃡            與 𝐵𝐶 ⃡     恆

三線共點。 

證明： 
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考慮任意選取相異兩個子三角形分別為 △1 與 △2，根據定理 17 得其內心與旁心的坐標 

𝐼△1

+ (
𝑥1

2𝑠△1

,
𝑦1

2𝑠△1

,
𝑧1

2𝑠△1

)、𝐼△2

+ (
𝑥2

2𝑠△2

,
𝑦2

2𝑠△2

,
𝑧2

2𝑠△2

) 

𝐼△1

− (
−𝑥1

2(𝑠△1−𝑎△1)
,

𝑦1

2(𝑠△1−𝑎△1)
,

𝑧1

2(𝑠△1−𝑎△1)
)、𝐼△2

− (
−𝑥2

2(𝑠△2−𝑎△2)
,

𝑦2

2(𝑠△2−𝑎△2)
,

𝑧2

2(𝑠△2−𝑎△2)
) 

接下來給出內心連線的直線方程  𝐼△1

+ 𝐼△2

+ ⃡           : ||

𝑥 𝑦 𝑧
𝑥1

2𝑠△1

𝑦1

2𝑠△1

𝑧1

2𝑠△1
𝑥2

2𝑠△2

𝑦2

2𝑠△2

𝑧2

2𝑠△2

|| = 0 與旁心連線的直線方程

𝐼△1

− 𝐼△2

− ⃡           : ||

𝑥 𝑦 𝑧
−𝑥1

2(𝑠△1−𝑎△1)

𝑦1

2(𝑠△1−𝑎△1)

𝑧1

2(𝑠△1−𝑎△1)

−𝑥2

2(𝑠△2−𝑎△2)

𝑦2

2(𝑠△2−𝑎△2)

𝑧2

2(𝑠△2−𝑎△2)

|| = 0，再解兩直線的交點 (𝜆1: 𝜆2: 𝜆3)，我們只要

討論解第一個分量 𝜆1 是否為 0 即可，根據克拉瑪公式可得出第一個分量為  

𝜆1 = 𝑘 ((− |

𝑥1

2𝑠△1

𝑧1

2𝑠△1
𝑥2

2𝑠△2

𝑧2

2𝑠△2

| × |

−𝑥1

2(𝑠△1−𝑎△1)

𝑦1

2(𝑠△1−𝑎△1)

−𝑥2

2(𝑠△2−𝑎△2)

𝑦2

2(𝑠△2−𝑎△2)

|) − (− |

−𝑥1

2(𝑠△1−𝑎△1)

𝑧1

2(𝑠△1−𝑎△1)

−𝑥2

2(𝑠△2−𝑎△2)

𝑧2

2(𝑠△2−𝑎△2)

| × |

𝑥1

2𝑠△1

𝑦1

2𝑠△1
𝑥2

2𝑠△2

𝑦2

2𝑠△2

|)) = 0  

因此任意兩個相異的子三角形的內心連線 𝐼△1

+ 𝐼△2

+ ⃡            與旁心連線 𝐼△1

− 𝐼△2

− ⃡            恆交於 𝐵𝐶 ⃡     

 

圖 24：任意內心連線、旁心連線、𝐵𝐶 ⃡     共點 

■ 

肆、 結論 

對於平面上任意 △ 𝐴𝐵𝐶 分割子三角形的數學問題，本研究先從 1988 年國際奧林匹亞

數學競賽進行探討，隨後有文獻探討此分割線的長度[4]，也有探討內切圓半徑和[5]，或內
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切圓半徑平方和[3]。我們的研究異於前者，創新探究分割子三角形的內切圓與旁切圓的

「半徑長度乘積不變量」、「兩點圓心連線性質」以及「三點圓心連線三角形的面積不變

量」，並且推廣到 𝑛 個子三角形的情形，最後給出豐富有趣的幾何性質。 

一、 探討多個子三角形的內切圓（旁切圓）的切點共點性質 

針對兩個分割子三角形內切圓（旁切圓）的切點重合情形，我們利用切線段等長性

質，給出了切點重合的充要條件。有趣的是，此時的動點 𝐷 是唯一的，而其幾何意義是 △

𝐴𝐵𝐶 的內切圓與旁切圓的切點！利用前述兩個子三角形的結果，我們繼續給出三個子三角

形的內切圓（旁切圓）的切點重合的充要條件式，相同的方法可推廣到多個子三角形。 

我們也從尺規作圖的方法來分析，給出對於任意 △ 𝐴B𝐶  存在唯一的一組分割線 𝐴𝐷𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅  

使得子三角形 △ 𝐴𝐷𝑘−1𝐷𝑘 與 △ 𝐴𝐷𝑘𝐷𝑘+1 的內切圓相切於同一點，其中 𝑘 = 1, 2, … , 𝑛 − 1，

𝐷0 = 𝐵、𝐷𝑛 = 𝐶。 

二、 探討兩個子三角形的內切圓與旁切圓的幾何性質 

前人探討半徑長度和或半徑長度平方和，然而我們創新探討內切圓半徑 𝑟 與旁切圓的

半徑 𝑟′ 的「乘積」。有趣的是，我們發現兩個子三角形的切圓半徑相乘的比值 
𝑟1×𝑟2

𝑟1
′×𝑟2

′ 恰好等

於 △ 𝐴𝐵𝐶 的內切圓與旁切圓半徑比值 
𝑟

𝑟′，我們可以視作子三角形半徑乘積比值合成為原三

角形的半徑乘積比值。另外，我們考慮兩個圓心連線，兩條圓心連線與 △ 𝐴𝐵𝐶 的邊恆三線

共點。設定 △ 𝐴𝐵𝐶 為等腰三角形時，以連心線構造的三角形相似，再得出四個圓心共圓的

定性性質。我們加入 △ 𝐴𝐵𝐶 的內心與旁心，考慮三個圓心連線，給出圓心連線 △ 𝐼1𝐼2𝐽 的

面積恆等於 △ 𝐽1𝐽2𝐼 的面積的性質，更重要的是我們發現面積不變量對應到半徑乘積不變量 

𝑟1 × 𝑟2 × 𝑟′ = 𝑟1
′ × 𝑟2

′ × 𝑟。 

三、 探討三個子三角形的內切圓與旁切圓的幾何性質 

考慮將 △ 𝐴𝐵𝐶 分割為 3 個子三角形，根據推論 6 我們將較小的三角形半徑乘積比值合

成較大的三角形半徑比值，如此便能快速得出半徑不變量。我們延續前面的主題，繼續討

論圓心連線三角形，給出半徑乘積比值與面積比值的不變量是相同的，於是將這個關係發

展為一般性的理論，我們證明了半徑乘積不變量等價於其圓心連線三角形的面積不變量之
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定理，透過這個定理，我們只需要系統性將內切圓與旁切圓的半徑分類，即可給出所有具

有面積不變量的圓心連線三角形，我們發現將 △ 𝐴𝐵𝐶 分割為 3 個子三角形時，具有面積不

變量的圓心連線三角形共有 24 組。 

四、 一般化探討多個子三角形的內切圓與旁切圓的的幾何性質 

最後推廣到分割 𝑛 個子三角形，利用數學歸納法我們給出內切圓與旁切圓半徑乘積的

長度不變量，以及具有面積不變量的圓心連線三角形共有 24 × (
𝑛 − 1

2
)  組。我們利用定理 

17 的一般化坐標，我們也發現任意兩個子三角形的內心連線 𝐼△1

+ 𝐼△2

+ ⃡           ，旁心連線 𝐼△1

− 𝐼△2

− ⃡            與 

𝐵𝐶 ⃡     恆三線共點。 
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【評語】030417  

作品從一則奧林匹亞數學競賽的預選題發想：在△𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶的 BC 邊上取

一點𝐷𝐷，使得△𝐴𝐴𝐵𝐵𝐷𝐷和△𝐴𝐴𝐷𝐷𝐶𝐶的內切圓半徑相等，證明一個線段 AD

與△𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶面積的關係式。作者衍生出新的問題，探討△𝐴𝐴𝐵𝐵𝐷𝐷和△𝐴𝐴𝐷𝐷𝐶𝐶

的內切圓相切時切點的性質。先前已有科展作品研究「內切圓半徑

和」或「內切圓半徑平方和」等相關題材，本文作者藉由敏銳的觀

察和巧妙的分析，給出分割子三角形的內切圓與旁切圓的「半徑長

度乘積不變量」創新的結果，即兩個子三角形的內切圓半徑長與原

旁切圓半徑長乘積等於兩個子三角形的旁切圓半徑長與原內切圓半

徑長乘積。證明的手法頗具巧思，說理也很清楚，值得嘉許。 
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