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摘要 

 
本研究探討平面中三圓的關係，其中圓 O 固定不動，圓 O1以逆時針方向滾動且繞行圓

O；而圓 O2同時也以逆時針方向滾動且繞行動圓圓 O1。其中圓 O1與圓 O2上各有一動點 P、

Q。三圓一開始為圓 O2分別與圓 O 和圓 O1外切，且 O 、Q、P 三點成一直線，Q 點介於

O 、P 兩點之間。當 與 x 軸夾角為 θ時，先以繪圖軟體了解動點的軌跡；其次以三角比

的概念求得 P、Q 兩點的坐標；最後再以電腦繪圖軟體，製作當三點共線時之 θ值，並藉由

函數圖形了解三點之中何者介於其他兩點之間。本研究由原本的三圓外切的情形，邁向討論

三圓外離的情況，猶如恆星、行星、衛星三者的運行，進而以各圓半徑、兩圓連心距、繞行

角度為變數，歸納合理的數學式，以利日後進行更廣泛的研究。 

 

壹、前言 

一、研究動機 

這個學期我們學習了「三角比」，數學老師提出一個升大學考試的題目，它是一個有關

摩天輪轉動的題目，其所求為「摩天輪運轉時間」與「車廂離地面高度」的函數關係。此

外，在三年級學兩圓關係時，老師又提了一個題目，就是一個十元硬幣，滾動繞行另一個十

元硬幣，當繞行一周的時候，求繞轉硬幣自轉幾周。於是我們就把這兩個問題聯想在一起，

設計了一個題目。「當一個圓滾動繞行另一個固定不動的圓的時候，繞行圓周上的動點與固

定圓圓心，其距離與繞行角度的函數關係式」。後來又衍生了一些想法，類似恆星、行星、

衛星運行的概念，因而展開了一連串的探究之旅。 

 

二、研究目的 

當一個動圓滾動繞行另一個定圓的時候，若動圓半徑：定圓半徑=m：n，探討圓上動點

的軌跡作圖法則及基本性質。此外，若兩圓同時是動圓且滾動時，探討兩圓圓周上各自動點

的相對位置。分為以下三大主題： 
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第一：導出動圓 O1上的 P 點，其繞行固定圓 O 的軌跡參數式。 

第二：導出動圓 O2上的 Q 點，其繞行動圓 O1的軌跡參數式。 

第三：當 O、P、Q 三點共線時，θ的解即稱為「天文密碼」，探討此狀況在天文上的意

義。 

貳、 研究設備器材 

硬幣、繪圖軟體。 

參、研究過程及方法 

一、首先我們找出了 93 年的大學考試題目，試著去了解題意並從中體會有關三角比的應

用。 

遊樂區有一個摩天輪，中心軸高 22 公尺，直徑 40 公尺，逆時針方向運轉一圈需費時 15

分鐘。當摩天輪開始運轉時，阿美恰坐在離地最近的位置上，x 分鐘後，阿美離地的高度可

表為 y=asin(bx+c)+d，a>0 且 b>0。試問下列選項有哪些是正確的？(多選題)________【93 年

指考數乙(補)】 

(1) a=20  (2) a=40 (3) b=  (4) c=0 (5) d=2 

 

圖 1：摩天輪與摩天輪相對位置示意圖 

由題意： 
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摩天輪一分鐘轉 360  

假設摩天輪轉了 x 分鐘，因此轉 24x  

因為高度 y= +  

                              =r  

                              =20  

所以 a=20, b=24, c=-90, d=22。 

以這個題目而言，變因「時間」以 x 表示，乘以每分鐘轉的角度 b，再減去 90 度，

即為「摩天輪車廂中心與轉軸中心連線段」和 y軸負向的夾角。由此正弦函數值乘以繞

行半徑，可得車廂中心與轉軸中心的相對高度。當然，我們也可以餘弦函數值來推得水

平的相對位置，即其 x 坐標。 

二、數學老師提供的另外一個問題，其題意如下：有兩個 10 圓硬幣緊靠在一起，其中一個

不動，另一個繞著不動的那一個硬幣圓周滾動一圈，請問滾動的那個硬幣自轉幾圈？ 

 

圖 2：右方硬幣滾動繞行左方固定不動硬幣 

一般來說，我們稱硬幣轉動的問題為硬幣悖論，所謂「悖論」就是一般情況很容易

誤解。 

面對這個問題，我們很可能輕意的回答：「1 圈」，原因是因為我們覺得兩個硬幣

的圓周長相等。因此我們要實際來研究兩個半經相等的兩個圓，一個固定不動，另一個

則繞著它的圓周滾動一周，則滾動的圓會自轉幾圈。 
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事實上，這個問題並沒有這麼單純，如圖 1 所示，我們先假設圓 O 由左滾動至右，

由以下的軌跡圖所示，動點由 P 移動至 Q，即圓 O 自轉一圈。 

 

圖 3：圓 O 滾動圖 

當圓 O 在直線上的切點 P,若沿著直線向前滾動 距離，旋轉 θ度，此時 P 點到達 P1

點,A 為切點,∠P1OA= 度。 

 1=  =2 =  

   其次在 1BO 中, 1OB=180- , o ,  

   =r o= r o 

   1=r o=r o 

設 P 點坐標(0,0) ,則 P1=( r  , r r  ) 

當圓 O 滾動一圈和直線相切於 Q 點時， =360o， 

此時，Q 點坐標為( r o , r r o )=( 2 ， 

所以 =圓心 O 所走的距離=圓 O 的周長=2  ， 

因此推得：圓 O 滾動所經的距離=圓心移動的路徑長。 
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於是，我們先以電腦繪製了一動圓繞行另一固定圓如表 1 所示，對其圓心的軌跡圖進行

初步了解。 

表格 1 圓 O1繞行圓 O 時，圓心 O1點的軌跡圖表 
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註：以上軌跡圖由左至右，由上而下依序呈現。 

如上表 1 所示，定圓 O 的半徑=動圓 O1的半徑=r，動圓 O1繞著定圓 O 逆時針滾動，當

動圓 O1滾動定圓 O 達 1 周時，動圓 O1的圓心路徑長=2 ，而動圓 O1的圓周長

=2 。 

所以推得：動圓 O1滾動定圓 O 一周時，動圓 O1自轉= =2 圈。 

若固定圓圓 O 半徑 R，繞行滾動圓圓 O1半徑 r，動圓 O1繞著定圓 O 逆時針滾動。 

動圓 O1滾動定圓 O 達 1 周時，動圓 O1的圓心 O1點行經軌跡路徑長=2 ，而

動圓 O1的圓周長=2  ，因此，O1點行經軌跡路徑長是動圓 O1圓周長的= 倍， 所以

推得：動圓 O1滾動定圓 O 一周時，動圓 O1自轉= 圈。 

三、以下，我們繼續探討圓 O1繞行圓 O，連心線與 x 軸的角度為 ，稱之為公轉 ，此時     

圓 O1自轉 1，其中 1和 的關係，以及動點 P 的軌跡參數式。 

   

圖 4：圓 O 及圓 O1相切             圖 5：圓 O1則公轉  

如上圖 4 及圖 5 所示，圓 O1上的 P 點自轉 1，圓 O1則公轉 ， 

首先假設固定圓圓 O 半徑為 R，繞行且滾動圓圓半徑為 r， 

因為圓 O1滾動所經的距離=圓心 O1移動的路徑長， 
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圖 6：圓 O1滾動所經的距離=圓心 O1移動的路徑長 

所以 2  =2  

           r 1= (R+r)  

          : 1= r : (R+r) 

      1=    

我們先定義圓 O1上的動點 P，其起始位置如圖 4。 

由於 P 點的坐標與 的坐標表示法相同，O1點的坐標與  的坐標表示法相同，因

此，我們可先求動點 O1的軌跡參數式，再藉由動點 P 與動點 O1的相對位置，即 ，求得

動點 P 的軌跡參數式。 

即  =  + 。 

       因為連心線  =R+r， 

 所以動點 O1((R+r) ,(R+r) )， 

 =O1坐標=((R+r) ,(R+r) )。 

     其次，假設 O 固定不動，動點 P 繞行 O 點逆時針滾動，圓 O1公轉 ，則圓 O1上的 P 點自 

轉 1，利用 1=  的概念， 可推得 P 點以 為變數的軌跡參數式。 

於是考慮動點 P 與 O1的相對位置， 

可得 =(r 1 , r 1 ) 

   =(r , r )， 

綜合上述 
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  =  +   

     = ((R+r)  , (R+r)  )+ (r 1 , r 1 ) 

     = ((R+r) +r 1 , (R+r) +r 1 ) 

     =((R+r) +r , (R+r) +r )。 

所以動點 P 坐標=((R+r) +r , (R+r) +r )。 

倘若等圓的情況，則 R=r， 

因此推得： 

當兩圓半徑相等時， 

動點 P 軌跡參數式 (2R  , 2R ) 

並以軌跡圖的動畫截圖呈現如下表 2： 

 

表格 2 圓 O1上動點 P 的軌跡截圖表 
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註：以上軌跡圖由左至右，由上而下依序呈現。 

四、當動圓 O1與定圓 O 外離時，其中 1和 有何關係，以及動點 P 的軌跡參數式，以下逐

項討論。首先我們以動畫了解其大概樣式如下表 3 所示，再進行推演。 

表格 3 圓 O 與圓 O1外離，P 點的軌跡截圖表 
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註：以上軌跡圖由左至右，由上而下依序呈現。 

當動圓 O1與定圓 O 外離時，如圖 7 所示，因為最終須研究三圓的繞行與滾動關係，所

以我們先選定兩等圓，半徑為 R，連心線=4R。 

 

圖 7：動圓 O1與定圓 O 外離繞行圖 

如圖，因為當兩圓外切時， 1=  ，(其中固定圓半徑為 R，繞行滾動圓半徑為 r) 

考慮目前狀況是兩圓外離，假設兩等圓半徑皆為 R，連心線段長為 4R， 
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因此可推得繞行半徑為 4R-R=3R，如下圖 8 所示： 

 

圖 8：動圓 O1與定圓 O 繞行虛線圖 

因此 可以推得 1= =4 (其中固定圓半徑為 3R，繞行滾動圓半徑為

R) 

連心線段長為 4R， 

動點 O1=(4R  

 動點 P=( 1 ,4R 1 ) 

            =(4R ) 

五、如圖 9 和圖 10 所示，圓 O1繞著圓 O 公轉並自轉，圓 O2沿著圓 O1滾動，我們先假設圓

O1繞到圓 O 的正上方，意即與 x 軸夾角 90 度時，進行模擬研究。 

 

圖 9：圓 O 與圓 O1與圓 O2三圓位置圖 
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圖 10：圓 O1及圓 O2繞行圖 

若點 O1移動  圓周，半徑 4R，點 O1軌跡移動 2 =2 ， 

因為點 O2移動速率與點 O1移動速率相等， 

所以，點 O2軌跡移動=2 ，  

我們可以利用相對運動的概念，假設圓 O1靜止不動， 

而圓 O2 繞圓 O1一周，點 O2軌跡移動=2 ，  

推得：圓 O2 繞圓 O1= =  周 

如圖 11 所示，當圓 O1由 0 公轉到 90 ，即點 O1在 y軸上，亦即原點的正上方時， 

點 O2從原本在點 O1的左方滾動到圓 O1的右方，亦即圓 O2的圓心點 O2由-180 自轉

到 0 ，以下將其動畫截圖呈現於表 4。 
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表格 4 圓 O1繞著圓 O 公轉並自轉，圓 O2沿著圓 O1滾動截圖表 
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由上表 4，我們觀察動點 O2的軌跡。 

同時定義圓 O 2上的動點 Q，其起始位置如圖 9。因為： 

圓 O 2的圓心點 O2，從原本在點 O1的-180°方向以 倍繞行圓 O1，    

    = 1+   

   =(4R )+(2R , 2R )) 

   =(4R , 4 ) 

同時，由四、五： 

 ，  ，推得  

       = =  

 =   =  

由以上式子，我們代入 =90 度，圓心 O1坐標(4R )恰位於 y軸上，坐標 

為(0，4R)，而圓心 O2坐標(4R , 4 )位於圓心 O1的

右方且距離為 2R，坐標(2R，4R)。 

此時，再透過動畫驗證式子是否符合 90 度的函數值，發現剛好符合如下圖 11 所

示。 



15 

 

 

圖 11：圓心 O1恰位於 y軸上 

六、因為 P 點坐標=(4R ) 

             Q 點坐標=  

當 O、P、Q 三點在同一直線上，其坡度 OP 與坡度 OQ 相等， 

因此我們可以下列式子表示： 

=  

      消去 ， 

=  

若上式等號成立時，欲解出方程式中的 並非容易，且 

動點 P (4R ) 

和動點 Q  

皆不可能繞至原點，所以不可能為(0，0)， 

亦即： 

 

 



16 

 

皆不可能為 因此，若 =  等號成立時， 

即 

=0 

此時，我們可以判定坡度 OP 與坡度 OQ 相等。 

即使 和  

代表 P、Q 二點同在 y 軸上，這個方式也可以判斷 O、P、Q 三點在同一直線上。 

於是，我們令 

y1=

 

若 y1=0，我們可判定坡度 OP 與坡度 OQ 相等，即 O、P、Q 三點共線。 

 我們藉由繪圖軟體繪出上式函數圖形，且如圖 12，其中橫軸的單位為 亦即 180 度。 

 

圖 12：函數圖形 

由上圖 12 可知，當 為 、2 、3 …時，函數圖形與 x 軸相交，即函數值為 0， 
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     亦即 

 

因此坡度 OP 與坡度 OQ 相等，推得 O、P、Q 三點共線。 

我們將動畫截圖呈現如下表 5： 

表格 5 函數圖形與 x 軸相交截圖表 

   

 

……… 

 2  3  ……… 

七、當 坡度與 坡度相等，O、P、Q 三點在同一直線上，但三點的位置關係仍不能確

定，因此我們可藉由 與 的長度比較，判斷三點位置關係。因為本研究與天體的運

行相關，因此我們以： 

       (一)O 日-Q 月-P 地定義，O、P、Q 三點在同一直線上，且 Q 點介於 O、P 二點之間。 

 (二) O 日-P 地-Q 月定義，O、P、Q 三點在同一直線上，且 P 點介於 O、Q 二點之間。 

因此，若要比較 OP 與 OQ 的長度，可由以下式子判斷 

      因為 O 點坐標=(0 0) 

             P 點坐標=(4R ) 

             Q 點坐標=  

所以 

- =  

 

=R   
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=R

  

於是，令 y2=  

 

(一)若 y2 >0，則 > ， 

(二)若 y2<0，則 < 。 

(三)若 y2=0，則 = 。 

 

因此我們利用電腦繪圖製作函數 y2如圖 13 所示： 

 

圖 13：函數 y2圖 

由上圖 13 觀察，可推得： 

若圖形在 x 軸上方時 y2 >0，則 > ， 

反之，若圖形在 x 軸下方時 y2<0，則 < 。 

八、將圖 12 及圖 13 兩個函數圖形結合如圖 14 所示：  
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圖 14：兩函數結合圖 

y1=

 

若 y1=0，則 = ，則三點共線。 

y2=  

  

(一)若 y1=0，y2 >0，則 > ，三點共線，位置關係為 O 日-Q 月-P 地， 

(二)若 y1=0，y2<0，則 < ，三點共線，位置關係為 O 日-P 地-Q 月。 

因此，我們可以由函數圖形，將三點共線的情況彙整如表 6： 

 

表格 6 三點共線的情況彙整表 

  2  3  4  

位置關係 O 日-P 地-Q 月 O 日-Q 月-P 地 O 日-P 地-Q 月 O 日-Q 月-P 地 
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圖 15：y1的函數圖形與 x 軸交點標記圖 

如上圖，我們可由 y1的函數圖形與 x 軸交點，得到 O、P、Q 三點共線時的  

例如 、2 、3 、…，再由 = 、2 、3 、…，對應 y2函數圖形的 y坐 

標，若為正，則 > ，三點共線，位置關係為 O 日-Q 月-P 地， 

       若為負 O 日-P 地-Q 月。 

 

肆、研究成果 

一、 當兩圓外切時，假設固定圓圓 O 半徑為 R，繞行且滾動圓圓 O1半徑為 r，圓 O1滾動

定圓 O 一周時，動圓 O1自轉= 圈。 

二、 當兩圓外切時，假設固定圓圓 O 半徑為 R，繞行且滾動圓圓 O1半徑為 r，當圓 O1上

的 P 點自轉 1， 則 圓 O1公轉 ，且 1=  。 

三、 當兩圓外切時，假設固定圓圓 O 半徑為 R，繞行且滾動圓圓 O1半徑為 r， 圓 O1公轉

，動點 O1坐標參數式=((R+r) ,(R+r) )。 
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四、 當兩圓外切時，假設固定圓圓 O 半徑為 R，繞行且滾動圓圓 O1半徑為 r，圓 O1公轉

， 

圓 O1上動點 P 坐標參數式=((R+r) +r , (R+r) +r ) 。 

五、 當動圓 O1與定圓 O 外離時，假設固定圓圓 O 的半徑為 R，繞行且滾動圓圓 O1半徑為

R，當圓 O1公轉 圓 O1上的 P 點自轉 1，連心線 4R，其中 1= 。其中 圓 O1上動點 

P 坐標參數式

=( 1 ,4R 1 )=(4R )。 

六、 圓 O1繞著圓 O 公轉並自轉，圓 O2沿著圓 O1滾動，三圓的半徑皆為 R。動點 O2坐標

參數式=(4R , 4 )。 

七、 圓 O1繞著圓 O 公轉並自轉，圓 O2沿著圓 O1滾動，三圓的半徑皆為 R。圓 O2上動點

Q 坐標參數式= 。 

八、 當

=0，則 O、P、Q 三點在同一直線上。 

九、 令

y1=

 

y2=  

  

(一)若 y1=0，y2 >0，則 > ，三點共線，位置關係為 O 日-Q 月-P 地， 

(二)若 y1=0，y2<0，則 < ，三點共線，位置關係為 O 日-P 地-Q 月。 
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伍、討論 

  由以上研究成果，可歸納三圓半徑不同外離的情況如下： 

 

圖 16：三圓半徑不同外離位置關係圖 

 

 

圖 17：三圓半徑不同外離繞行圖 
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假設這三圓中，圓 O 固定，半徑 aR， 

圓 O1繞行圓 O 自轉且公轉，半徑 bR， 

圓 O2繞行圓 O1自轉且公轉，半徑 R，  

連心線 為 cR， 

連心線 為 dR，  

因此可得動點 O1坐標參數式=( )=( cR  cR ) 

當圓 O1公轉 時，圓 O1自轉= =  =  

 
圖 18：圓 O1公轉 時圖形 
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圖 19：圓 O1與圓 O2繞行圖 

 

圓 O1上的動點 P 坐標參數式=( cR 1 , cR 1) 

                                           =( cR , cR  ) 

 

因為  =dR，當圓 O1轉 ，則圓 O2自轉 2= =d  

所以動點 O2坐標參數式=  +  =( cR  , cR  ) 

                                                            =( cR  , cR  ) 

圓 O2上的 Q 點坐標=  +   

                             =( cR  , cR  )+( R  , R  ) 

                             =( cR  , cR  ) 

                            =( cR  , cR  ) 

於是推得：P( cR , cR  ) 
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Q( cR  , cR  ) 

因此，若要求坡度 =坡度 時的 ，可以仿照先前方式， 

令 y1= ( ) 

                                                     (cR ) ) 

在將函數式輸入電腦程式以求得 當然，我們也可以令 

y2=  

 

仿照前述的方式，將函數式輸入電腦繪圖程式，判斷 O、P、Q 三點的位置關係。 

在此，特別說明，整個參數式中，僅有 是變數，其他 a, b, c, d 代表常數。並且數據 a 無出

現在數據的結論中。 

例如：我們可以查出太陽半徑 70 萬公里，地球半徑 6371 公里，月球半徑 1738 公里， 

太陽到地球的距離為 1.5 億公里，地球到月球的距離為 384400 公里，再將月球半徑

設為 R，其他分別設為 aR, bR, cR, dR,而 a, b, c, d 就是已知的常數。 
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陸、結論 

       本研究是針對平面上一定圓、二動圓的關係作討論。事實上，星體的運行是存在於空間

中，且相關的變數非常多，例如星球之間的距離、星球的質量直接影響了引力與轉速；其次

星球的運轉是傾斜某個角度自轉，且運行的軌道是類似於橢圓，因此我們的地球上各個角落

才有可能接受到日照和月光，晝夜不斷的輪迴。因此，若要進行更進階的研究，除了要繼續

扎實的學習數學，也要充實物理及天文科學，才能理解大自然的奧妙，創造人類的文明和福

祉。 
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【評語】030416 

一個有趣的圓繞另一個圓轉動問題，在相切相離的情形之下得到一些

通式，再加入第三圓繞第二圓轉動，第一圓的圓心與第二圓的 P點及

第三圓上一點 Q 在何時會共線的問題作了分析，作者將恆星、行星、

衛星間之關係作了一些說明，是一個有意思的結果，對於任意給定的

圓半徑與連心線長，可再多些著墨，探討更多些的問題。  
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