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摘要 

將 𝑛 個礦石分成 𝑚 袋，每袋礦石數分別為 𝑎1, 𝑎2, … … , 𝑎𝑚 個，每一輪調換或不調換

順序放入 𝑚 袋中，放若干輪後使得各袋礦石數相等，那麼最少放幾輪即可使各袋礦石數相

等？ 

首先用窮舉法尋找 𝑛, 𝑚 較小的情形，之後將其一般化，得到任意 𝑛 個礦石分成任意

 𝑚 袋後，可以放的輪數，及該輪數下各袋礦石的數量。接著，將情形分為 𝑚|𝑛 及 𝑚 ∤ 𝑛

兩種，探討在該情形下任意 𝑎1, 𝑎2, … … , 𝑎𝑚 最少放幾輪相等，研究後得到至多放幾輪即可相

等以及在特定條件下，能找到最少輪數。最後在研究 𝑚 ∤ 𝑛 的過程中，從重複組合的觀

點，得到有趣的結論，將 𝑛 個礦石分成 𝑚 袋後，放 
𝑚

𝑠
 輪總共會有幾套。 

壹、研究動機與文獻 

一、研究動機 

    在科學月刊「森棚教官的數學題」專欄中，我們對游森棚教官提出的問題感興趣，因而

進一步研究，題目如下：阿冠拿三個袋子撿礦石；他認定「一套」是分成 1,2,4 個的七個礦

石。每湊一套，他就把七個礦石放在袋子裡。但是 1,2,4 分別放到不同的袋子，才叫做「放

一套」，而放三套， (1,2,4) + (4,1,2) + (2,4,1) = (7,7,7) ，礦石數目一樣，而且只放一套或

兩套，不可能讓每袋礦石數一樣。於是我們先完成森棚教官提出的問題，從中得到研究此題

目的方向，透過手寫及程式反覆試作修正，研究出一般化的成果。 

 

二、文獻回顧 

決定研究問題後，我們首先上網查詢是否有人做過相關研究，找到在 110 學年度台中

市中小學科學展覽會中，其中一組便是探究此問題。他們研究出：放 1 輪的一套礦石各袋

礦石數都是 
𝒏

𝒎
 個；分 2 袋的礦石放 1 輪或放 2 輪的一套礦石；以及分 3 袋的放 1 至 3 

輪的一套礦石。 

研究過程中，使用了窮舉法，但在使用此方法的討論下，會出現重複的情形，因此在進

行更深入的研究時，所需時間較多，研究的袋數也有所侷限，而本次科展試著改良此方法，

建立於台中科展的研究結果上，研究出任意 𝑛, 𝑚 將其一般化的結果，並進行推展與延伸，

試著解決任意 𝑎1, 𝑎2, … … , 𝑎𝑚 的最少輪數。 
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貳、研究目的 

一、完成科學月刊上的問題。 

二、將 𝑛 個礦石分成 𝑚 袋後，可以放幾輪使得各袋礦石數相等以及各袋礦石數的數量。 

三、將 𝑛 個礦石分成 𝑚 袋，任意 𝑎1, 𝑎2, … … , 𝑎𝑚 的最少輪數。 

    (一) 當 𝑚|𝑛 時的至多輪數及特定條件下的最少輪數。 

    (二) 當 𝑚 ∤ 𝑛 時的至多輪數及特定條件下的最少輪數。 

四、當 𝑚 ∤ 𝑛 時，將 𝑛 個礦石分成 𝑚 袋後，放 
𝑚

𝑠
 輪的總共套數。 

 

參、研究設備及器材 

紙、筆、電腦、Python。 

 

肆、研究過程及方法 

對於此次研究的問題，以下定義名詞與符號： 

名詞定義 

分 𝑚 袋：將 𝑛 分為 (𝑎1, 𝑎2, … … , 𝑎𝑚) ，且 𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑚。 

例：將 12 分 4 袋，代表將 12 分為 (1,2,3,6) ， 𝑛 = 1 + 2 + 3 + 6 = 12。 

放 𝑐 輪：將 (𝑎1, 𝑎2, … … , 𝑎𝑚) 調換順序或不調換順序放入袋子中，放一次稱為放 1 輪。                                                                        

一套：將 (𝑎1, 𝑎2, … … , 𝑎𝑚) 調換順序或不調換順序放袋子中，最少輪數可讓各袋礦石數相 

      等，則 (𝑎1, 𝑎2, … … , 𝑎𝑚) 稱為放該輪數的一套。 

各袋礦石數 𝑘 ：將 (𝑎1, 𝑎2, … … , 𝑎𝑚) 調換順序或不調換順序放袋子中，放一定輪數後讓每 

               個袋子的礦石數相等，稱為 𝑘。 

例： 16 分 4 袋，將 16 分為 (1,2,6,7)，(1,2,6,7) + (7,6,2,1) = (8,8,8,8)，𝑘 = 8。                                                                           

符號定義 

𝑇(𝑛, 𝑚, 𝑐)：將 𝑛 個礦石分成 𝑚 袋，放 𝑐 輪，各袋礦石數。(𝑛, 𝑚, 𝑐 ∈ ℤ, 𝑛 > 𝑚 > 0, 𝑐 > 0)  

< 𝑎(𝑛,𝑚) >：將 𝑛 個礦石分成 𝑚 袋，放第 1 輪的 (𝑎1, 𝑎2, … … , 𝑎𝑚) 數列。 
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< 𝑎𝑚 >：若 𝑛、𝑚 於計算過程中無改變，簡稱為 < 𝑎𝑚 > 。 

𝑃(𝑛, 𝑚, 𝑐)：將 𝑛 礦石分成 𝑚 袋，放 𝑐 輪總共有的套數。 

 

研究架構 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

一、完成科學月刊上的問題。 

天下大事當於大處著眼，小處下手。因此我們先研究在科學月刊上的問題，再進行

歸納和延伸。 

(一)如果有四個袋子，希望放 3 輪才能讓礦石數相同， 1,3,4,4 能否可以稱為一套。 

完成科學月刊上

的問題。 

 

𝑛、𝑚 與輪數

之間有規律 。 

撿礦石  

𝑛、𝑚、輪數及各袋

礦石數的關係。 

得到一般化的結果及 

公式。 

 

1 2 
尋找最少輪數的 

規律。 

當 𝒎|𝒏 時的最少

輪數。 

當 𝒎 ∤ 𝒏 時的最

少輪數。 

 

3 

放 
𝒎

𝒔
 輪的總共

套數。 

4 

放 1 輪時，𝑛 、𝑚、

各袋礦石數的關係。 

放 2 輪時，𝑛、𝑚、

各袋礦石數的關係。 

完成四個問題。 

最少輪數 1、2、3 輪

下 𝑛 與 𝑚 的關係。 

當 𝑛 與 𝑚 互質時

的最少輪數。 
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    經過研究我們發現： (1,3,4,4) 最少 3 輪可以相同，因此 (1,3,4,4) 為放 3 輪的一套。 

詳細情形如表( 1 )： 

輪序 第 1 袋 第 2 袋 第 3 袋 第 4 袋 

第 1 輪 1 3 4 4 

第 2 輪 4 3 1 4 

第 3 輪 4 3 4 1 

𝑘 9 9 9 9 

                                                                           

(二)  1,3,4,4 中一套有 1 + 3 + 4 + 4 = 12 個，能否設計出個數更少的一套？  

    我們發現 (1,1,2,4) 的個數小於 12，1 + 1 + 2 + 4 = 8，8 < 12 ，放 3 輪即可讓每袋數

量為 6 個。 

輪序 第 1 袋 第 2 袋 第 3 袋 第 4 袋 

第 1 輪 1 1 2 4 

第 2 輪 4 1 2 1 

第 3 輪 1 4 2 1 

𝑘 6 6 6 6 

                                                                             

    除表( 2 )之外我們試了其他情形都不符合，因此個數更少的一套為 (1,1,2,4)。 

(三) 1,3,4,4 中有相同的數字，能否設計出四個數字都不一樣的一套？ 

    根據研究我們發現 (1,2,3,6) 的四個數字皆不同，放 3 輪後各袋礦石數相等。 

詳細情形如表( 3 )： 

輪序 第 1 袋 第 2 袋 第 3 袋 第 4 袋 

第 1 輪 1 2 3 6 

第 2 輪 2 6 3 1 

第 3 輪 6 1 3 2 

𝑘 9 9 9 9 

表( 1 ) 

 

表( 3 ) 

 

表( 2 ) 
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(四)如果有七個袋子，希望一直要到放第 5 輪，才能讓各袋礦石數相同，有沒有可能？ 

   如果不可能，為什麼？如果可能，一套礦石最少有幾個？要怎麼分？ 

輪序 第 1 袋 第 2 袋 第 3 袋 第 4 袋 第 5 袋 第 6 袋 第 7 袋 

第 1 輪 1 1 1 1 2 2 6 

第 2 輪 1 1 1 6 2 2 1 

第 3 輪 1 1 6 1 2 2 1 

第 4 輪 1 6 1 1 2 2 1 

第 5 輪 6 1 1 1 2 2 1 

𝑘 10 10 10 10 10 10 10 

                                                                          

輪序 第 1 袋 第 2 袋 第 3 袋 第 4 袋 第 5 袋 第 6 袋 第 7 袋 

第 1 輪 1 1 3 3 4 4 12 

第 2 輪 1 3 3 12 4 4 1 

第 3 輪 3 3 12 1 4 4 1 

第 4 輪 3 12 1 1 4 4 3 

第 5 輪 12 1 1 3 4 4 3 

𝑘 20 20 20 20 20 20 20 

                                                                              

    經過研究我們發現有可能完成題目的目標，且一套礦石最少為 14 個。 

𝑛 = 7 時， 1 輪便相等，因此不符合條件。在表( 4 )中，𝑛 = 14 時，(1,1,1,1,2,2,6) 最少放 

5 輪可以讓各袋礦石數相等，每袋都有 10 個礦石。在表( 5 )中，𝑛 = 28時，(1,1,3,3,4,4,12)

放 5 輪可以讓各袋礦石數相等，每袋都有 20 個礦石。 

    從中我們發現到不只有一種可能性可以完成題目的目標，值得注意的是，其中的數字有

特別的關係：14 ÷ 7 = 2，若使 5 輪相等，2 在一套中重複出現 2 次；𝑛 = 28 時， 

28 ÷ 7 = 4，若使 5 輪相等，4 在一套中重複出現 2 次，另外 𝑛 與 𝑚 和 𝑐 其中有一定的規

律，因此我們展開以下的研究，首先探討 𝑛, 𝑚, 𝑐 的關係。  

表( 4 ) 

 

表( 5 ) 
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二、將 𝒏 個礦石分成 𝒎 袋後，可以放幾輪使得各袋礦石數相等以及各袋礦石數的數量。 

(一) 𝑻(𝒏, 𝒎, 𝟏) 的規律 

完成科學月刊問題的同時，我們找到 𝑛, 𝑚, 𝑐 的關係存在某個規律，我們認為若得到此規

律，定能進一步推展此研究，因此先從較簡單的情形 𝑇(𝑛, 𝑚, 1) 探討： 

1. 將 12 分 3 袋，放 1 輪 𝑘 相等的一套為 (4,4,4)  

    詳細情形如表( 6 )： 

輪數 第 1 袋 第 2 袋 第 3 袋 

1 輪 4 4 4 

𝑘 4 4 4 

                                                                       

2. 將 15 分 5 袋，放 1 輪 𝑘 相等的一套為 (3,3,3,3,3) 

       詳細情形如表( 7 )： 

輪數 第 1 袋 第 2 袋 第 3 袋 第 4 袋 第 5 袋 

1 輪 3 3 3 3 3 

𝑘 3 3 3 3 3 

                                                                         

    經由以上例子，以及其他紀錄在研究紀錄上的例子，我們發現 𝑚 都能整除 𝑛 ，另外我

們發現 𝑇(𝑛, 𝑚, 1) 可由 
𝑛

𝑚
 得到，因此我們猜測： 

𝒎|𝒏，且 𝑻(𝒏, 𝒎, 𝟏) =
𝒏

𝒎
。  

    以下為證明： 

定理一：將 𝒏 個礦石分成 𝒎 袋，若 𝒎 袋中的礦石是放 1 輪的一套礦石， 

        則 𝒎|𝒏，且 𝑻(𝒏, 𝒎, 𝟏) =
𝒏

𝒎
。 

    證：由題目可知 𝑚 袋的礦石 < 𝑎𝑚 > 是放 1 輪的一套礦石， 

        則 𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑚 

     設 𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑚 = 𝑘 (𝑘𝜖ℤ)，則 𝑚𝑘 = 𝑛，得到 𝑘 =
𝑛

𝑚
。 

     ∵ 𝑘 ∈ ℤ 

     ∴ 𝑚|𝑛 

故得證 𝑚|𝑛 且 𝑇(𝑛, 𝑚, 1) =
𝑛

𝑚
。 

    由定理一的發現，提供了之後研究的方向。 

表( 6 ) 

表( 7 ) 
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(二) 𝑻(𝒏, 𝒎, 𝟐) 的規律 

經由 𝑇(𝑛, 𝑚, 1) 所得到的發現，更加肯定 𝑛, 𝑚, 𝑐 之間一定有關係，但還需要做更多的

驗證，因此我們將 𝑐 固定，探討 𝑇(𝑛, 𝑚, 2) 的情形 。 

以森棚教官給予的線索出發，先尋找 4 到 20 顆礦石，分 4 袋的情形。 

從中發現一些特別的例子： 

  ◎某些 < 𝑎𝑚 > 中，若袋數為偶數時，< 𝑎𝑚 > 中的數字特別的排列方式時，< 𝑎𝑚 > 會

是放 2 輪的一套。 

引理一：若 𝒎 為偶數，且 
𝒎

𝟐
 個數字數值為 𝒂 ， 

𝒎

𝟐
 個數字數值為 𝒃，𝒂 ≠ 𝒃，則最少放  

        2 輪使得各袋礦石數相等。 

以下為證明： 

設 𝑛 個礦石分 𝑚 袋( 𝑚 為偶數)，若  
𝑚

2
  袋中有 𝑎  個礦石， 

𝑚

2
 袋中有 𝑏 個礦石， 

𝑎 ≠ 𝑏。 

輪數 第 1 袋 第 2 袋 … 第 
𝑚

2
 袋 第

𝑚

2
+ 1袋 … 第 𝑚 袋 

1 輪 𝑎 𝑎 … 𝑎 𝑏 … 𝑏 

2 輪 𝑏 𝑏 … 𝑏 𝑎 … 𝑎 

𝑘 𝑎 + 𝑏 𝑎 + 𝑏 … 𝑎 + 𝑏 𝑎 + 𝑏 … 𝑎 + 𝑏 

                                                                           

    由表( 8 )得證。 

 

    除了以上引理一的情形，我們另外發現當 < 𝑎𝑚 > 為公差不為 0 的等差數列時，就會

是放 2 輪的一套礦石。 

    以表( 9 )、表( 10 )為例： 

(1)將 10 分 4 袋，放 2 輪相等的一套為 (1,2,3,4) 

      詳細情形如表( 9 )： 

輪數 第 1 袋 第 2 袋 第 3 袋 第 4 袋 

1 輪 1 2 3 4 

2 輪 4 3 2 1 

𝑘 5 5 5 5 

                                                                

表( 8 ) 

 

表( 9) 

 



8 
 

 (2)將 36 分 6 袋，放 2 輪相等的一套為 (1,3,5,7,9,11) 

   詳細情形如表( 10 )下： 

輪數 第 1 袋 第 2 袋 第 3 袋 第 4 袋 第 5 袋 第 6 袋 

1 輪 1 3 5 7 9 11 

2 輪 11 9 7 5 3 1 

𝑘 12 12 12 12 12 12 

    

    經由表( 9 )、表( 10 )，以及其他紀錄在研究紀錄上的例子，發現 𝑚 整除 2𝑛 ，並且

 𝑇(𝑛, 𝑚, 2) =
2𝑛

𝑚
，因此我們猜測： 

若 < 𝒂𝒎 >  為等差數列，則 𝒎|𝟐𝒏，且 𝑻(𝒏, 𝒎, 𝟐) =
𝟐𝒏

𝒎
 

在證明這個猜測之前，我們首先證明：將 𝑛 個礦石分成 𝑚 袋，若 < 𝑎𝑚 > 為等差數

列，則 < 𝑎𝑚 > 是放 2 輪的一套礦石。 

 

引理二：若  < 𝒂𝒎 >  為等差數列，則 < 𝒂𝒎 > 為放 2 輪的一套礦石。 

 證： 

        ∵< 𝑎𝑚 > 為等差數列， 

        設 𝑎1 = 𝑎1, 𝑎2 = 𝑎1 + 𝑑, … … , 𝑎𝑚 = 𝑎1 + (𝑚 − 1)𝑑 

        情況一：若 𝑚 是偶數，如表( 11 )： 

 

輪數 第 1 袋 第 2 袋 … 第 
𝑚

2
 袋 第 

𝑚

2
+ 1 袋 … 第 𝑚 袋 

1 輪 𝑎1 𝑎1 + 𝑑 … 
𝑎1 + (

𝑚

2
− 1)𝑑 𝑎1 +

𝑚

2
𝑑 … 𝑎1 + (𝑚 − 1)𝑑 

2 輪 𝑎1 + (𝑚 − 1)𝑑 𝑎1 + (𝑚 − 2)𝑑 … 
𝑎1 +

𝑚

2
𝑑 𝑎1 + (

𝑚

2
− 1)𝑑 … 𝑎1 

𝑘 2𝑎1 + 𝑚𝑑 − 𝑑 2𝑎1 + 𝑚𝑑 − 𝑑 … 2𝑎1 + 𝑚𝑑 − 𝑑 2𝑎1 + 𝑚𝑑 − 𝑑 … 2𝑎1 + 𝑚𝑑 − 𝑑 

     

        最少放 2 輪便可讓每袋礦石數皆為 2𝑎1 + 𝑚𝑑 − 𝑑 

  

表( 10 ) 

 

表( 11 ) 
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        情況二：若 𝑚 是奇數，如表( 12 )： 

輪數 第 1 袋 第 2 袋 … 
第 

𝑚+1

2
 袋 … 第 𝑚 袋 

1 輪 𝑎1 𝑎1 + 𝑑 … 
𝑎1 + (

𝑚 + 1

2
− 1)𝑑 

… 𝑎1 + (𝑚 − 1)𝑑 

2 輪 𝑎1 + (𝑚 − 1)𝑑 𝑎1 + (𝑚 − 2)𝑑 … 
𝑎1 + (

𝑚 + 1

2
− 1)𝑑 

… 𝑎1 

𝑘 2𝑎1 + 𝑚𝑑 − 𝑑 2𝑎1 + 𝑚𝑑 − 𝑑 … 2𝑎1 + 𝑚𝑑 − 𝑑 … 2𝑎1 + 𝑚𝑑 − 𝑑 

         

         最少放 2 輪便可讓每袋礦石數皆為 2𝑎1 + 𝑚𝑑 − 𝑑 

        由情況一及情況二得證 < 𝑎𝑚 > 為等差數列，則 < 𝑎𝑚 > 為放 2 輪的一套礦石。 

    利用引理二，我們證明： 

引理三：將 𝒏 個礦石分成 𝒎 袋，若 𝒎 袋中的礦石 < 𝒂𝒎 > ，且 < 𝒂𝒎 > 為等差數列， 

        則 𝒎|𝟐𝒏 且 𝑇(𝑛, 𝑚, 2) =
𝟐𝒏

𝒎
。 

證：由題目可知 < 𝑎𝑚 > 為等差數列，利用引理二，得知 < 𝑎𝑚 > 為放 2 輪的一套礦

石，且 𝑛 = 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑚 = 𝑎1 +𝑎1 + 𝑑 + ⋯ + 𝑎1 + (𝑚 − 1)𝑑 =
𝑚×[2𝑎1+(𝑚−1)𝑑]

2
 

設每袋礦石數為 𝑘 ， 𝑘 = 2𝑎1 + (𝑚 − 1)𝑑 

     得 𝑚𝑘 = 𝑚 × [2𝑎1 + (𝑚 − 1)𝑑] = 2𝑛 

     則 𝑚𝑘 = 2𝑛 且 𝑘 =
2𝑛

𝑚
，故得證。 

    除等差數列此特殊狀況符合外，另發現許多非等差數列也符合，像是將 16 分 4 袋，

放 2 輪相等的一套為 (1,2,6,7) 

    詳細情形如表( 13 )： 

輪數 第 1 袋 第 2 袋 第 3 袋 第 4 袋 

1 輪 1 2 6 7 

2 輪 7 6 2 1 

 𝑘 8 8 8 8 

     

表( 12 ) 

 

表( 13 ) 
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    從等差數列的例子與其他放 2 輪的例子我們發現： 

    若 𝒎 為偶數，則 𝒂𝟏 + 𝒂𝒎 = 𝒂𝟐 + 𝒂𝒎−𝟏 = 𝒂𝟑 + 𝒂𝒎−𝟐 = ⋯ = 𝒂𝒎

𝟐
+ 𝒂𝒎

𝟐
+𝟏 =

𝟐𝒏

𝒎
 

    若 𝒎 為奇數，則𝒂𝟏 + 𝒂𝒎 = 𝒂𝟐 + 𝒂𝒎−𝟏 = 𝒂𝟑 + 𝒂𝒎−𝟐 = ⋯ = 𝒂𝒎+𝟏

𝟐

+ 𝒂𝒎+𝟏

𝟐

=
𝟐𝒏

𝒎
 

    因此我們猜測：若 𝒂𝟏 + 𝒂𝒎 = 𝒂𝟐 + 𝒂𝒎−𝟏 = ⋯ =
𝟐𝒏

𝒎
，則 < 𝑎𝑚 > 為放 2 輪的一套礦

石，則 𝑚|2𝑛  且 𝑇(𝑛, 𝑚, 2) =
𝟐𝒏

𝒎
。 

定理二：將 𝒏 個礦石分成 𝒎 袋，若 < 𝒂𝒎 > 中 𝒂𝟏 + 𝒂𝒎 = 𝒂𝟐 + 𝒂𝒎−𝟏 = ⋯ =
𝟐𝒏

𝒎
 ， 

        則 < 𝒂𝒎 > 為放 2 輪的一套礦石， 𝒎|𝟐𝒏 且 𝑻(𝒏, 𝒎, 𝟐) =
𝟐𝒏

𝒎
。 

證：由引理一、引理二及引理三得知，若 < 𝑎𝑚 > 為等差數列時得證。 

    若 < 𝑎𝑚 > 不是等差數列，利用引理二的想法證明 < 𝑎𝑚 > 為放 2 輪的一套礦 

    石。設  𝑎1 + 𝑎𝑚 = 𝑎2 + 𝑎𝑚−1 = ⋯ =
2𝑛

𝑚
 。 

        情況一：若 𝑚 是偶數，如表( 14 )： 

輪數 第 1 袋 第 2 袋 … 第 
𝑚

2
 袋 第 

𝑚

2
+ 1 袋 … 第 𝑚 袋 

1 輪 𝑎1 𝑎2 … 𝑎𝑚
2

 𝑎𝑚
2

+1
 … 𝑎𝑚 

2 輪 𝑎𝑚 𝑎𝑚−2 … 𝑎𝑚
2

+1
 𝑎𝑚

2
 … 𝑎1 

𝑘 𝑎1 + 𝑎𝑚 =
2𝑛

𝑚
 𝑎2 + 𝑎𝑚−2 =

2𝑛

𝑚
 

 
𝑎𝑚

2
+ 𝑎𝑚

2
+1

=
2𝑛

𝑚
 𝑎𝑚

2
+1

+ 𝑎𝑚
2

=
2𝑛

𝑚
 

 
𝑎𝑚 + 𝑎1 =

2𝑛

𝑚
 

       最少放 2 輪便可讓每袋礦石數皆為 
2𝑛

𝑚
。 

       情況二：若 𝑚 是奇數，如表( 15 )： 

輪數 第 1 袋 第 2 袋 … 
第 

𝑚+1

2
 袋 … 第 𝑚 袋 

1 輪 𝑎1 𝑎2 … 𝑎𝑚+1
2

 … 𝑎𝑚 

2 輪 𝑎𝑚 𝑎𝑚−2 … 𝑎𝑚+1
2

 … 𝑎1 

𝑘 𝑎1 + 𝑎𝑚 =
2𝑛

𝑚
 𝑎2 + 𝑎𝑚−2 =

2𝑛

𝑚
 

… 
𝑎𝑚+1

2
+ 𝑎𝑚+1

2
=

2𝑛

𝑚
 

… 
𝑎𝑚 + 𝑎1 =

2𝑛

𝑚
 

表( 14 ) 

 

表( 15 ) 
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        最少放 2 輪便可讓每袋礦石數皆為 
2𝑛

𝑚
。 

    由情況一及情況二得證 < 𝑎𝑚 > 為放 2 輪的一套礦石。 

    由引理三的想法證明 𝑚|2𝑛  且  𝑇(𝑛, 𝑚, 2) =
2𝑛

𝑚
： 

    由上述證明可知 < 𝑎𝑚 > 為放 2 輪的一套礦石，且 𝑛 = 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑚。 

設每袋礦石數為 𝑘，放 2 輪後總礦石數為 2𝑛， 

得 𝑚𝑘 = 2𝑛，則 𝑘 =
2𝑛

𝑚
 

    ∵ 𝑘 ∈ ℤ  

     ∴ 𝑚|2𝑛 

故得證 𝑚|2𝑛 且 𝑇(𝑛, 𝑚, 2) =
2𝑛

𝑚
。 

(三) 𝑻(𝒏, 𝒎, 𝒄) 的規律 

   結合定理一、二的發現，我們探討 𝑇(𝑛, 𝑚, 𝑐) 的情形，發現不同 𝑛, 𝑚, 𝑐 下皆符合： 

𝒏 個礦石 × 𝒄  輪 ÷ 𝒎 袋 = 各袋礦石數 𝒌 

因此我們猜測 𝑇(𝑛, 𝑚, 𝑐) 的規律為： 

𝑻(𝒏, 𝒎, 𝒄) =
𝒄𝒏

𝒎
 

以下為證明： 

定理三：將 𝒏 個礦石分成 𝒎 袋，若 < 𝒂𝒎 > 為放 𝒄 輪的礦石，則 𝒎|𝒄𝒏 且 𝑻(𝒏, 𝒎, 𝒄) =
𝒄𝒏

𝒎
。 

    證：由定理二的證明想法延伸， 

設每袋礦石數為 𝑘，放 𝑐 輪後總礦石數為 𝑐𝑛， 

得 𝑚𝑘 = 𝑐𝑛 則 𝑘 =
𝑐𝑛

𝑚
 

    ∵ 𝑘 ∈ ℤ  

     ∴ 𝑚|𝑐𝑛 

故得證 𝑚|𝑐𝑛 且 𝑇(𝑛, 𝑚, 𝑐) =
𝑐𝑛

𝑚
。 

    由此我們證明了此次的研究重點之一，並繼續深入研究。 

(四) 𝒏, 𝒎, 𝒄 的關係 

    從定理三得到的結果，我們可以去推測幾個礦石，分成幾袋，最少幾輪可以讓各袋礦石

數相等，但在嘗試的過程中，我們發現 𝑛, 𝑚, 𝑐 有一些限制，其中： 

1. 𝑚 > 1 

2. 𝑛 > 𝑚 

3. 𝑚 ≥ 𝑐 
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第 1 點跟第 2 點明顯正確， 𝑚 = 1 時，只分為 1 袋，數量為 𝑛 顆，只需 1 輪即可完

成； 𝑛 = 𝑚 時，每袋皆為 1 顆，也只需 1 輪即可完成，其中第三點需要證明。 

    以下為證明過程： 

引理四：將 𝒏 個礦石分成 𝒎 袋，若 < 𝒂𝒎 > 最少 𝒄 輪讓各袋礦石數相等，則 𝒄 ≤ 𝒎。 

    證：< 𝑎𝑚 > 中  𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑚 = 𝑛 

        設放的輪數 𝑐 > 𝑚 

        但是 

輪數 第 1 袋 第 2 袋 … 第 𝑚 袋 

1 輪 𝑎1 𝑎2 … 𝑎𝑚 

2 輪 𝑎2 𝑎3 … 𝑎1 

… … … … … 

𝑚 輪 𝑎𝑚 𝑎1 … 𝑎𝑚−1 

𝑘 𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑚 = 𝑛 𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑚 = 𝑛 … 𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑚 = 𝑛 

 

在表( 16 )中，最多 𝑚 輪即可使每袋總數皆為 𝑛 ，得 𝑐 = 𝑚 (→←)。 

故得證 𝑐 ≤ 𝑚。 

    此外，在嘗試的過程中，我們發現找符合限制的 𝑛, 𝑚, 𝑐，只要 
 𝑐𝑛

𝑚
∈ ℤ ，就一定能找到一

套礦石，因此我們猜測： 

若 𝑻(𝒏, 𝒎, 𝒄) =
𝒄𝒏

𝒎
∈ ℤ，則可將 𝒏 個礦石分成 𝒎 袋，且放 𝒄 輪。 

    以下為證明： 

定理四：若 𝑻(𝒏, 𝒎, 𝒄) ∈ ℤ ，則可將 𝒏 個礦石分成 𝒎 袋，且放 𝒄 輪。 

    證：由引理四可知 𝑐 ≤ 𝑚 

        設 
𝑐𝑛

𝑚
∉ ℤ，則可將 𝑛 個礦石分成 𝑚 袋，放 𝑐 輪可讓每袋礦石數相等，且每袋礦 

        石數為 𝑘。 

∵
𝑐𝑛

𝑚
∉ ℤ  

∴ 𝑘 ∉ ℤ  

表示各袋總礦石數不是整數，但討論的情境中每一顆礦石皆不可分割，因此不會出 

現各袋總礦石數非整數的情形。 

因此 
𝑐𝑛

𝑚
∉ ℤ 不成立。故得證。 

結合定理三與定理四，得到此次研究的重點之一： 

表( 16 ) 
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定理五：將 𝒏 個礦石分成 𝒎 袋，若且為若 < 𝒂𝒎 > 為放 𝒄 輪的礦石，則 𝒎|𝒄𝒏  

            且 𝑻(𝒏, 𝒎, 𝒄) =
𝒄𝒏

𝒎
。 

 

三、將 𝒏 個礦石分成 𝒎 袋，任意 𝒂𝟏, 𝒂𝟐, … … , 𝒂𝒎 的最少輪數。 

    觀察完 𝑇(𝑛, 𝑚, 𝑐) 的規律以及哪些 𝑛, 𝑚, 𝑐 可以使得 𝑛 個礦石分成 𝑚 袋放 𝑐 輪有可能，

但此時 𝑐 不是最少輪數，因此我們開始研究是否能在任意 < 𝑎𝑚 > 中，找到 < 𝑎𝑚 > 最少放

幾輪。首先探究最少輪數 1 輪、2 輪、3 輪下的情形。 

(一) 最少輪數 1 輪的關係 

   我們先從簡單的情形進行探討，尋找最少輪數 1 輪的關係，而結合定理一的證明能夠

知道：當 < 𝑎𝑚 > 數列的公差為 0 時，放 1 輪便相等。 

定理六：將 𝒏 個礦石分 𝒎 袋，若且為若 < 𝒂𝒎 >  中 𝒂𝟏 = 𝒂𝟐 = ⋯ = 𝒂𝒎 =
𝒏

𝒎
， 

        則 < 𝒂𝒎 > 為最少放 1 輪的一套礦石。 

證：< 𝑎𝑚 > 中𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑚 =
𝑛

𝑚
 

輪數 第 1 袋 第 2 袋 … 第 𝑚 袋 

1 輪 𝑎1 𝑎2 … 𝑎𝑚 

𝑘 𝑎1 =
𝑛

𝑚
 𝑎2 =

𝑛

𝑚
 

… 

𝑎𝑚 =
𝑛

𝑚
 

         

        由表( 17 )得知，放 1 輪後，各袋礦石數皆為 
𝑛

𝑚
，故得證。 

(二) 最少輪數 2 輪的關係 

    找到最少輪數 1 輪的關係，我們開始思考，是否最少輪數 2 輪也有規律，因此開始找

最少輪數 2 輪的關係，在定理二時，已經證明有關係，且關係為：將 𝒏 個礦石分成 𝑚 袋，

若且為若 < 𝒂𝒎 > 中 𝒂𝟏 + 𝒂𝒎 = 𝒂𝟐 + 𝒂𝒎−𝟏 = ⋯ =
𝟐𝒏

𝒎
 ，則  < 𝒂𝒎 > 為放 2 輪的一套礦石。 

由定理二、定理三得證。 

(三) 最少輪數 3 輪的關係 

    找完最少輪數 2 輪的關係，接著我們繼續找下去，看看最少輪數 3 輪有沒有關係：由

定理六證明出最少輪數 1 輪的 < 𝑎𝑚 > 中值皆為 
𝑛

𝑚
 ；由定理二、定理三證明最少輪數 2 輪

的 < 𝑎𝑚 > 中 𝑎1 + 𝑎𝑚 = 𝑎2 + 𝑎𝑚−1 = ⋯ =
2𝑛

𝑚
 ；從一項值為 

𝑛

𝑚
，拓展到兩項值相加為為 

2𝑛

𝑚
，

表( 17 ) 
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利用此想法，我們猜測：若 < 𝑎𝑚 > 中 𝑎1 + 𝑎𝑚 ≠ 𝑎2 + 𝑎𝑚−1 ≠ ⋯ ≠
2𝑛

𝑚
 ，且有三項的值相加

為 
3𝑛

𝑚
，則 < 𝑎𝑚 > 為放 3 輪的一套礦石。 

    接下來我們試著找放 3 輪的例子嘗試猜想是否正確，我們發現： 

1. 當 𝑚 = 4 時，我們的猜想成立，並且發現到剩下的一項值為 
𝑛

4
 ，原因如下： 

  排除 1 輪、2 輪的情形，不失一般性，假設 < 𝑎4 >  中 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎4 =
3𝑛

4
，𝑎3 =

𝑛

4
   

  ∵ 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎4 =
3𝑛

4
  

  若 𝑎3  放 3 輪皆放入同一袋中，則 3 輪後 𝑘 =
3𝑛

4
 

  ∴< 𝑎4 > 為放 3 輪的一套礦石 (By定理五) 

  故得證。 

2. 接著我們繼續嘗試，當 𝑚 = 5 時，猜想成立，並且剩下的兩項值皆為 
2𝑛

5
，原因如下： 

   排除 1 輪、2 輪的情形，不失一般性， 

   假設 < 𝑎5 >  中 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎5 =
3𝑛

5
，𝑎3 = 𝑎4 =

𝑛

5
 

   ∵ 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎5 =
3𝑛

5
 

   若 𝑎3、𝑎4 放 3 輪皆放入同一袋中，則 3 輪後 𝑘 =
3𝑛

5
 

       ∴< 𝑎5 > 為放  3  輪的一套礦石(By 定理五)  

   故得證。 

3. 利用以上的方法，我們繼續試 𝑚 = 6 時的情形，猜想仍成立，但此時會出現三種情形 

(1) 當 6|𝑛 時，會有三項相加為 
3𝑛

6
，其於三項皆為 

𝑛

6
，原因如上述證明方式。 

(2) 當 6|𝑛 時，會有三項相加為 
3𝑛

6
，另外三項皆 ≠

𝑛

6
，但三項相加仍為 

3𝑛

6
。 

(3) 當 6 ∤ 𝑛 時，會有三項相加為 
3𝑛

6
，另外三項皆 ≠

𝑛

6
，但三項相加仍為 

3𝑛

6
。 

利用這個發現，嘗試了更多種情況，當 𝑚|𝑛 時，有較複雜的情況；當 𝑚 ∤ 𝑛 時，符合我

們的猜測，因此之後的研究分成 𝑚|𝑛 與 𝑚 ∤ 𝑛 ，兩個方向討論。 
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(四) 當 𝒎|𝒏 時的最少輪數 

1.利用程式輔助  

剛開始研究此問題時，透過手邊的資料我們沒有找到特別的規律，因此希望能透過更多

例子幫助研究。由於找到 < 𝑎𝑚 > 的最少輪數所需的檢查工作繁雜，我們希望能藉由電腦程

式輔助，但目前所學的程式語言不足以寫出程式，於是我們求助指導老師、學校資訊老師、

在職的程式工程師，得到的回應都相同：如果沒有規律，要寫出此程式只能利用窮舉法，但

隨著數字變多，窮舉法的計算過程會太過龐大，電腦可能會無法運行，因此決定換另一個方

向。 

    既然無法利用程式直接找到 < 𝑎𝑚 > 的最少輪數，我們轉而尋找將 𝑛 分成 𝑚 袋的所有情

形，像是： 7 個礦石分成 3 袋的所有情形為 (5,1,1)、(4,2,1)、(3,3,1)、(3,2,2)這四種，利

用 Python 寫出了以下程式： 

      def part(n, m): 

          def _part(n, m, pre): 

              if n <= 0: 

                  return [] 

              if m == 1: 

                  if n <= pre: 

                      return [[n]] 

                  return [] 

              ret = [] 

              for i in range(min(pre, n), 0, -1): 

                  ret += [[i] + sub for sub in _part(n-i, m-1, i)] 

              return ret 

          return _part(n, m, n) 

       

讓程式運行後，輸入 part(n,m)，n 與 m 填入要尋找的礦石數與袋數，即可找到所有的

情形。 

寫出此程式的過程中，有利用到整數分割的想法，似乎我們的研究與整數分割有所相

關。 

 

2.尋找輪數的上限 

    透過觀察最少輪數 1 輪、2 輪、3 輪下的情形，我們繼續延伸討論，首先利用利用定

理五， 𝑇(𝑛, 𝑚, 𝑐) =
𝑐𝑛

𝑚
 的方法找出 < 𝑎𝑚 > 的最少輪數，但費時費力，後來在尋找的過程

中，發現到 < 𝑎𝑚 > 中值為 
𝑛

𝑚
 的項數量，似乎與最小輪數有關係，像是： 

     當一套礦石中恰有一項值為 
𝑛

𝑚
 時，最少輪數為 𝑚 − 1 輪； 
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     當一套礦石中恰有兩項值為 
𝑛

𝑚
 時，最少輪數為 𝑚 − 2 輪； 

     當一套礦石中恰有三項值為 
𝑛

𝑚
 時，最少輪數為 𝑚 − 3 輪； 

     這些例子中， < 𝑎𝑚 > 中值為 
𝑛

𝑚
 的數量，似乎決定了最少的輪數。 

     因此我們猜測： 

 

猜測：將 𝒏 個礦石分 𝒎 袋，𝒎|𝒏，若且為若 < 𝒂𝒎 > 中有 𝒓 項的值為 
𝒏

𝒎
，則  < 𝒂𝒎 >  

      為放 𝒎 − 𝒓 輪的一套礦石。(𝟎 < 𝒓 ≤ 𝒎 − 𝟐) 

      但在試著證明此猜測時，證明到一半皆無法進行下去，如： 

      (⇒) 

      假設 < 𝑎𝑚 > 中 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + ⋯ + 𝑎𝑚−𝑟−1 + 𝑎𝑚 =
(𝑚−𝑟)𝑛

𝑚
， 

      則 𝑎𝑚−𝑟 + ⋯ + 𝑎𝑚−1 =
𝑟𝑛

𝑚
，但沒有定理能確定 𝑎𝑚−𝑟 = ⋯ = 𝑎𝑚−1 =

𝑛

𝑚
 

      (⇐) 

      ∵ < 𝑎𝑚 > 為放 𝑚 − 𝑟 輪的一套礦石 

      ∴  𝑇(𝑛, 𝑚, 𝑚 − 𝑟) =
(𝑚−𝑟)𝑛

𝑚
( By 定理五) 

      ∵  < 𝑎𝑚 > 為放 𝑚 − 𝑟 輪的一套礦石 

      ∴  < 𝑎𝑚 > 中有 𝑚 − 𝑟 項的值相加為 𝑇(𝑛, 𝑚, 𝑚 − 𝑟) =
(𝑚−𝑟)𝑛

𝑚
 

      ∴ 剩下的 𝑟 項值相加為 𝑛 −
(𝑚−𝑟)𝑛

𝑚
=

𝑟𝑛

𝑚
 

      但也沒有定理能說明這 𝑟 項的值分別為多少。 

 

    不過利用此猜測，我們發現 < 𝑎𝑚 > 中值為 
𝑛

𝑚
 的數量，決定了尋找 < 𝑎𝑚 > 最少輪數時

的上限，因此我們有了較快的找法： 

 

定理七：將 𝒏 分為 𝒎 袋，當 𝒎|𝒏 時，若 < 𝒂𝒎 > 中有 𝒓 項的值為 
𝒏

𝒎
，則 < 𝒂𝒎 >      

        為至多放 𝒎 − 𝒓 輪的礦石。(𝟎 < 𝒓 ≤ 𝒎 − 𝟐)。 

證： 

      不失一般性，假設 < 𝑎𝑚 > 中 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + ⋯ + 𝑎𝑚−𝑟−1 + 𝑎𝑚 =
(𝑚−𝑟)𝑛

𝑚
， 
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      則 𝑎𝑚−𝑟 + ⋯ + 𝑎𝑚−1 =
𝑟𝑛

𝑚
， 

      由定理五可知：(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑚−𝑟−1, 𝑎𝑚) 為放 𝑚 − 𝑟 輪的礦石 

      若 𝑎𝑚−𝑟 = ⋯ = 𝑎𝑚−1 =
𝑛

𝑚
 

      將 𝑎𝑚−𝑟、… 、𝑎𝑚−1 每輪都放在原本的袋子，𝑚 − 𝑟 輪每袋皆有 
(𝑚−𝑟)𝑛

𝑚
 

      故至多放 𝑚 − 𝑟 輪即可讓每袋礦石數相等。 

 

3. 尋找最少輪數 

    利用定理七，確定輪數的上限後，接著利用定理五尋找最少輪數，方法是： 

在定理五中得知 𝑇(𝑛, 𝑚, 𝑚 − 𝑟) =
(𝑚−𝑟)𝑛

𝑚
，找到 𝑛、𝑚 下可能的所有輪數 𝑚 − 𝑟 再代入檢 

查 < 𝑎𝑚 >  最少幾輪。 

    驗證的過程中，我們發現有趣的情形：當 𝑛 為奇數：若輪數少於 𝑚 輪，且其中沒有

 
𝑛

𝑚
，則剩餘 𝑣 個數字可分為 𝑗 組，且 𝑗 | 𝑚。       

    接著解釋 𝑛 為奇數時的情況： 

    說明： 

    ∵ 𝑚 | 𝑛  

      ∴ 𝑛 為奇數時，𝑚 為奇數。 

    若 < 𝑎𝑚 > 輪數為 𝑚 − 𝑣 輪，則其中 𝑚 − 𝑣 個數相加 =
(𝑚−𝑣)𝑛

𝑚
，剩餘 𝑣 個數相加 =

𝑣𝑛

𝑚
。 

    當 𝑚 − 𝑣 為偶數時，𝑣 為奇數，∴
(𝑚−𝑣)𝑛

𝑚
 為偶數。 

    剩餘 𝑣 個數放 𝑚 − 𝑣 輪後 =
(𝑚−𝑣)𝑛

𝑚
 為偶數 

    若 𝑣 個數中 ℎ 個組成一組，共有 𝑗 組，且 ℎ|𝑚 − 𝑣，則 𝑣 − ℎ𝑗 個數沒有分組。 

    如 𝑣 = ℎ𝑗，則此 ℎ 個數相加為 
(𝑚−𝑣)𝑛

𝑚
 的因數，且其中沒有 

𝑛

𝑚
。 

    如 𝑣 ≠ ℎ𝑗，則 𝑣 − ℎ𝑗 個數沒有分組，此 𝑣 − ℎ𝑗 個數要放 𝑚 − 𝑣 輪後 =
(𝑚−𝑣)𝑛

𝑚
， 

    則 𝑣 − ℎ𝑗 個數 =
𝑛

𝑚
。 

    當 𝑚 − 𝑣 為奇數時，𝑣 為偶數，∴
(𝑚−𝑣)𝑛

𝑚
 為奇數。 

    剩餘 𝑣 個數放 𝑚 − 𝑣 輪後 =
(𝑚−𝑣)𝑛

𝑚
 為奇數 

    若 𝑣 個數中 ℎ 個組成一組，共有 𝑗 組，且 ℎ|𝑚 − 𝑣，則 𝑣 − ℎ𝑗 個數沒有分組。 



18 
 

    如 𝑣 = ℎ𝑗，則此 ℎ 個數相加為 
(𝑚−𝑣)𝑛

𝑚
 的因數，且其中沒有 

𝑛

𝑚
。 

    如 𝑣 ≠ ℎ𝑗，則 𝑣 − ℎ𝑗 個數沒有分組，此 𝑣 − ℎ𝑗 個數要放 𝑚 − 𝑣 輪後 =
(𝑚−𝑣)𝑛

𝑚
， 

則 𝑣 − ℎ𝑗 個數 =
𝑛

𝑚
。 

 

(五) 當 𝒎 ∤ 𝒏 時的最少輪數 

1. 𝒏 為質數的規律 

  在研究 𝑚 ∤ 𝑛 時的最少輪數，先從容易的情形探討，當礦石總數 𝑛 為質數時，最少放幾

輪。經過研究我們證明出：當 𝑛 為質數時，最少放 𝑚 輪才會相等。 

 以下為證明： 

引理五：將 𝒏 個礦石分成 𝒎 袋，若 𝒏 為質數，則 < 𝒂𝒎 > 為放 𝒎 輪的一套。 

 證：由定理五可知， 𝑚|𝑐𝑛 

        ∵ 𝑛 為質數 

     ∴ 𝑚|𝑐 

        ∵ 𝑐 ≤ 𝑚 (By 引理四) 

     ∴ 𝑐 = 𝑚，即最少 𝑚 輪才使每袋的礦石數相同，故得證。 

2. 𝒏 和 𝒎 互質 

    證明引理五時，除了 𝑛 是質數的情況，我們也證明出：只要 𝑛 與 𝑚 互質，將 𝑛 個礦石

分成 𝑚 袋，則  < 𝑎𝑚 >  為放 𝑚 輪的一套礦石。 

    以下為證明： 

定理八：將 𝒏 個礦石分成 𝒎 袋，若 (𝒎, 𝒏) = 𝟏，則 < 𝒂𝒎 > 為放 𝒎 輪的一套礦石。 

    證：∵ (𝑚, 𝑛) = 1 

∴ 𝑚 ∤ 𝑛        即最少輪才使每袋的礦石數相同，故得證。 

        由定理五可知，𝑚|𝑐𝑛 

        ∴ 𝑚|𝑐 

        ∵ 𝑐 ≤ 𝑚 (By 引理四) 

        ∴ 𝑐 = 𝑚 

        故得證 < 𝑎𝑚 > 放 𝑚 輪的一套礦石。 

3. (𝒎, 𝒏) = 𝒔(𝒔 ≠ 𝟏) 

  接下來我們將情形一般化，討論 (𝑚, 𝑛) = 𝑠(𝑠 ≠ 1) 的狀況，尋找的方法為： 
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  (1) 利用定理五，𝑇(𝑛, 𝑚, 𝑐) =
𝑐𝑛

𝑚
，首先尋找 𝑛、𝑚 下可能的所有輪數 𝑐。 

  將 < 𝑎𝑚 > 中的數字慢慢配對：找一數與其他數個數字相加符合 𝑐 輪每袋 𝑘 個礦石後，剩

餘的數以 𝑚 除 𝑛 及 𝑚 的最大公因數為單位分組。 

  以 20 分 12 袋為例： 

  (12,20) = 4，12 ÷ 4 = 3 

  12 輪的情況：
𝑐𝑛

𝑚
= 20 ； 9 輪的情況：

𝑐𝑛

𝑚
= 15 ； 6 輪的情況：

𝑐𝑛

𝑚
= 10 ； 

  3 輪的情況：
𝑐𝑛

𝑚
= 5 。 

  利用這些 
𝑐𝑛

𝑚
，看到一個 20 分 12 袋的 < 𝑎𝑚 >，便能找到最少輪數，像是： 

  < 𝑎𝑚 >= (9,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)，9 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 20 ， 

  故 (9,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 最少放 12 輪。 

  < 𝑎𝑚 >= (7,3,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)，7 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 15，剩餘數字三個  

  一組→ (3,1,1)，放 9 輪後可以讓各袋皆為 15 ，故 (7,3,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)最少放 9 輪。 

  < 𝑎𝑚 >= (5,2,2,2,2,1,1,1,1,1,1,1)，5 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 10，剩餘數字三個一組 

  → (2,2,1)(2,2,1)，放 6 輪後可以讓各袋皆為 10 ，故 (5,2,2,2,2,1,1,1,1,1,1,1) 最少放 6 輪 

  < 𝑎𝑚 >= (2,2,2,2,2,2,2,2,1,1,1,1)，2 + 1 + 1 = 5，剩餘數字三個一組→ (2,2,1)(2,2,1) 

  (2,2,1)(2,2,1)，放 3 輪後可以讓各袋皆為 5 ，故 (2,2,2,2,2,2,2,2,1,1,1,1) 最少放 3 輪。 

 

  以下為尋找過程： 

 

𝑛 分 𝑚 袋 

 

(𝑚, 𝑛) = 𝑠 

 

< 𝑎𝑚 > 

 

輪數 
< 𝑎

(
𝑛
𝑠

,
𝑚
𝑠

)
> 

出現次數 𝑟 

5 分 3 袋 1 (3,1,1) 3 1 

5 分 3 袋 1 (2,2,1) 3 1 

10 分 6 袋 2 (5,1,1,1,1,1) 6 0 

10 分 6 袋 2 (4,2,1,1,1,1) 6 0 

10 分 6 袋 2 (3,3,1,1,1,1) 3 2 
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10 分 6 袋 2 (3,2,2,1,1,1) 3 2 

10 分 6 袋 2 (2,2,2,2,1,1) 3 2 

15 分 9 袋 3 (7,1,1,1,1,1,1,1,1) 9 0 

15 分 9 袋 3 (6,2,1,1,1,1,1,1,1) 9 0 

15 分 9 袋 3 (5,3,1,1,1,1,1,1,1) 6 1 

15 分 9 袋 3 (5,2,2,1,1,1,1,1,1) 6 1 

15 分 9 袋 3 (4,4,1,1,1,1,1,1,1) 9 0 

15 分 9 袋 3 (4,3,2,1,1,1,1,1,1) 6 1 

15 分 9 袋 3 (4,2,2,2,1,1,1,1,1) 6 1 

15 分 9 袋 3 (3,3,3,1,1,1,1,1,1) 3 3 

15 分 9 袋 3 (3,3,2,2,1,1,1,1,1) 3 3 

15 分 9 袋 3 (3,2,2,2,2,1,1,1,1) 3 3 

15 分 9 袋 3 (2,2,2,2,2,2,1,1,1) 3 3 

20 分 12 袋 4 (9,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 12 0 

20 分 12 袋 4 (8,2,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 12 0 

20 分 12 袋 4 (7,3,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 9 1 

20 分 12 袋 4 (7,2,2,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 9 1 

20 分 12 袋 4 (6,4,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 12 0 

20 分 12 袋 4 (6,3,2,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 9 1 

20 分 12 袋 4 (6,2,2,2,1,1,1,1,1,1,1,1) 9 1 

20 分 12 袋 4 (5,5,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 6 0 

20 分 12 袋 4 (5,4,2,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 6 0 

20 分 12 袋 4 (5,3,3,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 6 2 

20 分 12 袋 4 (5,3,2,2,1,1,1,1,1,1,1,1) 6 2 

20 分 12 袋 4 (5,2,2,2,2,1,1,1,1,1,1,1) 6  2 
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20 分 12 袋 4 (4,4,3,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 9 1 

20 分 12 袋 4 (4,4,2,2,1,1,1,1,1,1,1,1) 6 1 

20 分 12 袋 4 (4,3,3,2,1,1,1,1,1,1,1,1) 6 2 

20 分 12 袋 4 (4,3,2,2,2,1,1,1,1,1,1,1) 6 2 

20 分 12 袋 4 (4,2,2,2,2,2,1,1,1,1,1,1) 6 2 

20 分 12 袋 4 (3,3,3,3,1,1,1,1,1,1,1,1) 3 4 

20 分 12 袋 4 (3,3,3,2,2,1,1,1,1,1,1,1) 3 4 

20 分 12 袋 4 (3,3,2,2,2,2,1,1,1,1,1,1) 3 4 

20 分 12 袋 4 (3,2,2,2,2,2,2,1,1,1,1,1) 3 4 

20 分 12 袋 4 (2,2,2,2,2,2,2,2,1,1,1,1) 3 4 

 

    在表( 18 )中，雖然利用此方法可以找到 < 𝑎𝑚 > 的最少輪數，但過程十分繁雜且容易出

錯。而在利用此方法的過程中，值得注意的是，當輪數少於 12 輪時，幾乎都會有一組數字

為 (3,1,1) 或是 (2,2,1)，並且因為輪數都是 3 的倍數關係，因此 (3,1,1) 以及 (2,2,1)  

一定可以讓各袋礦石數相等，且 (3,1,1) 和 (2,2,1) 皆是 5 分 3 袋的一套，因此我們開始研

究 𝑎(
𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
) 與 𝑎(𝑛,𝑚) 之間的關係。 

(2) 因為利用上述的方法十分麻煩，我們開始研究表( 18 )裡面的關係：若 (𝑚, 𝑛) = 𝑠，先將

 < 𝑎(
𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
) > 找出，則 < 𝑎𝑚 >  的最少輪數與 < 𝑎(

𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
) > 的組數有關係，若出現 𝑟 組，那麼

 𝑚 − 𝑟 個數相加值為 
𝑛

𝑚
× (𝑚 −

𝑚

𝑠
× 𝑟)，如上表上色部分。  

  以 20 分 12 袋為例： 

  12 輪的情況：
20

12
× (12 − 0) = 20 

  9 輪的情況：
20

12
× (12 − 3 × 1) = 15 

  6 輪的情況：
20

12
× (12 − 3 × 2) = 10 

  3 輪的情況：
20

12
× (12 − 3 × 3) = 5 

表( 18 ) 
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  利用這些 
𝑛

𝑚
× (𝑚 −

𝑚

𝑠
× 𝑟) ，看到任一個 20 分 12 袋的 < 𝑎𝑚 >，便能找到最少輪數，

像是： 

< 𝑎𝑚 >= (9,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)，沒有 (3,3,1) 或 (2,1,1)，故 (9,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 最少放

12 輪。 

< 𝑎𝑚 >= (7,3,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)，有一組 (3,3,1)，故 (7,3,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 最少放 9 輪。 

< 𝑎𝑚 >= (5,3,3,1,1,1,1,1,1,1,1,1)，有二組 (3,3,1)，故 (5,3,3,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 最少放 6 輪。 

< 𝑎𝑚 >= (3,3,3,3,1,1,1,1,1,1,1,1)，有四組 (3,3,1)，故 (3,3,3,3,1,1,1,1,1,1,1,1) 最少放 3 輪。 

    由上述的例子我們推論：將 𝑛 分成 𝑚 袋，先找到 (𝑚, 𝑛) = 𝑠，將 𝑛 與 𝑚 同除 𝑠，用 
𝑛

𝑠
 分

 
𝑚

𝑠
  袋的 < 𝑎

(
𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
)

> 當基準，沒有 
𝑛

𝑠
 分 

𝑚

𝑠
 袋的 < 𝑎𝑚 > 時，最少放 𝑚 輪；有一個 

𝑛

𝑠
 分 

𝑚

𝑠
 袋的

 < 𝑎
(

𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
)

> 時，最少放 𝑚 −
𝑚

𝑠
 輪，有兩個 

𝑛

𝑠
 分 

𝑚

𝑠
 袋的 < 𝑎

(
𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
)

> 時，最少放 𝑚 −
2𝑚

𝑠
 輪；有

三個 
𝑛

𝑠
 分 

𝑚

𝑠
 袋的 < 𝑎

(
𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
)

> 時，最少放 𝑚 −
3𝑚

𝑠
 輪；…；有 𝑠 − 2 個 

𝑛

𝑠
 分 

𝑚

𝑠
 袋的 < 𝑎

(
𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
)

> 

時，最少放 𝑚 −
𝑚

𝑠
× (𝑠 − 2) 輪；有 𝑠 個 

𝑛

𝑠
 分 

𝑚

𝑠
 袋的 < 𝑎

(
𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
)

> 時，最少放 

 𝑚 −
𝑚

𝑠
× (𝑠 − 1) =

𝑚

𝑠
  輪。 

    以下證明有 𝑠 個 
𝑛

𝑠
 分 

𝑚

𝑠
  袋的 < 𝑎

(
𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
)

> 時，最少放 
𝑚

𝑠
 輪： 

定理九：將 𝒏 分 𝒎 袋，當 𝒎 ∤ 𝒏，(𝒎, 𝒏) = 𝒔，若 < 𝒂𝒎 > 中出現 𝒔 組 < 𝒂
(

𝒏

𝒔
,
𝒎

𝒔
)

> ， 

則 < 𝒂𝒎 > 為放 
𝒎

𝒔
 輪的一套。  

   證：將 < 𝑎𝑚 > 分成 𝑠 組，每組皆為 < 𝑎(
𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
) > 

       ∵ (
𝑛

𝑠
,

𝑚

𝑠
) = 1 

       ∴< 𝑎(
𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
) > 為放 

𝑚

𝑠
 輪的一套礦石 (By 定理八)   

        ∵ 𝑠 組皆為放 
𝑚

𝑠
 輪的一套。     

       ∴< 𝑎𝑚 > 為放 
𝑚

𝑠
 輪的一套 



23 
 

    此外從觀察中我們發現不會出現 𝑠 − 1 組 < 𝑎
(

𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
)

> ，原因為： 

若 < 𝑎𝑚 > 中有 𝑠 − 1 組 < 𝑎
(

𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
)

> ，則剩餘礦石為 𝑛 −
𝑛

𝑠
× (𝑠 − 1) =

𝑛

𝑠
 ，剩餘袋數為 

𝑚 −
𝑚

𝑠
(𝑠 − 1) =

𝑚

𝑠
 ，分成 < 𝑎(

𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
) > 的一套，故不會出現 𝑠 − 1 組。 

 

   接著從表( 18 )中可以看到有兩組特例： 

< 𝑎𝑚 > = (5,5,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)，其中沒有 (3,1,1) 和 (2,2,1) 卻是最少放 6 輪的一套； 

< 𝑎𝑚 > = (5,4,2,1,1,1,1,1,1,1,1,1)，其中沒有 (3,1,1) 和 (2,2,1) 卻是最少放 6 輪的一套； 

我們開始研究什麼情況下沒有 < 𝑎
(

𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
)

> 放的輪數卻少於 𝑚 輪，得到若 𝑚|𝑐 時，即便沒有

 < 𝑎
(

𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
)

> 放的輪數仍可能少於 𝑚 輪，原因為：若 𝑚|𝑐 且 𝑐 ≤
𝑚

2
 ，則有可能將 𝑚 個數字拆

成 𝑐 個一組，此時會有 
𝑚

𝑐
 組放 𝑐 輪的一套，此時最少輪數會少於 𝑚 輪。 

    如果能確認剩下的數字中沒有以上的情形，能夠快速找到最少輪數，如定理十： 

定理十：將 𝒏 分為 𝒎 袋，當 𝒎 ∤ 𝒏，(𝒎, 𝒏) = 𝒔，若 < 𝒂𝒎 >  中出現 𝒓 組 < 𝒂
(

𝒏

𝒔
,
𝒎

𝒔
)

> 

        (𝟎 ≤ 𝒓 ≤ 𝒔 − 𝟐)，且剩下的 < 𝒂𝒎 > 中，不能組成 < 𝒂
(𝒃×

𝒏

𝒔
,𝒃×

𝒎

𝒔
)

>  

        (𝒃 ≤
𝐬

𝟐
 且 

𝒃𝒎

𝒔
 |𝒎)，則 < 𝒂𝒎 >  為放 

𝒎(𝒔−𝒓)

𝒔
 輪的一套。  

證：首先證明 < 𝑎𝑚 > 可能的輪數 

    ∵ 𝑇(𝑛, 𝑚, 𝑐) =
𝑐𝑛

𝑚
 且 (𝑚, 𝑛) = 𝑠 

    ∴
𝑐𝑛

𝑚
=

𝑐
𝑛

𝑠
𝑚

𝑠

 

    為使 
𝑐

𝑛

𝑠
𝑚

𝑠

 有解，則 
𝑐

𝑛

𝑠
𝑚

𝑠

∈ ℤ 

    ∵ (
𝑚

𝑠
,

𝑛

𝑠
) = 1  

∴ 𝑐 只能為 
𝑚

𝑠
 的倍數 

∴< 𝑎𝑚 > 可能放 
𝑚

𝑠
,

2𝑚

𝑠
,

3𝑚

𝑠
, … , 𝑚 輪 
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其中 
𝑚

𝑠
= 𝑚 −

𝑚(𝑠−1)

𝑠
,

2𝑚

𝑠
= 𝑚 −

𝑚(𝑠−2)

𝑠
,

3𝑚

𝑠
= 𝑚 −

𝑚(𝑠−3)

𝑠
, … , 𝑚 = 𝑚 −

𝑚(𝑠−𝑠)

𝑠
 

∴ 𝑇(𝑛, 𝑚, 𝑐) 可為 
𝑛

𝑠
,

2𝑛

𝑠
,

3𝑛

𝑠
, … ,

(𝑠−1)𝑛

𝑠
, 𝑛 

若 < 𝑎𝑚 >  中有 𝑟 組 < 𝑎
(

𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
)

> ，則剩餘礦石為 𝑛 −
𝑛

𝑠
× 𝑟 =

𝑛(𝑠−𝑟)

𝑠
，      

剩餘袋數為 𝑚 −
𝑚

𝑠
× 𝑟 =

𝑚(𝑠−𝑟)

𝑠
 ，將 

𝑛(𝑠−𝑟)

𝑠
 分 

𝑚(𝑠−𝑟)

𝑠
 袋  

    ∵ 其中不含 < 𝑎(
𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
) > 

    ∴ 任選 
𝑚

𝑠
 個一組，放 

𝑚

𝑠
 輪後不可能為 

𝑛

𝑠
 

設剩餘 < 𝑎𝑚 > 任取 
𝑚(𝑠−𝑟−𝑔)

𝑠
 一組放 

𝑚(𝑠−𝑟−𝑔)

𝑠
 輪後， 

此 
𝑚(𝑠−𝑟−𝑔)

𝑠
 袋組數為 

𝑚(𝑠−𝑟−𝑔)

𝑠
(1 ≤ 𝑔 ≤ 𝑟) 

    最後剩餘礦石為 
𝑛(𝑠−𝑟)

𝑠
−

𝑛(𝑠−𝑟−𝑔)

𝑠
=

𝑔𝑛

𝑠
，最後剩餘袋數為 

𝑔𝑚

𝑠
，當 𝑔 = 1 時 (⟶⟵) 

    當 𝑔 為其他數時，皆可依此類推，得到 
𝑛

𝑠
 分 

𝑚

𝑠
 袋此矛盾的結果 

    所以 < 𝑎
(

𝑛(𝑠−𝑟)

𝑠
,
𝑚(𝑠−𝑟)

𝑠
)

> 最少放 
𝑚(𝑠−𝑟)

𝑠
 輪。 

    故得證。 

     

    藉由特例及定理十，如果能夠找出 < 𝑎
(𝑏×

𝑛

𝑠
,𝑏×

𝑚

𝑠
)

> 的所有情形，便能夠利用 

< 𝑎
(𝑏×

𝑛

𝑠
,𝑏×

𝑚

𝑠
)

> 快速找到 < 𝑎𝑚 > 的最少輪數。 
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四、當 𝒎 ∤ 𝒏 時，將 𝒏 個礦石分成 𝒎 袋後，放 
𝒎

𝒔
 輪的總共套數。 

    透過表( 18 )，有有趣的發現，我們開始研究 
𝑛

𝑠
 分 

𝑚

𝑠
 袋放 

𝑚

𝑠
 輪的套數，其中跟整數 

分割有關係，因整數分割目前在數學上是一大難題，並且非此次科展重點，所以我們上網參 

閱歷屆科展，只有找到討論整數分割的主題，沒有研究將一數 𝑛 做整數分割時，表示成 𝑚  

個數之和的數量關係，以下用 𝑃(𝑛, 𝑚, 𝑐) 表示將 𝑛 分成 𝑚 袋，放 𝑐 輪總共套數。上網查詢資

料找到 𝑃(𝑛, 𝑚) = 𝑃(𝑛 − 1, 𝑚 − 1) + 𝑃(𝑛 − 𝑚, 𝑚)，但沒有直接表示的公式，因此我們將研究

目標聚焦在將 𝑛 分成 𝑚 袋，放 
𝑚

𝑠
 輪總共有多少套。 

   研究過後得到：將 𝑛 與 𝑚 化為最簡的 
𝑛

𝑠
 與 

𝑚

𝑠
，接著找出 𝑃 (

𝑛

𝑠
,

𝑚

𝑠
,

𝑚

𝑠
)，利用𝑃 (

𝑛

𝑠
,

𝑚

𝑠
,

𝑚

𝑠
) 能 

夠找出 𝑃 (𝑢 ×
𝑛

𝑠
, 𝑢 ×

𝑚

𝑠
,

𝑚

𝑠
) 的套數，原因是：從定理九可知，< 𝑎𝑚 > 若為放

𝑚

𝑠
 輪的一套， 

那麼 < 𝑎𝑚 > 可以拆解成 𝑠 組的 < 𝑎(
𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
) > ；也就是說將 < 𝑎(

𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
) > 放兩組，能夠得到 

 < 𝑎(2×
𝑛

𝑠
,2×

𝑚

𝑠
) >  放 

𝑚

𝑠
 輪的一套，若將 < 𝑎(

𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
) > 全部輪放過一次，出現過的刪掉，統計最後 

有幾種可能性，便是 𝑃 (2 ×
𝑛

𝑠
, 2 ×

𝑚

𝑠
,

𝑚

𝑠
)；依此類推能夠得到 𝑃 (𝑢 ×

𝑛

𝑠
, 𝑢 ×

𝑚

𝑠
,

𝑚

𝑠
)。 

像是： 

(14,6) = 2，找 14 分為 6 袋放 3 輪有幾套時，先找到 < 𝑎(7,3) >，接著輪放，便能找

到 < 𝑎(14,6) > 放 3 輪有哪些，如表( 19 )： 

< 𝑎(7,3) >  < 𝑎(14,6) >放 3 輪的一套 

(5,1,1) (5,1,1,5,1,1) 

(4,2,1) (5,1,1,4,2,1) 

(3,3,1) (5,1,1,3,3,1) 

(3,2,2) (5,1,1,3,2,2) 

 (4,2,1,4,2,1) 

 (4,2,1,3,3,1) 

 (4,2,1,3,2,2) 
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 (3,3,1,3,3,1) 

 (3,3,1,3,2,2) 

 (3,2,2,3,2,2) 

 

    雖然發現了這個關係，但要統整成數學表示十分困難，老師提供重複組合的想法，跟我

們的發現一模一樣：可以想像成將 < 𝑎(
𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
) > 放入 𝑢 個空格中，可以重複放入，那麼可以表

示為：𝐻𝑢

𝑃(
𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
,
𝑚

𝑠
)
，便可找出 < 𝑎(

𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
) > 任意 𝑢 倍放 

𝑚

𝑠
 輪的數量。而單純以數字表示不太容易

去進行研究，因此我們將數字轉換為圖形，如圖( 1 )，能更好的去解釋，也更方便研究。 

 

      
 

 

123 ：5 分 3 袋放 3 輪的情形用 1 × 1 紅色正方形表示。 

  

       ：10 分 6 袋放 6 輪的情形用 1 × 2 藍色長方形表示。 

  

           ：15 分 9 袋放 9 輪的情形用 1 × 3 綠色長方形表示。 

 

              ：20 分 12 袋放 12 輪的情形用 1 × 4 紫色長方形表示。 

     

9 輪 

12 輪 

6 輪 

3 輪 

20 分 12 袋 15 分 9 袋 10 分 6 袋 5 分 3 袋 

表( 19 ) 

 

圖( 1 ) 
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    由圖( 1 )我們得到定理十一： 

定理十一：將 𝒏 分 𝒎 袋，當 𝒎 ∤ 𝒏，(𝒎, 𝒏) = 𝒔，則 𝑷 (𝒏, 𝒎,
𝒎

𝒔
) = 𝑯𝒔

𝑷(
𝒏

𝒔
,
𝒎

𝒔
,
𝒎

𝒔
)
， 

          且 𝑷 (𝒖 ×
𝒏

𝒔
, 𝒖 ×

𝒎

𝒔
,

𝒎

𝒔
) = 𝑯𝒖

𝑷(
𝒏

𝒔
,
𝒎

𝒔
,
𝒎

𝒔
)
。 

    接著從圖( 1 )我們觀察到：除了 𝑃 (𝑛, 𝑚,
𝑚

𝑠
) 有關係， 𝑃 (𝑛, 𝑚, 2 ×

𝑚

𝑠
) 也有關係，以 20 

分 12 袋放 6 輪為例，如圖( 2 )： 

從圖( 2 )中可以看到：原先 𝑃(5,3,3) 所佔的兩 

格(如紅色正方形)，可被 𝑃(10,6,6) 替換(如藍 

色長方形)，亦即每兩個 𝑃 (
𝑛

𝑠
,

𝑚

𝑠
,

𝑚

𝑠
) 可替換成 

一個 𝑃 (
2𝑛

𝑠
,

2𝑚

𝑠
,

2𝑚

𝑠
) ，透過此方法，我們可以 

將 20 分 12 袋放 6 輪看成兩種情形，第一種為放入一個 𝑃(10,6,6) 配上兩個 𝑃(5,3,3) ，第

二種為放入兩個 𝑃(10,6,6)，轉換成數學式子，得到一般化的結果： 

𝐻2
𝑃(5,3,3)

× 𝐻1
𝑃(10,6,6)

+ 𝐻2
𝑃(10,6,6)

= ∑ 𝐻4−2𝑖
𝑃(5,3,3)

× 𝐻𝑖
𝑃(10,6,6)⌊

4

2
⌋

𝑖=1
→ ∑ 𝐻

𝑠−2𝑖

𝑃(
𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
,
𝑚

𝑠
)

× 𝐻
𝑖

𝑃(
2𝑛

𝑠
,
2𝑚

𝑠
,
2𝑚

𝑠
)⌊

𝑠

2
⌋

𝑖=1
  

由此得到定理十二： 

定理十二：𝑷 (𝒏, 𝒎, 𝟐 ×
𝒎

𝒔
) = ∑ 𝑯

𝒔−𝟐𝒊

𝑷(
𝒏

𝒔
,
𝒎

𝒔
,
𝒎

𝒔
)

× 𝑯
𝒊

𝑷(
𝟐𝒏

𝒔
,
𝟐𝒎

𝒔
,
𝟐𝒎

𝒔
)⌊

𝒔

𝟐
⌋

𝒊=𝟏
。 

 

伍、研究結果 

一、完成科學月刊上的問題： 

    透過窮舉法我們順利解決森棚教官提出的四個問題，從中發現 𝑛, 𝑚, 𝑐 有關係，並開始  

    尋找其中的關係。 

二、將 𝑛 個礦石分成 𝑚 袋後，可以放幾輪使得各袋礦石數相等以及各袋礦石數的數量： 

    首先研究最少輪數為 1 輪的時候，證明出 𝑇(𝑛, 𝑚, 1) =
𝑛

𝑚
 ；接著研究最少輪數為 2 輪  

    時的情形，透過等差數列的想法思路，證明出 𝑇(𝑛, 𝑚, 2) =
2𝑛

𝑚
 ；結合以上兩點想法，將 

    其一般化，最終得到此次研究的重要定理：將 𝒏 個礦石分成 𝒎 袋，若且為若 < 𝒂𝒎 > 

    為放 𝒄 輪的礦石，則 𝒎|𝒄𝒏 且 𝑻(𝒏, 𝒎, 𝒄) =
𝒄𝒏

𝒎
。 

 

替換 

圖( 2 ) 

 



28 
 

= 𝑯𝒖

𝑷(
𝒏
𝒔

,
𝒎
𝒔

,
𝒎
𝒔

)
 

三、將 𝑛 個礦石分成 𝑚 袋，任意 𝑎1, 𝑎2, … … , 𝑎𝑚 的最少輪數： 

  (一) 當 𝑚|𝑛 時的至多輪數及特定條件下的最少輪數： 

      利用定理五，能夠將任意 < 𝑎𝑚 > 慢慢的找出最少輪數，因此我們探究是否有更快 

      速的方法找出 < 𝑎𝑚 > 的最少輪數，研究的過程中，目前證明出 < 𝑎𝑚 > 的至多輪 

      數：將 𝒏 分為 𝒎 袋，當 𝒎|𝒏 若 < 𝒂𝒎 >  中有 𝒓 項的值為 
𝒏

𝒎
 ，則 < 𝒂𝒎 > 為至多放 

       𝒎 − 𝒓 輪的礦石。(𝟎 < 𝒓 ≤ 𝒎 − 𝟐)。 

  (二) 當 𝑚 ∤ 𝑛 時的至多輪數及特定條件下的最少輪數： 

      從 𝑛 為質數此容易的狀況開始研究，連結 𝑚 與 𝑛 互質的情形，得到 (𝑚, 𝑛) = 1 

      時，則 < 𝑎𝑚 > 為放 𝑚 輪的一套礦石。以此為基礎，探究 (𝑛, 𝑚) = 𝑠(𝑠 ≠ 1) ，從 

      特例中繼續研究，得到重要定理：將 𝒏 分為 𝒎 袋，當 𝒎 ∤ 𝒏，(𝒎, 𝒏) = 𝒔，若  

< 𝒂𝒎 >  中出現 𝒓 組 < 𝒂
(

𝒏

𝒔
,
𝒎

𝒔
)

> (𝟎 ≤ 𝒓 ≤ 𝒔 − 𝟐)，且剩下的 < 𝒂𝒎 > 中，不能組 

成 < 𝒂
(𝒃×

𝒏

𝒔
,𝒃×

𝒎

𝒔
)

>  (𝒃 ≤
𝐬

𝟐
 且 

𝒃𝒎

𝒔
 |𝒎)，則 < 𝒂𝒎 >  為放 

𝒎(𝒔−𝒓)

𝒔
 輪的一套。 

四、當 𝑚 ∤ 𝑛 時，將 𝑛 個礦石分成 𝑚 袋後，放 
𝑚

𝑠
 輪的總共套數： 

    探究 𝑚 ∤ 𝑛 的最少輪數時，其中有有趣的研究方向，我們將研究目標聚焦於將 𝑛 分成 

    𝑚 袋，放 
𝑚

𝑠
 輪總共有多少套。透過圖像化的思考，結合重複組合，證明出將 𝒏 分 𝒎      

    袋時，當 𝒎 ∤ 𝒏，(𝒎, 𝒏) = 𝒔，則 𝑷 (𝒏, 𝒎,
𝒎

𝒔
) = 𝑯𝒔

𝑷(
𝒏

𝒔
,
𝒎

𝒔
,
𝒎

𝒔
)
 且 𝑷 (𝒖 ×

𝒏

𝒔
, 𝒖 ×

𝒎

𝒔
,

𝒎

𝒔
)  

    ，可以快速找出 𝑛 個礦石分成 𝑚 袋後，放 
𝑚

𝑠
 輪的總共套數，在此基礎上，繼續研究 

    𝑃 (𝑛, 𝑚, 2 ×
𝑚

𝑠
)，得到 𝑃 (𝑛, 𝑚, 2 ×

𝑚

𝑠
) = ∑ 𝐻

𝑠−2𝑖

𝑃(
𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
,
𝑚

𝑠
)

× 𝐻
𝑖

𝑃(
2𝑛

𝑠
,
2𝑚

𝑠
,
2𝑚

𝑠
)⌊

𝑠

2
⌋

𝑖=1
 。 

陸、討論與未來展望 

這次科展完成預設的研究目標： 

一、𝑇(𝑛, 𝑚, 𝑐) =
𝑐𝑛

𝑚
 。 

二、找到 < 𝑎𝑚 > 的最少輪數。 

除此之外還發現 𝑃 (𝑢 ×
𝑛

𝑠
, 𝑢 ×

𝑚

𝑠
,

𝑚

𝑠
) = 𝐻𝑢

𝑃(
𝑛

𝑠
,
𝑚

𝑠
,
𝑚

𝑠
)
 ；不過還有一些地方可以努力，像是將
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𝑃 (𝑢 ×
𝑛

𝑠
, 𝑢 ×

𝑚

𝑠
, 𝑤 ×

𝑚

𝑠
) (𝑢 ≥ 𝑤 > 1)，以及當 𝑚|𝑛 時的最少輪數，用數學式子表示出來。 

這次科展的題目在生活以及課堂中都不曾接觸過，但有趣的題目燃起我們的好奇心，我

們相信只要有這份熱情，定能有所收穫。但隨著我們進行深入的探討及研究，發現沒有任何

一件事情是光靠滿腔熱血就能迎刃而解的，更需要恆心、靈活的運用數學知識以及對未知領

域勇敢探索的精神，在這數學題背後還藏著更多的新關卡等待我們去探索。 

探討的過程使我們耗費了大量的精神與時間，例如：一開始毫無頭緒到尋找 𝑇(𝑛, 𝑚, 𝑐)

的規律、到尋找的結論被推翻、到撰寫證明…，這對於我們來說是平常不會接觸到的，相對

來說我們必須花費更多的時間及精力來完成這次的科展，過程中當然有許多困惑、迷茫、手

足無措，使我們焦頭爛額，但我們亦深知「自古好事多磨難，從來佳期不易得」之理，經過

不少付出後，我們不但從陌生到一定程度的了解，更從中有了發現，這些定理、引理不再是

毫無生氣的文字，而是有著重要、深遠的意義，也是通往知識的大門。 

在數學的道路上，學習到許多偉大的數學家們終其一生都在研究數學，不僅僅是為了在

數學界享有聲名，更多的是在讓數學應用在生活之中，這些也造就了如今深奧且神祕的數學

世界，雖然我們在數學界這個浩瀚的宇宙中是渺小無比的存在，可若是未來有機會且有能力

的條件下，希望本次研究可以被使用在其他的研究中。 

柒、參考資料 
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[2] 明道中學(2021)。110 學年度台中市中小學科學展覽會，撿礦石。 

[3] Herbert S. Wilf.(2000). Lectures on Integer Partitions, p13, 

 from https://www2.math.upenn.edu/~wilf/PIMS/PIMSLectures.pdf  



【評語】030415  

作品考慮𝑛𝑛個礦石分成 m個部分(𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,……,𝑎𝑎𝑚𝑚)，𝑎𝑎1≤𝑎𝑎2≤⋯≤𝑎𝑎𝑚𝑚。

將(𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,……,𝑎𝑎𝑚𝑚)調換次序或不調換次序放入 m 個袋子中，稱為

放置 1 輪，放置若干輪後使得各袋礦石個數相等，作者探討將𝑛𝑛個

礦石分成任意𝑚𝑚個部分(𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,……,𝑎𝑎𝑚𝑚)，在特定條件下所需放置

最少輪數的條件。因為這樣的問題很難找到一個固定的規律性，因

此前半段作者現列舉了一些較簡單的情況，而後半段探討當 𝑚𝑚不是

𝑛𝑛的因數時，將 𝑛𝑛 個礦石分成 𝑚𝑚個部分並且放置 𝑚𝑚/𝑠𝑠 輪後使得各

袋礦石個數相等，與整數分拆有關，作者得到一個重複組合數的公

式。整體而言，整個作品作者使用窮舉的方式來完成問題，可以感

覺出作者的用心，以及對數學的熱忱，但比較可惜的是在後半部的

組合公式，並沒有給一個比較清楚的論述。 
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