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摘要 

       本研究探討原三角形掉落一角後重心產生偏移後，要如何透過截去另兩角的方式才能使

剩餘六邊形重心能回復到原三角形重心。文中依據原三角形、掉落三角形、校正三角形分成

六類探討不變心的切割方式及是否存在唯一性，並透過水平、垂直分量建立數學模型來說明

作用在物體上的力矩平衡，達成重心不會產生偏移。 

        本研究利用水平、垂直分量不發生轉動的條件，列出數學式求出不變心裁切的位置，並

利用 GeoGebra軟體繪圖驗證；且得知僅需【結論 3】的做法，就可以解決所有缺角三角形

保持重心不變的問題。更進一步發現維持不變心的三塊頂點三角形面積並不需要相等，打破

了 49 屆全國科展《剪不斷，理還亂-我就是不變心》的結論。 

壹、 研究動機 

在資優班數學專題課程中遇到了一道有關重心的問題：「在△ 𝐴𝐵𝐶中(𝐺為重心)，如果掉

落一塊△ 𝐴𝐷𝐸， 是否能透過切割另外兩個角來使剩餘六邊形的重心維持在𝐺呢？」根據物理

學平衡的概念我們可以知道： ①如果原△ 𝐴𝐵𝐶和掉落△ 𝐴𝐷𝐸都是正三角形，只要從剩餘兩

角中分別截去和掉落正△ 𝐴𝐷𝐸全等的兩個正三角形(圖 1.1)即可。② 如果原△ 𝑃𝑄𝑅掉落一塊

非正三角形時(圖 1.2)， 又該如何切割才能使剩餘六邊形重心維持在原重心𝐺呢？ 

在正式探討這個問題前我們查閱了相關文獻，發現這個問題曾經有人做過研究，並且找

到一種通過等面積切割解決任意缺角三角形問題的方式。但是針對其研究結論的部份我們產

生了質疑：要使重心不變，三塊頂點三角形的面積一定要相等嗎？面積相等是重心不變的充

分條件嗎？切割方式真的只有一種嗎？如果回到重心的本質思考，只要使得面積相等的等面

積平分線就一定會通過重心嗎？ 就在帶著許多疑問和好奇的心態下展開了科展研究之旅。 

 

 

 

 

   
圖 1.1 正三角形的掉落與切割 圖 1.2 非正三角形的缺角問題 
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貳、 研究目的與名詞釋義 

一、研究目的 

(一)探討缺角三角形重心不變的分類(Case1~ Case6) 中，切割方式是否存在與唯一性。 

(二)探討不同限制條件的分類中，三個頂點三角形面積不完全相等時，缺角三角形不變

心切割的數學性質推導。 

(三)探討三個頂點三角形面積完全不相等時，缺角三角形不變心切割的存在性與切割方

式。 

 

二、名詞釋義 

(一)圖形名詞定義：在研究中，因應研究的需要，我們先將會使用的名詞定義如下。 

名稱 說明 圖例 

頂點三角形 

三角形的三個頂點所切割出的三角

形△ 𝐴𝐷𝐸、 △ 𝐵𝐼𝐽、 △ 𝐶𝐻𝐹稱之。 

其中兩頂點三角形和原三角形重合

在同一邊上的邊長相加需小於原三

角形邊長。 
 

掉落三角形 

為原始問題中，一開始所掉落的頂

點三角形如△ 𝐴𝐷𝐸稱之。 

(文中掉落三角形以紅色表示) 

 

校正三角形 

為了使得重心保持不變，我們所切

割的另外兩個頂點三角形如 

△ 𝐵𝐼𝐽、 △ 𝐶𝐻𝐹稱之。 
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平行截角 

三角形 

在△ 𝐴𝐵𝐶中，令𝐼�̅� ∥ 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ ⟹△

𝐵𝐼𝐽~ △ 𝐴𝐵𝐶。由平行線所截之頂

點三角形如△ 𝐵𝐼𝐽稱之。 

 

等底等積 

三角形 

令𝐶𝐹̅̅̅̅ = 𝐸𝐴̅̅ ̅̅ 、且在𝐻點作平行於𝐶𝐴̅̅ ̅̅

之線段相交於𝐷點，所截等面積之

頂點三角形如△ 𝐶𝐻𝐹、△ 𝐴𝐷𝐸稱

之(等底等高)。 

 

(二)符號設定： 

為了研究的方便，我們統一研究中符號的使用。 

𝑔1：四邊形𝐹𝐻𝐼𝐽之重心 𝐺 ：原三角形△ 𝐴𝐵𝐶之重心 

𝑔2：四邊形𝐷𝐸𝐹𝐽之重心 𝐺1：頂點三角形△ 𝐴𝐷𝐸之重心 

𝑔3：四邊形𝐷𝐸𝐼𝐽之重心 𝐺2：頂點三角形△ 𝐵𝐼𝐽之重心 

𝑔4：四邊形𝐸𝐹𝐻𝐼之重心 𝐺3：頂點三角形△ 𝐶𝐻𝐹之重心 

𝑊1：頂點三角形△ 𝐴𝐷𝐸之面積 𝐴′：原三角形𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 邊長之中點 

𝑊2：頂點三角形△ 𝐵𝐼𝐽之面積 𝐵′：原三角形𝐶𝐴̅̅ ̅̅ 邊長之中點 

𝑊3：頂點三角形△ 𝐶𝐻𝐹之面積 𝐶′：原三角形𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 邊長之中點 

(三)其他定義： 

1.不變心切割：意指在本研究中，缺角三角形的三個角都被移除後，能保持剩餘六

邊形的重心𝑔維持在原三角形中心𝐺不改變的狀態。 

2.研究環境設定為均勻平面：本研究將實驗定義在均勻平面上，因此研究中將面積

視同為質量(重量)來進行探討。 

圖 4.2.1 圖 4.2.2 圖 4.2.3 
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參、 研究設備與器材 

(一)電腦、平板、紙、筆                         (二)GeoGebra軟體 

肆、 研究過程與方法 

 

 

 

 

 

 

一、文獻探討 

二、幾何性質猜測與驗證： 

 

 
結論 1：下方兩塊頂點三角形等底等高，剩餘六邊形重心會在中線上移動。 

三、利用幾何性質導出切割模型： 

 

 

 

 

 

 

 

Lemma 3：原三角形非正三角形，下方兩塊等底等高 - 只需計算中線方向的力矩。 

Lemma 1：利用水平、垂直方向的力矩計算可以找到不變心的切割。 

Lemma 2：原三角形為正三角形，下方兩塊等底等高 - 只需計算垂直方向的力矩。 

結論 2：任意原三角形、任意掉落三角形都能找到相對應的不變心切割方式。 

性質 2：掉落三角形非正三角形。 性質 1：掉落三角形為正三角形。 

性質 4：掉落三角形非正三角形。 性質 3：掉落三角形為正三角形。 

四、利用水平、垂直分量計算出三塊不等積的切割方式： 

 

 

 

結論 3：任意三角形掉落的不變心問題都有相對應三塊面積不相等的切割方式。 

性質 5：掉落任意三角形，校正三角形亦為任意三角形。 

圖 4.1 研究思考流程圖 

圖 4.2 研究架構脈絡圖 
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一、文獻探討 

(一)第 31 屆中小學科展《尋找多邊形重心》，利用三角形重心為中線交點的性質，發展

出找尋凸多邊形重心的方法。其中巧妙的進行不同方向的兩次切割並求得交點(圖

4.1.1)，來省去其他文獻中需要不斷計算三角形面積的麻煩。本研究中使用其找六邊

形重心的方法(圖 4.1.2)，對不變心作圖的結果進行驗證。 

 

 

 

 

 

 

(二)第 49 屆全國中小學科展《剪不斷，理還亂 - 我就是不變心》，利用平行的概念說明

同底等高的兩相異三角形其重心會在平行底邊的直線上移動(圖 4.1.3)，並利用重心

平行轉移定理，透過同底等高的正(等腰)三角形作為媒介，找出一種可以解決缺角

三角形重心不變的方法(圖 4.1.4)。 

我們質疑文獻中所提到，若使三塊頂點三角形面積相等並且使用特定的切割方式，

就可以完成不變心作圖，其中切法是唯一的；我們很好奇面積相同是否為三角形不

變心切割的必要條件？若頂點三角形的面積不相等是否就無法完成不變心切割？其

中的切法又是否唯一？ 

 

 

 

 

 

 

 
圖 4.1.3 重心平行轉移 

 

圖 4.1.4 不變心作圖 

 
圖片來源：張君瑋、王文彥、林羿旻、謝秉耕(2009) 

圖 4.1.2 六邊形重心作圖 

 圖片來源：王哲麒、翁士傑(1991) 

圖 4.1.1 四邊形重心作圖 
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二、缺角三角形不變心切割的分類中，存在性與唯一性的探討 

依據不變心切割的原始問題，我們將原三角形分為正三角形和非正三角形、掉落三角形

分成正三角形(平行截角三角形)及非正三角形(非平行截角三角形)，一共四種類型來做全面

性的討論： 

  
原三角形為正三角形， 

掉落三角形亦為正三角形。 

 

原三角形為正三角形， 

掉落三角形非正三角形。 

 

  
原三角形非正三角形， 

掉落三角形為平行截角三角形。 

原三角形非正三角形， 

掉落三角形非平行截角三角形。 

 

根據上述之分類，我們利用GeoGebra軟體繪圖並進行拖曳，從中發現了通過裁切另

外兩個校正三角形，不變心作圖的方式是存在的。 

分類 原三角形 掉落三角形 校正三角形 切法唯一 

Case1 

正三角形 

正三角形 
2 全等正三角形 是 

Case2 2 等底等積三角形 否 

Case3 非正三角形 
等底等積三角形 

平行截角三角形 
是 

Case4 

非正三角形 

平行截角三角形 

2 平行截角三角形 

(2 全等三角形) 
是 

Case5 2 等底等積三角形 否 

Case6 任意三角形 
等底等積三角形 

平行截角三角形 
是 
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(一)原三角形為正三角形，掉落三角形亦為正三角形之不變心切割。 

其中又可分為兩類，依據校正三角形和掉落三角形是否全等分為以下兩種情形： 

1.二校正三角形和掉落三角形全等。< Case1 > 

原三角形△ 𝐴𝐵𝐶為正三角形，掉落了一塊正△ 𝐵𝐼𝐽

後，若二校正△ 𝐶𝐻𝐹、△ 𝐴𝐷𝐸和掉落△ 𝐵𝐼𝐽全等(正

三角形)，則剩餘六邊形之重心𝑔的位置不會發生偏

移(和原三角形重心𝐺重合)。 

因為校正三角形和掉落三角形為全等之正三角形，

因此切割的方式是唯一的。 

 

2.二校正三角形和原掉落三角形非全等。< Case2> 

原△ 𝐴𝐵𝐶為正三角形，掉落了一塊正△ 𝐵𝐼𝐽後，若

校正△ 𝐶𝐻𝐹、△ 𝐴𝐷𝐸為等底等積三角形(將𝐹點固定

時𝐸點也同時被固定)，則在拖曳動點𝐻時可以發

現，六邊形的重心𝑔會在原△ 𝐴𝐵𝐶之中線𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅上移動

(圖 4.2.2)。因此我們可以得知：若𝐶𝐹̅̅̅̅ = 𝐸𝐴̅̅ ̅̅ 且長度

在某個範圍之內，則在移動點𝐻的過程中一定可以找到一個點(圖 4.2.4)，恰巧使

得六邊形重心𝑔和原三角形的重心𝐺重合。此外重心的移動位置應該存在極大極小

值的限制，在後續的研究中會做詳細的探討。 

其次，因為𝐶𝐹̅̅̅̅ (𝐸𝐴̅̅ ̅̅ )的長度可以改變，因此使得𝐺 = 𝑔的切割方式並不唯一，而我

們也可以將 Case1 歸類為 Case2 的一種特例。 

圖 4.2.2 重心移動軌跡 

圖 4.2.1 重心保持不變

圖 4.2.4 圖 4.2.3 圖 4.2.5 
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(二)原三角形為正三角形，掉落三角形非正三角形之不變心切割。< Case3> 

原△ 𝐴𝐵𝐶為正三角形，掉落了一塊任意△ 𝐴𝐷𝐸後，由

於有了 Case2 的結論，我們可以進行反向切割。先切

出一塊和掉落三角形等底等高的△ 𝐶𝐻𝐹，接著再切一

個正△ 𝐵𝐼𝐽，並且透過點𝐼來控制正△ 𝐵𝐼𝐽的大小。在

移動的過程我們發現，六邊形的重心𝑔會在原△ 𝐴𝐵𝐶

之中線𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅上上下移動(圖 4.2.6)。因此我們可以得

知，在移動點𝐼來改變校正△ 𝐵𝐼𝐽大小的過程中一定可以找到一個點(圖 4.2.8)，恰巧

使得六邊形重心𝑔和原三角形的重心𝐺重合。 

和 Case2 發現的不同是，由於校正△ 𝐶𝐻𝐹的切割方式已經被掉落△ 𝐴𝐷𝐸給固定，因

此我們所找到的切割方式是唯一的。 

 

(三)原三角形非正三角形，掉落三角形為平行截角三角形之不變心切割。 

其中又可分為兩類，依據校正三角形和掉落三角形是否全等分為以下兩種情形： 

1.二校正三角形和原掉落三角形全等。< Case4> 

原△ 𝐴𝐵𝐶為任意三角形 (非正三角形)，掉落一塊

平行截角△ 𝐵𝐼𝐽，若校正△ 𝐶𝐻𝐹、△ 𝐴𝐷𝐸和掉落

△ 𝐵𝐼𝐽全等 (皆為平行截角三角形)，則剩餘六邊

形之重心𝑔位置不會發生偏移(和原三角形重心𝐺

重合)。 

由於校正三角形和掉落三角形全等，因此切割的方式是唯一的。 

圖 4.2.6 重心移動軌跡 

圖 4.2.8 圖 4.2.7 圖 4.2.9 

圖 4.2.10 重心保持不變 



9 

2.二校正三角形和原掉落三角形不全等。< Case5> 

原△ 𝐴𝐵𝐶為任意三角形(非正三角形)，掉落了一

塊平行截角△ 𝐵𝐼𝐽後，若校正△ 𝐶𝐻𝐹、△ 𝐴𝐷𝐸為

等底等積三角形(固定點𝐹時𝐸點也同時被固定)，

則在拖曳動點𝐻時可以發現，六邊形的重心會在

原△ 𝐴𝐵𝐶之中線𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅上移動(圖 4.2.11)。因此我們

可以得知，若𝐶𝐹̅̅̅̅ = 𝐸𝐴̅̅ ̅̅ 且長度在某個範圍內，則

在拖曳動點𝐻的過程中一定可以找到一個點(圖 4.2.13)恰巧使得六邊形重心𝑔和原

三角形的重心𝐺重合。 

其次，因為𝐶𝐹̅̅̅̅ 的長度可以改變，因此可以使得𝐺 = 𝑔的切割方式不唯一，而我們

也可以將 Case4 歸類為 Case5 的一種特例。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.2.11 重心移動軌跡 

圖 4.2.13 圖 4.2.12 圖 4.2.14 
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(四)原三角形非正三角形，掉落三角形非平行截角三角形之不變心切割。< Case6> 

原△ 𝐴𝐵𝐶為任意三角形(非正三角形)，掉落了一

塊任意△ 𝐷𝐸𝐴，由於有了 Case5 的結論，我們可

以進行反向切割，先切出一塊和△ 𝐴𝐷𝐸等底等高

的△ 𝐶𝐻𝐹，接著再切一個平行截角△ 𝐵𝐼𝐽，並且透

過點𝐼來控制△ 𝐵𝐼𝐽的大小。在移動的過程我們發

現，六邊形的重心𝑔會在原△ 𝐴𝐵𝐶之中線𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅上移

動(圖 4.2.15)。因此我們可以得知，在移動點𝐼來改變校正△ 𝐵𝐼𝐽大小的過程中，一定

可以找到一個點(圖 4.2.17)，恰巧使得六邊形重心𝑔和原三角形的重心𝐺重合。 

和 Case5 發現的不同是，由於校正△ 𝐻𝐶𝐹的切割方式已經被掉落△ 𝐷𝐸𝐴給固定，因

此我們所找到的切割方式是唯一的。 

 

 

從上述 Case1-Case6 的討論中，我們可以得到下方的結論： 

 

圖 4.2.15 重心移動軌跡  

【結論 1】 

若在原△ 𝐴𝐵𝐶底邊的兩個頂點三角形(△ 𝐴𝐷𝐸、 △ 𝐶𝐻𝐹) 為等底等積三角形，則剩餘

六邊形的重心𝑔會在原△ 𝐴𝐵𝐶的中線上移動。因此在任意原三角形掉落任意頂點三角形的

命題中，必定存在能使得𝐺 = 𝑔 的另外兩個校正三角形，且切割方式在掉落三角形為平

行截角三角形時(Case2、Case5)並不唯一。 

圖 4.2.17 圖 4.2.16 圖 4.2.18 
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三、不同限制條件的分類中，三個頂點三角形面積不完全相等時，缺角三角形不變心切割的

數學性質推導。 

本研究討論均勻平面上原△ 𝐴𝐵𝐶移除三個頂點三角形後，剩餘六邊形重心𝑔是否能維持

在原△ 𝐴𝐵𝐶重心𝐺。若使作用在物體上的力矩平衡，便可說明物體不發生轉動，在本研究中

將其定義為重心不會產生偏移。 

我們從力矩平衡的概念來計算重心是否產生偏移(圖 4.3.1)，若三塊頂點三角形對於原△

𝐴𝐵𝐶重心𝐺能達成力矩平衡(圖 4.3.2)，則我們可以直觀的推論出剩餘六邊形的重心𝑔必定會和

𝐺重合(圖 4.3.3)，因此在計算上我們只需要考慮△ 𝐴𝐷𝐸、 △ 𝐵𝐼𝐽、 △ 𝐶𝐻𝐹對於𝐺所產生的力

矩，因此可將不變心的條件列為： 

𝐺𝐺1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ×△ 𝐴𝐷𝐸面積(𝑊1) + 𝐺𝐺2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ×△ 𝐵𝐼𝐽面積(𝑊2) + 𝐺𝐺3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ×△ 𝐶𝐻𝐹面積(𝑊3) = 0⃗  

 

 

 

 

 

 

 

        在第二點的分類中，我們已經將原三角形、掉落與校正三角形分為六大類型，以下我們

依據前述分類對裁切原理與切割方式依序進行研究如下。 

 

 

 

【Lemma 1】 

若在原△ 𝐴𝐵𝐶上移除的三塊頂點三角形△ 𝐴𝐷𝐸、 △ 𝐵𝐼𝐽、 △ 𝐶𝐻𝐹滿足： 

𝐺𝐺1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ×△ 𝐴𝐷𝐸面積(𝑊1) + 𝐺𝐺2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ×△ 𝐵𝐼𝐽面積(𝑊2) + 𝐺𝐺3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ×△ 𝐶𝐻𝐹面積(𝑊3) = 0⃗  

則剩餘六邊形重心𝑔和原△ 𝐴𝐵𝐶重心𝐺重合(𝑔 = 𝐺)。 

圖 4.3.1 圖 4.3.2 圖 4.3.3 
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(一)Case1，原三角形及掉落三角形為正三角形，校正三角形亦為正三角形的切割： 

因為校正三角形是三塊全等三角形(面積相等)，在文獻

《剪不斷，理還亂-我就是不變心》中已經透過重心平

行轉移定理找出其作法，加上三塊面積相等的切割並非

本研究所期望的結果，因此本研究不對其做深入的探討

證明，僅引用文獻中的做法來完成。 

 

 

我們將 Lemma 1 中的力矩拆成水平(𝑥軸)、垂直(𝑦軸)方

向來考慮。其中𝐺3𝐺1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 交𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅於點𝑃且𝐺3𝐺1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅，因此水平方

向的力矩平衡可以表示成：  

𝑃𝐺1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ × 𝑊1 + 0 + 𝑃𝐺3

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ × 𝑊3 = 0⃗  

(∵ 𝐺𝐺2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝑥軸  ∴ 𝑊2產生水平方向的力矩 = 0) 

⇒ 𝑃𝐺1
̅̅ ̅̅ ̅ ∙ 𝑊1 = 𝑃𝐺3

̅̅ ̅̅ ̅ ∙ 𝑊3    (方向相反) 

      (1)  ∵△ 𝐴𝐷𝐸、 △ 𝐶𝐻𝐹為等底等積三角形    ∴ 𝑊1 = 𝑊3。 

      (2)  ∵ 𝑆𝑇̅̅̅̅ = 𝑅𝑄̅̅ ̅̅ 、𝑃𝑇̅̅̅̅ = 𝑃𝑄̅̅ ̅̅   ∴ 𝑃𝐺1
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑃𝐺3

̅̅ ̅̅ ̅ ； ∵ 點𝑃在𝐺3𝐺1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 上  ∴ 𝑃𝐺1

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −𝑃𝐺3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗。 

由(1)、(2)故得證三個頂點三角形對於原△ 𝐴𝐵𝐶在水平(𝑥軸)方向的合力矩為 0。 

 

 

 

 

 

【Lemma 2】 

若原△ 𝐴𝐵𝐶為正三角形， 且兩個在原△ 𝐴𝐵𝐶底邊上的△ 𝐴𝐷𝐸、△ 𝐶𝐻𝐹為等底等積三角

形，另一△ 𝐵𝐼𝐽為正三角形，則三個頂點三角形對於原△ 𝐴𝐵𝐶在水平(𝑥軸)方向的合力矩

為 0。 

圖 4.3.5 

圖 4.3.4 
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(二)Case2，原三角形及掉落三角形為正三角形，但校正三角形非正三角形的切割： 

1.切割原理： 

根據 Lemma 1、Lemma 2 我們可以知道，若要在 Case2 中完成不變心作圖，只要

找到使得垂直方向(𝑦軸)達到力矩平衡即可，而其達到力矩平衡的條件為： 

𝐺𝐺2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ × 𝑊2 + (𝐺𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝑊1 + 𝐺𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝑊3 ) = 0⃗  

⇒  𝐺𝐺2
̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑊2  = 𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 𝑊1  + 𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 𝑊3   (𝐺𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗、𝐺𝐺2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗方向相反) 

⇒  𝐺𝐺2
̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑊2  = 𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 2 ∙ 𝑊1  

⇒  𝐺𝐺2
̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑊2  = 𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 2 (

 1 

2
× 𝐸𝐴̅̅ ̅̅ × 3𝑃𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ ) 

因此我們只要使得 𝐸𝐴̅̅ ̅̅  符合： 

𝐸𝐴̅̅ ̅̅ =
    𝐺𝐺2

̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑊2     

𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 3𝑃𝐵′̅̅ ̅̅ ̅
  

便可以使得去除三個頂點三角形後，原三角形在 𝑦 方向達到力矩平衡；那麼將三

塊頂點三角形去除後，剩餘六邊形的重心𝑔就會和原三角形的重心𝐺重合。 

2. 𝑃點限制： 

由於題目最初的限制，切割後所剩下的必須為六邊形，因此我們所求出的頂點三

角形，必須滿足𝐵𝐽̅̅ ̅ + 𝐷𝐴̅̅ ̅̅ < 𝐵𝐴̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐼̅̅ ̅ + 𝐻𝐶̅̅ ̅̅ < 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐶𝐹̅̅̅̅ + 𝐸𝐴̅̅ ̅̅ < 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ 。所以在一開始

找𝑃點時會受到一些條件的限制： 

 

【性質 1】 

假設原△ 𝐴𝐵𝐶與掉落△ 𝐵𝐼𝐽是正三角形且2𝐵𝐼̅̅ ̅ < 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ，若在中線上給定一點𝑃(兩校正三

角形重心到底邊的距離)， 𝑃點和校正△ 𝐴𝐷𝐸、△ 𝐶𝐻𝐹滿足： 

        (1) △ 𝐴𝐷𝐸和 △ 𝐶𝐻𝐹為等底等積三角形 

        (2)  𝐸𝐴̅̅ ̅̅ =  
    𝐺𝐺2

̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑊2     

𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 3𝑃𝐵′̅̅ ̅̅ ̅
   (

  4 ∙ 𝐺𝐺2
̅̅ ̅̅ ̅ ∙ 𝑊2  

3(𝐺𝐵′̅̅ ̅̅ ̅)2
< 𝐸𝐴̅̅ ̅̅ <

1

2
𝐶𝐴̅̅ ̅̅ ) 

        (3)
  2 ∙ 𝐺𝐺2

̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑊2   

3 ∙ 𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ < 𝑃𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ <
1

3
𝐵′′𝐵′̅̅ ̅̅ ̅̅  

則剩餘六邊形重心維持在原三角形重心(𝑔 = 𝐺)。 
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(1) 𝐵𝐽̅̅ ̅ + 𝐷𝐴̅̅ ̅̅ < 𝐵𝐴̅̅ ̅̅ ， 𝐵𝐼̅̅ ̅ + 𝐻𝐶̅̅ ̅̅ < 𝐵𝐶̅̅ ̅̅    

⇒ 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ + 3 ∙ 𝑃𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ < 𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅   (3𝑃𝐵′̅̅ ̅̅ ̅為校正三角形的高) 

⇒ (𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐵′′𝐵′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + 3 ∙ 𝑃𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ < 𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ 

⇒ 3 ∙ 𝑃𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ < 𝐵′′𝐵′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅     ⇒ 𝑃𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ <
 1 

3
∙ 𝐵′′𝐵′̅̅ ̅̅ ̅̅  

(2) 𝐶𝐹̅̅ ̅̅ + 𝐸𝐴̅̅ ̅̅ < 𝐶𝐴̅̅̅̅ ⇒ 2 ∙ 𝐸𝐴̅̅ ̅̅ < 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ ⇒ 2 ∙
    𝐺𝐺2

̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑊2    

𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 3𝑃𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ < 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ ⇒
  2 ∙ 𝐺𝐺2

̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑊2  

3 ∙ 𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 𝐶𝐴̅̅̅̅ < 𝑃𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ 

所以取𝑃點時有解的範圍為
  2 ∙ 𝐺𝐺2

̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑊2  

3 ∙ 𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ < 𝑃𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ <
1

3
𝐵′′𝐵′̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

3.切割方式： 

  
原始正三角形掉落了一塊正三角形 在𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅上找一點𝑃，作𝐵′𝑃′̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐵′𝑃̅̅ ̅̅ ̅ = 3 ∶ 1 

  

過點𝑃′作平行於𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 的直線 

交𝐵𝐴̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 於𝐷、𝐻二點 

計算 𝐸𝐴̅̅ ̅̅ =
𝐺2𝐺̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑊2

𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 3𝑃𝐵′̅̅ ̅̅ ̅
   取 𝐸 點 

並取點𝐹使得 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ = 𝐹𝐶̅̅̅̅  

  
連接𝐷𝐸̅̅ ̅̅ 、𝐹𝐻̅̅ ̅̅  

△ 𝐴𝐷𝐸、 △ 𝐶𝐻𝐹即為所求 
利用六邊形重心作圖進行驗證 

在 Case2 的切割中，我們只要在給定範圍內取一個的𝑃點，就可以找到相對應的切割

方式，因此在 Case2 中所能找到的切割方式有很多種。 
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(三)Case3，原三角形是正三角形但掉落三角形不是正三角形的切割： 

1.切割原理： 

根據性質 1 (Case2)的結論我們可以知道，若掉落△ 𝐴𝐷𝐸為任意三角形時，我們可

以通過反向的切割，先找到一塊等底等積三角形，在反推上方的正 △ 𝐵𝐼𝐽即可。

在反推正 △ 𝐵𝐼𝐽時，根據 Lemma 1、Lemma 2 我們只需要垂直方向(𝑦軸)的力矩： 

(𝐺𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝑊1 + 𝐺𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝑊3  ) + 𝐺𝐺2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ × 𝑊2 = 0⃗  

⇒ 𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 𝑊1  + 𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 𝑊3 = 𝐺𝐺2
̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑊2   (𝐺𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗、𝐺𝐺2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗方向相反) 

⇒  2𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 𝑊1 = (
2

3
𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ −

2

3
𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ ) × (

1

2
∙ 𝐼�̅� ∙ 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

⇒  2𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 𝑊1 =
2

3
(𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ ) × (

1

2
∙

2

√3
𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ ∙ 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

⇒  2𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 𝑊1 =
2

3
(𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ ) × (

1

√3
𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅  2) 

⇒  2𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 𝑊1 =
2

 3√3 
(𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ ) × 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅  2 

⇒ (𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ ) × 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ 2
=

  3√3 ∙ 2𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 𝑊1  

2
 

接著將𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ 的一元三次方程式代入GeoGebra進行繪圖與運算，在計算結果中我

們發現方程式會有三解，其中(𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ )1 < 0 (不合)，(𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ )3 >
 1 

2
𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ ⇒ 𝐵𝐼̅̅ ̅ + 𝐻𝐶̅̅ ̅̅ >

𝐵𝐶̅̅ ̅̅  (不合)，因此可能的解只剩下唯一一組(𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ )2，在圖形上找到點𝐵′′並通過平

行線作圖找到點𝐼、𝐽，就可以完成不變心作圖。 

 

【性質 2】 

假設原△ 𝐴𝐵𝐶是正三角形、掉落△ 𝐴𝐷𝐸為任意三角形且𝑊1 <
 1 
4

△ 𝐴𝐵𝐶面積，若校正

△ 𝐶𝐻𝐹、 △ 𝐵𝐼𝐽(正 △)滿足： 

        (1) △ 𝐴𝐷𝐸和 △ 𝐶𝐻𝐹為等底等積三角形 

        (2)  (𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ ) × 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ 2
=

   3√3 ∙ 2𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 𝑊1    

2
 

則剩餘六邊形重心維持在原三角形重心(𝑔 = 𝐺)。 
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2.切割方式： 

  

原始正三角形掉落了一塊小三角形 取點𝐹使得 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ = 𝐹𝐶̅̅̅̅  

  

過點𝐷作平行於𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 的直線 

交𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅於𝐻、𝑃′二點 
取點𝑃使得𝑃′𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =

 2 

3
𝑃′𝐵′⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

  

通過下方算式計算 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅  後找到點𝐵′′ 

(𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∙ 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ 2
=

3√3 ∙ 2𝐺𝑃̅̅ ̅̅ ∙ 𝑊2

2
 

過𝐵′′作平行於𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 的直線 

交𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐴̅̅ ̅̅  於𝐼、𝐽二點 

  

連接𝐷𝐸̅̅ ̅̅ 、𝐹𝐻̅̅ ̅̅  

△ 𝐴𝐷𝐸、 △ 𝐶𝐻𝐹即為所求 
利用六邊形重心作圖進行驗證 
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圖 4.3.7 圖 4.3.8 

(四)Case4，原三角形非正三角形且掉落三角形為平行截角三角形，校正三角形和掉落三

角形全等的切割： 

因為移除的是三塊和原三角形相似的全等三角形

(面積相等)，同於 Case1 的原因，在本研究中直接

引用文獻中的做法來完成切割。 

 

同 Lemma 2 我們將 Lemma 1 中的力矩拆成水平(𝑥軸)、中線方向的力矩來考慮。其中

𝐺3𝐺1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 交𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅於點𝑃且𝑃為𝐺3𝐺1

̅̅ ̅̅ ̅̅ 之中點，故水平方向的力矩平衡(對中線)可以表示成(圖 4.3.7)：  

𝑃𝐺1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ × 𝑊1 + 𝐺𝐺2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ × 𝑊2 + 𝑃𝐺3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ × 𝑊3 

      (1)  ∵ 𝐺𝐺2
̅̅ ̅̅ ̅在𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅上   ∴  𝐺𝐺2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ × 𝑊2必定會在中線上。 

      (2)  ∵ 𝑆𝑇̅̅̅̅ = 𝑅𝑄̅̅ ̅̅ 、𝑃𝑇̅̅̅̅ = 𝑃𝑄̅̅ ̅̅   ∴ 𝑃𝐺1
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑃𝐺3

̅̅ ̅̅ ̅，點𝑃為 𝐺3𝐺1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 之中點 ⟹ 𝑃𝐺1

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −𝑃𝐺3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

            ∵ 𝑃點為𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅上一點    ∴ 𝑃𝐺1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ × 𝑊1 + 𝑃𝐺3

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ × 𝑊3的平衡點必定會𝑃點(中線)上。 

由(1)、(2)得證三個頂點三角形對於原△ 𝐴𝐵𝐶在水平(𝑥軸)方向的力矩，必定會使重心在

中線上移動，故我們在研究的過程只需要考慮中線方向上的力矩(圖 4.3.8)即可。 

 

  

  

 

 

 

【Lemma 3】 

假設原△ 𝐴𝐵𝐶為任意三角形、△ 𝐵𝐼𝐽為平行截角三角形，且兩個在原△ 𝐴𝐵𝐶底邊上的△

𝐴𝐷𝐸、 △ 𝐶𝐻𝐹為等底等積三角形，則三個頂點三角形對於原△ 𝐴𝐵𝐶的合力矩，必會使剩

餘六邊形重心𝑔在原△ 𝐴𝐵𝐶的中線上移動。 

圖 4.3.6 
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(五)Case5，原三角形非正三角形且掉落三角形為平行截角三角形，校正三角形和掉落三

角形非全等的切割： 

1.切割原理： 

根據 Lemma 1、Lemma 3 我們可以知道，若要在 Case5 中完成不變心作圖，只要

使在中線上以原△ 𝐴𝐵𝐶重心𝐺為支點時，所產生的力矩達到平衡即可： 

𝐺𝐺2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ × 𝑊2 + 𝐺𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ × (𝑊1 + 𝑊3) = 0⃗  

⇒  𝐺𝐺2
̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑊2 = 𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × (𝑊1 + 𝑊3)      (𝐺𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗、𝐺𝐺2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗方向相反) 

⇒  𝐺𝐺2
̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑊2  = 𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 2 ∙ 𝑊1  

⇒  𝐺𝐺2
̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑊2  = 𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 2 ∙ [

 1 

2
× 𝐸𝐴̅̅ ̅̅ × (𝑃′𝐵′̅̅ ̅̅ ̅̅ ∙ sin 𝜃 )] 

⇒  𝐺𝐺2
̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑊2  = 𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 2 ∙ [

 1 

2
∙ 𝐸𝐴̅̅ ̅̅ ∙ (3𝑃𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ ∙ sin 𝜃 )] 

⇒  𝐺𝐺2
̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑊2  = 𝐺𝑃̅̅ ̅̅ ∙ 𝐸𝐴̅̅ ̅̅ ∙ (3𝑃𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ ∙ sin 𝜃 ) 

因此我們只要使得 𝐸𝐴̅̅ ̅̅  符合： 

𝐸𝐴̅̅ ̅̅ =
    𝐺𝐺2

̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑊2     

  𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 3𝑃𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ ∙ sin 𝜃  
  

便能在去除三個頂點三角形後，在中線上以原△ 𝐴𝐵𝐶重心𝐺為支點所產生的力矩

平衡；那麼將三塊頂點三角形去除後，剩餘六邊形的重心𝑔就會和原三角形的重

心𝐺重合。 

 

【性質 3】 

假設原△ 𝐴𝐵𝐶為任意三角形、掉落△ 𝐵𝐼𝐽為平行截角三角形，且2𝐵𝐼̅̅ ̅ < 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ，若在中線

上給定一點𝑃， 𝑃點和校正△ 𝐴𝐷𝐸、 △ 𝐶𝐻𝐹滿足：          

        (1) △ 𝐴𝐷𝐸和 △ 𝐶𝐻𝐹為等底等積三角形 

        (2)  𝐸𝐴̅̅ ̅̅ =  𝐶𝐹̅̅ ̅̅ =
    𝐺𝐺2

̅̅ ̅̅ ̅ ∙ 𝑊2     

  𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 3𝑃𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ ∙ sin 𝜃  
  (𝜃 = ∠𝐵𝐵′𝐴 ) 

        (3)
  2 ∙ 𝐺𝐺2

̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑊2  

 3 ∙ 𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ ∙ sin 𝜃 
< 𝑃𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ <

1

3
𝐵′′𝐵′̅̅ ̅̅ ̅̅  

則剩餘六邊形重心維持在原三角形重心(𝑔 = 𝐺)。 
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2. 𝑃點限制： 

由於題目最初的限制，切割後所剩下的必須為六邊形，因此我們所求出的頂點三

角形，必須滿足𝐵𝐽̅̅ ̅ + 𝐷𝐴̅̅ ̅̅ < 𝐵𝐴̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐼̅̅ ̅ + 𝐻𝐶̅̅ ̅̅ < 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐶𝐹̅̅̅̅ + 𝐸𝐴̅̅ ̅̅ < 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ 。所以在一開始

找𝑃點時會受到一些條件的限制： 

(1)同性質 𝟏 ⇒ 𝑃𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ <
 1 

3
∙ 𝐵′′𝐵′̅̅ ̅̅ ̅̅  

(2) 𝐶𝐹̅̅ ̅̅ + 𝐸𝐴̅̅ ̅̅ < 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ ⇒ 2 ∙ 𝐸𝐴̅̅ ̅̅ < 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ ⇒ 2 ∙
    𝐺𝐺2

̅̅ ̅̅ ̅ ∙ 𝑊2     

  𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 3𝑃𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ ∙ sin 𝜃  
< 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ ⇒

  2 ∙ 𝐺𝐺2
̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑊2   

 3 ∙ 𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ ∙ sin 𝜃 
< 𝑃𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ 

所以取𝑃點時有解的範圍為
  2 ∙ 𝐺𝐺2

̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑊2  

 3 ∙ 𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ ∙ sin 𝜃 
< 𝑃𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ <

1

3
𝐵′′𝐵′̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

 

3.切割方式： 

  

原始三角形掉落了一塊相似的小三角形 
在𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅上取適當點𝑃 

並使得 𝐵′𝑃′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 3 ∙ 𝐵′𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

  

過點𝑃′作平行於𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 的直線 

交𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐴̅̅ ̅̅ 於𝐻、𝐷二點 

通過下方算式計算 𝐴𝐸̅̅ ̅̅  後找到點𝐸 

並透過𝐸𝐴̅̅ ̅̅ =  𝐶𝐹̅̅ ̅̅ 找到點𝐹 

𝐸𝐴̅̅ ̅̅ =
𝐺2𝐺̅̅ ̅̅ ̅ ∙ 𝑊2

  𝐺𝑃̅̅ ̅̅ ∙ 3 ∙ 𝑃𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ ∙ sin 𝜃  
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連接𝐷𝐸̅̅ ̅̅ 、𝐹𝐻̅̅ ̅̅  

△ 𝐴𝐷𝐸、 △ 𝐶𝐻𝐹即為所求 
利用六邊形重心作圖進行驗證 

在 Case5 的切割中，我們只要在給定範圍內取一個的𝑃點，就可以找到相對應的切割

方式，因此在 Case5 中所能找到的切割方式有很多種。 

 

(六)Case6，原三角形非正三角形且掉落三角形非平行截角三角形，校正三角形也非平行

截角三角形的切割： 

1.切割原理： 

根據性質 2 (Case5)的結論我們可以知道，若掉落△ 𝐴𝐷𝐸為任意三角形時，我們可

以通過反向的切割，先找到一塊等底等積三角形，在反推上方的正 △ 𝐵𝐼𝐽即可。

在反推正 △ 𝐵𝐼𝐽時，根據 Lemma 1、Lemma 3 我們只需要考慮中線方向上的力矩： 

𝐺𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ × ( 𝑊1 + 𝑊3 ) + 𝐺𝐺2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ × 𝑊2 = 0⃗  

⇒ 𝐺P̅̅̅̅ × ( 𝑊1 + 𝑊3 ) = 𝐺𝐺2
̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑊2     (𝐺𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗、𝐺𝐺2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗方向相反) 

⇒ 𝐺P̅̅̅̅ × 2 ∙ 𝑊1 = 𝐺𝐺2
̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑊2 

⇒  2𝐺𝑃̅̅ ̅̅ ∙ 𝑊1 = (
2

3
𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ −

2

3
𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ ) × [(

1

2
∙ 𝐼�̅� ∙ (𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ ∙ sin 𝜃)] 

【性質 4】 

假設原△ 𝐴𝐵𝐶和掉落△ 𝐴𝐷𝐸皆為任意三角形且𝑊1 <
 1 
4

△ 𝐴𝐵𝐶面積，若校正△ 𝐶𝐻𝐹、

△ 𝐵𝐼𝐽(平行截角 △)滿足： 

        (1) △ 𝐴𝐷𝐸和 △ 𝐶𝐻𝐹為等底等積三角形 

        (2)  (𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∙ 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅  2 =
  2𝐺𝑃̅̅ ̅̅ ∙ 𝑊1 ∙ 3𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅  

𝐶𝐴̅̅ ̅̅ ∙ sin 𝜃
 

則剩餘六邊形重心維持在原三角形重心(𝑔 = 𝐺)。 
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⇒  2𝐺𝑃̅̅ ̅̅ ∙ 𝑊1 =
 2 

3
(𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ ) × [(

1

2
∙
 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ ∙ 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅  

𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ ∙ (𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ ∙ sin 𝜃)] 

⇒  2𝐺𝑃̅̅ ̅̅ ∙ 𝑊1 = (𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ×
 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ ∙ 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅  2 ∙ sin 𝜃 

3 ∙ 𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅  

⇒ (𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∙ 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅  2 =
  2𝐺𝑃̅̅ ̅̅ ∙ 𝑊1 ∙ 3𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅  

𝐶𝐴̅̅ ̅̅ ∙ sin 𝜃
 

接著將𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ 的一元三次方程式輸入GeoGebra進行繪圖運算，在計算結果中我們

發現方程式會有三解，其中(𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ )1 < 0 (不合)，(𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ )3 >
 1 

2
𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ ⇒ 𝐵𝐼̅̅ ̅ + 𝐻𝐶̅̅ ̅̅ >

𝐵𝐶̅̅ ̅̅  (不合)，因此可能的解只剩下唯一一組(𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ )2，在圖形上找到點𝐵′′並通過平

行線作圖找到點𝐼、𝐽，就可以完成不變心作圖。 

2.切割方式： 

  

原始三角形掉落了一塊小三角形 取點𝐹使得 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ = 𝐹𝐶̅̅̅̅  

  
過點𝐷作平行於𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 的直線 

交𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅於𝐻、𝑃′二點 
取點𝑃使得𝑃′𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =

 2 

3
𝑃′𝐵′⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

  

通過下方算式計算 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅  後找到點𝐵′′ 

(𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ ) × 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ 2
=

2𝐺𝑃̅̅ ̅̅ ∙ 𝑊1 ∙ 3𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅

𝐶𝐴̅̅ ̅̅ ∙ sin 𝜃
 

過𝐵′′作平行於𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 的直線 

交𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐴̅̅ ̅̅  於𝐼、𝐽二點 
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連接𝐼�̅�、𝐹𝐻̅̅ ̅̅  

△ 𝐵𝐼𝐽、 △ 𝐶𝐻𝐹即為所求 
利用六邊形重心作圖進行驗證 

 

 

 

四、用水平、垂直分量建立數學模型，找出三塊頂點三角形面積完全不相等時，缺角三角形

重心不變的切割位置。 

  在前述研究中為了將兩個方向的簡化為只需考慮一個方向的計算，因此將在原△ 𝐴𝐵𝐶底

邊上的△ 𝐴𝐷𝐸、 △ 𝐶𝐻𝐹限制為等底等積三角形，但本研究目的(三)希望找到三塊面積皆不相

等的不變心切割方式，因此我們從 Lemma 1 的公式進行推導並希望能找到三塊不等積的不變

心切割方式。 

  因應未知數的增加，我們以𝐶點作為原點，並將所有的點進行坐標化來思考： 

𝐴(𝑥𝐴, 0)，𝐵(𝑥𝐵 , 𝑦𝐵)、𝐶(0,0)、𝐷(𝑥𝐷, 𝑦𝐷)、𝐸(𝑥𝐸, 0)、𝐹(𝑥𝐹 , 0)、𝐻(𝑥𝐻, 𝑦𝐻)、𝐼(𝑥𝐼 , 𝑦𝐼)、𝐽(𝑥𝐽 , 𝑦𝐽) 

【結論 2】 

若在原△ 𝐴𝐵𝐶底邊的兩個頂點三角形(△ 𝐴𝐷𝐸、 △ 𝐶𝐻𝐹) 為等底等積三角形，則在研

究中給定的範圍內必定可以找到相對應不變心的切割方式，其中△ 𝐵𝐼𝐽和另外兩塊頂點三

角形的面積不必相等，且切割方式在特定條件(Case2、Case5)中並不唯一。 

【猜想】 

假設原△ 𝐴𝐵𝐶和掉落△ 𝐵𝐼𝐽皆為任意三角形，若在適當範圍 

內給定校正△ 𝐴𝐷𝐸，則可以通過 Lemma 1 找到關係式並計算 

出另一校正△ 𝐶𝐻𝐹完成不變心作圖。 
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  因為點𝐻在𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 上，因此我們可以將其表示為𝐻 (𝑥𝐻,
𝑦𝐵

𝑥𝐵
𝑥𝐻)，因此未知數只剩下𝑥𝐹、𝑥𝐻，

故我們確信三塊三角形面積不相等的切割方式是存在的，我們只需要將 Lemma 1 的公式拆成

水平、垂直分量來計算後，找到最後的校正△𝐶𝐻𝐹即可完成。 

  延續前述【猜想】，設𝐶(0,0)、𝑥𝐹 = 𝑋、𝑥𝐻 = 𝑡： 

𝐴(𝑥𝐴, 0)，𝐵(𝑥𝐵 , 𝑦𝐵)，𝐷(𝑥𝐷, 𝑦𝐷)、𝐸(𝑥𝐸, 0)、𝐹(𝑋, 0)、𝐻 (𝑡,
 𝑦𝐵  

𝑥𝐵
∙ 𝑡)、𝐼(𝑥𝐼 , 𝑦𝐼)、𝐽(𝑥𝐽 , 𝑦𝐽) 

𝐺 =
  (𝐴 + 𝐵 + 𝐶)  

3
= (

  (𝑥𝐴 + 𝑥𝐵)  

3
,
  (𝑦𝐵)  

3
) 

𝐺1 =
  (𝐴 + 𝐷 + 𝐸)  

3
= (

  (𝑥𝐴 + 𝑥𝐷 + 𝑥𝐸)  

3
,
  (𝑦𝐷)  

3
) 

𝐺2 =
  (𝐵 + 𝐼 + 𝐽)  

3
= (

  (𝑥𝐵 + 𝑥𝐼 + 𝑥𝐽)  

3
,
  (𝑦𝐵 + 𝑦𝐼 + 𝑦𝐽)  

3
) 

𝐺3 =
  (𝐶 + 𝐹 + 𝐻)  

3
= (

  (𝑋 + 𝑡)  

3
,
  (

 𝑦𝐵 
𝑥𝐵

∙ 𝑡)  

3
) 

𝐺𝐺1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (

  (𝑥𝐷 + 𝑥𝐸 − 𝑥𝐵)  

3
,
  (𝑦𝐷 − 𝑦𝐵)  

3
) 

𝐺𝐺2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (

  (𝑥𝐼 + 𝑥𝐽 − 𝑥𝐴)  

3
,
  (𝑦𝐼 + 𝑦𝐽)  

3
) 

𝐺𝐺3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (

  (𝑋 + 𝑡 − 𝑥𝐴 − 𝑥𝐵)  

3
,
  (

 𝑦𝐵 
𝑥𝐵

∙ 𝑡 − 𝑦𝐵)  

3
) 

𝑊1 =
  (𝑥𝐴 − 𝑥𝐸) ∙ 𝑦𝐷   

2
 、  𝑊3 =

  𝑋 ∙ (
 𝑦𝐵 
𝑥𝐵

∙ 𝑡) 

2
 

𝑊2 =
  |𝑥𝐼 ∙ (𝑦𝐽 − 𝑦𝐵) + 𝑥𝐵 ∙ (𝑦𝐼 − 𝑦𝐽) + 𝑥𝐽 ∙ (𝑦𝐵 − 𝑦𝐼)|  

2
 

【性質 5】 

假設原△ 𝐴𝐵𝐶和掉落△ 𝐵𝐼𝐽皆為任意三角形，先在 

適當範圍內給定校正△ 𝐴𝐷𝐸，若校正△ 𝐶𝐻𝐹的坐標 

𝐹(𝑋, 0)、𝐻 (𝑡,
 𝑦𝐵  

𝑥𝐵
∙ 𝑡)  (𝑋、𝑡為未知數) 符合： 

{

 (𝑋 + 𝑡 − 𝑥𝐴 − 𝑥𝐵) ∙ (𝑋 ∙
 𝑦𝐵 

𝑥𝐵

∙ 𝑡) = −[(𝑥𝐷 + 𝑥𝐸 − 𝑥𝐵) ∙ (𝑥𝐴 − 𝑥𝐸) ∙ 𝑦𝐷 + (𝑥𝐼 + 𝑥𝐽 − 𝑥𝐴) ∙ (𝑥𝐽 − 𝑥𝐼) ∙ (𝑦𝐵 − 𝑦𝐼)]

  (
 𝑦𝐵 

𝑥𝐵

∙ 𝑡 − 𝑦𝐵) ∙ (𝑋 ∙
 𝑦𝐵  

𝑥𝐵

∙ 𝑡) = −[ (𝑦𝐷 − 𝑦𝐵) ∙ (𝑥𝐴 − 𝑥𝐸) ∙ 𝑦𝐷 + (𝑦𝐼 + 𝑦𝐽) ∙ (𝑥𝐽 − 𝑥𝐼) ∙ (𝑦𝐵 − 𝑦𝐼)]                     
 

其中0 < 𝑋 < 𝑥𝐸 ； 0 < 𝑡 < 𝑥𝐼，則剩餘六邊形重心維持在原三角形重心(𝑔 = 𝐺)。 
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  接著將使用 Lemma 1 將其拆成水平、垂直兩個方向分開討論： 

  (1)從水平(𝑥軸)方向考慮： 

⇒ (
  (𝑥𝐷 + 𝑥𝐸 − 𝑥𝐵)  

3
, 0) ×

  (𝑥𝐴 − 𝑥𝐸) ∙ 𝑦𝐷   

2

+ (
  (𝑥𝐼 + 𝑥𝐽 − 𝑥𝐴)  

3
, 0) ×

  |𝑥𝐼 ∙ (𝑦𝐽 − 𝑦𝐵) + 𝑥𝐵 ∙ (𝑦𝐼 − 𝑦𝐽) + 𝑥𝐽 ∙ (𝑦𝐵 − 𝑦𝐼)|  

2

+ (
  (𝑋 + 𝑡 − 𝑥𝐴 − 𝑥𝐵)  

3
, 0) ×

  𝑋 ∙ (
 𝑦𝐵 
𝑥𝐵

∙ 𝑡)  

2
= 0⃗  

⇒
 1 

6
∙ [ (𝑥𝐷 + 𝑥𝐸 − 𝑥𝐵) × (𝑥𝐴 − 𝑥𝐸) ∙ 𝑦𝐷

+ (𝑥𝐼 + 𝑥𝐽 − 𝑥𝐴) × |𝑥𝐼 ∙ (𝑦𝐽 − 𝑦𝐵) + 𝑥𝐵 ∙ (𝑦𝐼 − 𝑦𝐽) + 𝑥𝐽 ∙ (𝑦𝐵 − 𝑦𝐼)|

+ (𝑋 + 𝑡 − 𝑥𝐴 − 𝑥𝐵) × (𝑋 ∙
 𝑦𝐵 

𝑥𝐵
∙ 𝑡)] = 0⃗  

⇒ (𝑋 + 𝑡 − 𝑥𝐴 − 𝑥𝐵) ∙ (𝑋 ∙
 𝑦𝐵  

𝑥𝐵
∙ 𝑡)

= − [(𝑥𝐷 + 𝑥𝐸 − 𝑥𝐵) ∙ (𝑥𝐴 − 𝑥𝐸) ∙ 𝑦𝐷

+ (𝑥𝐼 + 𝑥𝐽 − 𝑥𝐴) ×  |𝑥𝐼 ∙ (𝑦
𝐽
− 𝑦

𝐵
) + 𝑥𝐵 ∙ (𝑦

𝐼
− 𝑦

𝐽
) + 𝑥𝐽 ∙ (𝑦

𝐵
− 𝑦

𝐼
)|] 

  (2) 從垂直(𝑦軸)方向考慮： 

⇒ (0,
  (𝑦𝐷 − 𝑦𝐵)  

3
) ×

  (𝑥𝐴 − 𝑥𝐸) ∙ 𝑦𝐷   

2

+ (0,
  (𝑦𝐼 + 𝑦𝐽)  

3
) ×

  |𝑥𝐼 ∙ (𝑦𝐽 − 𝑦𝐵) + 𝑥𝐵 ∙ (𝑦𝐼 − 𝑦𝐽) + 𝑥𝐽 ∙ (𝑦𝐵 − 𝑦𝐼)| 

2

+ (0,
  (

 𝑦𝐵 
𝑥𝐵

∙ 𝑡 − 𝑦𝐵)  

3
) ×

  𝑋 ∙ (
 𝑦𝐵 
𝑥𝐵

∙ 𝑡)  

2
= 0⃗  

⇒
 1 

6
∙ [ (𝑦𝐷 − 𝑦𝐵) × (𝑥𝐴 − 𝑥𝐸) ∙ 𝑦𝐷 + (𝑦𝐼 + 𝑦𝐽) × |𝑥𝐼 ∙ (𝑦𝐽 − 𝑦𝐵) + 𝑥𝐵 ∙ (𝑦𝐼 − 𝑦𝐽) + 𝑥𝐽 ∙ (𝑦𝐵 − 𝑦𝐼)|         

+ (
 𝑦𝐵 

𝑥𝐵
∙ 𝑡 − 𝑦𝐵) × (𝑋 ∙

 𝑦𝐵 

𝑥𝐵
∙ 𝑡)] = 0⃗  

⇒ (
 𝑦𝐵 

𝑥𝐵
∙ 𝑡 − 𝑦𝐵) ∙ (𝑋 ∙

 𝑦𝐵 

𝑥𝐵
∙ 𝑡)

= −[ (𝑦𝐷 − 𝑦𝐵) ∙ (𝑥𝐴 − 𝑥𝐸) ∙ 𝑦𝐷

+ (𝑦𝐼 + 𝑦𝐽) × |𝑥𝐼 ∙ (𝑦𝐽 − 𝑦𝐵) + 𝑥𝐵 ∙ (𝑦𝐼 − 𝑦𝐽) + 𝑥𝐽 ∙ (𝑦𝐵 − 𝑦𝐼)|] 
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因此我們得到了兩個方程式： 

{

 (𝑋 + 𝑡 − 𝑥𝐴 − 𝑥𝐵) ∙ (𝑋 ∙
 𝑦𝐵  

𝑥𝐵
∙ 𝑡) = −[(𝑥𝐷 + 𝑥𝐸 − 𝑥𝐵) ∙ (𝑥𝐴 − 𝑥𝐸) ∙ 𝑦𝐷 + (𝑥𝐼 + 𝑥𝐽 − 𝑥𝐴) × |𝑥𝐼 ∙ (𝑦𝐽 − 𝑦𝐵) + 𝑥𝐵 ∙ (𝑦𝐼 − 𝑦𝐽) + 𝑥𝐽 ∙ (𝑦𝐵 − 𝑦𝐼)|]

  (
 𝑦𝐵  

𝑥𝐵
∙ 𝑡 − 𝑦𝐵) ∙ (𝑋 ∙

 𝑦𝐵  

𝑥𝐵
∙ 𝑡) = −[ (𝑦𝐷 − 𝑦𝐵) ∙ (𝑥𝐴 − 𝑥𝐸) ∙ 𝑦𝐷 + (𝑦𝐼 + 𝑦𝐽) × |𝑥𝐼 ∙ (𝑦𝐽 − 𝑦𝐵) + 𝑥𝐵 ∙ (𝑦𝐼 − 𝑦𝐽) + 𝑥𝐽 ∙ (𝑦𝐵 − 𝑦𝐼)|]                          

 

將兩式相除得到： 

(𝑋 + 𝑡 − 𝑥𝐴 − 𝑥𝐵)

 (
 𝑦𝐵  
𝑥𝐵

∙ 𝑡 − 𝑦𝐵)

=
 (𝑥𝐷 + 𝑥𝐸 − 𝑥𝐵) ∙ (𝑥𝐴 − 𝑥𝐸) ∙ 𝑦𝐷 + (𝑥𝐼 + 𝑥𝐽 − 𝑥𝐴) × |𝑥𝐼 ∙ (𝑦𝐽 − 𝑦𝐵) + 𝑥𝐵 ∙ (𝑦𝐼 − 𝑦𝐽) + 𝑥𝐽 ∙ (𝑦𝐵 − 𝑦𝐼)| 

(𝑦𝐷 − 𝑦𝐵) ∙ (𝑥𝐴 − 𝑥𝐸) ∙ 𝑦𝐷 + (𝑦𝐼 + 𝑦𝐽) × |𝑥𝐼 ∙ (𝑦𝐽 − 𝑦𝐵) + 𝑥𝐵 ∙ (𝑦𝐼 − 𝑦𝐽) + 𝑥𝐽 ∙ (𝑦𝐵 − 𝑦𝐼)|
=

  𝐴  

𝐵
 

⇒ (𝑋 + 𝑡 − 𝑥𝐴 − 𝑥𝐵) =  
  𝐴  

𝐵
∙ (

 𝑦𝐵  

𝑥𝐵
∙ 𝑡 − 𝑦𝐵) 

⇒ 𝑋 =  
  𝐴  

𝐵
∙ (

 𝑦𝐵 

𝑥𝐵
∙ 𝑡 − 𝑦𝐵) − 𝑡 + 𝑥𝐴 + 𝑥𝐵   ，代回第二式後得到 

(
 𝑦𝐵 

𝑥𝐵
∙ 𝑡 − 𝑦𝐵) ∙ {[

  𝐴  

𝐵
∙ (

 𝑦𝐵 

𝑥𝐵
∙ 𝑡 − 𝑦𝐵) − 𝑡 + 𝑥𝐴 + 𝑥𝐵] ∙

 𝑦𝐵  

𝑥𝐵
∙ 𝑡} = −𝐵 

  得到了𝑡的一元三次方程式後，用和【性質 4】相同的方式就可以找到符合標準的唯一解

𝑇2，代回後解出𝑋，即可標示最後校正△𝐶𝐻𝐹中𝐻、𝐹的點坐標並完成不變心作圖。 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

【結論 3】 

原△ 𝐴𝐵𝐶掉落任意一個頂點三角形後，我們一定可以通過力矩平衡的計算，來找到

相對應的兩個校正三角形來完成不變心作圖，其中更證明了三個三角形面積不相同的不

變心切割方式是存在的。 

圖 4.4.1 圖 4.4.2 
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伍、 研究結果 

  以下整理出本研究之重要發現： 

一、正三角形和非正三角形中發生所有可能的掉落方式，在本研究 Case1~Case6 中發現其不

變心的切割方式都是存在的，並且在 Case2、Case5 中的解法不唯一。 

 

二、正三角形和非正三角形中發生所有可能的掉落方式，皆存在切割的方法能使得重心保持

不變。 

※切割分類與切割方式： 

分類 校正三角形 作圖方式 / 計算公式 唯一性 

Case1 2 全等正三角形 平行線作圖 唯一 

Case2 2 等底等積三角形 

高：於適當範圍取點𝑃 

底邊：𝐸𝐴̅̅ ̅̅ =
    𝐺𝐺2

̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑊2     

𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 3𝑃𝐵′̅̅ ̅̅ ̅
 

𝑃可以改變 

不唯一 

Case3 
等底等積三角形 

平行截角三角形 

等底等積三角形：平行線 + 底邊𝐸𝐴̅̅ ̅̅  

平行截角三角形：計算𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅  

(𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ∙ 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ 2
=

3√3 ∙ 2𝐺𝑃̅̅ ̅̅ ∙ 𝑊1

2
 

唯一 

Case4 
2 平行截角三角形 

(2 全等三角形) 
平行線作圖 唯一 

Case5 2 等底等積三角形 

高：於適當範圍取點𝑃 

底邊：𝐸𝐴̅̅ ̅̅ =
𝐺2𝐺̅̅ ̅̅ ̅ ∙ 𝑊2

  𝐺𝑃̅̅ ̅̅ ∙ 3 ∙ 𝑃𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ ∙ sin 𝜃  
 

𝑃可以改變 

不唯一 

Case6 
等底等積三角形 

平行截角三角形 

等底等積三角形：平行線 + 底邊𝐸𝐴̅̅ ̅̅  

平行截角三角形：計算𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅  

(𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ ) × 𝐵𝐵′′̅̅ ̅̅ ̅̅ 2
=

2𝐺𝑃̅̅ ̅̅ ∙ 𝑊1 ∙ 3𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅

𝐶𝐴̅̅ ̅̅ ∙ sin 𝜃
 

唯一 

 

三、在任意三角形缺角的問題中，我們都可以通過力矩平衡的計算，找到任意頂點三角形

(面積不受限制)，使缺角三角形掉落三個頂點三角形後重心保持不變。  
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陸、 討論 

  【結論 3】中我們找到原三角形為任意三角形且掉落三角形為任意三角形時的不變心切

割方式，並且切割方式並不唯一。接著我們就開始思考，【結論 3】的做法是否完全能夠將

【結論 2】中的 6 種 Case 的情形完全取代呢？於是我們進行了以下的討論： 

一、可將任意三角形切割的方式退化成→Case1、Case4 

  假設將【結論 3】的做法應用於中 Case1、Case4 的

限制條件時，我們發現其結果依然成立，並且在相同限

制條件下切法唯一，因此我們可以將 Case1、Case4 用

【結論 3】的方式來取代。 

二、可將任意三角形切割的方式退化成→Case2、Case5 

  假設將【結論 3】的做法套用在 Case2、Case5 的限

制條件時，我們發現其結果依然成立，並且原本的任意

一組切割方式在【結論 3】的做法中結果都會成立，並

且在相同限制條件下切法唯一，因此我們可以將

Case2、Case5 用【結論 3】來取代。 

三、可將任意三角形切割的方式退化成→Case3、Case6 

  假設將【結論 3】的做法應用於 Case3、Case6 的限制

條件時，我們發現其結果依然成立，並且在相同限制條件

下切法唯一，因此我們可以將 Case3、Case6 用【結論 3】

來取代。 

 

  經過上述的討論，我們可以將【結論 2】中的 6 個 Case 視為【結論 3】中的特例，換句

話說，我們只需要【結論 3】的做法，即可完成所有缺角三角形不變心的切割。 

圖 6.1 結論 3--Case4 

圖 6.2 結論 3--Case5 

圖 6.3 結論--Case6 

【總結】 

【結論 3】中的做法，可視為所有缺角三角形不變心切割的通解。 
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柒、 結論 

一、指出文獻錯誤：影響重心偏移的並非面積，而是力矩(槓桿)： 

  在研究過程中我們也發現了文獻中的錯誤以及常見的迷思：若一條直線通過三角形的重

心，則必定能保持左右的平衡，但此時三角形的面積不一定會相同(圖 7.2.1)，因為會影響重

心的是力矩，而非僅僅是面積。也就是說，王哲麒、翁士傑(1991)在文獻中提到：「重心在面

積之平分線交點上」的性質是錯誤的(圖 7.2.2)，只有在三角形中通過頂點的面積平分線才會

通過重心(圖 7.2.3)，因此在本研究中皆使用力矩來計算重心的變化。 

 

二、超越文獻的突破：不再受限於等積切割 

  本研究透過等底等積三角形會使重心在中線上下移動，再加上力矩的計算，找到了頂點

三角形面積不相同的切割方式(圖 7.1.1、圖 7.1.2)，突破了文獻《剪不斷，理還亂-我就是不

變心》中，只能透過等面積切割來保持重心不變的方式。 

 

圖 7.1.1 過重心直線面積不相等 圖 7.1.2 等面積平分線不過重心 圖 7.1.3 等面積平分線過重心 

圖 7.2.2 結論 3 的面積完全不相等切割 圖 7.2.1 結論 2 的面積不完全相等切割 
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三、未來展望： 

(一)任意缺角多邊形的不變心切割： 

期望未來能夠延續水平、垂直分量不發生轉動的想法，將本研究中找到數學式解決

不變心問題的方式延伸應用於缺角四、五、六...N 多邊形上，並從中得出更完整的

一般式以應用於任意多邊形的缺角問題。 

(二)研究結果的應用： 

重心維持不變在生活中是時常發生需要考慮的問題，例如輪胎的轉動是否保持平

衡、吊扇的葉片重量不均時的解決方式等等，期望未來有機會能將本研究的研究解

果，應用在生活中解決問題。 

 

捌、 參考資料及其他 

一、王哲麒、翁士傑(1991)。尋找多邊形重心。中華民國第 31 屆中小學科學展覽會參展作品

專輯。 

二、張君瑋、王文彥、林羿旻、謝秉耕(2009)。剪不斷，理還亂-我就是不變心。中華民國第

四十九屆中小學科學展覽會國中組數學科。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



【評語】030414 

1. 本作品考慮一個三角形在截去一角導致重心產生偏移後，如何透

過剪去另外兩角使得剩餘六邊形重心能回復到原三角形重心的問

題。 

2. 作者使用面積當作參數，結合力矩平衡的觀念來建立數學模型，

並依據原三角形、掉落三角形、裁剪校正三角形等不同類形的情

況，探討保持重心不變的切割方式。 
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