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共邊三角形內心與等距共圓點之研究 

 

摘要 

雞爪定理僅適用於任意三角形，好奇「此性質是否可適用在多邊形?多邊形在何條件下才

能找到等距共圓點?」經探索後，發現「雞爪定理不能適用在多邊形」；證明得到若「任意 n 邊

形所有頂點共圓時，可形成等距共圓點及形成 n 組共邊三角形，存在 n-2 組 n 個等距線段。」 

接續，在等距共圓點的條件下，是否能在多邊形找到「等距相關性質」，如：等距△數量、

等距△全等、相似種類……等，如：等角共圓 n 邊形、正奇數 n 邊形及正偶數 n 邊形中 

，形成最小頂角等距△的數量公式分別為
( )( )

+ 3 × 、2n × (𝑛 − 3) 及 

2n
( )( )

，並證明公式成立。 

將研究推廣，發現任意多面體所有平面皆形成等距共圓點之條件為「任意 n 面體所有平

面的頂角共圓」。並應用在夾娃娃機及網路基地台之建置。 
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壹、前言 

在練習數學習題時，偶然發現了一個有趣的定理，如下取自維基百科資料所示: 

雞爪定理 

 
證明 

 

查閱相關文獻後，發現雞爪定理只有少數的延伸性質(相關內容如附件或手稿)，而歷屆全

國科展作品中，也沒有雷同之內容。 

對此定理產生了興趣，上述內容中的雞爪定理僅適用於任意三角形，我們好奇～像雞爪

定理這樣的性質是否可以適用或延伸在多邊形呢?回歸雞爪定理的初始條件，跟形成雞爪 (等

距線段)的做法進行分析，探討多邊形在何種條件下才能找到類似雞爪定理的等距線段?是否

可形成「等距相關性質」? 

研究目的分列如下: 

一、探討雞爪定理是否可以適用於多邊形。 

二、探討任意 n 邊形在什麼條件下形成等距共圓點。 

三、探討特殊 n 邊形等距相關性質。 

(一) 正 n 邊形等距共圓點形成等距三角形圖形特徵及其數量公式之探討。 

(二) 其他特殊多邊形等距共圓點形成等距三角形圖形特徵及其數量公式之探討。 

 

貳、研究設備與名詞解釋 

一、研究設備：GGB(GeoGebra) 
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二、名詞解釋： 

(一)共邊△：當 n 個△共用一條邊時，稱這 n 個△為共邊△。在本研究中

若 n 邊形的其中一邊為共邊△的公共邊，其餘(n-2)個頂點與

該公共邊形成(n-2)個共邊△。 

如圖 2-2-1 以 P、Q、R 為頂點的藍、綠、橘△為共AB邊(紅色線段) 的 
 

圖 2-2-1 共邊△ 

共邊△。 

如圖 2-2-2 以任意五邊形為例:𝐴𝐵為共邊，則圖 2-2-3 之△ ABC、 △ ABD、 △ ABE為邊𝐴𝐵

之共邊△，分解圖 1、2、3 分別為共邊AB的△ ABC、 △ ABD、 △ ABE。 

     

圖 2-2-2 
任意五邊形 

圖 2-2-3△ ABC、 △
ABD、 △ ABE為邊

𝐴𝐵之共邊△ 

圖 2-2-2 
分解圖 1 

圖 2-2-2 
分解圖 2 

圖 2-2-2 
分解圖 3 

(二)等距線段： 

雞爪定理中長度相等之線段，即△內角角平分線與△外接圓之

交點 F，①F 與△ABC 內心連線形成等距線段；②F 與相鄰 2 個

頂點的連線段形成等距線段(如圖 2-2-4 中FA、FC、FI)；在本研

究中與雞爪定理中類似，長度相等的線段命名為等距線段。  
圖 2-2-4 等距線段圖 

(三)共圓點： 

△內角平分線與其外接圓之交點。 

如圖 2-2-5△ABD 內角平分線𝐷𝐹⃖ ⃗和△ABD 外接圓交點 G。 

(四)等距共圓點： 

雞爪定理中雞爪的踝部位置，△的內角平分線與該△外 
 

圖 2-2-5 共圓點圖 

接圓的交點。本研究是指以 n 邊形中 3 個頂點形成△，該△的內

角平分線與該△外接圓的交點，且須滿足該點是具有 n 個等距線

段的共圓點稱為等距共圓點。 

如圖 2-2-6，四邊形中 F 點有相鄰 2 個頂點 A、B、搭配共邊△的

2 個內心 I1、I2，共 4 條等距線段𝐹𝐴 = 𝐹𝐵 = 𝐹𝐼 = 𝐹𝐼 ，因此 F

滿足等距共圓點的條件。 
 

圖 2-2-6 等距共圓點圖 

(五)等距△： 

以等距共圓點為頂點之等腰△。(如圖 2-2-7 中的△BDE 為等距

△，而△ADI 因其頂點並非等距共圓點，因此並非等距△) 

 
圖 2-2-7 等距△說明圖 
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參、研究過程 

本研究整個研究架構圖如下： 

 

一、探討雞爪定理是否可以適用於多邊形 

思考與分析 

∵雞爪定理的內容提及適用的圖形是△ 

好奇這樣的性質是否可以適用在多邊形? 

分析要形成雞爪如果要能適用在多邊形需要達到基本條件可能有： 

1.多邊形頂點共圓 

2.多邊形需具內心 

3.內角角平分線與多邊形外接圓之交點，與多邊

形內心、相鄰 2 個頂點的連線段形成等距線段 

嘗試：從任意四邊形開始 

先做共圓四邊形 ABCD(圖 3-1-1)， 

  

圖 3-1-1 圖 3-1-2 

再分別做出橘色線為∠ABC角平分線、藍色線為∠BCD角平分線、粉色線為∠ADC角平

分線、綠色線為∠BAD角平分線(圖 3-1-2) 

困難： 若要滿足上述，這四條角平分線(橘藍粉綠線)須交於一點，形成多邊形的內心， 

但若要達到這樣的條件，就必須是正多邊形， 

因此接續探討雞爪定理在正 n 邊形的情形。 
 

雞爪定理是否適用在正 n 邊形 

探討雞爪定理在正多邊形的情形， 

以正方形 ABCD 進行嘗試， 

假設 ABCD 符合雞爪定理，則BC=CD=IC， 

∵ABCD 為正方形，∴ BC=CD 

∵ ∠CID = 90°， ∴ CD ≠ IC， ∴ BC=CD = IC(→←)，∴雞爪定理無法適用在正方形 

同理可證，雞爪定理無法適用在正 n 邊形 
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雞爪定理是否適用在其他特殊多邊形 

∵雞爪定理無法適用於正 n 邊形， 

∴探討特殊多邊形，四邊形以長方形、等腰梯形、箏形、菱形、平行四邊形為例， 

五邊形以上以等角五邊形、等邊五邊形、等角六邊形、等邊六邊形為例， 

分別找圖形的內心跟做圖形的外接圓進行嘗試， 

發現：原雞爪定理無法適用在正 n 邊形、特殊 n 邊形 

說明如下表： 
圖名 長方形 等腰梯形 箏形 

圖 

   

不能

理由 

四內角平分線(紅、藍、綠、

橘)無法交於一點 
⟹長方形沒有內心 

四內角平分線(紅、藍、綠、

橘)無法交於一點 
⟹梯形沒有內心 

箏形不一定形成共圓 
(對角互補時形成共圓) 

圖名 菱形 平行四邊形 等角五邊形 

圖 

  
 

不能

理由 

無法在圓周上找到一點使

一未過圓心之弦與半徑等

長 

四內角平分線(紅、藍、綠、

橘)無法交於一點 
⟹平行四邊形沒有內心 

五內角平分線(紅、藍、綠、

橘、紫)無法交於一點 
⟹等角共圓五邊形沒有內心 

圖名 等邊五邊形 等角六邊形 等邊六邊形 

圖 

   

不能

理由 

五內角平分線(紅、藍、綠、

橘、紫)無法交於一點 
⟹等邊共圓五邊形沒有內心 

六內角平分線(紅、藍、綠、

橘、橘、紫)無法交於一點 
⟹等角共圓六邊形沒有內心 

六內角平分線(紅、紅、藍、

綠、橘、紫)無法交於一點 
⟹等邊共圓六邊形沒有內心 

 

 

 

小結 ：雞爪定理不能延伸至多邊形，即無法由多邊形內角角平分線與其外接圓之交點， 

 與多邊形內心、相鄰 2 個頂點的連線段形成 n 個等距線段(雞爪的爪) 。 
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如果雞爪定理不能延伸至任意多邊形， 

是否可加入什麼條件令任意多邊形成為類雞爪定理? 

 
預想的目標與遭遇的困難 

在△滿足等距線段(雞爪)的情形有 3 組，每一組等距線段有 3 個(右

圖為其中一組等距線段)。 

我們希望如果在 n 邊形同樣可以做到這樣的結果， 

就要能夠在 n 邊形找到等距線段(雞爪)的情形有 n 組， 

每一組等距線段有 n 個。 

從四邊形嘗試，如右下圖 

在已知 G 點與 C、D 兩頂點形成的線段CG、DG相等， 

及△CDE 之內心𝐼 所形成的線段相等的前提下 

(滿足原雞爪定理DG = I G = CG)， 

想找出滿足 2 個頂點 C、D 與 G 點連線段等長之外的第 3 個頂點， 

但在嘗試過後發現怎麼樣都無法找到這第 3 個頂點(E、F 都不滿足) 

即DG = I G = CG ≠ FG ≠ EG。 

 

∵目前滿足等距線段的點，除了相鄰 2 頂點， 

還有 1 個就是某一△的內心， 

∴與等距共圓點等距的點共有 3 個， 

目標是:在 n 邊形找到等距線段(雞爪)的情形有 n 組， 

每一組等距線段有 n 個 

如右圖所示，如何找到其他滿足等距線段的點呢? 

  

【以任意四邊形為例】 

步驟 1. 見下頁圖 3-1-3 

先依原雞爪定理的方式， 

作共用 CD 的共邊△ACD 之內心 I1(△ACD 三內角平分線) 

並作過直線 AI1 交圓於 F 

步驟 2. 見下頁圖 3-1-4 

連FD、FI 、FC，此時依原雞爪定理可證明FD=FI =FC 

 如何找到其他滿足等距線段的點呢? 

步驟 3. 見圖 3-1-5 

此時以 F 為圓心，CF為半徑，做一個圓通過 C、I1、D，此時圓 F 上的點都會與 F 

形成等距線段。 
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圖 3-1-3 圖 3-1-4 圖 3-1-5 

發現：若像雞爪定理的等距線段點要在多邊形內部， 

則要滿足等距線段的點必在弧CI D上(圖 3-1-5)， 

此時弧CI D的範圍為∠CFD。 

 

二、探討任意 n 邊形在什麼條件下形成等距共圓點 
在滿足研究一結果時，可找到∞個等距線段， 

但為了配合原雞爪定理(△有 3 組 3 條等距線段)的前提下，延伸至多邊形， 

此時希望能①在 n 邊形找到等距線段(雞爪)的情形有 n 組， 

②每一組等距線段有 n 個。 

思考與分析 

目前滿足等距線段的點，除相鄰 2 頂點， 

還有 1 個即為某 1△內心， 

這樣與等距共圓點等距的點共有 3 個， 

∵一定找不到除了這 2 個頂點之外滿足條件的其他頂點， 

故轉而尋找是否有滿足等距線段 n-3 個內心? 

進而需要找到這些內心到底是哪些△的內心? 

也就是如果多邊形有外接圓，外接圓上有一個點，要滿足等距共圓點的條件， 

除了共圓還需要什麼條件? 
 

(一)探討圓內接多邊形上一點的共圓點如何找到其他條件使其成為等距共圓點 
 

為何會想要找共邊△ 

∵ 雞爪定理的等距線段為共圓點與兩頂點和內心所形成的線段 

∴形成 n 條線段必有 2 頂點和 n-2 個內心與共圓點相連， 

仔細觀察發現： 

該共圓點與內心所形成的線段會等距， 

該內心乃原共圓點相鄰兩頂點與另一頂點所形成△的內心 

小結 ：當多邊形內角角平分線與其外接圓之交點 F1，與相鄰 2 頂點生衍的其中一個三角 

 形內心會形成等距線段，若以 F1 為圓心，該等距線段長為半徑畫弧，可在該弧上找

到∞個點，形成∞個等距線段。 
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若是維持原共圓點相鄰兩頂點共邊，繼續由其他頂點構成共邊△， 

是否就有機會形成符合條件的 n-2 個內心 

嘗試：以 GGB 作圖，猜想正確， 

發現：n 邊形中△在共圓且共用一條邊的情況下(圖 3-2-1)， 

根據等角對等弧性質， 

可推得各△共用邊之對應角角平分線會與外接圓交於 G(圖 3-2-2)， 

又根據雞爪定理可得 G 點與 n 個△內心及共用邊的 2 頂點距離相等(圖 3-2-3)， 

而 n 邊形又可視為 n-2 個共邊△頂點相連而成(圖 3-2-4)，    

    

圖 3-2-1 圖 3-2-2 圖 3-2-3 圖 3-2-4 

∴便選定了共邊△來進行探討。 

 

得到引理 1 並證明如下： 

 引理 1  
設圓內接任意 n 邊形(A1A2…An)， 

Ii(I1)為【以該 n 邊形其中一邊(設為 )為共邊的】共邊△內心，

∠A2A3A1 的角平分線 A3I1 交外接圓於 Fi(F1)， 

則可找到另外(n-2)個以𝑨𝟏𝑨𝟐為共邊配其餘頂點 Ai(i=3、…….、n)的

共邊△內心 Ik， 

使得𝑨𝟏𝑭𝟏=𝑨𝟐𝑭𝟏=𝑰𝟏𝑭𝟏=……=𝑰𝒌𝑭𝟏，此時 Fi 為等距共圓點。 

 

以圓內接任意 A1A2A3A4 為例: 

設圓內接任意 4 邊形(A1A2A3A4)，I1 為【以𝐴 𝐴 為共邊的】共邊△A1A2A3 內心， 

∠A2A3A1 的角平分線 A3I1 交外接圓於 F1 

則可找到另外 1 個【以𝐴 𝐴 為共邊的】共邊△內心 I2， 

使得𝐴 𝐹 =𝐴 𝐹 =𝐼 𝐹 =𝐼 𝐹 ，此時 F1 為等距共圓點。 

證明：在四邊形 A1A2A3A4 中找到 2 個共𝐴 𝐴 邊的共邊∆𝐴 𝐴 𝐴 、

∆𝐴 𝐴 𝐴 ， 

(下頁接續證明) 
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標示∆𝐴 𝐴 𝐴 、∆𝐴 𝐴 𝐴 之內心為𝐼 、𝐼 ， 

將∠A2A3A1 和∠A2A4A1 角平分線與外接圓之交點設為 F1 點， 

 (其中橘線為∠A2A3A1 之角平分線、 

綠線為∠A2A4A1 之角平分線) 

連接𝐴 𝐹 、𝐴 𝐹 、𝐼 𝐸、𝐼 𝐸， 

此時可由雞爪定理可證得𝐴 𝐹 =𝐴 𝐹 =𝐼 𝐹 ，𝐴 𝐹 =𝐴 𝐹 =𝐼 𝐹 ， 

∴𝐴 𝐹 =𝐴 𝐹 =𝐼 𝐹 =𝐼 𝐹 ， 

此時 F1 點即稱為等距共圓點(滿足①在 4 邊形找到等距線段 4 個等距線段)。 

由上另可得一延伸小性質，如下： 
 

引理 1 延伸小性質：任意 n 邊形必存在 n 組(n-2)個共邊△。 

如圖任意 6 邊形共一邊會形成 4 個共邊△， 

∵有 6 個邊， 

∴共有 6 組不同共邊△ 
 

(二) 探討任意 n 邊形形成等距共圓點的條件 

思考與分析 

∵任意△皆滿足雞爪定理，故任意△必滿足等距共圓點。 

根據【引理 1 延伸小性質】可知任意 n 邊形必存在 n 組(n-2)個共邊△，此時這些共邊△都

存在一內心。 

這樣條件下，是否能形成等距共圓點? 

試由任意偶邊形及任意奇邊形分開討論： 

 

1.探討任意偶邊形形成等距共圓點的條件 

以【任意四邊形】為例說明 

推導：做一任意四邊形𝐴𝐵𝐶𝐷， 

並將其分成 4 個共邊△， 

分別將其外接圓、共圓點與等距線段繪製出來， 

此時 4 個共邊△有 4 個相異外接圓，如右上圖。 

 

發現：任意 4 邊形 4 個共邊△有 4 個相異外接圓無法形成等距共圓點。 

此時將右上圖將𝐴點向右平移，直至四邊形每邊皆出現一等距共圓點。 
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發現：任意四邊形形成等距共圓點之條件為任意四邊形 4 頂點共圓。 

證明:假設𝐵𝐶𝐷三點共圓，但𝐴不與其共圓， 

設弧𝐵𝐶上之共圓點為𝐸，則 

∵ 雞爪定理僅於共圓時發生 

𝐵𝐸 = 𝐶𝐸 = 𝐼 𝐸(雞爪定理) 

∴ 𝐼 𝐸 ≠ 𝐵𝐸(非共圓)， 

∴ 同理可證𝐵𝐸 = 𝐶𝐸 = 𝐼 𝐸 = 𝐼 𝐸(→←) 

此時若兩共邊 △△ 𝐴𝐵𝐶、 △ 𝐵𝐶𝐷共圓共圓， 

則𝐵𝐸 = 𝐶𝐸 = 𝐼 𝐸 = 𝐼 𝐸 

∴ 必須滿足𝐴𝐵𝐶𝐷四點共圓， 

任意四邊形才可形成等距共圓點 

 

2.探討任意奇邊形形成等距共圓點的條件 

以【任意五邊形】為例說明 

推導：做一任意邊形𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸， 

並將其分成 10 個共邊△， 

分別將其外接圓、共圓點與等距線段繪製出來， 

發現：任意 5 邊形 10 個共邊△有 10 個相異外接圓無法形成

等距共圓點。 
 

此時將右上圖將𝐴點向右平移，直至五邊形每邊皆出現一等距共圓點(右下圖)。 

 

發現：任意五邊形形成等距共圓點之條件為任意五邊形 5 頂點共圓。 

證明：假設𝐵𝐶𝐷𝐸四點共圓，但𝐴不與其共圓，  

設弧𝐵𝐶上之共圓點為F，則 

∵ 雞爪定理僅於共圓時發生 

𝐵𝐹 = 𝐶𝐹 = 𝐼 𝐸(雞爪定理) 

𝐵𝐹 = 𝐶𝐹 = 𝐼 𝐹(雞爪定理) 

∴ 𝐼 𝐹 ≠ 𝐵𝐹(非共圓) 

∴ 同理可證𝐵𝐹 = 𝐶𝐹 = 𝐼 𝐹 = 𝐼 𝐹 = 𝐼 𝐹(→←) 

此時若三共邊 △△ 𝐴𝐵𝐶、 △ 𝐵𝐶𝐷、 △ 𝐵𝐶𝐸共圓， 

則𝐵𝐹 = 𝐶𝐹 = 𝐼 𝐹 = 𝐼 𝐹 = 𝐼 𝐹 

∴ 必須滿足𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸五點共圓，任意五邊形才可形成等距共圓點(如右下圖) 
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∵ 雞爪定理的等距線段為共圓點與兩頂點和內心所形成的線段 

∴形成 n 條線段必有 2 頂點和 n-2 個內心與共圓點相連， 

若要形成 n-2 個內心，必有 n-2 個共邊△ 

而任意 n 邊形可形成 n 組(n-2)個共邊△ 

由上述結果可知：不管偶邊形或奇邊形，任意 n 邊形形成等距共圓點之

條件為需所有頂點共圓方能形成等距共圓點。 

引理 2 ：當任意 n 邊形所有頂點共圓時，可形成等距共圓點。 
 

引理 2 延伸性質 ：任意 n 邊形所有頂點共圓時，可形成 n 個等距共圓點，存在 n-2 組 n

個等距線段。 
 

接續，在研究過程中我們看到在形成等距共圓點時，圖形出現了㇐些特性，我們想繼續探討，
針對此，我們做了㇐些文獻探討，看看是否歷年科展作品是否有相關資料可參考?發現過去作
品並無雷同的研究，但將相關研究可能對我們的啟發列如下表: 
 

名稱 與研究相關的內容摘要 對本研究啟發與差異之處 

平面上三點集中

度判別法 

(2002 國際科展) 

以△的面積、周長，內心、外心和重心到頂點的距離，

三點的標準差及平均差的概念，作為相異的判別方

式，再利用統計學上的方法，找出何種最合適。 

1.啟發：此文獻探討內心、外心和重心至

三頂點距離，啟發我們對內心到特殊點

的距離之研究。 

2.差異本研究探討△角平分線與外接圓

的交點而非△本身的特殊點。 

共點圓、共圓點 

(2008 國際科展) 

將限制點延伸至多條交於一點直線並加入新的直

線，尋找任意完全四邊形的限制點 P，使其形成四個

不同的完全四邊形的限制點，而這些點會共圓，命名

為一限制圓。找尋所有的限制圓，可以發現會共點。 

1.啟發：此文獻探討過圓直線之交點，啟

發我們對對圓之交點的研究。 

2.差異：本研究探討△延伸圓之共圓點而

非單純的過圓直線之交點。 

求過任意點作多

邊形面積平分線 

(48 屆國中組) 

運用中線性質、等角面積比定理和作相似形、作三點

共圓、平行線交換面積等，求「過△邊上、內部、外

部任意點」的△面積平分線。再探討出過△內部點的

位置與面積平分線的數目。 

1.啟發：此文獻探討了相似形、作三點共

圓，啟發我們對對相似性性質的研究。 

2.差異：本研究探討關於等距△的全等性

質。 

 

至此，繼續探討特殊多邊形等距共圓點之相關性質: 

 

三、探討特殊 n 邊形等距相關性質 

從研究二探討過程， 

發現當多邊形具 n 組(n-2)個等距共圓點時，會出現許多形狀相同的△，特別是㇐些特殊多邊
形會有不同特徵， 

據此，針對等距△圖形特徵進行探討，並推導對應之等距△數量公式； 

分成正 n 邊形與其他特殊 n 邊形進行探討： 

小結 
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(一)正 n 邊形等距共圓點形成等距△圖形特徵及其數量公式之探討 

因為正偶數邊形對角線交點為該正偶邊形外接圓之圓心，但正奇數邊形不同； 

此時觀察圖形形成的圖形特徵及等距△的數量結構不同，故以偶、奇數邊形分別作探討。 

1.正偶數邊形等距共圓點所衍伸出等距△之圖形特徵與數量關係 

以【正四邊形】為例說明(其餘正偶數邊形詳見手稿及附件) 

依據本研究定義之等距共圓點、等距△進行作圖： 

步驟 1 將此正方形形成 4 個共邊△之內心標示為內心標示為𝐼 ~𝐼  

步驟 2 將∠𝐴 𝐴 𝐴 、∠𝐴 𝐴 𝐴 之角平分線分別與△ 𝐴 𝐴 𝐴 、△ 𝐴 𝐴 𝐴 之外接圓的

交點標示為𝐵 ，其餘依此類推標示為𝐵 、𝐵 、𝐵 ，並與相鄰兩頂點相連 

步驟 3 將𝐵 ~𝐵 與其共邊△之內心相連，將連線段與正方形之交點標示為𝐶 ~𝐶  

 

 

 


 

 
發現：形成等距△有 2 類，頂角為 45O 或 135O，其數量分別為 12 和 4 個，圖形特徵為 

圖形性質 全等 全等 全等 
頂角度數 45 O 45 O 135O 

對應

△ 
△ 𝐵 𝐶 𝐶 ≅△ 𝐵 𝐶 𝐶  

≅△ 𝐵 𝐶 𝐶 ≅△ 𝐵 𝐶 𝐶  

△ 𝐴 𝐵 𝐼 ≅△ 𝐴 𝐵 𝐼 ≅△ 𝐴 𝐵 𝐼  

≅△ 𝐴 𝐵 𝐼 ≅△ 𝐴 𝐵 𝐼 ≅△ 𝐴 𝐵 𝐼  

≅△ 𝐴 𝐵 𝐼 ≅△ 𝐴 𝐵 𝐼  

△ 𝐴 𝐵 𝐴 ≅△ 𝐴 𝐵 𝐴  

≅△ 𝐴 𝐵 𝐴 ≅△ 𝐴 𝐵 𝐴  

數量 4 8 4 

圖形

觀察 

   
 

發現 45 O△具相似性質，△ 𝐴 𝐵 𝐼 ≈△ 𝐵 𝐶 𝐶 ，且面積比為 

△ 𝐴 𝐵 𝐼 :△ 𝐵 𝐶 𝐶 =
4

(𝑐𝑠𝑐67.5°)
:

9

16
−

3

2
−

3

4
√2 𝑠𝑒𝑐67.5° + (

3

2
− √2)(𝑠𝑒𝑐67.5°)  

證明: (1)等距△頂角角度為 45 O，有 2 種情形 

<情形一>∵△BDE、△CFG 其頂角為正方形邊長與對角線之夾角(圖 3-1-1) 

∴為 內角， 

∵△BDE、△CFG 為全等，而其底角皆為 67.5 O 

∵△ABC 與△BDE、△CFG 之底角互為對頂角 

∴故△ABC 之底角皆為 67.5 O，頂角為 45 O 
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<情形二>∵由圓周角與圓心角關係可得知∠BAC=135 O(圖 3-1-2) 

∴△AFG 之頂角為 45 O 

∵對稱性質，△ABD、△ACE 之頂角相等 

∴其頂角為 45 O 

等距△頂角角度為 135 O，只有 1 種情形(圖 3-1-3) 

∵圓周角與圓心角之關係∴∠𝐴𝐵𝐶= AC=135 O 

   
圖 3-1-1 圖 3-1-2 圖 3-1-3 圖 3-1-4 

全等性質證明如下： 

(2)在△ 𝐴 𝐵 𝐼 、 △ 𝐴 𝐵 𝐼 中(圖 3-1-4)， 

 ∵ 𝐴 𝐵 = 𝐴 𝐵 = 𝐵 𝐼 = 𝐵 𝐼 (等距共圓點) 

∠𝐴 𝐵 𝐼 = ∠𝐴 𝐵 𝐼 (45°)  

∴△ 𝐴 𝐵 𝐼 ≅△ 𝐴 𝐵 𝐼 ≅△ 𝐴 𝐵 𝐼 ≅△ 𝐴 𝐵 𝐼 ≅△ 𝐴 𝐵 𝐼 ≅△ 𝐴 𝐵 𝐼 ≅△ 𝐴 𝐵 𝐼   

≅△ 𝐴 𝐵 𝐼  (SAS 全等)   

(3)在△ 𝐴 𝐵 𝐴 、 △ 𝐴 𝐵 𝐴 中，(圖 3-1-4) 

∵ 𝐴 𝐵 = 𝐴 𝐵 = 𝐴 𝐵 = 𝐴 𝐵 (等距共圓點) 

∠𝐴 𝐵 𝐴 = ∠𝐴 𝐵 𝐴 (135°) 

∴ 同理可證 △ 𝐴 𝐵 𝐴 ≅△ 𝐴 𝐵 𝐴 ≅△ 𝐴 𝐵 𝐴 ≅△ 𝐴 𝐵 𝐴  (SAS 全等) 

(4)∠𝐴 𝐼 𝐵 = ∠𝐴 𝐼 𝐵 相同角 ，∠𝐴 𝐵 𝐼 = ∠𝐼 𝐴 𝐶 (45°) 

∴△ 𝐴 𝐵 𝐼 ≈△ 𝐴 𝐶 𝐼 (AA 相似) 

做一過𝐼 且垂直𝐴 𝐴 的直線，並設其交點為 D，再做一過

𝐵 且垂直𝐴 𝐼 的直線，並設其交點為 E，𝐴 D之長度為x， 

∴ 𝐴 𝐼 = √2𝑥，I C = 𝑐𝑠𝑐67.5°𝑥 

∴ 𝐴 𝐼 : I C = √2: 𝑐𝑠𝑐67.5° 

∴△ 𝐴 𝐵 𝐼 :△ 𝐴 𝐶 𝐼 = 2: (𝑐𝑠𝑐67.5°)  

∴△ 𝐴 𝐵 𝐼 ≈△ 𝐴 𝐶 𝐼 且面積比為 2: (𝑐𝑠𝑐67.5°)  

∠𝐴 𝐶 𝐼 = ∠𝐵 𝐶 𝐶 (內錯角)，∠𝐼 𝐴 𝐶 = ∠𝐵 𝐶 𝐶 (45°) 

∴△ 𝐴 𝐶 𝐼 ≈△ 𝐵 𝐶 𝐶 (AA 相似) 

∴ I E =
√

𝑥，𝐵 𝐼 =
√

𝑠𝑒𝑐67.5°x 

∴ 𝐵 𝐶 =
3

4
𝑥 +

√2

2
− 1 𝑠𝑒𝑐67.5°𝑥 
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∴ 𝐴 𝐼 : 𝐵 𝐶 = √2:
3

4
+

√2

2
− 1 𝑠𝑒𝑐67.5° 

∴△ 𝐴 𝐶 𝐼 :△ 𝐵 𝐶 𝐶 = 2:
9

16
−

3

2
−

3

4
√2 𝑠𝑒𝑐67.5° + (

3

2
− √2)(𝑠𝑒𝑐67.5°)  

∴△ 𝐴 𝐶 𝐼 ≈△ 𝐵 𝐶 𝐶 且面積比為 

2: − − √2 𝑠𝑒𝑐67.5° + ( − √2)(𝑠𝑒𝑐67.5°)   

 

2.正奇數邊形等距共圓點所衍伸出等距△之圖形特徵與數量關係 

以【正五邊形】為例說明(其餘正奇數邊形詳見手稿及附件) 

依據本研究定義之等距共圓點、等距△進行作圖： 

步驟 1 將此五邊形形成 10 個共邊△之內心標示為內心標示為𝐼 ~𝐼  

步驟 2 將∠𝐴 𝐴 𝐴 、∠𝐴 𝐴 𝐴 、∠𝐴 𝐴 𝐴 之角平分線分別與△ 𝐴 𝐴 𝐴 、△ 𝐴 𝐴 𝐴 、

△ 𝐴 𝐴 𝐴 之外接圓的交點標示為𝐵 ，其餘依此類推標示為𝐵 、𝐵 、𝐵 、𝐵 ，

並與相鄰兩頂點相連 

步驟 3 將𝐵 ~𝐵 與其共邊△之內心相連 

 



 

 

 
 

發現：形成等距△有 4 類，頂角為 36O、 72O、108O 或 144O，其數量分別為 50 個、20

個、50 個和 5 個，圖形特徵乃會依頂角不同形成不同類的全等△如下: 
 

頂角度數 36 O 36 O 36 O 36 O 36 O 

數量 10 10 10 10 10 

圖形 

觀察 

     

頂角度數 72 O 72 O 72 O 108 O 108 O 

數量 10 5 5 10 10 

圖形 

觀察 
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頂角度數 108 O 108 O 108 O 144 O  

數量 10 10 10 5  

圖形 

觀察 

    

 

證明: (1)等距△頂角角度為 36 O，有 2 種情形(舉 1 例其餘見手稿) 

<情形一>∵∠A 𝐴 𝐴 與∠A 𝐵 𝐴 為互補關係 

∠A 𝐵 𝐴 與∠A 𝐵 𝐴 也為互補關係 

∠A 𝐵 𝐴 為 正五邊形內角 

∴△ A 𝐴 𝐴 、△ A 𝐴 𝐴 、△ A 𝐴 𝐴 、△

A 𝐴 𝐴 、△ A 𝐴 𝐴 、△ A 𝐴 𝐴 之頂角角度

皆為 36 O，也為等距△，其餘則以此類推 

 

 

等距△頂角角度為 72 O，有 2 種情形(舉一例其餘見手稿) 
<情形一>∵∠A 𝐴 𝐴 與∠A 𝐴 𝐴 為互補關係 

∠A 𝐴 𝐴 為正五邊形之內角 

∴∠A 𝐴 𝐴 之頂角為 72 O 

等距△頂角角度為 108 O，有 5 種情形 

<情形一>做DF之延長線DA 

發現∠ADC 與∠AEC 皆是對到AC 

∵此兩角皆為圓周角且夾同弧，∴角度相等 

∵∠AEC 為正五邊形之內角， 

∴△CDF 之頂角為 108 O 

△DEG 之頂角為 108 O(對稱性質)  

<情形二>∵∠ABC 與∠ADC；∠DCF 與∠DEF 互補 

且紫色角為正十邊形之內角， 

∴∠ADC、∠DCF 皆為 36 O， 

∵△內角和為 180 O 

∴△CDH 之頂角為 108 O 

△BCG 之頂角為 108 O(對稱性質) 
 

 

 

其餘情形與上面雷同，因版面有限，探討詳見手稿或補充資料。 

 

  



16 
 

3. 正 n 數邊形等距共圓點所衍伸出等距△數量公式推導 

頂角公式觀察與推導，以此分類等距△ 

在探討數量公式前，以頂角角度大小分類等距△，其中θ =
°
，為等距△之最小頂角、 

2θ為第 2 小角、……、(n − 1)θ為最大角、(n − 2)θ為第 2 大角，…...，其餘角度詳見手

稿。最小角(圖 3-1-5)、第 2 小角(圖 3-1-6)、第 2 大角(圖 3-1-7)、最大角(圖 3-1-8)的圖

例，以正六邊形等距△作為示例如下: 

    
圖 3-1-5 頂角 30 o 圖 3-1-6 頂角 60 o 圖 3-1-7 頂角 120 o 圖 3-1-8 頂角 150 o 

下表為正 n 邊形之等距△頂角角度及推導後得到的公式： 

 

正 n 邊形中等距△數量公式不僅和頂角角度相關，也和圖形的對稱性相關，探討如下： 

 

圖形特徵決定正 n 邊形形成等距△數量權數 

觀察正 n 邊形等距△的圖形特徵，以正五、六邊形最小角為例說明，算出等距△最基本

數量需要乘以多少權數來得到最後全部的等距△數量， 

權數加乘的情形因圖形特徵分類 4 種(搭配下頁圖)，如下： 

 正六邊形 正八邊形 正十邊形 … 等距△頂角角度公式 

最小角θ 30o 22.5 o 18 o … °
×1 

第 2 小角 2θ 60 o 45 o 36 o … °
×2 

…  …  …  …  … …  

第 2 大角(n-2)θ 120 o 135 o 144 o … °
×(n-2) 

最大角(n-1)θ 150 o 157.5 o 162 o … °
×(n-1) 

正 n 邊形 5 6 權數 情形 1.如圖 3-1-9，最外層等距△有對稱的性質， 

當算出等距△數量後，權數×2。 
情形 2.如圖 3-1-10，以對角線夾角為頂角之等距∆具有對稱的性

質，當算出等距△數量後，權數×2。 

情形 3.如圖 3-1-11，底邊與正 n 邊形邊平行之等距∆不具有對稱

的性質，當算出等距△數量後，權數×1。 

情形 4.如圖 3-1-12，底角為最小角倍數之等距△有對稱的性質， 

當算出等距△數量後，權數×2。 

最小角 
等距△ 
數量 

0 1 ×2 

3 2 ×2 

0 2 ×1 

2 0 ×2 
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上頁情形 4 因正六邊形最小角沒有「底角為最小角倍數」的等距△，另以正五邊形圖觀察。 
 

    
圖 3-1-9 圖 3-1-10 圖 3-1-11 圖 3-1-12 

 

以下頂角角度為θ、2θ、 … … 、(n − 3)θ、(n − 2)θ、(n − 1)θ之等距△數量公式(其餘角

度詳見手稿)，其中由上面推導θ =
°
。 

∵圖形對稱特徵不同，正 n 邊形分成正偶邊形與正奇邊形進行探討。 
 

A. 偶數邊形等距共圓點所衍伸出等距△數量公式推導 

推倒過程 

表 1  正偶邊形以θ°為頂角之等距△數量整理表 

正偶邊形頂角為θ°時數量規律為 
情形1、1+2、1+2+3、1+2+3+4、1+2+3+4+5、…、1+2+3+……+k 成等差級數 

⇒首項為 1，公差為 1，項數為 k= ，ak=
( )

× 2= ( ) 

情形2+1、3+1、4+1、5+1、…(k+1)+1⇒ ak =  

∴公式為
( )

+ × 𝑛=
( )( )

× 𝑛 

表 2  正偶邊形以2θ°為頂角之等距△數量整理表 

正偶邊形頂角為2θ°時數量規律為 
情形1+2+3、1+2+3+4、1+2+3+4+5、…、1+2+3+……+k  

⇒ak=
( )

× 2𝑛= ( )
× 𝑛 (n≥8) 

正偶邊形 6 8 10 12 … 

 
分析 
 

6 8 10 12 … 權數 

頂角為θ° 
等距△數量 

1 1 1 1 … 1 1 1 1 … ×2 

2 5 9 14 … 2 2+3 2+3+4 2+3+4+5 … ×2 

2 3 4 5 … 2 2+1 2+1+1 2+1+1+1 … ×1 

0 0 0 0 … 0 0 0 0 … ×2 

正偶邊形 6 8 10 12 … 

 
分析 
 

6 8 10 12 … 權數 

頂角為 2θ°

等距△數量 

0 0 0 0 … 0 0 0 0 … ×2 
2 7 16 30 … 2 2+5 2+5+9 2+5+9+14 … ×2 
0 0 0 0 … 0 0 0 0 … ×1 
0 6 10 15 … 0 1+2+3 1+2+3+4 1+2+3+4+5 … ×2 
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情形2、2+5、2+5+9、2+5+9+16、…⇒ ak=∑
( )

× 2𝑛 = ∑ (𝑘 + 3𝑘) 

∴公式為:∑ (𝑘 + 3𝑘)+ ( )
 (n≥8) 

推導：令{am}=2、2+5、2+5+9、2+5+9+14、…，{bm}=am+1-am=2、5、9、14 

b1 為 2，b2 為 2+3，b3 為 2+3+4，...，bm 為 2+3+4+5+...+(m+1) 

∵{bm}為首項為 2，公差為 1 的等差級數 

第 m 項(設 m= )為
( )

=  

{am}=b1+b2+…+bm=∑
𝑘

2
+3𝑘
2

× 2𝑛=∑
( )

× 2𝑛 = ∑ (𝑘 + 3𝑘) 

∴公式為:[∑ (𝑘 + 3𝑘)+ ( )
] × 𝑛 (n≥8) 

備註:其餘不同頂角之推導過程，若規律為等差之類較一般的過程，詳見手稿，不特別

列出 
表 3 正偶邊形以(n − 1)θ°為頂角之等距△數量整理表 

正偶邊形 6 8 10 12 ... 權數 發現: 
所有正偶邊形之頂角為

(n − 1)θ°時數量為 1 

 

頂角為 
(n − 3)θ° 

等距△數量 
 

0 0 0 0 ... ×2 
0 0 0 0 ... ×2 
1 1 1 1 ... ×1 
0 0 0 0 ... ×2 

 

表 4 正偶邊形以(n − 2)θ°為頂角之等距△數量整理表 

正偶邊形頂角為數量為(n − 2)θ°時規律為 9、13、17、… 
⇒公式: 4n-12(n≥8) 

 
表 5 正偶邊形以(n − 3)θ°為頂角之等距△數量整理表 

正偶邊形 6 8 10 12 ... 權數 發現: 
正偶邊形頂角為(n − 3)θ°時

數量為 4 

⇒公式:𝑛 ×  

頂角為 
(n − 3)θ° 

等距△數量 
 

1 1 1 1 ... ×2 

0 0 0 0 ... ×2 

2 2 2 2 ... ×1 

0 0 0 0 ... ×2 

 

正偶邊形 6 8 10 12 … 

 
分析 
 

6 8 10 12 … 權數 

頂角為 
(n − 2)θ° 

等距△數量 

1 1 1 1 … 1 1 1 1 … ×2 

0 0 6 0 … 0 0 0 0 … ×2 

0 0 0 0 … 0 0 0 0 … ×1 

4 9 13 17 … 2+1+1 2+4+2+1 2+8+2+1 2+12+2+1 … ×2 
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B.正奇數邊形等距共圓點所衍伸出等距△數量公式推導 
 

表 6  正奇邊形以θ°為頂角之等距△數量整理表 

正奇邊形頂角為θ°時數量規律為 
情形3、3+5、3+5+7、3+5+7+9、……、3+5+7+…+(2k+1)成等差級數 

⇒首項為 3，公差為 2，項數為 ，∴ak=
× ×

=( )( )
 

情形1+1、1+3、1+5、1+7、…、1+(2k-1)⇒ak=n-3 

∴公式為:
( )( )

+ (n − 3) =
𝑛+5

4
× (𝑛 − 3) × 2n 

 

表 7 正奇邊形以2θ°為頂角之等距△數量整理表 

正奇邊形頂角為2θ°時數量規律為 4、9、16、25、…… 

⇒公式: 、 、 … 、
( )

× n  

表 8 正奇邊形以(n − 1)θ°為頂角之等距△數量整理表 

正奇邊形 5 7 9 11 ... 權數 發現: 
所有正奇邊形之頂角 
為(n − 1)θ°時數量為 1 頂角為 

(n − 1)θ° 
等距△數量 

0 0 0 0 ... ×2 

0 0 0 0 ... ×2 

1 1 1 1 ... ×1 

0 0 0 0 ... ×2 

表 9 正奇邊形以(n − 2)θ°為頂角之等距△數量整理表 

正偶邊形 5 7 9 11 … 

 
分析 
 

5 7 9 11 … 權數 

頂角為θ° 
等距△數量 

0 0 0 0 … 0 0 0 0 … ×2 

3 8 15 24 … 3 3+5 3+5+7 3+5+7+9 … ×2 

0 0 0 0 … 0 0 0 0 … ×1 

2 4 6 8 … 1+1 1+3 1+5 1+7 … ×2 

正偶邊形 5 7 9 11 … 

 
分析 
 

5 7 9 11 … 權數 

頂角為 2θ° 
等距△數量 

1 1 1 1 … 1 1 1 1 … ×2 
0 2 5 9 … 0 2 2+3 2+3+4 … ×2 
2 3 4 5 … 2 2+1 2+1+1 2+1+1+1 … ×1 
0 0 0 0 … 0 0 0 0 … ×2 

正偶邊形 5 7 9 … 

 
分析 
 

5 7 9 … 權數 

頂角為 

(n − 2)θ° 
等距△數量 

1 1 1 … 1 1 1 … ×2 

0 0 0 … 0 0 0 … ×2 

0 0 0 … 0 0 0 … ×1 

4 8 12 … 2+2 2+4+2 2+4+4+2 … ×2 
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正奇邊形頂角為(n − 2)θ°時數量規律為 4、8、12……⇒公式:2n[2(n − 3) + 1] 

 
表 5 正奇邊形以(n − 3)θ°為頂角之等距△數量整理表 

正奇邊形 5 7 9 ... 權數 發現: 
正奇邊形頂角為(n − 3)θ°時， 
數量為 4 

⇒公式:𝑛 ×  

頂角為 
(n − 3)θ° 

等距△數量 

1 1 1 ... ×2 

0 0 0 ... ×2 

2 2 2 ... ×1 

0 0 0 ... ×2 

 

(二)其他特殊 n 邊形等距共圓點形成等距△圖形特徵及其數量公式之探討 

接續針對特殊四邊形(⾧方形、平行四邊形、菱形、梯形、箏形)、等角 n 邊形、等邊
n 邊形，依據本研究定義之等距共圓點、等距△進行作圖後分別探討如下： 

 
1.特殊四邊形等距共圓點所衍伸出等距△之圖形特徵 

(1)長方形等距共圓點所衍伸出等距△之圖形特徵 

發現:設∠𝐴 𝐴 𝐴 之角度大小為θ， 

其形成之等距△頂角分別為90 + θ, 180 − θ  

等距△頂角角度為 90+θ O，有 1 種全等△(如右藍色△) 

 △ 𝐴 𝐵 𝐴 ≅△ 𝐴 𝐵 𝐴    

等距△頂角角度為 180-θO，有 1 種全等△(如右粉色△) 

 △ 𝐴 𝐵 𝐴 ≅△ 𝐴 𝐵 𝐴  

證明: 等距△頂角角度為 90+θ O，有 1 種情形(右圖) 

∵ ∠ABC與∠ADC互補，∠ABC為 90-θ°  

∴ ∠ADC為 90+θ° 

等距△頂角角度為 180-θO，有 1 種情形(右圖) 

∵ ∠ADB 與∠ACB互補，∠ADB為θ°，∴ ∠ACB為 180-θ° 

在 △ 𝐴 𝐵 𝐴 ， △ 𝐴 𝐵 𝐴 中(右下圖)， 

∵ A 𝐵 = A 𝐵 = A 𝐵 = A 𝐵  (等距共圓點)  

𝐴 𝐴 =𝐴 𝐴 (長方形) 

∴ 同理可證 △ 𝐴 𝐵 𝐴 ≅△ 𝐴 𝐵 𝐴 (SSS 全等) 

後面平行四邊形、菱形、梯形、箏形等因版面有限，僅列出結 

 

 

 

 果，未羅列之證明詳見手稿或補充資料： 
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(2)箏形等距共圓點所衍伸出等距△之圖形特徵 

發現:設∠𝐴 𝐴 𝐴 之角度大小為θ， 

其形成之等距△頂角分別為:  , 90 − , 90, 90 + , 180 −  

等距△頂角角度為
θ

𝟐
°，有 1 種全等△(如右) 

△ A B I ≅△ A B I (橘色△) 

等距△頂角角度為90 −
𝟐

 °，有 2 種全等△(如右上) 

△ B A I ≅△ B A I  (綠色△) 粉色△ 

等距△頂角角度為90 +
°
，有 1 種全等△(如右) 

△ A A B ≅△ A A B  (紫色△) 

等距△頂角角度為180 −
𝛉°

𝟐
，有 1 種全等△(如右) 

△ A A B ≅△ A A B (藍色△) 

 

 
 

(3)梯形等距共圓點所衍伸出等距△之圖形特徵 

發現: 設∠𝐴 𝐴 𝐴 、∠𝐴 𝐴 𝐴 之角度大小為θ，ϕ 

其形成之等距△頂角分別為:θ,ϕ, 180−ϕ, 

180−θ,90+ ° 
等距△頂角角度為θ°，只可為△ 𝐵 𝐶 𝐶 (藍色△) 

等距△頂角角度為ϕ°，只可為△ 𝐵 𝐶 𝐶 (紅色△) 

等距△頂角角度為 180−θ°，只可為△ 𝐵 𝐴 𝐴 (橘色△) 

等距△頂角角度為 180−θ°，只可為△ 𝐴 𝐴 𝐵 (綠色△) 

等距△頂角角度為 90+ °，有 1 種全等△， 

△ A A B ≅△ A A B (粉色△) 

 

 

(4)平行四邊形等距共圓點所衍伸出等距△之圖形特徵 

發現:平行四邊形除矩形外，無法四點共圓 

證明:平行四邊形失敗原因:在 A2、A3 皆在圓周上時， 

∵ 𝐴 𝐴 = 𝐴 𝐴 且𝐴 𝐴 //𝐴 𝐴  

∴只有在平行四邊形 A1A2A3A4 之對角互補時， 

才能符合「四點接在圓周上」之條件。 
 

(5)菱形等距共圓點所衍伸出等距△之圖形特徵 

發現:菱形除正方形外，無法四點共圓 

證明:𝐴 𝐴 //𝐴 𝐴 ，𝐴 𝐴 //𝐴 𝐴 ， 

𝐴 𝐴 =𝐴 𝐴 =𝐴 𝐴4=𝐴 𝐴  

∵四點共圓四邊中垂線必交於一點 

∴相鄰兩夾角互補時成立 
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2. 等角 n 邊形及等邊 n 邊形等距共圓點所衍伸出等距△之圖形特徵 

由先前研究若要探討等角 n 邊形及等邊 n 邊形等距共圓點之性質，前提是這些圖形要共
圓，因此接續先探討這些圖形是否共圓 

A. 等邊 n 邊形等距共圓點所衍伸出等距△之圖形特徵 

整理如下表，發現:等邊 n 邊形除正 n 邊形外，無法形成 n 點共圓，故不繼續探討。 

等邊五邊形 等邊六邊形 等邊七邊形 等邊八邊形 

    
B. 等角 n 邊形等距共圓點所衍伸出等距△之圖形特徵 

發現:等角 n 邊形除正 n 邊形外，等角 n 邊形在 n 為偶數時，滿足𝐱𝟏 = 𝐱𝟑 = ⋯ =

𝐱𝐧 𝟏、𝐱𝟐 = 𝐱𝟒 = ⋯ = 𝐱𝒏(xi 是弧長)，可形成頂點共圓。 

證明:探討共圓偶邊形的形成條件 

假設等角 n 邊形每邊所對的弧為x 、x 、 … 、x 為多邊形外接圓上的弧， 

此時這些弧要滿足方程式 

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧x + x + x + ⋯ + x + x = 2 180° −

°

x + x + x + ⋯ + x + x = 2 180° −
°

x + x + x + ⋯ + x + x = 2 180° −
°

.

.

.

 (內角)  

若要形成等角共圓偶邊形需滿足 

x = x = ⋯ = x 、x = x = ⋯ = x (xi 是弧長) 

 
 

【以 6 邊形為例說明】 

不失一般性假設等角 6 邊形每邊所對弧為x 、x 、 … 、x  

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

x + x + x + x = 240° … … (1)

x + x + x + x = 240° … … (2)
x + x + x + x = 240° … … (3)

x + x + x + x = 240° … … (4)

x + x + x + x = 240° … … (5)

x + x + x + 𝑥 = 240° … … (6)

 (內角) 

由(1)-(2)得 x = x ；由(2)-(3)得 x = x  

由(3)-(4)得 x = x ；由(4)-(5)得 x = x  

由(5)-(1)得 x = x ；由(6)-(1)得 x = x  

∴ x = x = x ，x = x = x ，代入(1) 
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得: 2x + 2x = 240°，x + x = 120° 

⇒ x 、x 、x ；x 、x 、x 兩組分別等長時可形成等角共圓六邊形 

探討等角共圓奇邊形的形成條件: 

假設等角 n 邊形每邊所對的弧為x 、x 、 … 、x 為多邊形外接圓上的弧，此時這

些弧要滿足方程式 

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧x + x + x + ⋯ + x + x = 2 180° −

°

x + x + x + ⋯ + x + x = 2 180° −
°

x + x + x + ⋯ + x + x = 2 180° −
°

.

.

.

(內角) 

若形成等角共圓奇邊形必滿足x = x = ⋯ = x  

 

【以 5 邊形為例說明】 

(1)以等角的面向來看，以等角 5 邊形為例 

不失一般性假設等角 5 邊形每邊所對弧為x 、x 、 … 、x  

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

x + x + x = 216° … … (1)
x + x + x = 216° … … (2)

x + x + x = 216° … … (3)
x + x + x = 216° … … (4)

x + x + x = 216° … … (5)

 (內角) 

由(1)-(2)得 x = x ；由(2)-(3)得 x = x  

由(3)-(4)得 x = x ；由(4)-(5)得 x = x  

由(5)-(1)得 x = x ；∴ x = x = x = x = x ，代入(1) 

得: 3x = 216°，x = 72° 

⇒ x = x = x = x = x = 72°  

⇒ x 、x 、x 、x 、x 不等長時無法共圓，故 n=奇數僅正 n 邊形可共圓。 

 

(2)以共圓的面向來看，以共圓 5 邊形又要滿足等角的條件為例 

設θ + ϕ = 108°，做等腰△ 

⇒ θ = ϕ =
108°

2
= 54° 

⇒ x = x = x = x = x = 72° 

⇒ 形成正五邊形 

 

引理 3：當等角偶邊形滿足x = x = x = ⋯ = x 、x = x = x = ⋯ = x (xi 是弧長)

時所有頂點可共圓，則等角偶邊形可形成等距共圓點。 

其餘等角 n 邊形或等邊 n 邊形除正 n 邊形皆無法形成等距共圓點。 
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3. 特殊 n 邊形等距共圓點所衍伸出等距△數量公式推導 

至此，由於特殊四邊形角度無法固定，使數量無規律性，正 n 邊形前面已討論， 

故以等角共圓 n 邊形進行探討其數量公式， 

首先整理等角共圓 4、6、8…..邊形以θ為頂角之等距△數量如下頁表 12， 

其中θ為多邊形對角線所切割出的最小角。 

注意：∵等角 n 邊形具有對稱性， 

∴除倒數第二排外，其他皆須權數 x 2， 

此權數討論方式與研究三(一)3 雷同，不再重複。 

倒數第二排則是正中間的角所形成的等距△， 

∴僅需要權數 x 1 即可。 
表 12 等角共圓 n 邊形以θ為頂角之等距△數量整理表 

等角共圓 n 邊形 等角 4 邊形(長方形) 等角六邊形 等角八邊形 …… 權數 

𝜃頂角數量 

1 1 1 …… x2 
0 2 6 …… x2 
1 2 3 …… x1 
0 0 0 …… x2 

360

𝑛
− 𝜃 

頂角數量 

0 0 0 …… x2 
0 1 4 …… x2 
1 2 3 …… x1 
0 0 0 …… x2 

360

𝑛
+ 𝜃 

頂角數量 

0 1 1 …… x2 
0 0 2 …… x2 
1 2 3 …… x1 
0 0 0 …… x2 

360

𝑛
× 2 + 𝜃 

頂角數量 
 

1 1 …… x2 
0 2 …… x2 
2 3 …… x1 
0 0 …… x2 

360

𝑛
× 2 − 𝜃 

頂角數量 
 

0 1 …… x2 
0 1 …… x2 
2 3 …… x1 
0 0 …… x2 

 
等角共圓 n 邊形 等角 4 邊形(長方形) 等角六邊形 等角八邊形 …… 權數 

180-θ 
頂角數量 

0 0 0 …… x2 
0 0 0 …… x2 
1 1 1 …… x1 
0 0 0 …… x2 

360

𝑛
 

頂角數量 

0 0 0 …… x2 
0 0 0 …… x2 
0 0 0 …… x1 
0 0 0 …… x2 

由上可得等角共圓 n 邊形對應不同角度的規律並推導公式如下 
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頂角為θ°時數量規律為 3、8、17⇒公式:
( )( )

+ 3 ×  

頂角為 × 1 − 𝜃°時數量規律為 1、4、11⇒公式:
( )( )

+ 1 ×  

頂角為 × 1 + 𝜃°時數量規律為 1、4、11⇒公式: 
( )

×  

頂角為 × 2 + 𝜃°時數量規律為 1、4⇒公式:
×

×  

頂角為 × 2 − 𝜃°時數量規律為 2、7⇒公式:
( )

− 2 ×  

頂角為180 − θ°和 °時，數量分別為 1× 和 0  

 

肆、討論 
嘗試從上述研究的平面多邊形延伸至立體的多面體： 

一、 任意多面體所有平面皆形成等距共圓點條件之推導與證明 

以【任意六面體】為例進行探討(其餘詳見手稿或附件) 

推導：做一任意六面體， 

並將其中一面之四邊形命名為𝐴𝐵𝐶𝐷， 

並將其分成 4 個共邊△， 

分別將其外接圓、共圓點與等距線段繪製出來， 

並將𝐴點向右平移直至四邊形每邊皆出現一等距共圓點(右上圖)。 

發現:任意六面體任一平面形成等距共圓點之條件為該平面四頂點共圓。 

證明:設𝐵𝐶𝐷三點共圓，𝐴點不與其共圓，且弧𝐵𝐶上之共圓點為𝐸， 

則∵ 雞爪定理僅於共圓時發生 

∴ 𝐼 𝐸 ≠ 𝐵𝐸(非共圓)，且𝐵𝐸 = 𝐶𝐸 = 𝐼 𝐸(雞爪定理) 

∴ 同理可證𝐵𝐸 = 𝐶𝐸 = 𝐼 𝐸 = 𝐼 𝐸(→←) 

此時若兩共邊 △ 𝐴𝐵𝐶、 △ 𝐵𝐶𝐷共圓， 

則𝐵𝐸 = 𝐶𝐸 = 𝐼 𝐸 = 𝐼 𝐸 

∴ 須滿足𝐴𝐵𝐶𝐷四點共圓，任意四邊形才可形成等距共圓點，其餘五平面則依此類推 

∴ 必須滿足所有平面頂角共圓，任意六面體所有平面才可皆形成等距共圓點 

引理 4：任意多面體所有平面皆形成等距共圓點之條件為任意 n 面體所有平面頂角共圓。 
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仿先前研究嘗試探討特殊多面體，以正多面體衍伸出等距△之圖形特徵及其數量進行討論： 

二、探討正多面體等距共圓點衍伸出等距△之數量與特徵 

(一)正四面體等距共圓點所衍伸出等距△之數量與特徵  

發現:形成之等距△頂角，只可為 120O，其數量為 12 個。 

證明: ∵正四面體是由四個正△所組成， 

∴ 等距 △ 之個數為正 △ 之 4 倍 

   

(二)正十二面體等距共圓點所衍伸出等距△之數量與特徵 

發現:形成之等距△頂角，只可為 36O、72 O 、108 O 或 144O，其數量又分別為 600 個、

240 個、600 個和 60 個。 

證明: ∵正十二面體是由十二個正五邊形所組成， 

∴ 等距 △ 之個數為正五邊形之 12 倍。 

(三)正二十面體等距共圓點所衍伸出等距△之數量與特徵 

發現:形成之等距△頂角，只可為 120O，其數量又分別為 60 個。 

證明: ∵正二十面體是由二十個正△所組成， 

∴ 等距 △ 之個數為正 △ 之 20 倍。 

 
伍、結論 

一、針對雞爪定理是否可以適用於多邊形，發現： 

(一)雞爪定理不能延伸至多邊形，即無法由多邊形內角角平分線與其外接圓之交點，與多邊

形內心、相鄰 2 個頂點的連線段形成 n 個等距線段(雞爪的爪) 。 

(二)當多邊形內角角平分線與其外接圓之交點 F1，與相鄰 2 頂點生衍的其中一個△內心會

形成等距線段，若以 F1 為圓心，該等距線段長為半徑畫弧，可在該弧上找到∞個點，形

成∞個等距線段。 
 

二、針對任意 n 邊形形成等距共圓點的條件，發現： 

(一)設圓內接任意 n 邊形(A1A2…An)，Ii(I1)為【以該 n 邊形其中一邊(設為𝐴 𝐴 )為共邊的】

共邊△內心，∠A2A3A1 的角平分線 A3I1 交外接圓於 Fi(F1)，則可找到另外(n-2)個以𝐴 𝐴

為共邊配其餘頂點 Ai(i=3、…….、n)的共邊△內心 Ik，使得𝐴 𝐹 =𝐴 𝐹 =𝐼 𝐹 =……=𝐼 𝐹 ，

此時 Fi 為等距共圓點。 
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(二)當任意 n 邊形所有頂點共圓時，可形成等距共圓點。 

(三)當等角偶邊形滿足x = x = x = ⋯ = x 、x = x = x = ⋯ = x (xi 是弧長)時所有

頂點可共圓，則等角偶邊形可形成等距共圓點。 

其餘等角 n 邊形或等邊 n 邊形除正 n 邊形皆無法形成等距共圓點。 

(四)任意多面體所有平面皆形成等距共圓點之條件為「任意 n 面體所有平面頂角共圓」。 

三、針對任意 n 邊形形成等距共圓點的性質： 

(一) 任意 n 邊形所有頂點共圓時，可形成 n 個等距共圓點，存在 n-2 組 n 個等距線段。 

(二) 特殊四邊形等距共圓點形成等距△之圖形特徵有： 

1.設長邊與對角線之夾角大小為θ，其長方形等距共圓點所衍伸出等距△有 2 類，頂角分

別為90 + θ, 180 − θ。 

2.設箏形最小角之角度大小為θ，其等距共圓點所衍伸出等距△有 5 類，頂角分別為

 , 90 −  , 90 , 90 +   , 180 − 。 

3.設兩對角線與側邊之夾角大小為θ與ϕ，等腰梯形等距共圓點所衍伸出等距△有 6 類，

頂角分別為θ,ϕ, 180−ϕ, 180−θ,90+ 。 

(三) 正 n 邊形等距共圓點形成等距△之圖形特徵及其數量公式為： 

1.正 n 邊形等距共圓點所衍伸出等距△之頂角角度公式 

{(
180

n
× 1)°、(

180

n
× 2)°、 … … … 、

180

n
× (n − 1) °} 

2.除了正△及正方形，其餘正 n 邊形有 n-1 種全等等距△。 

3.正 n 邊形等距共圓點所衍伸出等距△之數量公式，圖形特徵決定正 n 邊形形成等距△

數量權數 

(1)正奇 n 邊形等距共圓點所衍伸出等距△之數量公式 

最小角等距△數量公式為 × (𝑛 − 3) × 2n 

第偶數個小角等距△數量公式為 ( ) 、( ) 、 … 、
( )

、
( )

× 𝑛 

第 2 大角等距△數量公式為[2(𝑛 − 3) + 1] × 2𝑛(𝑛 ≥ 5) 

(2)正偶 n 邊形等距共圓點所衍伸出等距△之數量公式 

最小角等距△數量公式為[
( )( )

] × 2n 

第 2 小角等距△數量公式為[∑ 𝑘 + ∑ 𝑘 +
( )

] × 2n (n≥8) 
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第奇數個小角等距△數量公式為 、 、 … 、
( )

、

( )
× 𝑛 

第 2 大角等距△數量公式為[2(𝑛 − 3)] × 2𝑛(𝑛 ≥ 8) 

(四)等角共圓 n 邊形對應不同角度公式如下，其中θ為多邊形對角線所切割出的最小角： 

1.頂角為θ°時，等距△數量公式為公式:
( )( )

+ 3 ×  

2.頂角為 × 1 − 𝜃°時，等距△數量公式為:
( )( )

+ 1 ×  

3.頂角為 × 1 + 𝜃°時，等距△數量公式為公式: 
( )

×  

4.頂角為 × 2 + 𝜃°時時，等距△數量公式為
×

×  

5.頂角為 × 2 − 𝜃°時，等距△數量公式為[
( )

-2] ×  

6.頂角為180 − θ°和 °時，等距△數量公式為 1× 和 0 

(五) 針對多面體等距共圓點衍伸出等距△之圖形特徵與數量，發現： 

1.正四面體等距共圓點形成之等距△有 1 類，頂角為 120O，其數量為 12 個。 

2.正十二面體等距共圓點形成之等距△有 4 類，頂角為 36O、72 O 、108 O 或 144O，其

數量又分別為 600、240、600 和 60 個。 

3.正二十面體等距共圓點形成之等距△有 1 類，頂角為 120O，其數量又分別為 60 個。 
 

陸、應用  
一、夾娃娃機之爪子 

在夾娃娃時，如果把娃娃機

爪子放在等距之交點(圖 6-1-1

之紅色點上)，可使娃娃之重心

放在內心上(圖 6-1-1 黑點)，可

使娃娃夾的最堅固，較不易失

敗。 

   

夾娃娃機之爪子 圖 6-1-1 

 

二、網路基地台的位置探討 

將網路基地台放置在紫色內心上(如圖 6-1-2 所

示)，可使其有效範圍重疊，涵蓋所有範圍，並且在

三圓之焦點處，由等距共圓點可知，其位置與三個基

地台的距離皆相等。 
  

網路基地台示意圖 圖 6-1-2 
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【評語】030413  

作品從一個俗稱雞爪定理的平面幾何的定理開始發想：在三角形 ABC

中，設 E為內心，∠ABC的平分線 BE 交外接圓於 D點，則 D 點與 A, 

C, E 三點等距。作者擬探討雞爪定理在多邊形上的推廣，給定 n 邊

形 A_1 A_2…A_n。固定 A_1 A_2為三角形的一邊，考慮所有由 A_1,A_2

和 A_i為頂點的三角形 A_1 A_2 A_i。是否能夠找到一個點 P，使得

P 點到 A_1、A_2 和所有三角形 A_1 A_2 A_i的內心距離都相等？如

果可能，這樣的 n 邊形具有什麼樣的特性？作者們針對這個問題做

了詳盡的分析並給出了答案。當所給的 n 邊形是正 n 邊形，會有多

少個以每一邊所找到的等距點當頂點等距三角形（以等距點為頂點

的等腰三角形），對於這個問題，作者們也作了一些討論。這是作者

們在思考雞爪定理是否可以進一步擴展至 n 邊形時所聯想到的問

題。雖然最後考慮的問題已經與雞爪定理的精神有些出入，但能夠

由思考一個結果是否可以進一步推廣開始，逐步修正，得出一些不

一樣的有趣結論，還是非常難能可貴，這一點頗值得鼓勵。作品前

段的鋪陳可以做適當的精簡，後半段在推估等距三角形的個數似乎

經偏離了主軸，在分析個數時似乎也只是藉由觀察小的例子的數據



來推估一般化的規則，是不是有可能給一個更完整的論述？除了計

算個數，關於等距點還會有什麼有趣的性質？如果能針對這些部分

加以闡述會更好。 
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